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obe
né pøedpoklady pro regresní model

• tvar závislosti: známe jak vysvìtlovaná velièina závisí na vysvìt-lují
í
h

• homoskedasti
ita: pro v¹e
hny kombina
e hodnot vysvìtlují
í
hvelièin je rozptyl vysvìtlované velièiny konstantní

• nezávislost: náhodné slo¾ky vysvìtlovaný
h velièin jsou nezávislé

• normalita: náhodná slo¾ka má normální rozdìlení

• pøedpoklady lze ovìøovat (regresní diagnostika)

• nìkdy pomohou transforma
e 2

pou¾ití reziduí

• pomo
í regrese hledáme model pro závislost nebo predik
i (støedníhodnoty) pøí¹tí
h pozorování

• 
elkovou s
hopnost vysvìtlit závisle promìnnou hodnotíme po-mo
í koe�
ientu determina
e

R2 = 1− Se
∑n

i=1(Yi − Ȳ )2
= 1−

∑n
i=1(Yi − Ŷi)

2

∑n
i=1(Yi − Ȳ )2

• v èitateli posledního výrazu rezidua

ui = Yi − Ŷi(rozdíl namìøená - vyrovnaná hodnota vysvìtlované promìnné)

• rezidua lze pou¾ít k hodno
ení (diagnosti
e) regrese 3
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diagnostika pomo
í reziduí

• histogram reziduí nebo normální diagram (k ovìøení normálníhorozdìlení)

• gra�
ké znázornìní bodù [Ŷi, ui] nebo [xi, ui] (k ovìøení konstant-ního rozptylu èi tvaru závislosti)

5

ukázky diagnostikyvlevo: rezidua spí¹e kladná ne¾ záporná, mo¾ná jsme mìli radìji vy-svìtlovat odmo
ninu z mortalityvpravo: normální diagram, ukazuje, ¾e s pøedpokladem o normálnímrozdìlením není problém (body tìsnì kolem pøímky)
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nekonstantní rozptyl (try
htýøovité roz¹iøování mraku reziduí)
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odlehlé pozorování (první pozorování daleko od vodorovné osy)
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vlivné pozorování (první pozorování daleko ve vodorovném smìru)
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ukázka transforma
e: poèet leti¹» na plo¹e evropského státu
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y=46+0,0009 x;log(y)=3,3+0,000007 x;log(y)=-6,5+0,97 log(x)

R2 = 51,4 %; R2 = 48,0 %; R2 = 86,1 % 11

poèet leti¹»: vyne
hat Lu
embursko?
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poèet leti¹»: po vyne
hání Lu
emburska
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stejná závislost pro Japonsko, Èínu, Austrálii?
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shrnutí

• regrese slou¾í pro

− predik
i (støední
h hodnot) budou
í
h pozorování

− prokazování závislosti na zvoleném regresoru

− ovìøování modelu o závislosti

• nejsou-li splnìny základní pøedpoklady ⇒ po
hybné závìry

− obtí¾nì lze predikovat mimo obor mìøení

− je-li malé R2, nespolehlivá pøedpovìï, ale závislost mù¾e býtprokazatelná

− vysvìtlovaná promìnná mù¾e záviset na ví
e nezávisle promìn-ný
h, nutná opatrnost (
onfounding) 15

poznámky

• souvislost regresní pøímky a korelaèního koe�
ientu: testovoustatistiku pro H0 : β1 = 0 lze spoèítat také jako

T =
rxy

√

1− r2xy

√
n − 2

• je-li |T | velké, závislost je prokázána, lze pou¾ít (nutno pøedpoklá-dat normální rozdìlení)

• metoda nejmen¹í
h ètver
ù je velmi 
itlivá na mimoøádnì umís-tìná pozorování
• pøíklad: poèet leti¹» vers. velikost státu (obojí v logaritme
h)

− v¹e
h 9 státù: r =0,717; T =2,720; p =3,0 %

− bez Lu
emburska: r =0,654; T =2,226; p =7,9 %16



Spearmanùv korelaèní koe�
ient

• vlastnì korelaèní koe�
ient poøadí

• 
itlivì reaguje i na nelineární, ale monotonní závislost

• k prokazování závislosti netøeba normální rozdìlení, slab¹í test

• pro n ≥ 10 lze pøedpokládat rS
√

n − 1 ∼ N(0, 1)
• závislost (proti oboustranné alternativì) prokázána, pokud

|rS

√
n − 1| ≥ z(α/2)

• závislost (proti jednostranné alternativì) prokázána, pokud

rS

√
n − 1 ≥ z(α) resp. rS

√
n − 1 ≤ −z(α) 17

pøíklad: poèet leti¹» (pøesnì p =2,9 %)plo
ha 78,9 43,1 337,0 547,0 357,0 301,2 92,4 244,8leti¹» 114 119 159 475 613 135 66 489

Ri 2 1 6 8 7 5 3 4

Qi 2 3 5 6 8 4 1 7

Ri − Qi 0 -2 1 2 -1 1 2 -3

(Ri − Qi)2 0 4 1 4 1 1 4 9H0 : poèet leti¹» nezávisí na velikosti státuH1 : poèet leti¹» roste s velikostí státu (jednostranná alternativa)

rS = 1−
6

n(n2 − 1)
n

∑

i=1

(Ri − Qi)
2 = 1− 6 · 24

8(64− 1) = 1−
144

504
= 0,714

Z0 = rS

√
n − 1 = 0,714 ·

√
7 = 1,89

p = P(Z ≥ Z0) = 1− Φ(Z0) = 1− 0,971 = 0,029na 5% hladinì jsme (pøi jednostranné alternativì) závislost prokázali18

vyrovnávání

• me
hanismus k vyhlazování dat, spí¹e te
hni
ký

• 
ílem je napø. nahradit 
hybìjí
í pozorování (budou
í pozorování{ predik
e, 
hybìjí
í pozorování - interpola
e) nebo odstranitnahodilé výkyvy

• èasto (ná¹ pøíklad) poru¹en pøedpoklad nezávislosti pozorování,proto by obyèejná regrese dala nesprávnì pøesnost odhadù, testyo parametre
h,

• koe�
ienty nelze snadno statisti
ky hodnotit, nìkdy vùbe


• nejen metoda nejmen¹í
h ètver
ù 19

èasové øady

• spojitý znak mìøený v pravidelný
h èasový
h intervale
h

• slo¾eno z nìkolika slo¾ek

− trend (dlouhodobý vývoj)

− sezónní slo¾ka (periodi
ká slo¾ka se známou periodou, napø.denní/roèní 
hod teplot, ètvrtletní 
hod ekonomi
ký
h velièin)

− periodi
ká slo¾ka (s neznámou periodou)

− autokorela
e (
hybové slo¾ky na rozdíl od regrese nejsou mezisebou nezávislé)
• první dvì slo¾ky lze vedle regrese odhalit pomo
í

− klouzavý
h prùmìrù
− exponen
iálního vyrovnávání

• prokázat pomo
í regrese 20



pøíklad: HDP v ÈR po ètvrtletí
h (bì¾né 
eny)
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pøíklad: HDP [mil. Kè℄

• predik
e bez ohledu na kvartály: 360,4 + 33,3 (rok-1995)pro 3. ètvrtletí 2004 tedy pøedpovìï 680,5

• predik
e s ohledem na kvartály

est(HDP ) = 339, 4 + 33, 1(rok− 1995)
est(HDP ) = (335, 3 + 38, 5) + 33, 1(rok− 1995)
est(HDP ) = (335, 3 + 30, 2) + 33, 1(rok− 1995)
est(HDP ) = (335, 3 + 18, 1) + 33, 1(rok− 1995)pøedpovìï tedy 335,3 + 30,2 + 33,1 · (2004,75{1995) = 688,6

• predik
e s ohledem na autokorela
i (odhad autokorelaèního koe�-
ientu ρ̂ =0,59): 688,6 + 0,59 · 16,7 = 698,4

• skuteènost: 702,2 22

autokorela
e, periodi
ita

• spe
iální postupy pro zbývají
í slo¾ky (periodi
ká slo¾ka s nezná-mou periodou, autokorela
e), nelze me
hani
ky pou¾ít lineární re-gresi èi lineární vyhlazování

• náhodné (
hybové) èleny v regresním modelu by mìly být ne-závislé, nìkdy ale daný èlen závisí na pøed
hozím; síla závislostipopsána pomo
í autokorelaèního koe�
ientu ρ

− kladné ρ: po sobì jdou
í èleny podobné (èastý pøípad)

− záporné ρ: po sobì jdou
í èleny nepodobné

− ρ =0: po sobì jdou
í èleny nezávislé (v regresi se po¾aduje)

• autokorela
i a periodi
itu lze prokazovat (odhadovat, hodnotit)a¾ po odstranìní trendu a sezónního kolísání 23

klouzavé prùmìry (moving averages)

• pozorování Yi porovnáváme s prùmìrem z m sousední
h pozoro-vání (vèetnì Yi samotného), napø. pro m = 5

1

5
(Yi−2 + Yi−1 + Yi + Yi+1 + Yi+2)

• snaha vyhladit nahodilé vý
hylky, za
hovat þprùmìrnýÿ vývoj

• vhodné zejména k interpola
i, k nalézání dosud pøehlí¾ený
h sys-temati
ký
h vlivù
• u HDP vezmeme nejprve v úvahu lineární trend a ètvrtletní perio-di
itu, spoèítáme rezidua (to, 
o nevysvìtlíme lineárním trendema ètvrtletními sezonními výkyvy) 24



pøíklad: klouzavé prùmìry reziduí (m =7)
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exponen
iální vyrovnávání

• pøedstava: v posledním pozorování se projevuje vliv v¹e
h pøed-
hozí
h

• tento vliv je postupnì utlumován: nejvìt¹í vliv má pøed
hozí po-zorování, nejmen¹í pozorování v èase nejvzdálenìj¹í

• vá¾ený prùmìr mezi pøedpovìdí pøed
hozího pozorování a skuteè-ným pøed
hozím pozorováním

wŶi−1 + (1− w)Yi−1

• w { váha þhistorieÿ, èím je vìt¹í, tím ménì kolísání

• pou¾itelné k pøedpovìdi 26

pøíklad: exponen
iální vyrovnávání (699,4 pro w=0,1, 690,6 pro w=0,25)
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exponen
iální vyrovnávání reziduí (704,0 pro w=0,1, 701,6 pro w=0,25)
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