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shéma testování hypotézrozhodnutí H0 platí H0 neplatíH0 zamítnout hyba 1. druhu správné rozhodnutí(pst ≤ α) (pst 1− β)hladina testu síla testuH0 nezamítnout správné rozhodnutí hyba 2. druhu(pøijmout) (pst ≥ 1− α) (pst β)
2



pøíklad: vý¹ky desetiletýh hohù

• velký výbìr v roe 1951 dal prùmìr 136,1 m, rozptyl 6,42 m2
• v roe 1961 namìøeno v náhodném výbìru n = 15 hodnot s prù-mìrem X̄ = 139,13 m (lze pøedpokládat nezmìnìný rozptyl)

• prokázali jsme na 5% hladinì pøedstavu, ¾e desetiletí ho¹i jsou(o do populaèního prùmìru) v roe 1961 vìt¹í ne¾ desetiletí ho¹iv roe 1951?

• hypotéza H0 : µ = µ0 = 136,1 (nebo µ ≤ 136,1, postup by byl stejný)

• alternativa H1 : µ > 136,1 3



vý¹ky desetiletýh hohù

• alternativì nasvìdèují prùmìry o hodnì vìt¹í ne¾ µ = µ0 = 136,1

• kritiký obor: X̄ ≥ x0, kde x0 je zvoleno tak, aby za platnostihypotézy bylo pøekroèeno s pstí nejvý¹ 5 %

• platí (za platnosti hypotézy)
X̄ ∼ N(136,1, 6,42/15) ⇒ Z =

X̄ − 136,1
6,4

√
15 =

X̄ − 136,1S.E.(X̄) ∼ N(0, 1)
• proto hypotézu zamítáme, je-li Z > z(0,05) = 1,645

• v na¹em pøíkladu je Z0 =
139,13−136,1

6,4

√
15 = 1,82 > 1,645, tak¾e na 5%hladinì hypotézu zamítáme ve prospìh jednostranné alter-nativy, ¾e populaèní prùmìr za deset rokù vzrostl 4



obenì (jednostranná alternativa)

• H0 : µ = µ0

• H1 : µ > µ0

• kritiký obor: X̄ ≥ x0, kde x0 je zvoleno tak, aby za platnostihypotézy bylo pøekroèeno s pstí nejvý¹ 5 %

• platí (za platnosti hypotézy)
X̄ ∼ N(µ0, σ2/n

)
⇒ Z =

X̄ − µ0
σ

√
n ∼ N(0, 1)

• proto hypotézu zamítáme na hladinì α, je-li Z > z(α)

• H1 : µ < µ0, podobnì jako vý¹e hypotézu zamítáme na hladinì α,je-li Z < −z(α) 5



obenì
• H0 : µ = µ0

• H1 : µ 6= µ0

• kritiký obor: X̄ je pøíli¹ daleko od µ0,
• platí (za platnosti hypotézy)

X̄ ∼ N(µ0, σ2/n
)

⇒ Z =
X̄ − µ0

σ

√
n ∼ N(0, 1)

• proto¾e hladinu musíme rozdìlit na dvì èásti (X̄ << µ0 a X̄ >> µ0hypotézu zamítáme na hladinì α, je-li |Z| > z(α/2) 6



vý¹ky desetiletýh hohù

• výpoèet p-hodnoty: (v Z odeèítáme v¾dy skuteènì platnou støedníhodnotu, uvedeme ji jako dolní index u P)za H0 je Z = X̄−136,1
6,4

√
15 ∼ N(0, 1)

p = P136,1 (X̄ ≥ 139,1)

= P136,1(X̄ − 136,1
6,4

√
15 ≥ 139,13− 136,1

6,4

√
15

)

= P(Z ≥ 1,82) = 1− Φ(1,82) = 1− 0,965 = 0,035 < 0,05

• na 5% hladinì jsme zamítli hypotézu ve prospìh jednostrannéalternativy (kterou jsme zvolili pøedem, bez znalosti dat!)

• prokázali jsme na 5% hladinì vzrùst populaèního prùmìru 7



síla testu pro µ = 140

• síla testu = pst(zamítnout hypotézu, kdy¾ tato neplatí)

• musíme vzít v úvahu, ¾e µ = 140

1− β(140) = P140(X̄ − 136,1
6,4

√
15 > 1, 645

)

= P140(X̄ − 140
6,4

√
15 +

140− 136,1
6,4

√
15 > 1, 645

)

= P(Z > 1,645− 140− 136,1
6,4

√
15

)
= P(Z ≥ −0,715)

= 1− Φ(−0,715) = 1− 0,237 = 0,763 8



síla testu v závislosti na µ, n =15 (30, 5)
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shrnutí: X1, . . . , Xn ∼ N(
µ, σ2

), nezávislé

• pøedpokládáme, ¾e σ > 0 známe

• H0 : µ = µ0 (µ0 známá konstanta)
Z =

X̄ − µ0
σ

√
n =

X̄ − µ0S.E.(X̄)
• kdy hypotézu H0 zamítáme (kritiký obor):

− H1 : µ 6= µ0 (oboustranná alternativa) |Z| ≥ z(α/2)

− H1 : µ > µ0 (jednostranná alternativa) Z ≥ z(α)

− H1 : µ < µ0 (jednostranná alternativa) Z ≤ −z(α)

10



èastìji: X1, . . . , Xn ∼ N(
µ, σ2

), nezávislé

• neznámé σ > 0 odhadneme pomoí s =
√
1

n−1
∑n

i=1(Xi − X̄)2

• H0 : µ = µ0 (µ0 známá konstanta)
T =

X̄ − µ0
s

√
n =

X̄ − µ0
̂S.E.(X̄)

• kdy hypotézu H0 zamítáme (kritiký obor):
− H1 : µ 6= µ0 (oboustranná alternativa) |T | ≥ tn−1(α)
− H1 : µ > µ0 (jednostranná alternativa) T ≥ tn−1(2α)
− H1 : µ < µ0 (jednostranná alternativa) T ≤ −tn−1(2α) 11



souvislost s intervalem spolehlivosti

• pøipomeòme interval spolehlivosti pro µ

X̄ − sx√
n

tn−1(α) < µ < X̄ +
sx√
n

tn−1(α)

X̄ − ̂S.E.(X̄) · tn−1(α) < µ < X̄ + ̂S.E.(X̄) · tn−1(α)o¾ lze pøepsat jako
|T | =

∣∣∣∣∣
X̄ − µ

sx

√
n

∣∣∣∣∣ < tn−1(α)

• H0 : µ = µ0 tedy nezamítneme na hladinì α pøi oboustrannéalternativì, právì kdy¾ µ0 le¾í v 100(1−α)% intervalu spolehlivosti

• interval spolehlivosti tedy obsahuje takové hodnoty µ0, které byhomjako hypotézu nezamítli 12



vý¹ky desetiletýh hohù (σ2 neznámé)

• kritiký obor: X̄ se pøíli¹ li¹í od µ0 ve smìru zvolené alternativy

• spoèítáme
s =

√
1

15− 1((130− 139,13)
2 + . . . + (141− 139,13)2) =

√
42,98 = 6,56

T =
X̄ − 136,1
6,56

√
15 = 1,79

• na 5% hladinì pøi jednostranné alternativì µ > µ0 hypotézu zamí-táme, nebo» t14(0,10) = 1,76 (p = 4,7 %)
• na 5% hladinì pøi oboustranné alternativì hypotézu nezamítáme,nebo» t14(0,05) = 2,14 (p = 9,5 %)
• 95% int. spolehlivosti pro populaèní prùmìr vý¹ek hohù: (135,5; 142,8)13



nová úloha: porovnání dvou populaí

• li¹í se desetileté dívky vý¹kou postavy od desetiletýh hoh?

• lze pøedpokládat, ¾e vý¹ky hohù
Xi ∼ N(µ1, σ2), i = 1, . . . , n1

• lze pøedpokládat, ¾e vý¹ky dívek
Yi ∼ N(µ2, σ2), i = 1, . . . , n2

• pøedpoklad stejnýh rozptylù bývá splnìn, lze jej ovìøit

• musí jít o nezávislé náhodné výbìry, nelze napø. vybírat souroze-neké dvojie 14



porovnání støedníh hodnot nezávislýh výbìrù

• zøejmì H0 : µ1 = µ2 (není rozdíl, nulová hypotéza)

• alternativy
− H1 : µ1 6= µ2 (není-li dùvod k jednostranné alternativì)

− H1 : µ1 > µ2 (bylo ílem dokázat, ¾e ho¹i vìt¹í dívek)

− H1 : µ1 < µ2 (bylo ílem dokázat, ¾e ho¹i men¹í dívek)

• rozhodování zalo¾eno na porovnání prùmìrù X̄ a Ȳ ; èím víe seli¹í, tím spí¹e zamítnout hypotézu
• je tøeba porovnat s mírou pøesnosti, s jakou prùmìry X̄, Ȳ odhad-nou skuteèné populaèní prùmìry µ1, µ2 15



porovnání støedníh hodnot nezáv. výbìrù (2)

• k tomu je tøeba odhadnout také neznámé σ2 pomoí

s2 =
1

n1 + n2 − 2




n1∑

i=1

(Xi − X̄)2 +
n2∑

i=1

(Yi − Ȳ )2




=
n1 − 1

n1 + n2 − 2
s2X +

n2 − 1
n1 + n2 − 2

s2Y(vá¾ený prùmìr odhadù rozptylu v obou výbìreh)

• vý¹ka desetiletýh dìtí: n1 = 15, n2 = 12, X̄ = 139,13, Ȳ = 140,83,

s2X = 42,98, s2Y = 33,79, tudí¾ s2 = 38,94 = 6,242

16



kritiké obory
• o H0 : µ1 = µ2 se rozhoduje pomoí

T =
X̄ − Ȳ

s

√
n1n2

n1 + n2
=

X̄ − Ȳ
̂S.E.(X̄ − Ȳ )

• H1 : µ1 6= µ2 zamítáme pokud |T | ≥ tn1+n2−2(α)

• H1 : µ1 > µ2 zamítáme pokud T ≥ tn1+n2−2(2α)

• H1 : µ1 < µ2 zamítáme pokud T ≤ −tn1+n2−2(2α)

• vý¹ky desetiletýh: T = −0,70 < 2,06 = t15+12−2(0,05)

• na 5% hladinì jsme neprokázali rozdíl mezi vý¹kami desetiletýhhohù a dívek (p = 48,8 %) 17



souvislost s intervalem spolehlivosti

• µ1 − µ2 = δ o kolik se li¹í populaèní prùmìrné vý¹ky

• odhadem pro δ je d = X̄ − Ȳ = −1,7

• interval spolehlivosti pro delta je
(X̄−Ȳ )− ̂S.E.(X̄−Ȳ )·tn1+n2−2(α) < δ < (X̄−Ȳ )+ ̂S.E.(X̄−Ȳ )·tn1+n2−2(α)H0 zamítáme právì tehdy, kdy¾ nula není v int. spol. pro δ

• pøi porovnání vý¹ek hohù a dívek je 95% interval pro δ


−1,7− 6,24

√
1

15
+
1

12
· 2,06;−1,7 + 6,24

√
1

15
+
1

12
· 2,06




(−3,3; 6,7) 18



pøíklad: pøijímaèky na MFF

• li¹í se úrovní znalosti matematiky uhazeèi o studium matematikya fyziky?
• n1 = 104, X̄ = 34,6, sx = 11,4 =

√
129,4,

n2 = 114, Ȳ = 31,2, sx = 10,8 =
√
117,2

s = 11,1 =
√
123,0

• dostaneme tedy
T =

34,6− 31,2
11,1

√
104 · 114
104 + 114

= 2,25

• na 5% hladinì jsme prokázali rozdíl mezi dvìma skupinami uha-zeèù (p = 2,6 %)

• 95% interval spolehlivosti pro rozdíl populaèníh prùmìrù je (0,4; 6,3)19


