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hování výbìrového prùmìru

• neh» X1, X2, . . . Xn jsou nezávislé náhodné velièiny s libovolnýmrozdìlením se støední hodnotou µ a rozptylem σ2 - náhodný výbìrz onoho rozdìlení
• pro prùmìr z tìhto velièin platíE (X̄) = E 



1

n

n
∑

i=1

Xi



 = µ σ2X̄ =
σ2

n

• prùmìr X̄ má tedy rozptyl n-krát men¹í, ne¾ jednotlivá pozorování

• støední hyba prùmìru = smìrodatná odhylka prùmìruS.E.(X̄) = σ√
n 2



výbìrový prùmìr z normálního rozdìlení

• neh» X1, X2, . . . , Xn jsou nezávislé náhodné velièiny s rozdìlenímN(µ, σ2
) { náhodný výbìr z N(µ, σ2

)

• pro prùmìr z nih platí
X̄ =

1

n

n
∑

i=1

Xi ∼ N(µ, σ2

n

)

• opìt je støední hyba X̄ rovna σ√
n

• proto je

Z =
X̄ − µ

σ

√
n ∼ N(0, 1)

• hování Z lze popsat pomoí distribuèní funke Φ(z) 3



pøíklad: vìk matek
• velká populae rodièù (11 tisí)
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pøíklad: vìk matek
• náhodnì vybráno 100 matek

n=1
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pøíklad: vìk matek
• náhodnì vybráno 100 krát po n = 10 matkáh, prùmìry:
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pøíklad: vìk matek
• náhodnì vybráno 100 krát po n = 100 matkáh, prùmìry:

n=100
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pøíklad: vìk matek
• velká populae rodièù (11 tisí)

• náhodnì vybráno 100 matek (vlastnì prùmìry výbìrù rozsahu n =

1), nakreslen histogram
• 100 krát náhodnì vybráno v¾dy n = 10 matek, spoèítán prùmìr,nakreslen histogram prùmìrù
• 100 krát náhodnì vybráno v¾dy n = 100 matek, spoèítán prùmìr,nakreslen histogram prùmìrù
• podle teorie by ka¾dý dal¹í rozptyl ze 100 prùmìrù mìl být 10 krátmen¹í

• skuteènost: 23,5; 2,20; 0,21 8
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entrální limitní vìta
• Neh» X1, X2, . . . , Xn jsou nezávislé náhodné velièiny se stejnýmrozdìlením, se støední hodnotou µ a rozptylem σ2 > 0. Potompro velké n má prùmìr z nih rozdìlení N(µ, σ2

n

), jejih souèetrozdìlení N(nµ, nσ2
).

• praktiky: pro dost velká n má prùmìr normální rozdìlení

• pøíklad: prùmìrný vìk matek z velkýh výbìrù u¾ (témìø) normálnírozdìlení

10
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interval spolehlivosti (1)

• proto¾e je X ∼ N(µ, σ2
), platíP(|X̄ − µ|) < 1,96 σ√

n
= 0,95tedy P(X̄ − 1,96 · σ√

n
≤ µ ≤ X̄ + 1,96 · σ√

n

)

= 0,95

• dostali jsme 95% interval spolehlivosti pro µ

X − 1,96
σ

n
X + 1,96

σ

n
X
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interval spolehlivosti (2)

• 95% interval spolehlivosti pøekryje s pravdìpodobností 95 % ne-známé µ (odhadovaný parametr)

• kdybyhom postup provádìli opakovanì, pak asi v 95 % pøípadùpøekryjeme skuteènou hodnotu µ, ve zbylýh asi 5 % zùstane sku-teèné µ mimo interval spolehlivosti
• pro velké n lze neznámé σ nahradit odhadem sx

• pro obené α:P(X̄ − σ√
n

z(α/2) ≤ µ ≤ X̄ +
σ√
n

z(α/2)

)

= 1− α 13



interval spolehlivosti (3)

• pro malé n (asi do 50) a pro Xi s normálním rozdìlením lépe pou¾ítkritiké hodnoty Studentova t-rozdìlení (pozor na jinak znaèenékritiké hodnoty Studentova t-rozdìlení)P(X̄ − sx√
n

tn−1(α) ≤ µ ≤ X̄ +
sx√
n

tn−1(α)
)

= 1− α

• interval spolehlivosti lze poèítat i pro jiné parametry

• je to interval, který s po¾adovanou pravdìpodobností pøekryje od-hadovaný parametr { intervalový odhad

14



pøíklad: vìk matek
• 95% interval spolehlivosti pro populaèní prùmìr vìku v¹eh matekna základì výbìru 99 matek

(

25,7− 1,98 · 4,1√
99
; 25,7 + 1,98 · 4,1√

99

)

= (24,9; 26,5)

• 99% interval spolehlivosti pro populaèní prùmìr vìku v¹eh matekna základì výbìru 99 matek (bude u¾¹í nebo ¹ir¹í?)

(

25,7− 2,63 · 4,1√
99
; 25,7 + 2,63 · 4,1√

99

)

= (24,6; 26,8)

• vìt¹í jistota ⇔ vìt¹í ¹íøka 15



pøíklad: simulované výbìry pro n = 100
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elkem 100 95% intervalù spolehlivosti pro µ (ve skuteènosti mimo-øádnì víme, ¾e µ = 25,4), v 7 pøípadeh µ nepøekryto 16



entrální limitní vìta pro èetnosti

• Neh» X1, X2, . . . , Xn jsou nezávislé náhodné velièiny se stejnýmrozdìlením, se støední hodnotou µ a rozptylem σ2 > 0. Potompro velké n má prùmìr z nih rozdìlení N(µ, σ2

n

), jejih souèetrozdìlení N(nµ, nσ2
).

• absolutní èetnost Y

− Y { souèet velièin s alternativním rozdìlením

− Y ∼ bi(n, π), proto pøibli¾nì Y ∼ N(nπ, nπ(1− π))

• relativní èetnost f = Y/n

− f { prùmìr velièin s alternativním rozdìlením
− f ∼ N(π, π(1− π)/n) 17



interval spolehlivosti pro podíl (1)

• populae: podíl π prvkù s danou vlastností

• π { pravdìpodobnost, ¾e vlastnost má náhodnì vybraný prvek

• výbìr: relativní èetnost ve výbìru
• relativní èetnost je prùmìr nula-jednièkové velièiny { pro velké nmá pøibli¾nì normální rozdìlení
• nula-jednièková velièina má rozptyl π(1− π)

• relativní èetnost (=prùmìr) má rozptyl π(1−π)
n 18



interval spolehlivosti pro podíl (2)

• støední hyba relativní èetnosti = smìrodatná odhylka relativníèetnosti = odmonina z rozptylu je tedy √π(1−π)
n

• pravdìpodobnost π neznáme, odhadneme ji pomoí relativní èet-nosti f

• odtud je 95% interval spolehlivosti pro π


f − 1,96 ·
√

f(1− f)

n
; f + 1,96 ·

√

f(1− f)

n





• existuje pøesnìj¹í (pranìj¹í) postup 19



pøíklad: hody s hraí kostkou

• odhadujeme pravdìpodobnost ¹estky

• kostka A: n = 100, nA = 17, fA = 0,17


0,17− 1,96 ·
√

0,17 · 0,83
100

; 0,17 + 1,96 ·
√

0,17 · 0,83
100



 = (0,10; 0,24)

• kostka B: n = 100, nB = 41, fB = 0,41


0,41− 1,96 ·
√

0,41 · 0,59
100

; 0,41 + 1,96 ·
√

0,41 · 0,59
100



 = (0,31; 0,51)

• dùle¾itý rozdíl: u kostky A patøí 1/6 = 0,167 do intervalu spolehli-vosti; u kostky B nikoliv 20



proè testování hypotéz

• nelze bezpeènì poznat, ¾e kostka B je fale¹ná nebo ¾e kostka Anení fale¹ná
• intervaly spolehlivosti urèily rozmezí, kde by skuteèná pravdìpo-dobnost ¹estky mìla být, jejih spolehlivost je velká, ale omezená

• znamená nìo, kdy¾ 1/6 nele¾í v 95% intervalu spolehlivosti?

• musíme pøipustit, ¾e jsme mohli mít smùlu, ¾e se v na¹ih pokusehnáhodou realizovaly málo pravdìpodobné mo¾nosti, pøesto¾e ktakové smùle dohází jen zøídka 21


