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vièení, zápoèet, zkou¹ka

• 
vièení v poèítaèový
h uèebná
h, MS Ex
el

• aktivní úèast na 
vièení, maximálnì dvì absen
e, napsání zápoèto-vého testu ⇒ zápoèet
• obsah 
vièení ví
e pøizpùsoben studovanému oboru

• pøedná¹ky formulovány obe
nìji
• zkou¹ka nejspí¹ písemná, kombinovaná s ústní, zápoèetmusí zkou¹
epøed
házet
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pøehled témat (1)
• popisná statistika (mìøítka, 
harakteristiky polohy, variability, sou-vislost znakù)
• souvislost kvalitativní
h znakù (kontingenèní tabulka)

• souvislost kvantitativní
h znakù (korelaèní koe�
ienty)

• pravdìpodobnost (klasi
ká de�ni
e, podmínìná pravdìpodobnost,nezávislost)

• náhodná velièina (rozdìlení, støední hodnota, rozptyl, hustota, dis-tribuèní funk
e) 4



pøehled témat (2)
• dùle¾itá rozdìlení (normální, binomi
ké, Poissonovo, vzájemné apro-xima
e)
• prin
ip statisti
kého usuzování (popula
e a výbìr, parametry ajeji
h odhady)
• interval spolehlivosti, volba rozsahu výbìru

• testování hypotéz (
hyba 1. druhu, 2. druhu, hladina testu, sílatestu, p-hodnota)

• testy (o populaèním prùmìru, populaèním podílu, nezávislosti, re-gresní
h koe�
iente
h)

• regrese 5



pøíklad statisti
kého zji¹»ování

• zji¹»ování se týká 200 mu¾ù støedního vìku

• v souboru je 80 kuøákù a 120 nekuøákù

• 85 mu¾ù má oèi modré, 25 hnìdé, 90 jiné

• 27 mu¾ù má jen základní vzdìlání, 44 neúplné støední, 65 matu-ritu, 64 vysoko¹kolské
• 22 se ji
h narodilo v ro
e 1942, 19 v ro
e 1943, 25 v ro
e 1944,. . . , 18 v ro
e 1951

• hmotnosti jednotlivý
h mu¾ù jsou 83, 92, . . . , 63 kg
• Co mají tyto údaje spoleèného? Èím se údaje li¹í? 6




o mìøíme (zji¹»ujeme) a kde

• mìøíme na mnoha statisti
ký
h jednotká
h (osoba, obe
, stát,pokusné pole . . . )
• mìøíme (zji¹»ujeme) hodnoty znakù
• zji¹tìnou hodnotu vyjadøujeme ve zvoleném mìøítku (stupni
i)

• na jedné jednot
e mù¾eme mìøit nìkolik znakù (mo¾ná závislost)

• mìøíme na skupiná
h jednotek { soubore
h zajímají nás hro-madné vlastnosti

• mù¾eme porovnávat vlastnosti znaku mezi soubory 7



mìøítka (1)
• nula-jednièkové (mu¾/¾ena, kuøák/nekuøák)

• nominální (zemì pùvodu, barva oèí)

• ordinální (dosa¾ené vzdìlání, stupeò bolesti)hodnoty jsou uspoøádané
• intervalové (teplota v Celsiovì stupni
i, rok narození)konstantní vzdálenosti mezi sousedními hodnotami, nula jen kon-ven
e

• pomìrové (hmotnost, vý¹ka, HDP, poèet obyvatel)násobek zvolené jednotky, nula = neexisten
e mìøené vlastnosti8



mìøítka (2)
• kvalitativní: nula-jednièkové, nominální, èasto i ordinální

• u kvalitativní
h se zpravidla udávají èetnosti jednotlivý
h hodnot(kolikrát která nastala)
• kvantitativní (spojité): intervalové, pomìrové, nìkdy ordinální(není spojité)

• hodnoty kvantitativní
h { èísla
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velièina
• èíselnì vyjádøený výsledek mìøení

• hodnoty znakù v intervalovém, pomìrovém mìøítku jsou husté {spojitá velièina
• èetnosti hodnot znakù v nula-jednièkovém, nominálním (èi ordi-nálním) mìøítku { diskrétní velièina
• pro velièiny máme 
harakteristiky nìkterý
h hromadný
h vlast-ností (
harakteristiky polohy, variability)
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pøíklad: 100 hodù kostkoupoèet ok { nominální znakkostka A4 2 5 6 3 1 1 2 2 22 4 5 3 1 1 3 5 5 54 3 2 5 5 5 2 2 5 22 6 5 5 2 3 6 6 4 65 4 1 4 2 2 4 5 2 55 5 3 3 5 3 6 6 6 53 5 4 5 1 1 4 3 2 41 2 4 6 6 3 4 6 1 26 6 1 2 6 2 4 3 2 31 1 6 5 2 6 4 4 6 3

kostka B1 4 6 2 3 2 6 1 5 25 6 5 5 6 4 2 4 5 63 6 3 6 5 6 1 3 5 16 6 2 1 1 2 6 3 2 34 4 1 6 6 2 6 3 2 62 6 1 2 6 1 5 5 6 56 6 5 1 6 6 6 1 2 66 2 5 6 2 6 6 5 6 46 1 2 6 2 1 6 6 6 66 5 1 5 6 6 1 6 6 611



hody kostkou jako hromadný jev

• 
h
eme 100 hodnot (poèet ok, mohl to být obrázek) vyjádøit ná-zornì, aby vypovídaly o vlastnoste
h kostky

• zjistíme (absolutní) èetnosti hodnot

• lze dopoèítat relativní èetnosti hodnot, mo¾no v %

• tabulka èetností (absolutní
h, relativní
h)
• gra�
ké vyjádøení èetností { histogram (velikost plo
hy je úmìrnáèetnosti)

• rozhodování o kvalitì kostky (zda symetri
ká) je úlohou statisti
kéinduk
e 12



èetnosti výsledkù hodù kostkou A

èetnosti nj fj = nj/n12 0,1221 0,2114 0,1415 0,1521 0,2117 0,17
1 2 3 4 5 6
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èetnosti výsledkù hodù kostkou A

èetnosti nj fj = nj/n15 0,1516 0,167 0,076 0,0615 0,1541 0,41
1 2 3 4 5 6
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40

14



mo¾né úlohy statisti
ké induk
e

• je pravdìpodobnost ¹estky rovna 1/6? (teorie pravdìpodobnostiodvodí teoreti
kou hodnotu, matemati
ká statistika odhadne, pro-vìøí pøedstavu teorie)
• je kostka symetri
ká, mají v¹e
hny stìny kostky stejnou pravdì-podobnost?

• kolik potøebujeme nezávislý
h hodù, aby
hom s dostateènou spo-lehlivostí poznali, ¾e je kostka nesymetri
ká?
• li¹í se mezi sebou kostky A a B?
• v¹e zalo¾eno na modelu popula
e { výbìr 15



popula
e a výbìr
• mo¾nost zobe
nìní z hodnot zji¹tìný
h na souboru mìøení: modelpopula
e { výbìr
• popula
e (základní soubor) { velký soubor, jeho¾ je zpra
o-vávaný soubor (výbìr) reprezentativním vzorkem (výskyt dù-le¾itý
h doprovodný
h znakù ve výbìru odpovídá jeho výskytu vpopula
i

• reprezentativnosti nejlépe dosáhneme tak, ¾e pou¾ijeme prostýnáhodný výbìr, kdy ka¾dá n-ti
e prvkù popula
e má stejnou ¹an
i(pravdìpodobnost) do výbìru se dostat
• na základì výbìru tvrdíme nì
o o popula
i 16



pøíklad: vìk 99 matek99 zji¹tìný
h hodnot { soubor hodnot26 35 21 25 27 24 24 30 23 1835 21 25 26 26 19 29 22 21 2726 30 28 28 27 29 27 26 21 2324 21 28 25 34 24 21 28 25 2822 26 32 22 32 25 21 25 24 3224 22 31 33 23 30 26 27 25 2424 23 25 23 26 28 24 25 25 2628 28 22 23 20 20 21 31 24 2129 28 26 38 20 23 25 37 33 2327 23 21 25 21 33 22 29 21 17



pøíklad: vìk 99 matek { variaèní øadauspoøádaný soubor hodnot { variaèní øada18 19 20 20 20 21 21 21 21 2121 21 21 21 21 21 21 22 22 2222 22 22 23 23 23 23 23 23 2323 23 24 24 24 24 24 24 24 2424 24 25 25 25 25 25 25 25 2525 25 25 25 26 26 26 26 26 2626 26 26 26 27 27 27 27 27 2728 28 28 28 28 28 28 28 28 2929 29 29 30 30 30 31 31 32 3232 33 33 33 34 35 35 37 38 18



variaèní øada, poøadí

• pùvodní (neuspoøádaná) data { hodnoty v pùvodním poøadí, bezohledu na pøípadná opakování x1, x2, . . . , xn

• variaèní øada x(1) ≤ x(2) ≤ . . . ≤ x(n)data uspoøádána tak, aby hodnoty neklesaly

• poøadí { umístìní pozorování ve variaèní øadì; shodným hodno-tám dáváme prùmìrné poøadí
x(j) 22 15 17 15 21 13 18poøadí Rj 7 2,5 4 2,5 6 1 5
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tøídìní, tøídní èetnosti

• spojitá velièina s velkým poètem hodnot

• obor hodnot rozdìlíme na nepøekrývají
í se tøídy (intervaly), nej-lépe stejné délky
• v¹e
hna pozorování z daného intervalu nahradíme zástupnou hod-notou (støedem x∗j)
• zjistíme èetnosti nj jednotlivý
h tøíd
• kumulativní èetnosti udávají poèet hodnot v dané tøídì a tøídá
hpøed
házejí
í
h

Nj = n1 + n2 + . . . + nj =
j∑

i=1

nj 20



vìk matek { tøídní èetnostiinterval x∗j nj fj = nj/n Nj Nj/ndo 20 19 5 0,051 5 0,05121 a¾ 23 22 27 0,273 32 0,32424 a¾ 26 25 32 0,322 64 0,64627 a¾ 29 28 19 0,192 83 0,83830 a¾ 32 31 8 0,081 91 0,91933 a¾ 35 34 6 0,061 97 0,98036 a¾ 38 37 2 0,020 99 1,000
21



gra�
ké znázornìní tøídní
h èetností

• histogram je zalo¾en na tøídìní do intervalù, výjimeènì zobrazujepøímo èetnosti jednotlivý
h hodnot

• ka¾dé tøídì odpovídá obdélník o plo¹e úmìrné èetnosti (absolutnínebo relativní)
• pøi stejný
h ¹íøká
h intervalù h odpovídají èetnostem vý¹ky obdél-níkù

• poèet intervalù: 5{15 tak, aby støedy byly okrouhlé, pomù
kouSturgesovo pravidlo

k ≈ 1 + 3,3 · log10 n = 1 + log2 n

• pøíklad vìk matek: k ≈ 1 + 3,3 · log10 99 ≈ 7,6 22



histogram, h =3 (k =7)
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histogram, h =1 (nevhodné h)
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popula
e
• velká popula
e, spojitá velièina { intervaly mohou být krátké,obál
e histogramu relativní
h èetností odpovídá hustota fX(x)

• podobnì kumulativním relativním èetnostem odpovídá distribuènífunk
e

• hodnota distribuèní funk
e FX(x) je pravdìpodobnost, ¾e náhodnávelièina X nepøekroèí x:
FX(x) = P(X ≤ x)

• souvislost: hustota je deriva
e distribuèní funk
e:
fX(x) = F ′

X(x) 25



pøíklad: vìk matek (kumulativní relativní èetnosti)
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parametry { odhady, statistiky

• podle toho, jakou roli hraje hodno
ený soubor, rozli¹ujeme 
ha-rakteristiky
− populaèní: vzta¾ené k popula
i, mnohdy jen ideální, námi pøed-stavované, parametry modelu
− výbìrové: vzta¾ené k výbìru z nìjaké popula
e, tak¾e jde oodhady nìjaký
h populaèní
h parametrù, statistiky spoèítanéz výbìru

• pøíkladem dvoji
e odhad { parametr je relativní èetnost { pravdì-podobnost

• statistiky se pou¾ívají pøi statisti
ké induk
i 27




harakteristiky polohy (1)

• medián (prostøední hodnota)
x̃ = x

(n+1
2
)

pro n li
hé

x̃ =
1

2

(
x(n
2
) + x(n

2
+1)

) pro n sudé

• medián dìlí data na dvì stejné èásti (velký
h hodnot a malý
hhodnot)

• populaèní medián:

FX(µ̃) = P(X ≤ µ̃) = 0,5 28



pøíklad: vìk 99 matek { variaèní øadavariaèní øada, medián x̃ =25, kvartily Q1 =23, Q3 =2818 19 20 20 20 21 21 21 21 2121 21 21 21 21 21 21 22 22 2222 22 22 23 23 23 23 23 23 2323 23 24 24 24 24 24 24 24 2424 24 25 25 25 25 25 25 25 2525 25 25 25 26 26 26 26 26 2626 26 26 26 27 27 27 27 27 2728 28 28 28 28 28 28 28 28 2929 29 29 30 30 30 31 31 32 3232 33 33 33 34 35 35 37 38 29




harakteristiky polohy (2)

• dolní (horní) kvartil Q1 (Q3) vydìluje ètvrtinu nejmen¹í
h (nej-vìt¹í
h) hodnot
• spe
iální pøípad per
entilu xp pro p = 0,25 (p = 0,75), pøièem¾ xpvydìluje 100p % nejmen¹í
h hodnot od ostatní
h

• výpoèet per
entilù { mnoho vzoreèkù
• medián je také per
entilem, toti¾ x0,5

• kvantil = populaèní per
entil
FX(µp) = P(X ≤ µp) = p 30



gra�
ké znázornìní spojité velièiny

• krabi
ový diagram (box-plot) zobrazuje kvartily, medián, mini-mum, maximum, pøípadnì odlehlá pozorování: od bli¾¹ího kvartiludál ne¾ 3/2·(Q3 − Q1)

• pøíklad: vìk matek (dvì odlehlá pozorování, Q1 = 23, Q3 = 28)

20 25 30 35
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harakteristiky polohy (3)

• prùmìr (kdyby bylo v¹e
h n hodnot stejný
h)

x̄ =
1

n
(x1 + x2 + . . . + xn) =

1

n

n∑

i=1

xi

• vá¾ený prùmìr: zalo¾en na èetnoste
h
x̄ =
1

n
(n1x

∗
1 + . . . + nkx∗k) =

1

n

k∑

j=1

njx
∗
j =

k∑

j=1

nj

n
x∗j

• populaèní prùmìr: znaèíme µ

• u nula-jednièkového mìøítka: prùmìr = relativní èetnost jednièek,populaèní prùmìr = pravdìpodobnost jednièky 32




harakteristiky polohy (4)

• modus x̂ nejèastìj¹í hodnota (lze poèítat také pro nominální èiordinální mìøítko)
• modus nemusí být urèen jednoznaènì
• populaèní modus pro spojitou velièinu { hodnota, kde je hustotamaximální

• populaèní modus pro diskrétní velièinu (èetnosti) { nejpravdìpo-dobnìj¹í hodnota

33



pøíklad { vìk matek
• prùmìr

x̄ =
1

99
(26 + 35 + . . . + 21 + 23) =

2544

99
.
= 25,7

• vá¾ený prùmìr zalo¾ený na tøídìní
x̄ =

1

99
(5 · 19 + 27 · 22 + 32 · 25 + 19 · 28 + 8 · 31 + 6 · 34 + 2 · 37)

=
2547

99
.
= 25,7

• modus není urèen jednoznaènì: x̂ = 21, x̂ = 25
34




harakteristiky polohy (5)

• alfa-useknutý prùmìr: nejprve se oddìlí (usekne) 100α % nejmen-¹í
h a 100α % nejmen¹í
h hodnot, ze zbytku se spoèítá prùmìr

• je robustní vùèi odlehlým hodnotám
• volí se α = 0,1 (0,15)
• vìk matek

1

99− 18
(
x(10) + x(11) + . . . + x(89) + x(90)

)
= 25,3
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pøíklad: vìk 99 matekvylouèí se [0,1·99℄=[9,9℄=9 (
elá èást)nejmen¹í
h a 9 nejvìt¹í
h hodnot18 19 20 20 20 21 21 21 21 2121 21 21 21 21 21 21 22 22 2222 22 22 23 23 23 23 23 23 2323 23 24 24 24 24 24 24 24 2424 24 25 25 25 25 25 25 25 2525 25 25 25 26 26 26 26 26 2626 26 26 26 27 27 27 27 27 2728 28 28 28 28 28 28 28 28 2929 29 29 30 30 30 31 31 32 3232 33 33 33 34 35 35 37 38 36



vlastnosti 
harakteristik polohy

• zmìníme-li v¹e
hny hodnoty xi tak, ¾e pøidáme ke ka¾dé stejnoukonstantu a, zmìní se o tuté¾ konstantu také 
harakteristika po-lohy (posunutí)
• zmìníme-li v¹e
hny hodnoty xi tak, ¾e je vynásobíme kladnou kon-stantou b, touté¾ konstantou musíme vynásobit pùvodní 
harak-teristiku polohy, aby
hom dostali 
harakteristiku polohy pro upra-vená data (zmìna mìøítka)
• obe
nì prùmìr(a + b · x) = a + b · x̄, b > 0 37




harakteristiky polohy v geogra�i/demogra�i

• èasto známe jen prùmìry v dílèí
h soubore
h a èetnosti: prùmìryse pou¾ijí jako x∗j , èetnosti standardnì

• pøíklad: vìk nový
h profesorù, do
entù UK 2002:41 profesorù, prùmìrný vìk 51,177 do
entù, prùmìrný vìk 47,8
elkový prùmìr:
41 · 51,1 + 77 · 47,8

41 + 77
= 48,9nikoliv

51,1 + 47,8

2
= 49,4 38




harakteristiky polohy v geogra�i/demogra�i (2)

• geogra�
ký støed { prùseèík prùmìrné zemìpisné ¹íøky a prù-mìrné zemìpisné délky, prùmìry vá¾ené velikostí sledovaného jevu

• geogra�
ký medián { obdoba mediánu,

− rozdìluje geogra�
ké objekty do dvou disjunktní
h skupin

− hodno
ená vlastnost urèí váhy objektù
− uspoøádání hodno
ení znakù dáno zvolenou geogra�
kou vlast-ností (napø. zemìpisnou délkou)

39




harakteristiky variability (1)

• obe
nì s(a + b · x) = b · s(x)

• pøiètením stejné konstanty a (posunutím) se 
harakteristika vari-ability nezmìní
• vynásobení kladnou konstantou znamená, ¾e stejnou konstantunutno vynásobit 
harakteristiku variability
• mìøí nestejnost hodnot spojité velièiny
• rozpìtí (jen pro výbìr) R = x(n) − x(1)

• kvartilové rozpìtí RQ = Q3 − Q1 40




harakteristiky variability (2)

• (výbìrový) rozptyl(nevyhovuje obe
nému po¾adavku pøesnì: s2a+b·x = b2 · s2x)

s2x =
1

n − 1
(
(x1 − x̄)2 + (x2 − x̄)2 + . . . + (xn − x̄)2

)

=
1

n − 1
n∑

i=1

(xi − x̄)2 =
1

n − 1




n∑

i=1

x2i − n · x̄2



=
1

n − 1
k∑

j=1

nj(x
∗
j − x̄)2 =

1

n − 1




k∑

j=1

njx
∗2
j − n · x̄2




• populaèní rozptyl σ2 má ve jmenovateli n 41




harakteristiky variability (3)

• rozptyl mìøí prùmìrný ètvere
 vzdálenosti od prùmìru

• smìrodatná od
hylka: odmo
nina z rozptylu

sx =
√

s2x σ =

√
σ2

• vyhovuje obe
nému po¾adavku
• výhoda smìrodatné od
hylky:stejný fyzikální rozmìr jako pùvodní data
• výbìrový rozptyl z tøídní
h èetností Sheppardova korek
e:odeèti h2

12 42



pøíklad { vìk matek
• rozpìtí: R = 38 - 18 = 20
• kvartilové rozpìtí: RQ = 28 { 23 = 5

• rozptyl

s2 =
1

98

(
(262 + 352 + . . . + 212 + 232)− 99 ·

(
2544

99

)2)

= 16,97
.
= 4,122

• smìrodatná od
hylka je 4,1

43



pøíklad { vìk matek
• pomo
í tøídní
h èetností

s2 =
1

98

((
5 · 192 + 27 · 222 + . . . + 6 · 342 + 2 · 372

)
− 99 ·

(
2547

99

)2)

= 16,36 = (4,05)2

• naví
 Sheppardova korek
e
s2 = 16,36− 3

2

12
= (3,95)2

44




harakteristiky variability (4)

• støední od
hylka: prùmìr od
hylek od mediánu (nìkdy od prù-mìru)
d =
1

n

n∑

i=1

|xi − x̄|

• støední diferen
e: prùmìr vzájemný
h vzdáleností v¹e
h dvoji
(je ji
h n2)

∆ =
1

n2

n∑

i=1

n∑

j=1

|xi − xj|

45



normované 
harakteristiky rozptýlenosti

• dosud zavedené míry závisejí na volbì mìøítka (napø. délka v mnebo v km)
• hledáme 
harakteristiky nezávislé na mìøítku

• nutnì pomìrové mìøítko, kladné hodnoty

• variaèní koe�
ient
v =

sx

x̄

• (Giniho) koe�
ient kon
entra
e
G =

∆

2x̄napøíklad mìøí nerovnomìrnost pøíjmù, velikostí územní
h jedno-tek, souvisí s plo
hou u Lorenzovy køivky 46



Lorenzova køivka (vìk matek)
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.0
0.2

0.4
0.6

0.8
1.0

Lorenz curve for vek.m (Gini=0.088)
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Lorenzova køivka
• variaèní øada: 0 < x(1) ≤ x(2) ≤ . . . ≤ x(n)

• kumulativní souèty pro j = 0, 1, . . . , n

t0 = 0 tj = x(1) + x(2) + . . . + x(j) =
j∑

i=1

x(i)

• úseèkami spojit body (j/n; tj/tn), 0 ≤ j ≤ n

• zajímá nás plo
ha nad touto lomenou èarou a pod úhlopøíèkoujednotkového ètver
e
• Giniho koe�
ient kon
entra
e je dvojnásobkem této plo
hy

• lze vzít v úvahu i váhy (èetnosti) 48



pøíklad: obyvatelé krajù

f x(j) tj j/n tj/n0 { 0 0,000 0,0001 303761 303761 0,071 0,0302 427418 731179 0,143 0,0723 506849 1238028 0,214 0,1214 517959 1755987 0,286 0,1725 548698 2304685 0,357 0,2266 549369 2854054 0,429 0,280. . . . . . . . . . . . . . .13 1158800 8936427 0,929 0,87614 1264347 10200774 1,000 1,000
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Lorenzova køivka (obyvatelé { kraje)
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z-skór, standardiza
e
• variaèní koe�
ient, Giniho koe�
ient { pøíklady bezrozmìrný
h ve-lièin

• z-skór

zi =
xi − x̄

sx
, z̄ = 0, sz = 1

• dostaneme nulový prùmìr, jednotkový rozptyl
• bezrozmìrný

• umo¾ní srovnávat rùznì obtí¾né testy, . . . 51



¹ikmost, ¹pièatost
• ¹ikmost { prùmìr z 3. mo
nin z-skórù

• ¹pièatost { prùmìr ze 4. mo
nin z-skórù (nìkdy se odeèítá 3)

√
b1 =

1

n

n∑

i=1

(
xi − x̄

sx

)3
b2 =

1

n

n∑

i=1

(
xi − x̄

sx

)4

• nìkdy se poèítají odhady populaèní ¹ikmosti a ¹pièatosti jinak(Ex
el: Fisherovo g1, g2 { pro zajímavost)
g1 =

√
n(n − 1)b1

n − 2
, g2 =

(n + 1)(n − 1)
(n − 2)(n − 3)

(
b2 −

3(n − 1)
n + 1

)
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dvoji
e znakù (velièin)
• na jedné statisti
ké jednot
e se mìøí dva znaky

• lze vy¹etøovat závislost
• postupy (i gra�
ké) závisí na mìøítku

− kvalitativní { kvalitativní
− kvalitativní { kvantitativní
− kvantitativní { kvantitativní

• zatím popisné 
harakteristiky, prokazování závislosti pozdìji
53



kvalitativní { kvalitativní

• kvalitativní data { nominální (ordinální) mìøítko, vyjadøujeme po-mo
í èetností
• dva znaky { èetnosti mo¾ný
h dvoji
 hodnot nij

• zapisujeme do kontingenèní tabulky
• doplòujeme marginální èetnosti { souèty po øád
í
h a po sloup-
í
h - èetnosti jednotlivý
h znakù zvlá¹»
• oba znaky nula-jednièkové { kontingenèní tabulka 2×2, ètyøpolnítabulka 54



pøíklad { vzdìlání matek (pozor na orienta
i)

porodni
evzdìlání Praha venkov 
elkemzákladní 23 11 34støední 30 17 47V© 17 1 18
elkem 70 29 99porodni
evzdìlání Praha venkov 
elkemzákladní 32,9 % 37,9 % 34,3 %støední 42,8 % 58,6 % 47,5 %V© 24,3 % 3,5 % 18,2 %
elkem 100 % 100 % 100 %
Praha venkov

0
20

40
60

80
10

0
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pøíklad { vzdìlání matek (pozor na orienta
i)

porodni
evzdìlání Praha venkov 
elkemzákladní 23 11 34støední 30 17 47V© 17 1 18
elkem 70 29 99porodni
evzdìlání Praha venkov 
elkemzákladní 67,6 % 32,4 % 100 %støední 63,8 % 36,2 % 100 %V© 94,4 % 6,6 % 100 %
elkem 70,7 % 29,3 % 100 %
zákl. str. V�

0
20

40
60

80
10

0
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pøíklad { vzdìlání matek (oèekávané èetnosti)

• kdyby rozdìlení vzdìlání bylo v¹ude stejné, oèekáváme tøi mo¾nostiv pomìru 34:47:19, 
elkem 99

• pra¾ský
h 70 matek by stejný pomìr dalo pøi oèekávaný
h èet-noste
h 70·34/99=24,0, resp. 70·47/99=33,2 resp. 70·18/99=12,7

• podobnì pro matky z venkova dostaneme 9,96, po zaokrouhlení10,0, pro dal¹í èetnosti 13,8 resp. 5,3porodni
evzdìlání Praha venkov 
elkemzákladní 23 11 34støední 30 17 47V© 17 1 18
elkem 70 29 99

porodni
evzdìlání Praha venkov 
elkemzákladní 24,0 10,0 34støední 33,2 13,8 47V© 12,7 5,3 18
elkem 70 29 9957



pøíklad { vzdìlání matek (oèekávané èetnosti)porodni
evzdìlání Praha venkov 
elkemzákladní 23 11 34støední 30 17 47V© 17 1 18
elkem 70 29 99

porodni
evzdìlání Praha venkov 
elkemzákladní 24,0 9,9 34støední 33,3 13,8 47V© 12,7 5,3 18
elkem 70 29 99empiri
ké a oèekávané èetnosti porovnáme pomo
í statistiky
hí-kvadrát:

χ2 =
(23− 24)2
24

+
(11− 9,9)2
9,9

+
(30− 33,3)2
33,3

+ . . . +
(1− 5,3)2
5,3

= 6,12velká hodnota χ2 svìdèí o velké neshodì 58



pøíklad: plánovaná tìhotenství

• je souvislost mezi odpovìïmi o plánovaném tìhotenství a vzdìlá-ním matek?plánovanévzdìlání ne ano 
elkemzákladní 20 14 34støední 16 31 47V© 5 13 18
elkem 41 58 99

plánovanévzdìlání ne ano 
elkemzákladní 58,8 % 42,1 % 100 %støední 34,0 % 66,0 % 100 %V© 27,8 % 72,2 % 100 %
elkem 41,4 % 58,6 % 100 %
59



pøíklad: plánovaná tìhotenství (oèekávané èetnosti)plánovanévzdìlání ne ano 
elkemzákladní 14,08 19,92 34støední 19,46 27,54 47V© 7,46 10,54 18
elkem 41 58 99
99 · 41
99

· 34
99
=
41 · 34
99

= 14,08

99 · 58
99

· 34
99
=
58 · 34
99

= 19,92

χ2 =
(20− 14,08)2
14,08

+
(14− 19,92)2
19,92

+
(16− 19,46)2
19,46

+
(31− 27,54)2
27,54

+
(5− 7,46)2
7,46

+
(13− 10,54)2
10,54

= 6,68
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pøíklad: pøedvolební výzkum

30 volièù bylo dotázáno, které zedvou stran dají pøednost; souvisíodpovìdi s pohlavím?

stranamu¾ A B 
elkemmu¾ 11 4 15¾ena 6 9 15
elkem 17 13 50stranamu¾ A B 
elkemmu¾ 73 % 27 % 100 %¾ena 40 % 60 % 100 %
elkem 57 % 43 % 100 %

stranamu¾ A B 
elkemmu¾ 65 % 31 % 50 %¾ena 35 % 69 % 50 %
elkem 100 % 100 % 100 %61



ètyøpolní tabulka
• obe
né oznaèení èetností v ètyøpolní tabul
e a b a + b

c d c + d
a + c b + d n

• sílu závislosti lze mìøit ètyøpolním korelaèním koe�
ientem

r2,2 =
ad − bc√

(a + b)(c + d)(a + c)(b + d)

• r2,2 je mezi {1 a 1

• napø. pro 11 4 156 9 1517 13 30 vyjde r2,2 =
11 · 9− 4 · 6√
15 · 15 · 17 · 13

= 0,34
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pøíklad: pøedvolební prùzkum

• r2,2 > 0 znamená, ¾e èetnosti na hlavní diagonále (indexy 1,1 a2,2) pøevládají nad èetnostmi na vedlej¹í diagonále (indexy 1,2 a2,1)

• v na¹em pøíkladu stranamu¾ A B 
elkemmu¾ 11 4 15¾ena 6 9 15
elkem 17 13 50 vy
hází 0,34>0,

proto¾e je 11·9 > 6·4
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ètyøpolní tabulka { prokazování závislosti

• 
hí-kvadrát porovnávají
í teoreti
ké a oèekávané èetnosti lze upra-vit na tvar
χ2 =

n(ad − bc)2

(a + b)(c + d)(a + c)(b + d)
= n · r22,2

• pøíklad (pøedvolební prùzkum)
χ2 =

30 · (11 · 9− 4 · 6)2
15 · 15 · 17 · 13

= 3,39 = 30 · 0,342
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Simpsonùv paradox dílèí tabulky mají závislost jiného smìru,ne¾ jeji
h souèet (zde bez ohledu na to, kde ¾ijí)venkov A B 
elkemmu¾ 6 7 13¾ena 2 3 5
elkem 8 10 18
r2,2=0,055

mìsto A B 
elkemmu¾ 5 2 7¾ena 11 5 16
elkem 8 10 18

r2,2=0,027
elkem A B 
elkemmu¾ 11 9 20¾ena 13 8 21
elkem 24 17 41
r2,2=-0,07

kdyby byl stejný pomìr mezimu¾i a ¾enami oslovenýmive mìstì a na venkovì, pro-blém by nevznikl
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dvoji
e kvalitativní { kvantitativní

• podle kvalitativní promìnné rozdìlíme hodnoty kvantitativní pro-mìnné do dílèí
h souborù
• porovnáme 
harakteristiky dílèí
h souborù (zejména 
harakteris-tiky polohy) mezi sebou, pokud se hodnì li¹í, svìdèí to pro závis-lost

• 
elkový prùmìr = vá¾ený prùmìr dílèí
h souborù

• 
elkový rozptyl = vá¾ený prùmìr rozptylù + rozptyl prùmìrù(pøesnì jen pro populaèní rozptyly s n ve jmenovateli)
66



pøíklad: vìk matek
ne ano

2
0

2
5

3
0

3
5

zda plán

v
ìk

 m
a

tk
y

plán ne ano

n 41 58

x̄ 24,7 26,4

x̃ 24,0 26,0

Q1 21,0 24,0

Q2 27,0 28,0sd 4,24 3,93

RQ 6,00 4,00
67



závislost kvalitativní { kvantitativní

• pro nula-jednièkové x sílu závislosti x, y vyjadøujebodovì biseriální korelaèní koe�
ient

rbis = ȳ1 − ȳ0
s

√
n0n1

n(n − 1)

− kde ȳ1 je prùmìr tì
h y, u ni
h¾ je x =1

− kde ȳ0 je prùmìr tì
h y, u ni
h¾ je x =0

− kde s je smìrodatná od
hylka v¹e
h y (n − 1 ve jmenovateli)

− kde n0 je poèet nul a n1 poèet jednièek mezi x

• platí −1 ≤ rbis ≤ 1
• pøíklad: rbis = 26,4−24,74,12

√
41·58
99·98 = 0,20 68



pøíklad: vý¹ka ot
e ∼ vzdìlání matky
1 2 3

16
5

17
5

18
5

19
5

vzdìlání

vý
˚k

a

vzdìlání rozsah prùmìr sm. od
h.základní 34 177,1 6,0støední 47 179,5 6,4V© 18 182,8 7,8
elkem 99 179,3 6,8

x̄ =
34 · 177,1 + 47 · 179,5 + 18 · 182,8

34 + 47 + 18
= 179,3

s2 = 6,82 >
34 · 6,02 + 47 · 6,42 + 18 · 7,82

34 + 47 + 18
= 6,62 69



dvoji
e kvantitativní
h velièin
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závislost spojitý
h velièin

• (výbìrová) kovarian
e
sxy =

1

n − 1
n∑

i=1

(xi − x̄)(yi − ȳ)

• (Pearsonùv) korelaèní koe�
ient (z-skóry)

r =
sxy

sxsy
=
1

n − 1
n∑

i=1

xi − x̄

sx

n∑

i=1

yi − ȳ

sy
=

∑n
i=1(xi − x̄)(yi − ȳ)√∑n

i=1(xi − x̄)2
∑n

i=1(yi − ȳ)2

• ètyøpolní i bodovì biseriální korelaèní koe�
ient jsou spe
iální pøí-pady Pearsonova korelaèního koe�
ientu, kdy¾ za nula-jednièkovouvelièinu pou¾ijeme opravdu nuly a jednièky 71



pøíklad: hmotnost a délka dìtí (24. týden vìku)

• délka [
m℄: x̄ = 68,5 sx = 3,28

• hmotnost [g℄: ȳ = 7690, sy = 845

• kovarian
e [
m · g℄: sxy = 1257

• korelaèní koe�
ient: r = 1257
3,28·845 = 0,45

• hmotnost [kg℄: ȳ = 7,69 sy = 0,845

• kovarian
e [
m · kg℄: sxy = 1,257

• korelaèní koe�
ient: r = 1,257
3,28·0,845 = 0,45 72



vlastnosti Pearsonova korelaèního koe�
ientu

• vypovídá o smìru závislosti

• pøi r < 0 s rostou
ím x v prùmìru y klesá

• platí {1≤ r ≤ 1
• |r| = 1 jedinì, kdy¾ body [x; y] le¾í na pøím
e

• vzájemné nezávislosti x, y odpovídají r blízká nule

• hrani
e statisti
ké prùkaznosti závisí na n, èím vìt¹í n, tím men¹í

|r| staèí (tabulky)

• takto lze závislost prokazovat jen nìkdy (normální rozdìlení)

• ¹patnì za
hytí køivoèarou (nelineární) závislost 73



Spearmanùv korelaèní koe�
ient

• místo pùvodní
h hodnot xi, yi pou¾ívá jeji
h poøadí Ri, Qi

• je to vlastnì Pearsonùv korelaèní koe�
ient pou¾itý na poøadí

• výpoèet lze upravit na
rS = 1−

6

n(n2 − 1)
n∑

i=1

(Ri − Qi)
2

• vhodný pro nelineární monotonní závislost, nevadí odlehlé hod-noty

• pøi testování nemusí být normální rozdìlení 74



pøíklad: alkohol a úmrtnost na 
irhózuzemì spotøeba úmrtnost Ri QiFinsko 3,9 3,6 1 3Norsko 4,2 4,3 2 5Irsko 5,6 3,4 3 2Holandsko 5,7 3,7 4 4©védsko 6,0 7,2 5 7Anglie 7,2 3,0 6 1Belgie 10,8 12,3 7 8Rakousko 10,9 7,0 8 6SRN 12,3 23,7 9 10Itálie 15,7 23,6 10 9Fran
ie 24,7 46,1 11 11

rs = 1−
6

11 · 120
(
22 + 32 + . . .

)

= 0,773
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pøíklad: spotøeba alkoholu a 
irhóza jater

5 10 15 20 25

10
20

30
40

alkohol

ci
rh

óz
a
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pravdìpodobnost
• pokus { dobøe de�novaná situa
e (postup), která konèí jedním zøady mo¾ný
h výsledkù
• náhodný pokus { pokus, u nìho¾ pøedem nevíme, který výsle-dek nastane; pøedpokládá se stabilita relativní
h èetností mo¾ný
hvýsledkù

• náhodný jev { tvrzení o výsledku náhodného pokusu

• pravdìpodobnost náhodného jevu A { èíselné vyjádøení oèeká-vání, ¾e výsledkem náhodného pokusu bude právì A

• pøi velkém poètu opakování pokusu se relativní èetnost jevu blí¾ík jeho pravdìpodobnosti 77



klasi
ká pravdìpodobnost

• ne
h» ka¾dý jev se skládá ze stejnì pravdìpodobný
h elementár-ní
h jevù (symetrie)
• 
elkem M stejnì pravdìpodobný
h disjunktní
h elementární
h jevù

• z ni
h je MA pøíznivý
h jevu A

• klasi
ká pravdìpodobnostP(A) = MA

M

78



pøíklad: hra
í kostka
• idealizovaná symetri
ká homogenní kostka

• ka¾dá strana má stejnou pravdìpodobnost

• A { padne ¹estka, B { padne sudé èíslo
• M = 6

• MA = 1, tedy P(A) = 1/6
• MB = 3, tedy P(B) = 3/6 = 1/2

79



faktoriál
• faktoriál n! = n · (n − 1) · · · 2 · 1

• kolika zpùsoby lze uspoøádat za sebou n rozli¹itelný
h prvkù

• pøíklady:

− 5! = 5 · 4 · 3 · 2 · 1 = 120
− 1! = 1, 0! = 1

• kolika zpùsoby lze uspoøádat za sebou 14 krajù:
14! = 14 · 13 · 12 · · · 2 · 1 = 87 178 291 200

80



poèet kombina
í
• kombinaèní èíslo n nad k

• poèet k-prvkový
h podmno¾in mno¾iny o n prv
í
h nezávisle najeji
h poøadí
(n
k

)
=

n!

k!(n − k)!
=

n · (n − 1) · · · (n − k + 1)

k · (k − 1) · · · 2 · 1
• kolika zpùsoby si mohu z pìti kní¾ek vybrat dvì na dovolenou:

(5
2

)
=
5!

2!3!
=
5 · 4
2 · 1
= 10

• kolika zpùsoby si mohu vybrat tøi knihy? (10) 81



pøíklad: losování otázek (1)

• student neumí 5 otázek, umí 10 otázek

• losuje se dvoji
e otázek z onì
h 15

• pravdìpodobnost, ¾e student nezná ani jednu z vylosovaný
h?

• elementární jevy: první losovaná otázka { 15 mo¾ností, druhá jen14 mo¾ností, nezále¾í na poøadí, tedy dìlit 2

M =
(5 + 10
2

)
=
(15
2

)
=
15!

2!13!
=
15 · 14
2 · 1

= 105

• pøíznivé elementární jevy: vylosuje obì z pìti, které neumí

MA =
(5
2

)(10
0

)
=
5 · 4
2 · 1

· 1 = 10⇒ P(A) = 10
105
= 9,5 % 82



pøíklad: losování otázek (2)

• pravdìpodobnost, ¾e zná právì jednu otázku

MB =
(5
1

)
·
(10
1

)
= 5 · 10 = 50⇒ P(B) = 50

105
= 47,6 %

• pravdìpodobnost, ¾e zná právì dvì otázky

MC =
(5
0

)
·
(10
2

)
= 1 · 10 · 9

2 · 1
= 45⇒ P(C) = 45

105
= 42,9 %

• pravdìpodobnost, ¾e zná aspoò jednu otázku
MD =MB +MC = 50 + 45 = 95⇒ P(D) = 95

105
= 90,5 %

83



pravidla pro pravdìpodobnost (1)

• sjedno
ení jevù B ∪ C: platí B nebo C

• prùnik B ∩ C: platí B a souèasnì CP(B ∪ C) = P(B) + P(C)− P(B ∩ C)

84



pravidla pro pravdìpodobnost (2)

• nesluèitelné jevy: nemohou nastat nikdy souèasnì, navzájem sevyluèují; platí pro nì P(B ∪ C) = P(B) + P(C)
• podmínìná pravdìpodobnost pravdìpodobnost jevu B, kdy¾ u¾jev C nastal: P(B|C) = P(B ∩ C)P(C)
• nezávislé jevy: výskyt jednoho jevu neovlivní pravdìpodobnostvýskytu druhého:P(B) = P(B|C) = P(B ∩ C)P(C) ⇔ P(B ∩ C) = P(B)P(C) 85



idealizovaný pøíklad

• A { jednièka ze statistiky, P(A) = 0,3
• B { jednièka z matematiky, P(B) = 0,2
• A ∩ B { jednièka z obou pøedmìtù, P(A ∩ B) = 0,1

• jsou jevy A, B nezávislé (je výskyt jednièek ze dvou pøedmìtù ne-závislý)? NE, proto¾e 0,3 · 0,2 6= 0,1
• jaká je pravdìpodobnost ze statistiky, kdy¾ u¾ je z matematiky?P(B|B) = P(A ∩ B)P(B) =

0,1

0,2
= 0,5

• pravdìpodobnost, ¾e aspoò jedna jednièka:P(A ∪ B) = P(A) + P(B)−P(A ∩ B) = 0,3 + 0,2− 0,1 = 0,4 86



rozdìlení náhodné velièiny

• náhodná velièina { èíselné vyjádøený výsledek náhodného pokusu

• diskrétní rozdìlení urèeno seznamem mo¾ný
h hodnot a jeji
hpravdìpodobnostmi:
x1, x2, . . .P(X = x1),P(X = x2), . . .

• spojité rozdìlení urèeno distribuèní funk
í
FX(x) = P(X ≤ x)nebo hustotou

fX(x) =

ddx
FX(x), FX(x) =

∫ x

−∞
fX(t)dt 87



pøíklad diskrétního rozdìlení: známka u zkou¹kyznámka k 1 2 3 4P(X = k) 0,3 0,4 0,2 0,1P(Y = k) 0,3 0,3 0,2 0,2Jak jedním èíslem 
harakterizovat úroveò známek?Prùmìr by X, Y nerozli¹il ⇒ vá¾ený prùmìrvahami známek budou jeji
h pravdìpodobnostidostaneme tak populaèní prùmìry
µX = 1 · 0,3 + 2 · 0,4 + 3 · 0,2 + 4 · 0,1 = 2,1
µY = 1 · 0,3 + 2 · 0,3 + 3 · 0,2 + 4 · 0,2 = 2,3 88




harakteristiky rozdìlení náhodné velièiny (1)

• støední hodnota náhodné velièiny X (populaèní prùmìr)

− vá¾ený prùmìr mo¾ný
h hodnot

− vahami pravdìpodobnosti hodnot

− µX = EX = x1P(X = x1) + x2P(X = x2) + . . .

• kdy¾ se pou¾ije operátor E na náhodnou velièinu X, spoèítá vá-¾ený prùmìr její
h hodnot, vahami jsou u diskrétního rozdìlenípravdìpodobnosti tì
hto hodnot
• pro spojité rozdìlení

µX = EX =
∫ ∞

−∞
fX(x)dx 89




harakteristiky rozdìlení náhodné velièiny (2)

• (populaèní) rozptyl náhodné velièiny X { vá¾ený prùmìr ètver
ùvzdáleností mo¾ný
h hodnot od støední hodnoty

σ2X = E (X − µX)
2 = (x1 − µX)

2P(X = x1) + (x2 − µX)
2P(X = x2) + . . .

=
∑

k

(xk − µX)
2P(X = k)

σ2X = E (X − µX)
2 =

∫ ∞

−∞
(x − µX)

2fX(x)dx

• (populaèní) smìrodatná od
hylka odmo
nina z (populaèního)rozptylu

σX =
√

σ2X 90



pøíklad diskrétního rozdìlení: známka u zkou¹kyznámka k 1 2 3 4P(X = k) 0,3 0,4 0,2 0,1P(Y = k) 0,3 0,3 0,2 0,2Jak jedním èíslem 
harakterizovat kolísání známek (jeji
h variabilitu)?vá¾ený prùmìr ètver
ù vzdáleností od støední hodnoty, vahami jsouznámky = (populaèní) rozptyl
σ2X = (1− 2,1)2 · 0,3 + (2− 2,1)2 · 0,4
+ (3− 2,1)2 · 0,2 + (4− 2,1)2 · 0,1 = 0,89 = 0,9432

σ2Y = (1− 2,3)2 · 0,3 + (2− 2,3)2 · 0,3
+ (3− 2,3)2 · 0,2 + (4− 2,3)2 · 0,2 = 1,21 = 1,12 91



vlastnosti støední hodnoty a rozptylu

X, Y { náhodné velièiny, a, b konstanty,b > 0

µa+bX = E (a + bX) = a + b EX = a + bµX

µX+Y = E (X + Y ) = EX + E Y = µX + µY

σ2X+Y = σ2X + σ2Y + 2σX,Y

σX,Y = E (X − µX)(Y − µY ) kovarian
e X, Y

= (x1 − µX)(y1 − µY )P(X = x1, Y = y1)

+ (x1 − µX)(y2 − µY )P(X = x1, Y = y2) + . . . (v¹e
hny dvoji
e)jsou-li X, Y nezávislé, pak σX,Y = 0, tedy σ2X+Y = σ2X + σ2Y

rozptyl souètu nezávislý
h náhodný
h velièin = souèet rozptylù92



alternativní rozdìlení

• diskrétní, s jediným parametrem π (nikoliv Ludolfovo èíslo)

• P(X = 1) = π, P(X = 0) = 1− π (0 < π < 1)

• X { kolikrát v jednom pokusu do¹lo k události, která má pravdì-podobnost π

• støední hodnota (populaèní prùmìr)
µX = EX = 1 · P(X = 1) + 0 ·P(X = 0) = π

• (populaèní) rozptyl

σ2X = (1− µX)
2P(X = 1) + (0− µX)

2P(X = 0)
= (1− π)2 · π + (0− π)2 · (1− π) = π(1− π) 93



binomi
ké rozdìlení bi(n, π) (1)

• diskrétní rozdìlení s parametry n, π (0 < π < 1)

• n nezávislý
h pokusù
• v ka¾dém zdar s pravdìpodobností π, nezdar s pstí 1− π

• X { 
elkový poèet zdarù X má binomi
ké rozdìlení s parametry

n a π

• X je souèet n nezávislý
h náhodný
h velièin Xi s alternativnímrozdìlením s parametrem π

µX = nπ z vlastnosti støední hodnoty souètu
σ2X = nπ(1− π) z vlastnosti souètu nezávislý
h náhodný
h velièin94



binomi
ké rozdìlení bi(n, π) (2)

• P(X = k) =
(n
k

)
πk(1− π)n−k, k = 0, 1, , . . . , n

•

ZZ . . . Z︸ ︷︷ ︸
k

NN · · ·N︸ ︷︷ ︸
n−k

s pstí ππ · · ·π︸ ︷︷ ︸
k

(1− π)(1− π) · · · (1− π)︸ ︷︷ ︸
n−k

= πk(1−π)n−k

• zvolíme k míst pro zdar Z, na ostatní
h míste
h nezdar N , poèetmo¾ností:

(n
k

)
=

n!

k!(n − k)!
=

n(n − 1) · 2 · 1
k(k − 1) · · · 2 · 1 95



pøíklad: zkou¹ky
• C { zdar = udìlat zkou¹ku, P(C) = 0,8
• zkou¹ku dìlá n = 10 studentù stejnì pøipravený
h (u v¹e
h stejnápravdìpodobnost π), neopisují (nezávislost)

• pravdìpodobnost, ¾e zkou¹ku udìlá nìjaký
h 9 studentùP(X = 9) = (10
9

)
· 0,89 · 0,21 = 10 · 0,89 · 0,21 = 0,268

• pravdìpodobnost, ¾e právì jeden student (nìjaký) zkou¹ku neu-dìlá P(Y = 1) = (10
1

)
· 0,21 · 0,89 = 10 · 0,21 · 0,89 = 0,268 96



pøíklad: kouøení
• víme, ¾e mezi dva
etiletými mu¾i je (øeknìme) 35 % kuøádù (je-li70 tisí
 dva
etiletý
h, pak je kuøákù 24500, jen nevíme kteøí)

• vybereme náhodnì 60 dva
etiletý
h mu¾ù, X { poèet kuøákù mezinimi, tedy X ∼ bi(60, 0,35)
•

µX = 60 · 0,35 = 21 σ2X = 60 · 0,35 · 0,65 = 13,65 = (3,7)2

• ukázky pravdìpodobností mo¾ný
h hodnot
k 15 17 19 21 23 25P(X = k) 0,029 0,062 0,095 0,107 0,091 0,059 97



Poissonovo rozdìlení Po(λ) (1)

• diskrétní rozdìlení (zákon vzá
ný
h jevù)

• Y { poèet výskytù jevu ve zvolené èasové (prostorové, plo¹né . . . )jednot
e

• λ > 0 { jediný parametr, intenzita výskytu jevu (jak èasto se prù-mìru vyskytuje ve zvolené jednot
e)P(Y = k) =
λk

k!

e−λ

µY = λ σ2Y = λ

98



Poissonovo rozdìlení Po(λ) (2)

• je-li λ parametr (populaèní prùmìr poètu pøípadù na jednotku),pak pøi poèítání pravdìpodobností toho, kolikrát najdeme pøípadna trojnásobku jednotky (trojnásobné plo¹e, ve trojnásobném èase. . . ), parametrem bude 3λ
• analogi
ky pro jiné kladné násobky
• X ∼ bi(n, π), n velké, π malé, pak pravdìpodobnosti hodnot X lzeaproximovat (pøibli¾nì vyjádøit) pomo
í pravdìpodobností hodnot

Y ∼ Po(nπ)

99



pøíklady Poissonova rozdìlení

• do pasti padne za no
 v prùmìru 8 broukù

• s jako pravdìpodobností ji
h tam ráno najdeme 10?P(Y = 10) = 810
10!

e−8 = 0,099
• vezmeme-li past s polovièním obvodem, oèekáváme polovièní prù-mìr za no
 P(Y = 10) = 410

10!

e−4 = 0,005P(Y = 5) = 45
5!

e−4 = 0,156 100



pøíklady
• s jakou pravdìpodobností neudìlá 12 z 50 stejnì pøipravený
hstudentù zkou¹ku?
• binomi
ké rozdìlení bi(50, 0,2)P(X = 12) = (50

12

)
· 0,212 · 0,838 = 0,103

• Poissonovo rozdìlení Po(50 · 0,2)=Po(10)P(Y = 12) = 1012
12!

e−10 = 0,095

101



normální (Gaussovo) rozdìlení N(
µ, σ2

)

• spojité rozdìlení, symetri
ké okolo støední hodnoty µ

• model vzniku: souèet velkého poètu nepatrný
h pøíspìvkù

• pro X ∼ N(µ, σ2
) platí

µX = EX = µ σ2X = E (X − µX)
2 = σ2P(|X − µ| < 1,00σ) = 0,68, tj. 68 %P(|X − µ| < 1,96σ) = 0,95, tj. 95 %P(|X − µ| < 3,00σ) = 0,997, tj. 99,7 %

X ∼ N(µ, σ2
)
⇒ Z =

X − µ

σ
∼ N(0, 1) 102



normované normální rozdìlení Z ∼ N(0, 1)
• tabelováno

− hustota ϕ(z)

− distribuèní funk
e Φ(z) = P(Z ≤ z)

− kriti
ké hodnoty z(α): P(Z ≤ z(α)) = Φ(z(α)) = 1− α

z(0,025) = 1,96 tj. P(|Z| > 1,96) = 5 %

z(0,025) = 1,96 tj. P(Z > 1,96) = 2,5 %

z(0,025) = 1,96 tj. P(Z < −1,96) = 2,5 %
z(0,005) = 2,58 tj. P(|Z| > 2,58) = 1 %

z(0,005) = 2,58 tj. P(Z > 2,58) = 0,5 %

z(0,025) = 1,64 tj. P(|Z| > 1,64) = 10 % 103



výpoèet pravdìpodobností pro Z ∼ N(0, 1)
• u ka¾dého spojitého rozdìlení je P(X < x) = P(X ≤ x), tedy i u Z

• Z ∼ N(0, 1), a < b, pakP(a < Z < b) = Φ(b)− Φ(a)

• odvození: jevy Z ≤ a a a ≤ Z ≤ b jsou nesluèitelné (tvrzení nemo-hou platit souèasnì), jeji
h sjedno
ením je jev Z ≤ b, protoP(Z ≤ b) = P(Z ≤ a) + P(a < Z ≤ b)

Φ(b) = Φ(a) + P(a < Z ≤ b)

104



výpoèet distribuèní funk
e X ∼ N(
µ, σ2

)

X ∼ N(µ, σ2
)
⇒ Z =

X − µ

σ
∼ N(0, 1)P(X ≤ x) = P(X − µ

σ
≤ x − µ

σ

)

= P(Z ≤ x − µ

σ

)
= Φ

(
x − µ

σ

)

P(a < X < b) = Φ
(

b − µ

σ

)
− Φ

(
a − µ

σ

)
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pøíklad: vý¹ky ho
hù

• ne
h» vý¹ky desetiletý
h (v 
m) pøibli¾nì N(140, 36)
• s jakou pravdìpodobností je vý¹ka náhodnì vybraného 
hlap
emezi 140 a 145 
m (vèetnì), kdy¾ vezmeme v úvahu zaokrouhlo-vání? P(140 ≤ X ≤ 145) = P(139,5 < X < 145,5

= Φ
(
145,5− 140

6

)
− Φ

(
139,5− 140

6

)

= Φ(0,917)− Φ(−0,083)
= 0,82− 0,47 = 0,35 tedy 35 %P(X > 145) = 1− Φ

(
145,5− 140

6

)
= 0,18 tedy 18 % 106



pøíklad: u
hazeèi o studium

• za zku¹enosti je známo, ¾e mezi u
hazeèi o studium matematikyna MFF bývá 45 % dívek
• s jakou pravdìpodobností bude pøi 500 pøihlá¹ká
h poèet dívekmezi 200 a 220 (vèetnì)?
• X ∼ bi(500, 0,45) má µX = 500 · 0,45 = 225, σ2X = 500 · 0,45 · 0,55 = 123,75,tedy σX = 11,1P(200 ≤ X ≤ 220) = Φ

(
220,5− 225
11,1

)
−Φ

(
199,5− 225
11,1

)
= 0,34−0,01 = 0,33
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hování výbìrového prùmìru

• ne
h» X1, X2, . . . Xn jsou nezávislé náhodné velièiny s libovolnýmrozdìlením se støední hodnotou µ a rozptylem σ2 - náhodný výbìrz onoho rozdìlení
• pro prùmìr z tì
hto velièin platíE (X̄) = E 

1
n

n∑

i=1

Xi


 = µ σ2X̄ =

σ2

n

• prùmìr X̄ má tedy rozptyl n-krát men¹í, ne¾ jednotlivá pozorování

• støední 
hyba prùmìru = smìrodatná od
hylka prùmìruS.E.(X̄) = σ√
n 108



výbìrový prùmìr z normálního rozdìlení

• ne
h» X1, X2, . . . , Xn jsou nezávislé náhodné velièiny s rozdìlenímN(µ, σ2
) { náhodný výbìr z N(µ, σ2

)

• pro prùmìr z ni
h platí
X̄ =

1

n

n∑

i=1

Xi ∼ N(µ, σ2

n

)

• opìt je støední 
hyba X̄ rovna σ√
n

• proto je

Z =
X̄ − µ

σ

√
n ∼ N(0, 1)

• 
hování Z lze popsat pomo
í distribuèní funk
e Φ(z) 109



pøíklad: vìk matek
• velká popula
e rodièù (11 tisí
)
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pøíklad: vìk matek
• náhodnì vybráno 100 matek

n=1
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pøíklad: vìk matek
• náhodnì vybráno 100 krát po n = 10 matká
h, prùmìry:

n=10
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pøíklad: vìk matek
• náhodnì vybráno 100 krát po n = 100 matká
h, prùmìry:

n=100
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pøíklad: vìk matek
• velká popula
e rodièù (11 tisí
)

• náhodnì vybráno 100 matek (vlastnì prùmìry výbìrù rozsahu n =

1), nakreslen histogram
• 100 krát náhodnì vybráno v¾dy n = 10 matek, spoèítán prùmìr,nakreslen histogram prùmìrù
• 100 krát náhodnì vybráno v¾dy n = 100 matek, spoèítán prùmìr,nakreslen histogram prùmìrù
• podle teorie by ka¾dý dal¹í rozptyl ze 100 prùmìrù mìl být 10 krátmen¹í

• skuteènost: 23,5; 2,20; 0,21 114
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entrální limitní vìta
• Ne
h» X1, X2, . . . , Xn jsou nezávislé náhodné velièiny se stejnýmrozdìlením, se støední hodnotou µ a rozptylem σ2 > 0. Potompro velké n má prùmìr z ni
h rozdìlení N(µ, σ2

n

), jeji
h souèetrozdìlení N(nµ, nσ2
).

• prakti
ky: pro dost velká n má prùmìr normální rozdìlení

• pøíklad: prùmìrný vìk matek z velký
h výbìrù u¾ (témìø) normálnírozdìlení

116
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interval spolehlivosti (1)

• proto¾e je X ∼ N(µ, σ2
), platíP(|X̄ − µ|) < 1,96 σ√

n
= 0,95tedy P(X̄ − 1,96 · σ√

n
≤ µ ≤ X̄ + 1,96 · σ√

n

)
= 0,95

• dostali jsme 95% interval spolehlivosti pro µ

X − 1,96
σ

n
X + 1,96

σ

n
X
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interval spolehlivosti (2)

• 95% interval spolehlivosti pøekryje s pravdìpodobností 95 % ne-známé µ (odhadovaný parametr)

• kdyby
hom postup provádìli opakovanì, pak asi v 95 % pøípadùpøekryjeme skuteènou hodnotu µ, ve zbylý
h asi 5 % zùstane sku-teèné µ mimo interval spolehlivosti
• pro velké n lze neznámé σ nahradit odhadem sx

• pro obe
né α:P(X̄ − σ√
n

z(α/2) ≤ µ ≤ X̄ +
σ√
n

z(α/2)

)
= 1− α 119



interval spolehlivosti (3)

• pro malé n (asi do 50) a pro Xi s normálním rozdìlením lépe pou¾ítkriti
ké hodnoty Studentova t-rozdìlení (pozor na jinak znaèenékriti
ké hodnoty Studentova t-rozdìlení)P(X̄ − sx√
n

tn−1(α) ≤ µ ≤ X̄ +
sx√
n

tn−1(α)
)
= 1− α

• interval spolehlivosti lze poèítat i pro jiné parametry

• je to interval, který s po¾adovanou pravdìpodobností pøekryje od-hadovaný parametr { intervalový odhad

120



pøíklad: vìk matek
• 95% interval spolehlivosti pro populaèní prùmìr vìku v¹e
h matekna základì výbìru 99 matek

(
25,7− 1,98 · 4,1√

99
; 25,7 + 1,98 · 4,1√

99

)
= (24,9; 26,5)

• 99% interval spolehlivosti pro populaèní prùmìr vìku v¹e
h matekna základì výbìru 99 matek (bude u¾¹í nebo ¹ir¹í?)

(
25,7− 2,63 · 4,1√

99
; 25,7 + 2,63 · 4,1√

99

)
= (24,6; 26,8)

• vìt¹í jistota ⇔ vìt¹í ¹íøka 121



pøíklad: simulované výbìry pro n = 100
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elkem 100 95% intervalù spolehlivosti pro µ (ve skuteènosti mimo-øádnì víme, ¾e µ = 25,4), v 7 pøípade
h µ nepøekryto 122




entrální limitní vìta pro èetnosti

• Ne
h» X1, X2, . . . , Xn jsou nezávislé náhodné velièiny se stejnýmrozdìlením, se støední hodnotou µ a rozptylem σ2 > 0. Potompro velké n má prùmìr z ni
h rozdìlení N(µ, σ2

n

), jeji
h souèetrozdìlení N(nµ, nσ2
).

• absolutní èetnost Y

− Y { souèet velièin s alternativním rozdìlením

− Y ∼ bi(n, π), proto pøibli¾nì Y ∼ N(nπ, nπ(1− π))

• relativní èetnost f = Y/n

− f { prùmìr velièin s alternativním rozdìlením
− f ∼ N(π, π(1− π)/n) 123



interval spolehlivosti pro podíl (1)

• popula
e: podíl π prvkù s danou vlastností

• π { pravdìpodobnost, ¾e vlastnost má náhodnì vybraný prvek

• výbìr: relativní èetnost ve výbìru
• relativní èetnost je prùmìr nula-jednièkové velièiny { pro velké nmá pøibli¾nì normální rozdìlení
• nula-jednièková velièina má rozptyl π(1− π)

• relativní èetnost (=prùmìr) má rozptyl π(1−π)
n 124



interval spolehlivosti pro podíl (2)

• støední 
hyba relativní èetnosti = smìrodatná od
hylka relativníèetnosti = odmo
nina z rozptylu je tedy √π(1−π)
n

• pravdìpodobnost π neznáme, odhadneme ji pomo
í relativní èet-nosti f

• odtud je 95% interval spolehlivosti pro π

f − 1,96 ·

√
f(1− f)

n
; f + 1,96 ·

√
f(1− f)

n




• existuje pøesnìj¹í (pra
nìj¹í) postup 125



pøíklad: hody s hra
í kostkou

• odhadujeme pravdìpodobnost ¹estky

• kostka A: n = 100, nA = 17, fA = 0,17

0,17− 1,96 ·

√
0,17 · 0,83
100

; 0,17 + 1,96 ·
√
0,17 · 0,83
100


 = (0,10; 0,24)

• kostka B: n = 100, nB = 41, fB = 0,41

0,41− 1,96 ·

√
0,41 · 0,59
100

; 0,41 + 1,96 ·
√
0,41 · 0,59
100


 = (0,31; 0,51)

• dùle¾itý rozdíl: u kostky A patøí 1/6 = 0,167 do intervalu spolehli-vosti; u kostky B nikoliv 126



proè testování hypotéz

• nelze bezpeènì poznat, ¾e kostka B je fale¹ná nebo ¾e kostka Anení fale¹ná
• intervaly spolehlivosti urèily rozmezí, kde by skuteèná pravdìpo-dobnost ¹estky mìla být, jeji
h spolehlivost je velká, ale omezená

• znamená nì
o, kdy¾ 1/6 nele¾í v 95% intervalu spolehlivosti?

• musíme pøipustit, ¾e jsme mohli mít smùlu, ¾e se v na¹i
h pokuse
hnáhodou realizovaly málo pravdìpodobné mo¾nosti, pøesto¾e ktakové smùle do
hází jen zøídka 127



pøipomeòme pøíklad s hra
í kostkou

• odhadujeme pravdìpodobnost ¹estky

• kostka A: n = 100, nA = 17, fA = 0,17,⇒ 95% int. spol.(0,10; 0,24)
• kostka B: n = 100, nB = 41, fB = 0,41⇒ 95% int. spol.(0,31; 0,51)
• dùle¾itý rozdíl: u kostky A patøí 1/6 = 0,167 do intervalu spolehli-vosti; u kostky B nikoliv
• 
o se dá z tohoto zji¹tìní usoudit?
• pou¾ijeme testování hypotéz 128



testování hypotéz (1)

• (nulová) hypotéza H0: { zjednodu¹uje situa
i, zpravidla se jí sna-¾íme vyvrátit, aby
hom vì
nì nì
o prokázali

• alternativa H1: (alternativní hypotéza) { opak nulové hypotézy,zpravidla to, 
o 
h
eme dokázat
• mo¾ná rozhodnutí

− zamítnout H0 pokud na¹e data svìdèí proti H0
− nezamítnout H0 (pøijmout H0) pokud není dost dùvodù H0zamítnout

• nelze zaruèit bez
hybnost rozhodnutí 129



testování hypotéz (2)

• proto¾e nelze zaruèit bez
hybnost rozhodnutí, mohou nastat 
hyby:

− 
hyba 1. druhu, kdy¾ zamítneme platnou hypotézu

− 
hyba 2. druhu, kdy¾ nepoznáme, ¾e hypotéza neplatí a ne-zamítneme ji
• ne
h
eme èasto 
hybnì zamítat H0 (fale¹nì nì
o vì
nì prokazo-vat), proto zvolíme nízkou hladinu testu α (nejèastìji α = 5%)

• hladina testu α = maximální pøípustná pravdìpodobnost 
hyby1. druhu

• síla testu = pravdìpodobnost správného zamítnutí neplatné hy-potézy 130



s
héma testování hypotézrozhodnutí H0 platí H0 neplatíH0 zamítnout 
hyba 1. druhu správné rozhodnutí(pst ≤ α) (pst 1− β)hladina testu síla testuH0 nezamítnout správné rozhodnutí 
hyba 2. druhu(pøijmout) (pst ≥ 1− α) (pst β)
131



postup pøi rozhodování

• zvolit hypotézu H0, alternativu H1
• zvolit hladinu testu α

• zvolit metodu rozhodování (test)
• z dat spoèítat testovou statistiku T a porovnat ji s tabelovanoukriti
kou hodnotou
• kdy¾ padne T do kriti
kého oboru, pak H0 zamítnout(zpravidla, kdy¾ T ≥ t0, t0 { kriti
ká hodnota)
• kriti
ký obor { mno¾ina tì
h výsledkù pokusu (napø. hodnot T),kdy budeme hypotézu zamítat 132



pøíklad: padá na kost
e ¹estka pøíli¹ èasto?

• 
h
eme na 5% hladinì prokázat, ¾e pravdìpodobnost ¹estky jevelká (tj. vìt¹í ne¾ 1/6)
• H0 : P(padne ¹estka) = 1/6 (= π0)

• H1 : P(padne ¹estka) > 1/6 (6= π0)

• 
o svìdèí pro neplatnost hypotézy?þ¹estka padá mnohem èastìji, ne¾ by mìlaÿ

• provedeme n = 100 pokusù, Y poèet ¹estek
• hypotézu budeme zamítat, kdy¾ Y > y0

• za platnosti H0 má poèet ¹estek Y rozdìlení bi(n, 1/6)

• y0 zvolit tak, aby za hypotézy bylo P(Y > y0) ≤ α 133



pøíklad pøesné volby kriti
kého oboru

y0 19 20 21 22 23P(Y > y0) 0,220 0,152 0,100 0,063 0,038

• podmínku P(Y > y0) ≤ 0,05 splòuje y0 = 23

• padne-li ve 100 nezávislý
h hode
h kostkou ví
e ne¾ 23 ¹estek,budeme na 5% hladinì zamítat hypotézu, ¾e pst ¹estky je 1/6ve prospì
h alternativy, ¾e pst ¹estky je vìt¹í ne¾ 1/6 (dánozvolenou alternativou)
• padlo nám Y = Y0 = 17 ¹estek, hypotézu nezamítáme, 
o¾ nezna-mená, ¾e by
hom hypotézu prokázali
• pro α = 10 % by
hom zvolili y0 = 21 134



pøíklad: volba kriti
kého oboru (pøibli¾nì)

• pou¾ijme pøibli¾né tvrzení za H0 Y ∼ N(nπ0, nπ0(1− π0)), potomP(Y > y0) = 1− P(Y < y0)

= 1− P Y − nπ0√
nπ0(1− π0)

<
y0 − nπ0√
nπ0(1− π0)




.
= 1− Φ




y0 − nπ0√
nπ0(1− π0)


 = α(= 0,05)

• tabulka kriti
ký
h hodnot dá z(α), musí platit z(α) = y0−nπ0√
nπ0(1−π0)tedy

y0 = nπ0 + z(α)
√

nπ0(1− π0), v na¹em pøíkladu
y0 = 100/6 + 1,645 ·

√
500/36

.
= 23 135



p-hodnota
• spoèítat k T0 odpovídají
í p-hodnotu a porovnat ji s α

• p-hodnota p je nejmen¹í α, pøi kterém H0 z daný
h dat je¹tìzamítáme
• p-hodnota p je za platnosti H0 spoèítaná pravdìpodobnost vý-sledkù stejnì nebo ménì pøíznivý
h pro H0
• zamítnout H0, kdy¾ je p ≤ α

• p-hodnotu poèítají moderní poèítaèové programy
• existují úlohy, kdy se rozhoduje pouze podle p-hodnoty (napø.Fisherùv exaktní test ve ètyøpolní tabul
e) 136



pøíklad: rozhodování pomo
í p-hodnoty

• sna¾íme se prokázat, ¾e ¹estka padá pøíli¹ èasto

• padlo nám Y0 = 17, proto (vzore
 pro psti binomi
kého rozdìlení)

p = P (Y ≥ 17) =
100∑

k=17

(100
k

) (1
6

)k (
1− 1
6

)100−k
= 0,506

• proto¾e 50,6 % > 5 %, hypotézu nemù¾eme na 5% hladinì za-mítnout, netvrdíme, ¾e pst ¹estky je vìt¹í ne¾ 1/6

• neprokázali jsme v¹ak, ¾e by hypotéza platila

137



pøíklad: kostka a oboustranná alternativa

• 
h
eme ovìøit, zda je kostka v poøádku

• pokusíme se prokázat, ¾e ¹estka padá pøíli¹ èasto nebo pøíli¹ zøídka

• H0 : P(padne ¹estka) = 1/6
• H1 : P(padne ¹estka) 6= 1/6
• je to oboustranná alternativa (na rozdíl od jednostranné)

• proti hypotéze svìdèí malé nebo velké hodnoty Y

• pst 
hyby 1. druhu α rozdìlíme na dvì poloviny: pro pøíli¹ malé apøíli¹ velké Y 138



pøíklad: kostka, oboustranná alternativa

y0 9 10 11 . . . 23 24 25P(Y < y0) 0,010 0,021 0,042 . . . 0,937 0,962 0,978P(Y > y0) 0,979 0,957 0,922 . . . 0,038 0,022 0,012

• H0 zamítneme, kdy¾ bude Y < 10 nebo kdy¾ bude Y > 24

• skuteèná pst 
hyby 1. druhu bude 0,021 + 0,022 = 0,043

• hodnoty v rozmezí 10 a¾ 24 (vèetnì obou mezí) nesvìdèí proti H0

139



oboustranná alternativa pøibli¾nì

• H0 : P(padne ¹estka) = 1/6 (= π0)

• H1 : P(padne ¹estka) 6= 1/6 (6= π0)

• proti alternativì svìdèí Y hodnì daleko od E Y , tj. rel. èetnost

f = Y/n daleko od π0:P∣∣∣∣∣∣∣ Y − nπ0√
nπ0(1− π0)

∣∣∣∣∣∣∣
> z(α/2)


 = α

• zamítáme tedy, je-li
Y < nπ0 − z(α/2)

√
nπ0(1− π0)

.
= 9,36nebo

Y < nπ0 + z(α/2)
√

nπ0(1− π0)
.
= 23,97 140



znovu hodno
ení èetností23 11 3430 17 4717 1 1870 29 99
24,0 9,9 3433,3 13,8 4712,7 5,3 1870 29 99

• statistika χ2 porovnává skuteèné èetnosti (vlevo) s oèekávanými(vpravo) za hypotézy
χ2 =

(23− 24,0)2
24,0

+
(11− 9,9)2
9,9

+ . . . +
(1− 5,3)2
5,3

= 6,12 > 5,99 = χ22(0,05)

• statistika χ2 je vìt¹í, ne¾ kriti
ká hodnota χ22(0,05), závislost je na5% hladinì prokázána (p = 0,047) 141



gra�
ká pøedstava
0 2 4 6 8

0.0
0.1
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Hustota chi−kvadrát(2)

0,047

• èervená plo
ha = p-hodnota, modrá èára = hodnota statistiky142



s
héma testování hypotézrozhodnutí H0 platí H0 neplatíH0 zamítnout 
hyba 1. druhu správné rozhodnutí(pst ≤ α) (pst 1− β)hladina testu síla testuH0 nezamítnout správné rozhodnutí 
hyba 2. druhu(pøijmout) (pst ≥ 1− α) (pst β)
143



pøíklad: vý¹ky desetiletý
h ho
hù

• velký výbìr v ro
e 1951 dal prùmìr 136,1 
m, rozptyl 6,42 
m2
• v ro
e 1961 namìøeno v náhodném výbìru n = 15 hodnot s prù-mìrem X̄ = 139,13 
m (lze pøedpokládat nezmìnìný rozptyl)

• prokázali jsme na 5% hladinì pøedstavu, ¾e desetiletí ho¹i jsou(
o do populaèního prùmìru) v ro
e 1961 vìt¹í ne¾ desetiletí ho¹iv ro
e 1951?

• hypotéza H0 : µ = µ0 = 136,1 (nebo µ ≤ 136,1, postup by byl stejný)

• alternativa H1 : µ > 136,1 144



vý¹ky desetiletý
h ho
hù

• alternativì nasvìdèují prùmìry o hodnì vìt¹í ne¾ µ = µ0 = 136,1

• kriti
ký obor: X̄ ≥ x0, kde x0 je zvoleno tak, aby za platnostihypotézy bylo pøekroèeno s pstí nejvý¹ 5 %

• platí (za platnosti hypotézy)
X̄ ∼ N(136,1, 6,42/15) ⇒ Z =

X̄ − 136,1
6,4

√
15 =

X̄ − 136,1S.E.(X̄) ∼ N(0, 1)
• proto hypotézu zamítáme, je-li Z > z(0,05) = 1,645

• v na¹em pøíkladu je Z0 =
139,13−136,1

6,4

√
15 = 1,82 > 1,645, tak¾e na 5%hladinì hypotézu zamítáme ve prospì
h jednostranné alter-nativy, ¾e populaèní prùmìr za deset rokù vzrostl 145



obe
nì (jednostranná alternativa)

• H0 : µ = µ0

• H1 : µ > µ0

• kriti
ký obor: X̄ ≥ x0, kde x0 je zvoleno tak, aby za platnostihypotézy bylo pøekroèeno s pstí nejvý¹ 5 %

• platí (za platnosti hypotézy)
X̄ ∼ N(µ0, σ2/n

)
⇒ Z =

X̄ − µ0
σ

√
n ∼ N(0, 1)

• proto hypotézu zamítáme na hladinì α, je-li Z > z(α)

• H1 : µ < µ0, podobnì jako vý¹e hypotézu zamítáme na hladinì α,je-li Z < −z(α) 146



obe
nì
• H0 : µ = µ0

• H1 : µ 6= µ0

• kriti
ký obor: X̄ je pøíli¹ daleko od µ0,
• platí (za platnosti hypotézy)

X̄ ∼ N(µ0, σ2/n
)

⇒ Z =
X̄ − µ0

σ

√
n ∼ N(0, 1)

• proto¾e hladinu musíme rozdìlit na dvì èásti (X̄ << µ0 a X̄ >> µ0hypotézu zamítáme na hladinì α, je-li |Z| > z(α/2) 147



vý¹ky desetiletý
h ho
hù

• výpoèet p-hodnoty: (v Z odeèítáme v¾dy skuteènì platnou støedníhodnotu, uvedeme ji jako dolní index u P)za H0 je Z = X̄−136,1
6,4

√
15 ∼ N(0, 1)

p = P136,1 (X̄ ≥ 139,1)

= P136,1(X̄ − 136,1
6,4

√
15 ≥ 139,13− 136,1

6,4

√
15

)

= P(Z ≥ 1,82) = 1− Φ(1,82) = 1− 0,965 = 0,035 < 0,05

• na 5% hladinì jsme zamítli hypotézu ve prospì
h jednostrannéalternativy (kterou jsme zvolili pøedem, bez znalosti dat!)

• prokázali jsme na 5% hladinì vzrùst populaèního prùmìru 148



síla testu pro µ = 140

• síla testu = pst(zamítnout hypotézu, kdy¾ tato neplatí)

• musíme vzít v úvahu, ¾e µ = 140

1− β(140) = P140(X̄ − 136,1
6,4

√
15 > 1, 645

)

= P140(X̄ − 140
6,4

√
15 +

140− 136,1
6,4

√
15 > 1, 645

)

= P(Z > 1,645− 140− 136,1
6,4

√
15

)
= P(Z ≥ −0,715)

= 1− Φ(−0,715) = 1− 0,237 = 0,763 149



síla testu v závislosti na µ, n =15 (30, 5)
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shrnutí: X1, . . . , Xn ∼ N(
µ, σ2

), nezávislé

• pøedpokládáme, ¾e σ > 0 známe

• H0 : µ = µ0 (µ0 známá konstanta)
Z =

X̄ − µ0
σ

√
n =

X̄ − µ0S.E.(X̄)
• kdy hypotézu H0 zamítáme (kriti
ký obor):

− H1 : µ 6= µ0 (oboustranná alternativa) |Z| ≥ z(α/2)

− H1 : µ > µ0 (jednostranná alternativa) Z ≥ z(α)

− H1 : µ < µ0 (jednostranná alternativa) Z ≤ −z(α)

151



èastìji: X1, . . . , Xn ∼ N(
µ, σ2

), nezávislé

• neznámé σ > 0 odhadneme pomo
í s =
√
1

n−1
∑n

i=1(Xi − X̄)2

• H0 : µ = µ0 (µ0 známá konstanta)
T =

X̄ − µ0
s

√
n =

X̄ − µ0
̂S.E.(X̄)

• kdy hypotézu H0 zamítáme (kriti
ký obor):
− H1 : µ 6= µ0 (oboustranná alternativa) |T | ≥ tn−1(α)
− H1 : µ > µ0 (jednostranná alternativa) T ≥ tn−1(2α)
− H1 : µ < µ0 (jednostranná alternativa) T ≤ −tn−1(2α) 152



souvislost s intervalem spolehlivosti

• pøipomeòme interval spolehlivosti pro µ

X̄ − sx√
n

tn−1(α) < µ < X̄ +
sx√
n

tn−1(α)

X̄ − ̂S.E.(X̄) · tn−1(α) < µ < X̄ + ̂S.E.(X̄) · tn−1(α)
o¾ lze pøepsat jako
|T | =

∣∣∣∣∣
X̄ − µ

sx

√
n

∣∣∣∣∣ < tn−1(α)

• H0 : µ = µ0 tedy nezamítneme na hladinì α pøi oboustrannéalternativì, právì kdy¾ µ0 le¾í v 100(1−α)% intervalu spolehlivosti

• interval spolehlivosti tedy obsahuje takové hodnoty µ0, které by
homjako hypotézu nezamítli 153



vý¹ky desetiletý
h ho
hù (σ2 neznámé)

• kriti
ký obor: X̄ se pøíli¹ li¹í od µ0 ve smìru zvolené alternativy

• spoèítáme
s =

√
1

15− 1((130− 139,13)
2 + . . . + (141− 139,13)2) =

√
42,98 = 6,56

T =
X̄ − 136,1
6,56

√
15 = 1,79

• na 5% hladinì pøi jednostranné alternativì µ > µ0 hypotézu zamí-táme, nebo» t14(0,10) = 1,76 (p = 4,7 %)
• na 5% hladinì pøi oboustranné alternativì hypotézu nezamítáme,nebo» t14(0,05) = 2,14 (p = 9,5 %)
• 95% int. spolehlivosti pro populaèní prùmìr vý¹ek ho
hù: (135,5; 142,8)154



nová úloha: porovnání dvou popula
í

• li¹í se desetileté dívky vý¹kou postavy od desetiletý
h ho
hù?

• lze pøedpokládat, ¾e vý¹ky ho
hù
Xi ∼ N(µ1, σ2), i = 1, . . . , n1

• lze pøedpokládat, ¾e vý¹ky dívek
Yi ∼ N(µ2, σ2), i = 1, . . . , n2

• pøedpoklad stejný
h rozptylù bývá splnìn, lze jej ovìøit

• musí jít o nezávislé náhodné výbìry, nelze napø. vybírat souroze-ne
ké dvoji
e 155



porovnání støední
h hodnot nezávislý
h výbìrù

• zøejmì H0 : µ1 = µ2 (není rozdíl, nulová hypotéza)

• alternativy
− H1 : µ1 6= µ2 (není-li dùvod k jednostranné alternativì)

− H1 : µ1 > µ2 (bylo 
ílem dokázat, ¾e ho¹i jsou vìt¹í dívek)

− H1 : µ1 < µ2 (bylo 
ílem dokázat, ¾e ho¹i jsou men¹í dívek)

• rozhodování zalo¾eno na porovnání prùmìrù X̄ a Ȳ ; èím ví
e seli¹í, tím spí¹e zamítnout hypotézu
• je tøeba porovnat s mírou pøesnosti, s jakou prùmìry X̄, Ȳ odhad-nou skuteèné populaèní prùmìry µ1, µ2 156



porovnání støední
h hodnot nezáv. výbìrù (2)

• k tomu je tøeba odhadnout také neznámé σ2 pomo
í

s2 =
1

n1 + n2 − 2




n1∑

i=1

(Xi − X̄)2 +
n2∑

i=1

(Yi − Ȳ )2




=
n1 − 1

n1 + n2 − 2
s2X +

n2 − 1
n1 + n2 − 2

s2Y(vá¾ený prùmìr odhadù rozptylu v obou výbìre
h)

• vý¹ka desetiletý
h dìtí: n1 = 15, n2 = 12, X̄ = 139,13, Ȳ = 140,83,

s2X = 42,98, s2Y = 33,79, tudí¾ s2 = 38,94 = 6,242
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kriti
ké obory
• o H0 : µ1 = µ2 se rozhoduje pomo
í

T =
X̄ − Ȳ

s

√
n1n2

n1 + n2
=

X̄ − Ȳ
̂S.E.(X̄ − Ȳ )

• H1 : µ1 6= µ2 zamítáme pokud |T | ≥ tn1+n2−2(α)

• H1 : µ1 > µ2 zamítáme pokud T ≥ tn1+n2−2(2α)

• H1 : µ1 < µ2 zamítáme pokud T ≤ −tn1+n2−2(2α)

• vý¹ky desetiletý
h: T = −0,70 < 2,06 = t15+12−2(0,05)

• na 5% hladinì jsme neprokázali rozdíl mezi vý¹kami desetiletý
hho
hù a dívek (p = 48,8 %) 158



souvislost s intervalem spolehlivosti

• µ1 − µ2 = δ o kolik se li¹í populaèní prùmìrné vý¹ky

• odhadem pro δ je d = X̄ − Ȳ = −1,7

• interval spolehlivosti pro delta je
(X̄−Ȳ )− ̂S.E.(X̄−Ȳ )·tn1+n2−2(α) < δ < (X̄−Ȳ )+ ̂S.E.(X̄−Ȳ )·tn1+n2−2(α)H0 zamítáme právì tehdy, kdy¾ nula není v int. spol. pro δ

• pøi porovnání vý¹ek ho
hù a dívek je 95% interval pro δ


−1,7− 6,24

√
1

15
+
1

12
· 2,06;−1,7 + 6,24

√
1

15
+
1

12
· 2,06




(−3,3; 6,7) 159



pøíklad: pøijímaèky na MFF

• li¹í se úrovní znalosti matematiky u
hazeèi o studium matematikya fyziky?
• n1 = 104, X̄ = 34,6, sx = 11,4 =

√
129,4,

n2 = 114, Ȳ = 31,2, sx = 10,8 =
√
117,2

s = 11,1 =
√
123,0

• dostaneme tedy
T =

34,6− 31,2
11,1

√
104 · 114
104 + 114

= 2,25

• na 5% hladinì jsme prokázali rozdíl mezi dvìma skupinami u
ha-zeèù (p = 2,6 %)

• 95% interval spolehlivosti pro rozdíl populaèní
h prùmìrù je (0,4; 6,3)160



porovnání støední
h hodnot nezávislý
h výbìrù

• zøejmì H0 : µ1 = µ2 (není ¾ádný rozdíl mezi popula
emi, nulováhypotéza)
• alternativy

− H1 : µ1 6= µ2 (není-li dùvod k jednostranné alternativì)

− H1 : µ1 > µ2 (bylo 
ílem dokázat, ¾e ho¹i X vìt¹í dívek Y )

− H1 : µ1 < µ2 (bylo 
ílem dokázat, ¾e ho¹i X men¹í dívek Y )

• rozhodování zalo¾eno na porovnání prùmìrù X̄ a Ȳ ; èím ví
e seli¹í, tím spí¹e zamítnout hypotézu
• je tøeba porovnat s mírou pøesnosti, s jakou rozdíl prùmìrù X̄ − Ȳodhadne skuteèný rozdíl populaèní
h prùmìrù µ1 − µ2 161



kriti
ké obory dvouvýbìrového t-testu

• o hypotéze H0 : µ1 = µ2 se rozhoduje pomo
í

T =
X̄ − Ȳ

̂S.E.(X̄ − Ȳ )
=

X̄ − Ȳ

s

√
n1n2

n1 + n2

• H1 : µ1 6= µ2 zamítáme pokud |T | ≥ tn1+n2−2(α)

• H1 : µ1 > µ2 zamítáme pokud T ≥ tn1+n2−2(2α)

• H1 : µ1 < µ2 zamítáme pokud T ≤ −tn1+n2−2(2α)

• s2 je odhad σ2 zalo¾ený na obou výbìre
h
s2 =

n1 − 1
n1 + n2 − 2

s2X +
n2 − 1

n1 + n2 − 2
s2Y 162



provedení v MS Ex
elu (stejné rozptyly)Ex
el Soubor 1 Soubor 2prùmìr Stø. hodnota 139.133 140.833rozptyl Rozptyl 42.981 33.788rozsah Pozorování 15 12spol. odhad rozpt. Spoleèný rozptyl 38.936H0 : µ1 − µ2 = Hyp. rozdíl stø. hodnot 0stupnì vol. Rozdíl 25

T t stat -0.733

p jednostr. testu P(T<=t) (1) 0.244

tn1+n2−2(2α) t krit (1) 1.708

p oboustr. testu P(T<=t) (2) 0.488

tn1+n2−2(α) t krit (2) 2.060pøi oboustranné alternativì nelze nulovou hypotézu zamítnout 163



problém nestejný
h rozptylù

• pøedpoklad o stejném rozptylu v obou soubore
h nemusí být veskuteènosti splnìn
• lze jej ovìøit porovnáním odhadù rozptylu F -testem F =

s2X
s2Y

• hypotéza H0 : σ21 = σ21 se proti H1 : σ21 6= σ22 zamítá, kdy¾ jebuï F =
s2X
s2Y

≥ Fn1−1,n2−1(α/2) nebo 1
F
=

s2Y
s2X

≥ Fn2−1,n1−1(α/2)

• vlastnì se vìt¹í odhad rozptylu dìlí men¹ím odhadem, k tomu semusí zvolit správné poøadí stupòù volnosti a hladina
• Ex
el: uvádí kriti
kou hodnotu a p-hodnotu pro jednostrannoualternativu; p-hodnotu je tøeba vynásobit dvìma 164



MS Ex
el: Dvouvýbìrový F-test pro rozptylSoubor 1 Soubor 2prùmìr Stø. hodnota 139.13 140.83rozptyl Rozptyl 42.98 33.79rozsah Pozorování 15 12stupnì vol. Rozdíl 14 11

F F 1.27

p P(F <= f) (1) 0.349F krit (1) 2.739ve skuteènosti je P(F > 1,27) = 0,349, tak¾e p = 2 · 0,349 = 0,698pro oboustrannou alternativu bylo pou¾ito F14,11(0,025) = 3,359 165



dvouvýbìrový t-test pøi nestejný
h rozptyle
h

• není-li udr¾itelný pøedpoklad o stejný
h rozptyle
h, lze pou¾ít pøi-bli¾ný t-test (Wel
hùv, jiný odhad S.E.(X̄ − Ȳ ))

T =
X̄ − Ȳ

̂S.E.(X̄ − Ȳ )
=

X̄ − Ȳ

sX̄−Ȳ

• kde sX̄−Ȳ je støední 
hyba X̄ − Ȳ

sX̄−Ȳ =
√

v1 + v2 v1 =
s2X
n1

v2 =
s2Y
n2

• H0 se zamítá, je-li |T | ≥ tf (α), kde f =
s4
X̄−Ȳ

v2
1

n1−1
+

v2
2

n2−1

• ná¹ pøíklad T = −0,713, f = 24,69, tf (0,05) = 2,061, p = 0,482 166



provedení v MS Ex
elu (nestejné rozptyly)Soubor 1 Soubor 2prùmìr Stø. hodnota 139.133 140.833rozptyl Rozptyl 42.981 33.788rozsah Pozorování 15 12H0 : µ1 − µ2 = Hyp. rozdíl stø. hodnot 0stupnì vol. f Rozdíl 25

T t stat -0.713

p jednostr. testu P(T<=t) (1) 0.241

tf (2α) t krit (1) 1.708

p oboustr. testu P(T<=t) (2) 0.482

tf (α) t krit (2) 2.060pøi oboustranné alternativì nelze nulovou hypotézu zamítnout 167



souvislost s bodovì biseriálním korel. koef.

• bodovì biseriální korelaèní koe�
ient vypovídá o síle závislosti mezispojitou a nula-jednièkovou velièinou (v souèasném oznaèení)

rbis = X̄ − Ȳ

sall √
n1n2

(n1 + n2)(n1 + n2 − 1)

• pomo
í rbis lze vyjádøit testovou statistiku dvouvýbìrového t-testu

T =
rbis√
1− r2bis√n − 2

• stejný vztah platí i pro (Pearsonùv) korelaèní koe�
ient r

• ná¹ pøíklad rbis = −0,139 168



porovnání podílù (pøíklad)

• podíl matek, které oznaèily tìhotenství za plánované:matky jen se základním vzdìláním: 14 z 34 (41,2 %)matky aspoò s maturitou: 44 z 65 (67,7 %)matky bez ohledu na vzdìlání: 58 z 99 (58,6 %)

• n1 = 34, f1 = 0,412, n2 = 65, f2 = 0,677, f = 0,586

• nutno odhadnout rozptyl f1 − f2:
̂var (f1 − f2) = ̂var f1 + ̂var f2 = f(1− f)

(
1

n1
+
1

n2

)

Z =
0,412− 0,677√

0,586 · 0,414
(
1
34 +

1
65

) = −2,54 p = 2(1− Φ(| − 2,54|)) = 1,1 %
169



porovnání podílù
• dva nezávislé výbìry

Y1 absolutní èetnost jevu v prvním výbìru rozsahu n1
Y2 absolutní èetnost jevu ve druhém výbìru rozsahu n2

• hypotéza H0 : π1 = π2, tj. podíly jevu v obou popula
í
h stejné

• statistika Z porovnává relativní èetnosti f1 = Y1/n1, f2 = Y2/n2

Z =
f1 − f2√

f(1− f)
(
1
n1
+ 1n2

) f =
Y1 + Y2
n1 + n2H1 : π1 6= π2 zamítat pro |Z| ≥ z(α/2)H1 : π1 < π2 zamítat pro Z ≤ −z(α)H1 : π1 > π2 zamítat pro Z ≥ z(α) 170



souvislost s ètyøpolním korel. koef.výskyt jevuvýbìr ano ne 
elkem1 Y1 n1 − Y1 n12 Y2 n2 − Y2 n2
elkem Y1 + Y2 n1 + n2 − Y1 − Y2 n1 + n2

• pomo
í ètyøpolního korelaèního koe�
ientu r2,2 lze Z zapsat jako

Z =
√

n1 + n2 r2,2

• pøíklad 14 20 3444 21 6558 41 99 r2,2 =
14·21−44·20√
34·65·58·41 = −0,256,

Z =
√
99 · (−0,256) = −2,54, χ2 = 99 · (−0,256)2 = 6,47, p = 1,1 % 171



Mannùv-Whitneyùv (Wil
oxonùv) test

• 
o kdy¾ nelze pøedpokládat normální rozdìlení?

• ne
h» X1, . . . , Xn1 a Y1, . . . , Yn2 jsou nezávislé výbìry ze spojitéhorozdìlení (napøíklad vìk matek, støední délka ¾ivota mu¾ù pøi na-rození ve dvou skupiná
h zemí, potratovost . . . )

• postup zalo¾en na poøadí bez ohledu na výbìr

• idea: kdyby nebyl mezi popula
emi rozdíl, byla by prùmìrná poøadív obou výbìre
h podobná

172



pøíklad: potratovost (Èe
hy vers. Morava)kraj Pha Stè Jè Pl KV Ús Lbpotratovost 4.03 4.02 4.11 4.70 5.65 5.80 4.98poøadí 7 6 8 10 12 13 11kraj HK Par Vys JM Ol Zl MSpotratovost 4.33 3.38 3.57 3.70 3.65 3.42 3.87poøadí 9 1 4 3 2 5

• H0 : shoda popula
í (zejm. mediánù), H1 : neshoda

• kam patøí kraj Vysoèina? vyne
háme jej
• prùmìrné poøadí èeský
h krajù: 77/9=8,56

W1=7+6+8+10+12+13+11+9+1=77
• prùmìrné poøadí moravský
h krajù: 14/4=3,5

W2=4+3+2+5=14 173



pøibli¾né rozhodování (n1, n2 desítky)

• W1, W2 souèty poøadí, pou¾itím 
entrální limitní vìty

Z =
W1 − n1(n1 + n2 + 1)/2√

n1n2(n1 + n2 + 1)/12

• za hypotézy (není rozdíl mezi popula
emi) je Z ∼ N(0, 1)
• hypotézu zamítáme, je-li |Z| ≥ z(α/2)

• ná¹ pøíklad:

Z =

∣∣∣∣∣∣∣

77− 9 ∗ 14/2√
9 ∗ 4 ∗ 14/12

∣∣∣∣∣∣∣
= 2,16 > 1,96 = z(0,05/2) p = 3,1 %

• na 5% hladinì jsme prokázali rozdíl 174



pøesný výpoèet p-hodnoty

• zajímá nás, nakolik je ná¹ výsledek (W1 = 77, W2 = 14) výjimeèný

• máme 
elkem n1 + n2 = 13 pozorování, ètyøi z ni
h (Morava) lzevybrat 
elkem (
13
4

)
= 715 zpùsoby

• kolik z ni
h vede k tak extrémnì nestejným prùmìrným poøadím?

• budeme hledat, kolik ètveøi
 oznaèený
h za moravské by dalo vsouètu nejvý¹ 14, jak nám doopravdy vy¹lo
• v¾dy platí W1 +W2 = (n1 + n2)(n1 + n2 + 1)/2 = 91(souèet èísel 1 + 2 + . . . + n1 + n2)
• staèí zabývat se jedinou ze statistik W1, W2, zpravidla tou pro men¹ívýbìr 175



pøehled mo¾ný
h ètveøi
,v ni
h¾ je souèet poøadí nejvý¹ 141 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 1 12 2 2 2 2 2 3 2 2 2 3 3 2 23 3 3 4 3 4 4 3 4 5 4 4 3 44 5 6 5 7 6 5 8 7 6 6 5 9 810 11 12 12 13 13 13 14 14 14 14 14 15 15

• nejvý¹ 14 mohl být souèet poøadí za platnosti hypotézy s pravdì-podobností p1 = 12/715 = 0,01678

• musíme vzít v úvahu také situa
i, kdy by byla na Moravì velkápoøadí, p-hodnotu nutno zdvojnásobit, tedy p = 24/715 = 3,4 %176



párové testy
• pøedpoklad nezávislosti porovnávaný
h výbìrù musí opravdu býtsplnìn, jinak dostaneme nesmysl

• typi
ké poru¹ení pøedpokladu nezávislosti je u párový
h dat

− mìøení na stejný
h objekte
h ve dvou rùzný
h èase
h

− mìøení na stejný
h objekte
h pøed zásahem a po nìm (o¹etøení)

− mìøení na rodièí
h
• postup

− spoèítají se a hodnotí rozdíly (zmìny)
− pøejde se k úloze s jediným výbìrem
− mají-li rozdíly normální rozdìlení, pak párový t-test 177



pøíklad: vý¹ka rodièù

• rozhodnout o tvrzení, ¾e populaèní prùmìr vý¹ek ot
ù je o 10 
mvìt¹í ne¾ populaèní prùmìr vý¹ek matek

• ot
ové: Ȳ = 179,26, sY = 6,78, n1 = 99matky: Z̄ = 166,97, sZ = 6,11, n2 = 99

• ot
ové jsou (ve výbìru) v prùmìru o Ȳ − Z̄ = 12,29 
m vy¹¹ísmìrodatná od
hylka rozdílù je 8,14 (ménì, ne¾ kdyby byly vý¹kyrodièù nezávislé . . . 6,782+6,112=9,132)støední 
hyba rozdílu prùmìrù je 8,14/√99 = 0,819
• rozhodneme podle statistiky

T =

∣∣∣∣∣
12,29− 10
0,819

∣∣∣∣∣ = 2,801 > 1,984 = t98(0,05/2) p = 0,6 % 178



párový t-test:
• ne
h» (Y1, Z1) . . . , (Yn, Zn) nezávislé dvoji
e, Xi = Yi − Zi

• ne
h» Xi ∼ N(µ, σ2
)

• neznámé σ > 0 odhadneme pomo
í s =
√
1

n−1
∑n

i=1(Xi − X̄)2

• H0 : µ = µ0 (µ0 známá konstanta, zpravidla 0)

T =
X̄ − µ0
̂S.E.(X̄) = X̄ − µ0

s

√
n

• hypotézu H0 zamítáme (kriti
ký obor):
− H1 : µ 6= µ0 (oboustranná alternativa) |T | ≥ tn−1(α)
− H1 : µ > µ0 (jednostranná alternativa) T ≥ tn−1(2α)
− H1 : µ < µ0 (jednostranná alternativa) T ≤ −tn−1(2α) 179



pøíklad: klesá potratovost?

Yi 24.7 25.7 31.6 24.3 26.8 30.6 21.1 23.5 26.9 22.5 23.1 24.9

Zi 23.1 23.6 27.9 22.2 23.4 27.9 21.5 26.0 24.3 23.9 21.2 25.7

Xi 1.6 2.1 3.7 2.1 3.4 2.7 -0.4 -2.5 2.6 -1.4 1.9 -0.8

R+i 4 6 12 7 11 10 1 8 9 3 5 2

• pou¾ijeme údaje z 12 okresù v lete
h 2000 (Yi) a 2001 (Zi)

• hypotéza H0 : v obou lete
h potratovost stejná, rozdíly dány ná-hodným kolísáním; H1 : potratovost klesá (jednostranná alt.)

• za H0 by rozdíly mìly kolísat symetri
ky kolem nuly

• za H1 by mìly pøevládat kladné rozdíly, spí¹e velké
• prùmìrné poøadí z 8 kladný
h rozdílù: 8 (souèet 64)prùmìrné poøadí ze 4 záporný
h rozdílù 3,5 (souèet 14) 180



párový Wil
oxonùv test

• ne
h» (Y1, Z1) . . . , (Yn, Zn) nezávislé dvoji
e, Xi = Yi − Zi

• H0 : Yi, Zi mají stejné rozdìlení (popula
e jsou stejné)

• mají-li Yi, Zi stejné rozdìlení, pak Xi = Yi − Zi jsou symetri
kyrozdìlena kolem nuly
• postup

− vylouèit nulové hodnoty Xi (tedy shodné hodnoty Yi, Zi), podletoho pøípadnì zmen¹it n

− urèit poøadí R+i absolutní
h hodnot |Xi| = |Yi − Zi|
− urèit W souèet poøadí pùvodnì kladný
h hodnot Xi

− podle W rozhodnout 181



rozhodování
• na základì 
entrální limitní vìty lze pou¾ít

Z =
W − n(n + 1)/4√

n(n + 1)(2n + 1)/24

• hypotézu o shodì zamítneme, bude-li |Z| ≥ z(α/2)

• pøi jednostranné alternativì porovnat Z s z(α)

• pro malý poèet dvoji
 (do deseti) radìji pou¾ít tabulky

• pøíklad (W = 64, n = 12, jinou metodou pøesnì je p = 2,6 %))

Z =
64− 12 · 13/4√
12 · 13 · 25/24

= 1,961 > 1,645 = z(0,05), p = 2,5 % 182



pøipomenutí pøíkladu: klesá potratovost?

Yi 24.7 25.7 31.6 24.3 26.8 30.6 21.1 23.5 26.9 22.5 23.1 24.9

Zi 23.1 23.6 27.9 22.2 23.4 27.9 21.5 26.0 24.3 23.9 21.2 25.7

Xi 1.6 2.1 3.7 2.1 3.4 2.7 -0.4 -2.5 2.6 -1.4 1.9 -0.8

R+i 4 6 12 7 11 10 1 8 9 3 5 2

• pou¾ijeme údaje z 12 okresù v lete
h 2000 (Yi) a 2001 (Zi)

• hypotéza H0 : v obou lete
h potratovost stejná, rozdíly dány ná-hodným kolísáním; H1 : potratovost klesá (jednostranná alt.)

• za H0 by rozdíly mìly kolísat symetri
ky kolem nuly

• za H1 by mìly pøevládat kladné rozdíly, spí¹e velké
• prùmìrné poøadí z 8 kladný
h rozdílù: 8 (souèet 64)prùmìrné poøadí ze 4 záporný
h rozdílù 3,5 (souèet 14) 183



párový Wil
oxonùv (Wil
oxon signed rank) test

• ne
h» (Y1, Z1) . . . , (Yn, Zn) nezávislé dvoji
e, Xi = Yi − Zi

• H0 : Yi, Zi mají stejné rozdìlení (popula
e jsou stejné)

• mají-li Yi, Zi stejné rozdìlení, pak rozdíly Xi = Yi − Zi jsou symet-ri
ky rozdìleny kolem nuly
• postup

− vylouèit nulové hodnoty Xi (tedy shodné hodnoty Yi, Zi), podletoho pøípadnì zmen¹it n

− urèit poøadí R+i absolutní
h hodnot |Xi| = |Yi − Zi|
− urèit W souèet poøadí pùvodnì kladný
h hodnot Xi

− podle W rozhodnout 184



rozhodování
• na základì 
entrální limitní vìty lze pou¾ít

Z =
W − EWS.E.(W ) = W − n(n + 1)/4√

n(n + 1)(2n + 1)/24

• hypotézu o shodì zamítneme, bude-li |Z| ≥ z(α/2)

• pøi jednostranné alternativì porovnat Z a z(α)

• pro malý poèet dvoji
 (do deseti) radìji pou¾ít tabulky

• pøíklad (W = 64, n = 12, jinou metodou pøesnì je p = 2,6 %))

Z =
64− 12 · 13/4√
12 · 13 · 25/24

= 1,961 > 1,645 = z(0,05), p = 2,5 % 185



poznámky k výpoètu

• nezapomenout vylouèit nulové rozdíly

• shodným absolutním hodnotám rozdílùm pøiøadíme jeji
h prùmìrnépoøadí:
• Ex
el 2000 øe¹í problém shod nestandardnì (bohu¾el)

• jednodu
há ukázka
Xi 4 -2 5 2 -6 -4 2 7

|Xi| 4 2 5 2 6 4 2 7
R+i 4,5 2 6 2 7 4,5 2 8Ex
el 4 1 6 1 7 4 1 8 186



párový znaménkový (sign) test

• hodnotí pouze poèet kladný
h a záporný
h rozdílù, nezále¾í natom, jak jsou rozdíly veliké (slab¹í test ne¾ Wil
oxonùv)

• H0 : Yi, Zi mají stejné rozdìlení; za hypotézy oèekáváme, ¾e poètykladný
h a záporný
h Xi jsou podobné

• oznaème Y poèet kladný
h Xi z 
elkem n nenulový
h, za hypotézy

Y ∼ bi(n, 1/2)

• pøibli¾né rozhodování (
entrální limitní vìta)
Z =

Y − n/2√
n/4

=
2Y − n√

n
, zamítat pro |Z| ≥ z(α/2)

• pøi jednostranné alternativì porovnáme Z a z(α) 187



poznámky
• pro znaménkový test není tøeba znát hodnoty Yi, Zi, staèí vìdìt,která z mo¾ností Yi > Zi, Yi < Zi, Yi = Zi nastala

• ná¹ pøíklad o mo¾ném poklesu potratovosti (n = 12, Y = 8)

Z =
2 · 8− 12√
12

= 1,155, p = P(Z > 1,155) = 1− Φ(1,155) = 0,124

• pøi malý
h hodnotá
h n (do 30) se doporuèuje Yatesova korek
e

ZYates = |Y − n/2| − 1/2√
n/4

sign(Y − n/2) =
|2Y − n| − 1√

n
sign(2Y − n)

• ná¹ pøíklad (Yatesova korek
e, jiným zpùsobem pøesnì p =0,194)

Z =
|2 · 8− 12| − 1√

12
· 1 = 0,866, p = 1− Φ(0,866) = 0,193 188



Regrese
• na rozdíl od korela
e (síla závislosti) hledáme tvar (zpùsob) zá-vislosti, zajímá nás také prùkaznost závislosti

• sna¾íme se z daný
h hodnot regresorù (nezávisle promìnný
h)pøedpovìdìt hodnoty závisle promìnné (odezvy)

• sna¾íme se variabilitu (kolísání hodnot) odezvy vysvìtlit kolísánímregresorù

• prvnì v tomto smyslu F. Galton (1886) pøi vy¹etøování závislostivý¹ky synù na prùmìrné vý¹
e rodièù: synové rodièù o dva pal
evy¹¹í
h ne¾ prùmìr v¹e
h rodièù byli v prùmìru jen o pale
 vy¹¹íne¾ prùmìr synù; dvoupal
ová od
hylka se nereprodukovala 
elá,byl patrný návrat (regres) k prùmìru 189



pøíklad: souvisí úmrtnost se zemìpisnou ¹íøkou?
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• úmrtnost na melanom na 10 000 000 obyvatel v státe
h USA190



regresní pøímka
• 
hování Y (úmrtnost, mortality) vysvìtlit lineární závislostí na x(zemìpisná ¹íøka, latitude)
• ka¾dé zem. ¹íø
e odpovídá jakási støední úmrtnost, ta závisí nazemìpisné ¹íø
e lineárnìE Yi = β0 + β1xi, i = 1, . . . , n

• parametry β0, β1 odhadneme metodou nejmen¹í
h ètver
ù mi-nimaliza
í pøes β0, β1 souètu ètver
ù þsvislý
hÿ od
hylek

n∑

i=1

(Yi − β0 − β1xi)
2

• výsledné minimum (pro b0, b1) { reziduální souèet ètver
ù Se191
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ná¹ pøíkladkoef. odhad stø. 
hyba t-stat. pabs. èlen 389,19 23,81 16,34 <0,001latitude { 5,98 0,60 { 9,99 <0,001

• odhad závislosti est(mortality) = 389,2 { 5,98 latitude

• s ka¾dým stupnìm sev. ¹íøky klesá úmrtnost v prùmìru o 6 osobna 10 000 000 obyvatel
• na rovníku by úmrtnost mìla být 389 jednotek, ale je to extrapo-la
e mimo rozmezí známý
h hodnot { velmi nejisté
• závislost je prùkazná, nebo» v øádku pro x (latitude) je p <0,001193



obe
nì
• odhadnutá závislost y = b0 + b1x, modelová y = β0 + β1x

• závislost na x prokazujeme testováním hypotézy H0 : β1 = 0 protioboustranné alternativì pomo
í
T =

b1S.E.(b1) = b1
s

√√√√
n∑

i=1

(xi − x̄)2, zamítáme pokud |T | ≥ tn−2(α)

• reziduální souèet ètver
ù { nevysvìtlená variabilita odezvy

Se =
∑n

i=1(Yi − (b0 + b1xi))
2 reziduální rozptyl s2 = Se/(n − 2)

• koe�
ient determina
e ukazuje, jaký díl variability odezvy (tj.∑n
i=1(Yi − Ȳ )2) jsme závislostí vysvìtlili

R2 = 1− Se∑n
i=1(Yi − Ȳ )2 194



ná¹ pøíklad a tabulka analýzy rozptylu

st. vol. souèet ètver
ù prùm. ètvere
variabilita f SS MS F pmodel 1 36 464,20 36 464,20 99,797 <0,001reziduální 47 17 173,07 365,38
elkem 48 53 637,27
• kolísání úmrtnosti vysvìtlíme závislostí z 68 %

R2 = 1− 17173,07
53637,27

=
36464,20

53637,27
= 0,680

• na 30. stupni oèekáváme úmrtnost 389,19 { 5,98 · 30 = 209,86,na 40. stupni oèekáváme úmrtnost 389,19 { 5,98 · 40 = 150,08195



mù¾eme predik
i zlep¹it?koef. odhad stø. 
hyba t-stat. pabs. èlen 401,17 28,04 14,31 <0,001latitude { 5,93 0,60 { 9,82 <0,001longitude 0,15 0,19 0,82 0,418

• není prùkazné, ¾e by koe�
ient u longitude byl nenulový (nezamít-neme hypotézu, ¾e koe�
ient je nulový)
• koe�
ient determina
e R2 =0,684 (pùvodnì 0,680)

196



mù¾eme predik
i zlep¹it?koef. odhad stø. 
hyba t-stat. pabs. èlen 360,69 21,50 16,78 <0,001o
ean 20,43 4,83 4,23 <0,001latitude { 5,49 0,53 { 10,44 <0,001

• koe�
ient determina
e R2=0,770
• pøi þstìhováníÿ z vnitrozemí k o
eánu po rovnobì¾
e roste úmrt-nost v prùmìru o 20 osob na 10 milionù obyvatel

• je to ekvivalentní vnitrozemskému stìhování o 20,43/5,49 = 3,72stupòù na jih

• na ka¾dý stupeò stìhování na sever klesá úmrtnost o 5,5, pokudse nezmìní vztah k o
eánu 197
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• vnitrozemské státy: y=360,69-5,49 xpøímoøské státy: y=(360,69+20,43)-5,49 x =381,12-5,49 x

• lze ovìøit, ¾e pøímky mohou být rovnobì¾né (p =99,6 %) 198



pozor na interpreta
i odhadù (pøíklad)

• závisí pro
ento tuku dospìlého mu¾e na vý¹
e?pokud ano, tak s vý¹kou roste nebo klesá?

• závisí na tom, jak se na úlohu díváme, 
o bereme v úvahu

• est(fat) = { 55,91 + 0,391 height R2 = 14,0 %

• est(fat) = 13,29 { 0,273 height + 0,627 weight R2 = 69,5 %

• ve v¹e
h pøípade
h jsou koe�
ienty na 5% hladinì prùkaznì nenu-lové

• rozdíl je v kvalitì vyrovnání, ale zejména v interpreta
i

• prùmìrná zmìna pro
enta tuku pøi jednotkové zmìnì vý¹ky(a nezmìnìné hmotnosti pro druhý model) 199



regrese v MS Ex
elu 2000Ex
el 2000 oznaèeníabsolutní èlen Hrani
e b0odhad Koe�
ienty bistøední 
hyba odhadu Chyba støední hodnoty S.E.(bj)koe�
ient Násobné R √
R2(mnohonásobné) korela
ekoe�
ient determina
e Hodnota spolehlivosti R R2adjustovaný koef. det. Nastavená hodnota spol. R R2adjresid. smìr. od
hylka Chyba støední hodnoty spoèet pozorování Pozorování npoèet st. volnosti Rozdíl 200



obe
né pøedpoklady
• tvar závislosti: známe jak vysvìtlovaná velièina závisí na vysvìt-lují
í
h
• homoskedasti
ita: pro v¹e
hny kombina
e hodnot vysvìtlují
í
hvelièin je rozptyl vysvìtlované velièiny konstantní

• nezávislost: náhodné slo¾ky vysvìtlovaný
h velièin jsou nezávislé

• normalita: náhodná slo¾ka má normální rozdìlení

• pøedpoklady lze ovìøovat (regresní diagnostika)
• nìkdy pomohou transforma
e 201



obe
né pøedpoklady pro regresní model

• tvar závislosti: známe jak vysvìtlovaná velièina závisí na vysvìt-lují
í
h
• homoskedasti
ita: pro v¹e
hny kombina
e hodnot vysvìtlují
í
hvelièin je rozptyl vysvìtlované velièiny konstantní

• nezávislost: náhodné slo¾ky vysvìtlovaný
h velièin jsou nezávislé

• normalita: náhodná slo¾ka má normální rozdìlení

• pøedpoklady lze ovìøovat (regresní diagnostika)
• nìkdy pomohou transforma
e 202



pou¾ití reziduí
• pomo
í regrese hledáme model pro závislost nebo predik
i (støedníhodnoty) pøí¹tí
h pozorování
• 
elkovou s
hopnost vysvìtlit závisle promìnnou hodnotíme po-mo
í koe�
ientu determina
e

R2 = 1− Se∑n
i=1(Yi − Ȳ )2

= 1−
∑n

i=1(Yi − Ŷi)
2

∑n
i=1(Yi − Ȳ )2

• v èitateli posledního výrazu rezidua
ui = Yi − Ŷi(rozdíl namìøená - vyrovnaná hodnota vysvìtlované promìnné)

• rezidua lze pou¾ít k hodno
ení (diagnosti
e) regrese 203
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diagnostika pomo
í reziduí

• histogram reziduí nebo normální diagram (k ovìøení normálníhorozdìlení)

• gra�
ké znázornìní bodù [Ŷi, ui] nebo [xi, ui] (k ovìøení konstant-ního rozptylu èi tvaru závislosti)

205



ukázky diagnostikyvlevo: rezidua spí¹e kladná ne¾ záporná, mo¾ná jsme mìli radìji vy-svìtlovat odmo
ninu z mortalityvpravo: normální diagram, ukazuje, ¾e s pøedpokladem o normálnímrozdìlením není problém (body tìsnì kolem pøímky)
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nekonstantní rozptyl (try
htýøovité roz¹iøování mraku reziduí)
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odlehlé pozorování (první pozorování daleko od vodorovné osy)
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vlivné pozorování (první pozorování daleko ve vodorovném smìru)
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ukázka transforma
e: poèet leti¹» na plo¹e evropského státu
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R2 = 51,4 %; R2 = 48,0 %; R2 = 86,1 % 211



poèet leti¹»: vyne
hat Lu
embursko?
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poèet leti¹»: po vyne
hání Lu
emburska
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stejná závislost pro Japonsko, Èínu, Austrálii?
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shrnutí
• regrese slou¾í pro

− predik
i (støední
h hodnot) budou
í
h pozorování

− prokazování závislosti na zvoleném regresoru

− ovìøování modelu o závislosti
• nejsou-li splnìny základní pøedpoklady ⇒ po
hybné závìry

− obtí¾nì lze predikovat mimo obor mìøení

− je-li malé R2, nespolehlivá pøedpovìï, ale závislost mù¾e býtprokazatelná

− vysvìtlovaná promìnná mù¾e záviset na ví
e nezávisle promìn-ný
h, nutná opatrnost (
onfounding) 215



poznámky
• souvislost regresní pøímky a korelaèního koe�
ientu: testovoustatistiku pro H0 : β1 = 0 lze spoèítat také jako

T =
rxy√
1− r2xy

√
n − 2

• je-li |T | velké, závislost je prokázána, lze pou¾ít (nutno pøedpoklá-dat normální rozdìlení)
• metoda nejmen¹í
h ètver
ù je velmi 
itlivá na mimoøádnì umís-tìná pozorování

• pøíklad: poèet leti¹» vers. velikost státu (obojí v logaritme
h)

− v¹e
h 9 státù: r =0,717; T =2,720; p =3,0 %

− bez Lu
emburska: r =0,654; T =2,226; p =7,9 %216



Spearmanùv korelaèní koe�
ient

• vlastnì korelaèní koe�
ient poøadí

• 
itlivì reaguje i na nelineární, ale monotonní závislost

• k prokazování závislosti netøeba normální rozdìlení, slab¹í test

• pro n ≥ 10 lze pøedpokládat rS
√

n − 1 ∼ N(0, 1)
• závislost (proti oboustranné alternativì) prokázána, pokud

|rS

√
n − 1| ≥ z(α/2)

• závislost (proti jednostranné alternativì) prokázána, pokud

rS

√
n − 1 ≥ z(α) resp. rS

√
n − 1 ≤ −z(α) 217



pøíklad: poèet leti¹» (pøesnì p =2,9 %)plo
ha 78,9 43,1 337,0 547,0 357,0 301,2 92,4 244,8leti¹» 114 119 159 475 613 135 66 489

Ri 2 1 6 8 7 5 3 4

Qi 2 3 5 6 8 4 1 7

Ri − Qi 0 -2 1 2 -1 1 2 -3

(Ri − Qi)2 0 4 1 4 1 1 4 9H0 : poèet leti¹» nezávisí na velikosti státuH1 : poèet leti¹» roste s velikostí státu (jednostranná alternativa)

rS = 1−
6

n(n2 − 1)
n∑

i=1

(Ri − Qi)
2 = 1− 6 · 24

8(64− 1) = 1−
144

504
= 0,714

Z0 = rS

√
n − 1 = 0,714 ·

√
7 = 1,89

p = P(Z ≥ Z0) = 1− Φ(Z0) = 1− 0,971 = 0,029na 5% hladinì jsme (pøi jednostranné alternativì) závislost prokázali218



vyrovnávání
• me
hanismus k vyhlazování dat, spí¹e te
hni
ký

• 
ílem je napø. nahradit 
hybìjí
í pozorování (budou
í pozorování{ predik
e, 
hybìjí
í pozorování - interpola
e) nebo odstranitnahodilé výkyvy
• èasto (ná¹ pøíklad) poru¹en pøedpoklad nezávislosti pozorování,proto by obyèejná regrese dala nesprávnì pøesnost odhadù, testyo parametre
h,

• koe�
ienty nelze snadno statisti
ky hodnotit, nìkdy vùbe


• nejen metoda nejmen¹í
h ètver
ù 219



èasové øady
• spojitý znak mìøený v pravidelný
h èasový
h intervale
h

• slo¾eno z nìkolika slo¾ek
− trend (dlouhodobý vývoj)
− sezónní slo¾ka (periodi
ká slo¾ka se známou periodou, napø.denní/roèní 
hod teplot, ètvrtletní 
hod ekonomi
ký
h velièin)

− periodi
ká slo¾ka (s neznámou periodou)

− autokorela
e (
hybové slo¾ky na rozdíl od regrese nejsou mezisebou nezávislé)
• první dvì slo¾ky lze vedle regrese odhalit pomo
í

− klouzavý
h prùmìrù
− exponen
iálního vyrovnávání

• prokázat pomo
í regrese 220



pøíklad: HDP v ÈR po ètvrtletí
h (bì¾né 
eny)
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pøíklad: HDP [mil. Kè℄

• predik
e bez ohledu na kvartály: 360,4 + 33,3 (rok-1995)pro 3. ètvrtletí 2004 tedy pøedpovìï 680,5

• predik
e s ohledem na kvartály
est(HDP ) = 339, 4 + 33, 1(rok− 1995)
est(HDP ) = (335, 3 + 38, 5) + 33, 1(rok− 1995)
est(HDP ) = (335, 3 + 30, 2) + 33, 1(rok− 1995)
est(HDP ) = (335, 3 + 18, 1) + 33, 1(rok− 1995)pøedpovìï tedy 335,3 + 30,2 + 33,1 · (2004,75{1995) = 688,6

• predik
e s ohledem na autokorela
i (odhad autokorelaèního koe�-
ientu ρ̂ =0,59): 688,6 + 0,59 · 16,7 = 698,4
• skuteènost: 702,2 222



autokorela
e, periodi
ita

• spe
iální postupy pro zbývají
í slo¾ky (periodi
ká slo¾ka s nezná-mou periodou, autokorela
e), nelze me
hani
ky pou¾ít lineární re-gresi èi lineární vyhlazování
• náhodné (
hybové) èleny v regresním modelu by mìly být ne-závislé, nìkdy ale daný èlen závisí na pøed
hozím; síla závislostipopsána pomo
í autokorelaèního koe�
ientu ρ

− kladné ρ: po sobì jdou
í èleny podobné (èastý pøípad)

− záporné ρ: po sobì jdou
í èleny nepodobné
− ρ =0: po sobì jdou
í èleny nezávislé (v regresi se po¾aduje)

• autokorela
i a periodi
itu lze prokazovat (odhadovat, hodnotit)a¾ po odstranìní trendu a sezónního kolísání 223



klouzavé prùmìry (moving averages)

• pozorování Yi porovnáváme s prùmìrem z m sousední
h pozoro-vání (vèetnì Yi samotného), napø. pro m = 5

1

5
(Yi−2 + Yi−1 + Yi + Yi+1 + Yi+2)

• snaha vyhladit nahodilé vý
hylky, za
hovat þprùmìrnýÿ vývoj

• vhodné zejména k interpola
i, k nalézání dosud pøehlí¾ený
h sys-temati
ký
h vlivù

• u HDP vezmeme nejprve v úvahu lineární trend a ètvrtletní perio-di
itu, spoèítáme rezidua (to, 
o nevysvìtlíme lineárním trendema ètvrtletními sezonními výkyvy) 224



pøíklad: klouzavé prùmìry reziduí (m =7)
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exponen
iální vyrovnávání

• pøedstava: v posledním pozorování se projevuje vliv v¹e
h pøed-
hozí
h
• tento vliv je postupnì utlumován: nejvìt¹í vliv má pøed
hozí po-zorování, nejmen¹í pozorování v èase nejvzdálenìj¹í

• vá¾ený prùmìr mezi pøedpovìdí pøed
hozího pozorování a skuteè-ným pøed
hozím pozorováním
wŶi−1 + (1− w)Yi−1

• w { váha þhistorieÿ, èím je vìt¹í, tím ménì kolísání
• pou¾itelné k pøedpovìdi 226



pøíklad: exponen
iální vyrovnávání (699,4 pro w=0,1, 690,6 pro w=0,25)
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exponen
iální vyrovnávání reziduí (704,0 pro w=0,1, 701,6 pro w=0,25)
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multinomi
ké rozdìlení

• zobe
nìní binomi
kého rozdìlení na k-ti
i náhodný
h velièin X1, . . . , Xk

• parametry n, π1, . . . , πk (0 < πj < 1, π1 + . . . + πk = 1)

• n nezávislý
h pokusù
• v ka¾dém pokusu právì jeden z k mo¾ný
h výsledkù

• j-tý výsledek s pravdìpodobností πj

• Xj { poèet pokusù, v ni
h¾ nastal j-tý mo¾ný výsledek, tedy nutnì

X1 + . . . +Xk = n 229



pøíklady multinomi
kého rozdìlení

• pøedvolební prùzkum
− n { poèet tázaný
h
− πj { skuteèný podíl volièù j-té strany v popula
i

− Xj { poèet (èetnost) volièù j-té strany ve výbìru

• hody hra
í kostkou
− n { poèet hodù
− π1, . . . , π6 { pravdìpodobnosti jednotlivý
h stran kostky

− X1, . . . , X6 { absolutní èetnosti jednotlivý
h stran kostky
230



vlastnosti multinomi
kého rozdìlení

• ka¾dá slo¾ka má binomi
ké rozdìlení: Xj ∼ bi(n, πj

)

• støední hodnota: µXj
= nπj, rozptyl: σ2Xj

= nπj(1− πj)

• (pro zajímavost) kovarian
e: 
ov(Xj, Xt) = −nπjπt j 6= t

• asymptoti
ká vlastnost 
hí-kvadrát (velká n, nπj ≥ 5)

χ2 =
k∑

j=1

(Xj − nπj)
2

nπj
∼ χ2k−1

• Xj { empiri
ké èetnosti,
nπj { oèekávané (teoreti
ké) èetnosti 231



pøíklad: hra
í kostka A

• test jednodu
hé hypotézy
• n = 100 hodù kostkou
• X1 = 12, X2 = 21, X3 = 14, X4 = 15, X5 = 21, X6 = 17

• oèekávané èetnosti za hypotézy π1 = . . . = π6 = 1/6:

nπ1 = . . . = nπ6 = 100/6 = 16,67

χ2 =
(12− 16,67)2
16,67

+ . . . +
(17− 16,67)2
16,67

= 4,16 < χ25(0,05) = 11,07

p = 52,7 % 232



pøíklad: hra
í kostka B (1)

• n = 100 hodù kostkou
• X1 = 15, X2 = 16, X3 = 7, X4 = 6, X5 = 15, X6 = 41

• oèekávané èetnosti za hypotézy π1 = . . . = π6 = 1/6:

nπ1 = . . . = nπ6 = 100/6 = 16,67

χ2 =
(15− 16,67)2
16,67

+ . . . +
(41− 16,67)2
16,67

= 48,32 > χ25(0,05) = 11,07

• zøejmì je nutno zamítnout hypotézu, ¾e kostka je symetri
ká
233



pøíklad: hra
í kostka B (2)

• n = 100 hodù kostkou
• X1 = 15, X2 = 16, X3 = 7, X4 = 6, X5 = 15, X6 = 41

• nulová hypotéza: π1 = . . . = π5 = 1/10, π6 = 5/10 = 1/2

• oèekávané èetnosti za hypotézy:
nπ1 = . . . = nπ5 = 100/10 = 10, nπ6 = 100/2 = 50

χ2 =
(15− 10)2
10

+ . . . +
(15− 10)2
10

+
(41− 50)2
50

= 12,72 > χ25(0,05) = 11,07

• zøejmì je nutno zamítnout i tuto hypotézu 234



pøíklad: hra
í kostka B (3)

• n = 100 hodù kostkou
• X1 = 15, X2 = 16, X3 = 7, X4 = 6, X5 = 15, X6 = 41

• nulová hypotéza: π6 = 5/10 = 1/2

• hypotéza o jediné èetnosti { binomi
ké rozdìlení

• na 6. pøedná¹
e jsme urèili pøibli¾ný 95% interval spolehlivosti propravdìpodobnost ¹estky: (0,31; 0,51)
• 1/2 je v tomto intervalu, na 5% hladine nelze zamítnout 235



test homogenity r výbìrù

• Xi1, . . . , Xik i-tý výbìr z multinomi
kého rozdìlení s parametry

ni•, πi1, . . . , πik (i = 1, . . . , r)

• H0 : pravdìpodobnosti jsou ve v¹e
h srovnávaný
h popula
í
hstejné: πi1 = π1, . . . , πik = πk (nezávisí na popula
i)

• èetnosti uspoøádáme do kontingenèní tabulky

− nij { poèet j-tý
h výsledkù v i-tém výbìru

− ni• =
∑

j nij jsou øádkové marginální èetnosti (rozsahy výbìrù)

− n•j =
∑

i nij jsou sloup
ové marginální èetnosti (èetnosti mo¾-ný
h výsledkù bez ohledu na výbìr)
− n =

∑
i ni• =

∑
j n•j =

∑
i
∑

j nij je 
elkový poèet pozorování

• oèekávané èetnosti tak budou oij = ni•
n•j
n =

ni•n•j
n 236



test homogenity r výbìrù

• empiri
ké èetnosti porovnáme s èetnostmi oèekávanými

χ2 =
r∑

i=1

k∑

j=1

(nij − oij)
2

oij

• platí-li hypotéza, má výsledné 
hí-kvadrát rozdìlení 
hí-kvadráts (r − 1)(k − 1) stupni volnosti
• hypotézu o shodì pravdìpodobností v r popula
í
h zamítáme, je-li

χ2 ≥ χ2
(r−1)(k−1)(α)
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mají obì kostky stejné ¹esti
e pravdìpodobností?

• empiri
ké èetnosti (kontingenèní tabulka)A 12 21 14 15 21 17 100B 15 16 7 6 15 41 10027 37 21 21 36 58 200

• oèekávané èetnosti (za hypotézy): 27·100/200=13,5, . . .A 13,5 18,5 10,5 10,5 18 29 100B 13,5 18,5 10,5 10,5 18 29 10027 37 21 21 36 58 200

X2 =
(12− 13,5)2
13,5

+
(21− 18,5)2
18,5

+. . .+
(41− 29)2
29

= 18,13 > 11,07 = χ25(0,05)hypotézu o shodì pstí na obou kostká
h zamítáme (p = 0,3 %)238



pøíklad: vzdìlání matekvzdìláníporodni
e základní støední V© 
elkemPraha 23 (24,0) 30 (33,2) 17 (12,7) 70venkov 11 (10,0) 17 (13,8) 1 (5,3) 29
elkem 34 47 18 99

• v závor
e jsou oèekávané èetnosti za hypotézy, ¾e podíly tøí vzdì-lanostní
h skupin jsou v obou popula
í
h shodné

(23− 24)2
24

+
(30− 33,2)2
33,2

+
(17− 12,7)2
12,7

+
(11− 10)2
10

+
(17− 13,8)2
13,8

+
(1− 5,3)2
5,3

χ2 = 6,12 > χ22(0,05) = 5,99, p = 4,7 %

• bylo tøeba oij ≥ 5 pro v¹e
hna i, j 239



test nezávislosti
• vy¹etøujeme souèasnì dva znaky v nominálním mìøítku u n ne-závislý
h statisti
ký
h jednotek

• nij je poèet jednotek, kde je souèasnì i-tá hodnota prvního znakua j-tá hodnota druhého znaku
• 
elkem je i-tá hodnota prvního znaku u ni• =

∑
j nij jednotek, j-táhodnota druhého znaku u n•j =

∑
i nij jednotek

• kdyby byly znaky nezávislé, byl by pro ka¾dou hodnotu jednohoznaku pomìr mezi èetnostmi hodnot druhého znaku podobný,proto oèekávané èetnosti oij =
ni•n•j

n (podmínìné psti stejné)

• výpoèet χ2 a jeho hodno
ení stejné jako u homogenity 240



pøíklad: plánovaná tìhotenství

• u ka¾dé matky zji¹»ovány dva znaky: dosa¾ené vzdìlání, zda tì-hotenství plánovánovzdìlání základní støední V© 
elkemneplánováno 20 (14,1) 16 (19,5) 5 (7,5) 41plánováno 14 (19,9) 31 (27,5) 13 (10,5) 58
elkem 34 47 18 99

• v¹e
hny oèekávané èetnosti dostateènì velké
χ2 = 6,68 > 5,99 = χ22(0,05), p = 3,5 %

241



ètyøpolní tabulka a b a + b
c d c + d

a + c b + d n

χ2 =
n(a · d − b · c)2

(a + b)(c + d)(a + c)(b + d)úmrtí na vnìj¹í pøíèiny v ro
e 2003pøíèina mu¾i ¾eny 
elkemdopr. nehody 1097 (1130,3) 362 (328,7) 1459sebepo¹kození 1365 (1331,7) 354 (387,3) 1719
elkem 2462 716 3178

χ2 =
3178(1097 · 354− 362 · 1365)2
1459 · 1719 · 2462 · 716

= 8,05 > χ21(0,05) = 3,84 p = 0,5 %prokázali jsme neshodu mezi mu¾i a ¾enami, souvislost s pohlavímvlastnì prokázali neshodu podílù pøi nehodá
h (odhady 44,6 %, 50,6 %)242



zobe
nìní dvouvýbìrového t-testu(po¾adoval normální rozdìlení v aspoò dvou nezávislý
h výbìre
h)

• pøíklad: souvisí vý¹ka ot
e se vzdìláním matky?(souèet ètver
ù = souèet ètver
ù od
hylek od prùmìru)vzdìlání rozsah prùmìr souèet ètver
ù smìr. od
h.základní 34 177,1 1188,7 6,0støední 47 179,5 1909,8 6,4V© 19 182,8 1027,1 7,8
elkem 99 179,3 4511,2 6,8

• souèet souètù ètver
ù 1188,7+1909,8+1027,1=4125,6, kde¾tokdy¾ nehledíme na vzdìlání, tak 4511,2, rozdíl je 385,6

• je to dost k tomu, aby bylo prokázáno, ¾e se tøi skupiny li¹í popu-laèním prùmìrem? 243



model analýzy rozptylu (r nezávislý
h výbìrù)

X11, X12, . . . , X1n1 ∼ N(µ1, σ2) první výbìr (skupina)

X21, X22, . . . , X2n2 ∼ N(µ2, σ2) druhý výbìr (skupina)

. . .

Xr1, Xr2, . . . , Xrnr ∼ N(µr, σ2
)

r-tý výbìr (skupina)

• zobe
nìní hypotézy dvouvýbìrového t-testu H0 : µ1 = . . . = µr

• rozhoduje se na základì rozkladu souètu ètver
ù

r∑

i=1

ni∑

j=1

(Xij − X̄••)2 =
r∑

i=1

ni(X̄i• − X̄••)2 +
r∑

i=1

ni∑

j=1

(Xij − X̄i•)2variabilita: 
elková = mezi výbìry + uvnitø výbìrù 244



oznaèení: X̄i• = 1ni

∑ni
j=1Xij, X̄•• = 1n

∑r
i=1

∑ni
j=1Xij

r∑

i=1

ni∑

j=1

(Xij − X̄••)2 =
r∑

i=1

ni∑

j=1

(
(Xij − X̄i•) + (X̄i• − X̄••)

)2

=
r∑

i=1

ni∑

j=1

(Xij − X̄i•)2 +
r∑

i=1

ni∑

j=1

(X̄i• − X̄••)2

=
r∑

i=1

ni∑

j=1

(Xij − X̄i•)2 +
r∑

i=1

ni(X̄i• − X̄••)2proto¾e

r∑

i=1

ni∑

j=1

(Xij − X̄i•)(X̄i• − X̄••) =
r∑

i=1

(X̄i• − X̄••)
ni∑

j=1

(Xij − X̄i•) = 0
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tabulka analýzy rozptyluvariabilita souèet ètv. st. vol. prùm. ètv. F pmezi výbìry 385,6 2 192,8 4,49 0,014uvnitø výbìrù 4125,6 96 43,0
elková 4511,2 98

• souèet ètver
ù uvnitø skupin = souèet souètù ètver
ù, stupnì vol-nosti v øádku uvnitø skupin: n − r

• prùmìrné ètver
e: v¾dy souèet ètver
ù/stupnì volnosti; platí-li H0,pak obojí prùmìrné ètver
e podobné; èím je prùm. ètvere
 meziskupinami vìt¹í, tím spí¹ H0 zamítnout
• H0 zamítnout, je-li F ≥ Fr−1,n−r(α) (tabelováno)
• pøíklad: F2,96(0,05) = 3,09, na 5% hladinì jsme prokázali, ¾e vý¹kaot
ù souvisí se vzdìláním matek (ale hladina testu) 246



analýza rozptylu { pøedpoklady

• r nezávislý
h výbìrù (nelze obejít)

• stejné rozptyly ve v¹e
h skupiná
h (lze testovat)

• normální rozdìlení (lze ovìøit stejnì jako u regrese, pomo
í rezi-duí)

• nìkdy pomù¾e transforma
e, napø. logaritmy hodno
ené velièiny

• Kruskalùv-Wallisùv test { zobe
nìní dvouvýbìrového Wil
oxonovatestu: hodnotí se poøadí místo pùvodní
h hodnot, zda jsou prù-mìrná poøadí podobná 247



pøíklad: vìk matky ∼ vzdìlání matkyvzdìlání rozsah ni prùmìr X̄i• prùm. poøadí souèet poøadí Tizákladní 34 23,4 30,1 1025støední 47 26,3 55,7 2618V© 18 28,5 72,6 1307

• rozhoduje se pomo
í upravené F -statistiky z analýzy rozptylu:

Q =
12

n(n + 1)

r∑

i=1

T 2i
ni

− 3(n + 1)

• kde Ti je souèet poøadí i-té skupiny
• kriti
ký obor: Q ≥ χ2r−1(α) (dostateènì velká ni)
• Q = 29,48 > 5,99, p < 0,0001 248


