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cviceni, zapocet, zkouska
e cviCeni v pocCitacovych uCebnach, MS Excel

e aktivni uCast na cviCeni, maximalné dvé absence, napsani zapocCto-
vého testu = zapocet

e Obsah cviceni vice prizpsoben studovanému oboru
e prednasky formulovany obecnégji

e zkousSka nejspis pisemna, kombinovana s ustni, zapocCet musi zkousce
predchazet



prehled témat (1)

popisna statistika (méritka, charakteristiky polohy, variability, sou-
vislost znak()

souvislost kvalitativnich znak (kontingencni tabulka)
souvislost kvantitativnich znak@ (korelaCni koeficienty)

pravdépodobnost (klasicka definice, podminéna pravdépodobnost,
nezavislost)

nahodna veliCina (rozdéleni, stfedni hodnota, rozptyl, hustota, dis-
tribu€ni funkce)



prehled témat (2)

e dllezita rozdéleni (normalni, binomické, Poissonovo, vzajemné apro-
ximace)

e princip statistického usuzovani (populace a vybér, parametry a
jejich odhady)

e interval spolehlivosti, volba rozsahu vybéru

e testovani hypotéz (chyba 1. druhu, 2. druhu, hladina testu, sila
testu, p-hodnota)

e testy (o populaénim pr@méru, populacnim podilu, nezavislosti, re-
gresnich koeficientech)

e regrese



priklad statistického zjisStovani

zjistovani se tyka 200 muz stfedniho véku
v souboru je 80 kurakd a 120 nekurakd
85 muzl ma oCi modré, 25 hnédég, 90 jiné

27 muz@ ma jen zakladni vzdélani, 44 neudplné stredni, 65 matu-
ritu, 64 vysokoskolské

22 se jich narodilo v roce 1942, 19 v roce 1943, 25 v roce 1944,
..., 18 vroce 1951

hmotnosti jednotlivych muz@( jsou 83, 92, ..., 63 kg

Co maji tyto ddaje spolecného? Cim se udaje lisi?



co mérime (zjistujeme) a kde

mérime na mnoha statistickych jednotkach (osoba, obec, stat,
pokusné pole ...)

mérime (zjistujeme) hodnoty znaku
zjiSténou hodnotu vyjadrujeme ve zvoleném méritku (stupnici)
na jedné jednotce mézeme meérit nékolik znak@ (mozna zavislost)

Mmérime na skupinach jednotek — souborech zajimaji nas hro-
madnéeé viastnosti

moazeme porovnavat vlastnosti znaku mezi soubory



meéritka (1)
nula-jedniCkové (muz/zena, kurak/nekurak)
nominalni (zemé p@vodu, barva oci)

ordinalni (dosazené vzdélani, stupen bolesti)
hodnoty jsou usporadané

intervalové (teplota v Celsiové stupnici, rok narozeni)
konstantni vzdalenosti mezi sousednimi hodnotami, nula jen kon-
vence

pomérové (hmotnost, vySka, HDP, poclet obyvatel)
nasobek zvolené jednotky, nula = neexistence mérené viastnosti
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meéritka (2)
e kvalitativni: nula-jedniCkové, nominalni, casto i ordinalni

e U kvalitativnich se zpravidla udavaji cetnosti jednotlivych hodnot
(kolikrat ktera nastala)

e kvantitativni (spojité): intervalové, pomérové, nékdy ordinalni
(neni spojité)

e hodnoty kvantitativnich — Cisla



velicina

e Ciselné vyjadreny vysledek méreni

e hodnoty znakl v intervalovém, pomérovém meéeritku jsou husté —
spojita veliCina

e Cetnosti hodnot znak@ v nula-jedniCkovém, nomindlnim (i ordi-
nalnim) méritku — diskrétni veliCina

e pro veliCiny mame charakteristiky nékterych hromadnych vlast-
nosti (charakteristiky polohy, variability)
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hody kostkou jako hromadny jev

chceme 100 hodnot (pocet ok, mohl to byt obrazek) vyjadrfit na-
zorné, aby vypovidaly o vlastnostech kostky

zjistime (absolutni) €etnosti hodnot
lze dopocitat relativni Cetnosti hodnot, mozno v %
tabulka Cetnosti (absolutnich, relativnich)

grafické vyjadreni Cetnosti — histogram (velikost plochy je tmérna
Cetnosti)

rozhodovani o kvalité kostky (zda symetrickd) je ulohou statistické
indukce
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cetnosti vysledkd hod(d kostkou A
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mozné ulohy statistické indukce

e je pravdépodobnost Sestky rovna 1/67 (teorie pravdépodobnosti
odvodi teoretickou hodnotu, matematicka statistika odhadne, pro-
VEri predstavu teorie)

e je kostka symetricka, maji vSechny stény kostky stejnou pravdeé-
podobnost?

e kolik potrebujeme nezavislych hod@, abychom s dostateCnou spo-
lehlivosti poznali, ze je kostka nesymetricka?

e |iST se mezi sebou kostky A a B~?

e vSe zalozeno na modelu populace — vybér
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populace a vybér

e MoOznost zobecnéni z hodnot zjiSténych na souboru méreni: model
populace — vybér

e populace (zakladni soubor) — velky soubor, jehoz je zpraco-
vavany soubor (vybér) reprezentativnim vzorkem (vyskyt do-
lezitych doprovodnych znak(® ve vybéru odpovida jeho vyskytu v
populaci

e reprezentativnosti nejlépe dosahneme tak, ze pouzijeme prosty
nahodny vybér, kdy kazda n-tice prvk( populace ma stejnou Sanci
(pravdépodobnost) do vybéru se dostat

e Na zakladé vybéru tvrdime néco o populaci
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priklad: vék 99 matek

99 zjisténych hodnot — soubor hodnot
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priklad: vék 99 matek — variacni rada

usporadany soubor hodnot — variacni rada

18
21
22
23
24
25
26
28
29
32

19
21
22
23
24
25
26
28
29
33

20
21
22
24
25
25
26
28
29
33

20
21
23
24
25
25
26
28
30
33

20
21
23
24
25
26
27
28
30
34

21
21
23
24
25
26
27
28
30
35

21
21
23
24
25
26
27
28
31
35

21
22
23
24
25
26
27
28
31
37

21
22
23
24
25
26
27
28
32
38

21
22
23
24
25
26
27
29
32

18



variacni rada, poradi
e plvodni (neusporadana) data — hodnoty v ptivodnim poradi, bez

ohledu na pripadna opakovani xy,x9,...,xn

e variacni rada z() <z <... <z,

data usporadana tak, aby hodnoty neklesaly

e poradi — umisténi pozorovani ve variacni radé; shodnym hodno-
tam davame prdmeérné poradi

(5) 22 15 17 15 21 13 18

poFadl’Rj 7 25 4 25 6 1 5
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tridéeni, tridni Cetnosti
e Spojita veliCina s velkym poctem hodnot

e obor hodnot rozdélime na neprekryvajici se tridy (intervaly), nej-
|€épe stejné délky

e vSechna pozorovani z daného intervalu nahradime zastupnou hod-
notou (stfedem :c;?)

e Zjistime Cetnosti n; jednotlivych trid
e kumulativni Cetnosti udavaji poCet hodnot v dané tridé a tridach
predchazejicich
J
Nj:nl—i—nz—i—...—l—nj:an
i=1
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veék matek — tridni Cetnosti

interval SIJ; n; f] = nj/n Nj N]/n
do 20 19| b 0,051 | 50,051
21 az 23 | 22 | 27 0,273 | 32| 0,324
24 az 26 | 25 | 32 0,322 | 64 | 0,646
27 az 29 | 28 | 19 0,192 | 83 | 0,838
30az 32|31 | 8 0,081 | 91 | 0,919
33az35 34| 6 0,061 | 97 | 0,980
36 a2z 38 | 37 | 2 0,020 | 99 | 1,000
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grafické znazornéni tridnich Cetnosti

e histogram je zalozen na tridéni do intervald, vyjimeCné zobrazuje
primo Cetnosti jednotlivych hodnot

e kazdé tridé odpovida obdélnik o ploSe umérné Cetnosti (absolutni
nebo relativni)

e pri stejnych Sirkach interval@ h odpovidaji Cetnostem vysSky obdél-
nikQ

e pocet intervall: 5—15 tak, aby stredy byly okrouhlé, pomoackou
Sturgesovo pravidlo

k ~ 1—|—3,3-10g10n:1—i—10g2n

e priklad vék matek: k=~ 1+ 3,3 -log;y99 = 7,6
22



histogram, h =3 (k =7)
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histogram, h =1 (nevhodné h)
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populace

e velka populace, spojita veliCina — intervaly mohou byt kratke,
obdlce histogramu relativnich Cetnosti odpovida hustota fx(x)

e podobné kumulativnim relativnim Cetnostem odpovida distribucCni
funkce

e hodnota distribu¢ni funkce Fx(x) je pravdépodobnost, Ze ndhodnd
veliCina X neprekroCi x:

Fx(z) =P(X < z)
e souvislost: hustota je derivace distribuCni funkce:

fx(x) = Fy(x)
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priklad: vék matek (kumulativni relativni Cetnosti)
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parametry — odhady, statistiky

e podle toho, jakou roli hraje hodnoceny soubor, rozliSujeme cha-
rakteristiky
— populacni: vztazené k populaci, mnohdy jen idealni, nami pred-
stavované, parametry modelu
— Vvybéroveé: vztazené k vybéru z néjaké populace, takze jde o
odhady néjakych populaCnich parametr(, statistiky spocitané
Z Vybéru

e prikladem dvojice odhad — parametr je relativni Cetnost — pravdé-
podobnost

e statistiky se pouzivaji pri statistické indukci
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charakteristiky polohy (1)

e median (prostredni hodnota)

=N
|

(n_—|—1> Pro n liché
2

T =

X
1 ;
3 (o) *+ =) Prom sude

e medidan déli data na dvé stejné Casti (velkych hodnot a malych
hodnot)

e populacni median:
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priklad: vék 99 matek — variacni rada

variacni rada, median x =25, kvartily Q1 =23, 3 =28

18 19 20 20 20 21 21 21 21 21
21 21 21 21 21 21 21 22 22 22
22 22 22 23 23 23 23 23 23 23
23 23 24 24 24 24 24 24 24 24
24 24 25 25 25 25 25 25 25 25
25 25 25 25 26 26 26 206 206 26
26 26 26 26 27 27 27 27 27 27
28 28 28 28 28 28 28 28 28 29
29 290 29 30 30 30 31 31 32 32
32 33 33 33 34 35 35 37 38



charakteristiky polohy (2)

e doini (horni) kvartil QQ; (Q3) vydéluje Ctvrtinu nejmenSich (nej-
vétSich) hodnot

e specidlni pripad percentilu z, pro p = 0,25 (p = 0,75), pficemz
vydéluje 100p % nejmenSich hodnot od ostatnich

e vypocet percentild — mnoho vzorecCkd
e median je take percentilem, totiz x5

e kvantil = populacni percentil
Fx(up) =P(X < pup)=p
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grafické znazornéni spojité veliciny

e krabicovy diagram (box-plot) zobrazuje kvartily, median, mini-
Mmum, maximum, pripadné odlehla pozorovani: od blizSitho kvartilu
dal nez 3/2'(Q3 — Ql)

e priklad: vék matek (dvé odlehld pozorovani, Q1 = 23, Q3 = 28)
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charakteristiky polohy (3)

e prumér (kdyby bylo viech n hodnot stejnych)

1 J
T=—(z1+x+...+an)=—>
n

e populacni prumeér: znacime u

e U nula-jedniCkového meéritka: prdmeér = relativni Cetnost jednicCek,
populacni primér = pravdépodobnost jedniCky
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charakteristiky polohy (4)

e modus z nejCastéjsi hodnota (lze pocitat také pro nominalni Ci
ordinalni méritko)

e Mmodus nemusi byt urCen jednoznacné

e populacni modus pro spojitou veliCinu — hodnota, kde je hustota
maximalni

e populacni modus pro diskrétni veliCinu (Cetnosti) — nejpravdépo-
dobnéjsi hodnota
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priklad — vek matek

e prémer

1 2544
= —(264+35+...+21+23) = —— =257
99( + 354 ...+ 21+ 23) 0

8

e vazeny prdmeér zalozeny na tridéni
1

7= s (50 1942722432 25419- 284831 +6-34+2-37)
2547
=2 2957
09

e modus neni urcen jednoznacné: z = 21, x = 25
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charakteristiky polohy (5)

e alfa-useknuty primeér: nejprve se oddéli (usekne) 100« % nejmen-
Sich a 100a % nejmensSich hodnot, ze zbytku se spocita prtimeér

e je robustni vAcCi odlehlym hodnotam
e voli se = 0,1 (0,15)

e VEék matek

1
99 — 18 <x(10> Tt T Tgg) T %0)) = 25,3

35



priklad: vék 99 matek

vylouci se [0,1-99]=[9,9]=9 (cela Cast)
nejmensich a 9 nejvéetsSich hodnot

138
21
22
23
24
25
26
28
29
32

19
21
22
23
24
25
26
28
29
33

20
21
22
24
25
25
26
28
29
33

20
21
23
24
25
25
26
28
30
33

20
21
23
24
25
26
27
28
30
34

21
21
23
24
25
26
27
28
30
35

21
21
23
24
25
26
27
28
31
35

21
22
23
24
25
26
27
28
31
37

21
22
23
24
25
26
27
28
32
38

21
22
23
24
25
26
27
29
32

36



vlastnosti charakteristik polohy

e zménime-li vSechny hodnoty x; tak, ze pridame ke kazdé stejnou
konstantu a, zméni se o tutéz konstantu také charakteristika po-
lohy (posunuti)

e zménime-li vSechny hodnoty x; tak, ze je vynasobime kladnou kon-
stantou b, toutéz konstantou musime vynasobit pdvodni charak-
teristiku polohy, abychom dostali charakteristiku polohy pro upra-
vend data (zména méritka)

e Obecné

prdmér(a+b-z)=a+b-, b>0
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charakteristiky polohy v geografii/demografii

e Casto zname jen prdmeéry v dilCich souborech a Cetnosti: prlméry
se pouziji jako :cf; Cetnosti standardné

e priklad: vék novych profesor@, docentd UK 2002:
41 profesor@, pridmérny vék 51,1
77 docentl, prtmeérny vék 47,8
celkovy prémeér:
41 - 51,1 + 77 - 47,8
41 477

— 48,9

nikoliv
51,1 +47.8

= 49,4
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charakteristiky polohy v geografii/demografii (2)

e geograficky stred — pradseCik prlmérné zemepisné Sirky a prQ-
Meéerné zemepisné délky, primeéry vazené velikosti sledovaného jevu

e geograficky median — obdoba medianu,
— rozdéluje geografické objekty do dvou disjunktnich skupin
— hodnocena vlastnost urCi vahy objektd
— usporadani hodnoceni znak@ dano zvolenou geografickou vlast-
nosti (napf. zemépisnou délkou)
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charakteristiky variability (1)
e obecné s(a+b-xz)=">-s(x)

e prictenim stejné konstanty a (posunutim) se charakteristika vari-
ability nezmeéni

e vynasobeni kladnou konstantou znamena, ze stejnou konstantu
nutno vynasobit charakteristiku variability

e MErl nestejnost hodnot spojité veliCiny

e rozpéti (jen pro vybér) R = T(p) — T(1)

e kvartilové rozpéti Rg=Q3— Q1
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charakteristiky variability (2)

e (vybérovy) rozptyl

- < 5 = <. .2 122
(nevyhovuje obecnému pozadavku presné: Soibx = b* - s
1
$2 = (21— 2 + (32— 2)* + ... + (20 — 7)%)
n—1
1

N 12(:’375_33)271:(%”%_”%2)

k
— ; Z n](a:;k — :7: (Z njr;” — :I:Q)

n—l

e populaéni rozptyl ¢2 ma ve jmenovateli n
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charakteristiky variability (3)

rozptyl meéri pr@meérny Ctverec vzdalenosti od prdmeéru

smérodatna odchylka: odmocnina z rozptylu

S.CU:\/S?C O-:\/O'2

vyhovuje obecnému pozadavku

vyhoda smérodatné odchylky:
stejny fyzikalni rozmér jako pdvodni data

vybérovy rozptyl z tridnich Cetnosti Sheppardova korekce:

h2
odeclCti —
12

42



priklad — vék matek

e rozpéti: R=38-18 = 20
e kvartilové rozpétr: RQ =28—-—23 =5
e rozptyl

1
32:% ((262+352+...+212+232) —99. (
= 16,97 = 4,127

e Smérodatna odchylka je 4,1

2044

99

))
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priklad — vék matek

e pomoci tridnich Cetnosti

08
— 16,36 = (4,05)°

1
32:—((5-192+27-222+...+6-342+2-372)—99-(

e navic Sheppardova korekce

32
s> =16,36 — — = (3,95)°
12

2547

99

))
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charakteristiky variability (4)

e stfedni odchylka: prtmér odchylek od medianu (nékdy od pra-
meru)

1 n
d:—Z|IZ‘—§3|
"i=1

e Stredni diference: prdmér vzajemnych vzdalenosti vsech dvojic
(je jich n?)
A — |$7, — 33]|
1

1 n
n2 _

n
1 —_—

L
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normované charakteristiky rozptylenosti

e dosud zavedené miry zaviseji na volbé méritka (napr. délka v m
nebo v km)

e hledame charakteristiky nezavislé na méritku
e NUtné pomérove meritko, kladnée hodnoty

e variaCni koeficient

Sx
UV=—

X

e (Giniho) koeficient koncentrace
A
G=—
2x

napriklad meéri nerovnomeérnost prijma, velikosti tzemnich jedno-

tek, souvisi s plochou u Lorenzovy krivky
46



Lorenzova kfivka (vék matek)

Lorenz curve for vek.m (Gini=0.088)
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| orenzova krivka
e variagni fada: 0 < z(y <) <. <y

e kumulativni souCty pro 5 =0,1,...,n

=0  tj=aqtag ..ty =D T

e UseCkami spojit body (j/n;t;/tn), 0<j<n

e zajima nas plocha nad touto lomenou Carou a pod uhloprickou
jednotkového Ctverce

e Giniho koeficient koncentrace je dvojnasobkem této plochy

e |lze vzit v Gvahu i vahy (Cetnosti)
48



priklad: obyvatelé krajl

0 — O | 0,000 | 0,000
1 303761 303761 | 0,071 | 0,030
2 427418 731179 | 0,143 | 0,072
3 506349 12380238 | 0,214 | 0,121
4 517959 1755987 | 0,286 | 0,172
5 548698 2304685 | 0,357 | 0,226
§) 549369 2854054 | 0,429 | 0,280
13 | 1158300 8936427 | 0,929 | 0,876
14 | 1264347 | 10200774 | 1,000 | 1,000
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Lorenzova krivka (obyvatelé — kraje)

Lorenz curve for obyvatel (Gini=0.224)
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z-SKOr, standardizace

e variacni koeficient, Giniho koeficient — priklady bezrozmeérnych ve-
licin

e z-SKOr

z; = : z =0, S, =1

e dostaneme nulovy prdmeér, jednotkovy rozptyl
e bezrozmeérny

e UMOzZni srovnavat rdzné obtizné testy, ...
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Sikmost, SpiCatost

e Sikmost — prdmér z 3. mocnin z-skord

e SpiCatost — pr@mér ze 4. mocnin z-skor@ (nékdy se odecita 3)

\/a:%zn:(:ci—az>3 bQZ%zn:(wi—g:yL

i=1 Sx i=1 Sx

e Nékdy se pocitaji odhady populacni Sikmosti a SpiCatosti jinak
(Excel: Fisherovo gy,go — pro zajimavost)

. Jn(n - by (n+1)(n—1) <b2  3(n— 1))

n—2 92 = 2)(n —3) n+ 1
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dvojice znakd (veliCin)

e Na jedné statistické jednotce se méri dva znaky
e |ze vySetrovat zavislost

e postupy (i grafické) zavisi na méritku
— kvalitativni — kvalitativni
— kvalitativni — kvantitativni
— kvantitativni — kvantitativni

e zatim popisné charakteristiky, prokazovani zavislosti pozdé&ji
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kvalitativni — kvalitativni

e kvalitativni data — nominalni (ordinalni) méritko, vyjadrujeme po-
Mmoci Cetnosti

e dva znaky — Cetnosti moznych dvojic hodnot nij
e zapisujeme do kontingencni tabulky

e doplhujeme marginalni cetnosti — soucCty po radcich a po sloup-
cich - Cetnosti jednotlivych znak@ zvlast

e Oba znaky nula-jedniCkové — kontingencni tabulka 2x2, Ctyrpolni
tabulka
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priklad — vzdélani matek (pozor na orientaci)

100
|

porodnice
vzdélani | Praha venkov | celkem o |
zakladni | 23 11 34 ®
stredni 30 17 47
VS 17 1 18 8
celkem 70 29 99
porodnice |

40

vzdélani Praha venkov | celkem

zakladni | 32,9 % 37,9 % | 34,3 %
stfedni | 42,8 % 58,6 % | 47,5 %
VS 24.3 % 3,5 % 18,2 %

20

celkem 100 % 100 % | 100 %

Praha venkov



priklad — vzdélani matek (pozor na orientaci)

porodnice
vzdélani | Praha venkov | celkem
zakladni 23 11 34
stredni 30 17 47
VS 17 1 18
celkem 70 29 99
porodnice
vzdélani | Praha venkov | celkem
zakladni | 67,6 % 32,4 % | 100 %
stredni | 63,8 % 36,2 % | 100 %
VS 94,4 % 6,6 % 100 %
celkem | 70,7 % 29,3 % | 100 %

40 60 80 100

20

zakl.

str.
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priklad — vzdélani matek (ocekavané cetnosti)

e kdyby rozdéleni vzdélani bylo vSude stejn€, oCekavame tri moznosti
V pomeéru 34:47:19, celkem 99

e prazskych 70 matek by stejny pomér dalo pri oCekavanych cCet-
nostech 70-34/99=24,0, resp. 70-47/99=33,2 resp. 70-18/99=12,7

e podobné pro matky z venkova dostaneme 9,96, po zaokrouhleni
10,0, pro dalsi Cetnosti 13,8 resp. 5,3

porodnice porodnice
vzdélani | Praha venkov | celkem || vzdélani | Praha venkov | celkem
zakladni 23 11 34 zakladni | 24,0 10,0 34
stredni 30 17 47 stredni 33,2 13,8 47
VS 17 1 18 VS 12,7 5,3 18
celkem 70 29 99 celkem 70 29 99
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priklad — vzdélani matek (o&ekavané &etnosti)

porodnice porodnice
vzdélani | Praha venkov | celkem || vzdélani | Praha venkov | celkem
zakladni 23 11 34 zakladni | 24,0 9,9 34
stredni 30 17 47 stredni 33,3 13,8 47
VS 17 1 18 VS 12,7 5,3 18
celkem 70 29 99 celkem 70 29 99
empirické a oCekavané Cetnosti porovname pomoci statistiky
chi-kvadrat:
2 2 2 2
X2 _ (23 — 24) N (11 —=19,9) (30 — 33,3) (1—5,3) 612
24 9,9 33,3 5,3

velka hodnota X2 svedcCi o velké neshodé
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priklad: planovana téehotenstvi

e je souvislost mezi odpoveédmi o planovaném téhotenstvi a vzdéla-
NniMm matek?

planované planované
vzdélani | ne ano | celkem || vzdélani ne ano celkem
zakladni | 20 14 34 zakladni [ 58,8 % 42,1 % | 100 %
stfedni | 16 31 47 stredni | 34,0 % 66,0 % | 100 %
VS 5 13 18 VS 27.8 % 72,2 % | 100 %
celkem |41 58 99 celkem | 41,4 % 58,6 % | 100 %
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priklad: planovana téhotenstvi (ocekavané cetnosti)

planované
vzdélani ne ano | celkem 41 34 41 -34
zakladni | 14,08 19,92 | 34 P59 99" o9 8
stredni | 19,46 27,54 47 58 34 58-34
VS 7,46 10,54 18 9 - 09 . 09 - 09 = 19,92
celkem 41 58 99

5 (20 —14,08)% (14 —19,92)° (16 — 19,46)° (31 — 27,54)°
X~ = + + -
14,08 19,92 19,46 27,54
(5 — 7,46) . (13 — 10,54)?
7,46 10,54

= 6,68
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priklad: predvolebni vyzkum

strana
30 volict bylo dotazano, které ze muz A B | celkem

dvou stran daji prednost; souvisi| muz 11 4 15

odpovédi s pohlavim? zena | 6 9 15

celkem | 17 13 50

strana strana

muz A B celkem muz A B celkem
muz 73 % 27 % | 100 % muz 65 % 31 % 50 %
zena |40 % 60 % | 100 % zena 35 % 69 % 50 %
celkem | 57 % 43 % | 100 % || celkem | 100 % 100 % | 100 %
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ctyrpolni tabulka

a b a+b

e Obecné oznaceni Cetnosti v Ctyrpolni tabulce C d c+d

at+c b+d n

e Silu zavislosti |1ze mérit Ctyrpolnim korelacnim koeficientem
ad — bc
r292 =

J0a+b)(c+d)(a+c)(b+d)

e r9ojemezi—1al

e Napr. pro

11 4 | 15
6 9 |15
17 13| 30

11-9—-4-6

Y

J15-15-17-13
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priklad: predvolebni przkum

e 799 > 0 znamena, Ze Cetnosti na hlavni diagonale (indexy 1,1 a
2,2) prevladaji nad Cetnostmi na vedlejsi diagonale (indexy 1,2 a

2,1)

strana
muz A B | celkem
e vV nasem prikladu muz 11 4 15 vychazi 0,34>0,
zena 6 9 15
celkem | 17 13 50

protoze je 11-9 > 64
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ctyrpolni tabulka — prokazovani zavislosti

e chi-kvadrat porovnavajici teoretické a oCekavané Cetnosti lze upra-

vit na tvar
n(ad — be)?
V2= (a c) . 7%2
(a+b)(c+d)(a+c)b+d) ’
e priklad (predvolebni prizkum)
30-(11-9—4-6)?
2 = ( S _ 3,39 = 30 - 0,34

15-15-17-13
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SimpsonQv paradoxX dil¢i tabulky maji zavislost jiného sméru,

nez jejich soucCet (zde bez ohledu na to, kde ziji)

7“272:—0,07

venkov | A B | celkem meésto | A B | celkem
muz 6 7 13 muz 5 2 7
Zena 2 3 5 Zena 11 5 16
celkem | 8 10 18 celkem | 8 10 18
7“272:0,055 7“2,2:0,027

cellfem A B | celkem | kdyby byl stejny pomé&r mezi
[nuz 119 20 muzi a zenami oslovenymi
Zena 13 8 21 s .
celkem |24 17 a1 ve mesté a na venkove, pro-

blém by nevznikl
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dvojice kvalitativni — kvantitativni

e podle kvalitativni proménné rozdélime hodnoty kvantitativni pro-
ménné do dilCich soubor(

e porovname charakteristiky dil€ich soubor@ (zejména charakteris-
tiky polohy) mezi sebou, pokud se hodné lisi, svédci to pro zavis-
lost

e celkovy pr@imér = vazeny prdmeér dilCich soubor(
e celkovy rozptyl = vazeny prdmeér rozptyld 4+ rozptyl prdmeér(

(presné jen pro populacni rozptyly s n ve jmenovateli)
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priklad:

vik matky

25 30 35

20

veék matek

zda plan

plan ne ano
n 41 58
X 24,7 26,4
T 24,0 26,0
Q1 21,0 24,0
Q9 27,0 28,0
sd 4,24 3,93
Rp 6,00 4,00
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zavislost kvalitativni — kvantitativni

e pro nula-jedniCkové x silu zavislosti x,y vyjadruje
bodové biserialni korelacni koeficient

Y17 Y0 | om
bis s n(n —1)

— kde yy je pr@mér téch y, u nichz je x =1

— kde yy je pr@meér téch y, u nichz je =z =0

— kde s je smérodatna odchylka vsech y (n — 1 ve jmenovateli)
— kde ng je pocCet nul a ny pocCet jedniCek mezi x

o plati —1 < rpjs < 1

- . 26,4—24,7 [41-
o priklad: rpis = =757 /5505 = 0,20
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priklad: vySka otce ~ vzdélani matky

e B ; vzdélani | rozsah | pramér | sm. odch.
- ’ ' zakladni | 34 177,1 6,0
B | T stfedni | 47 | 179,5 6,4

4 5 VS 18 | 182,8 7,8

T — 0 celkem | 99 | 179,3 6,8

1 2 3

vzdilani

341701 +47-179,5 4+ 18 - 182,8

T = — 179,3
34 4+ 47 + 18
4.6.0°2+47-6.4%2 +18.7.82
82 _ 6,82 > 3 6,0 _|_ 7 9 —l_ 9 _ 6,62
34 4+ 47 + 18
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dvojice kvantitativnich veliCin

+ +
o
3 r
o
— <
> = =
=]
o
< Lo
o ©
(e @]
o
™~ [ [ [
1.0 15 20 25 3.0 6000 8000 10000
znamky hmotnost
r = —0,69 r = 0,45
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zavislost spojitych velicin

e (vybérova) kovariance
n

3 (e - )i~ 9)

Sa’;y =

e (Pearson@v) korelacni koeficient (z-skory)

Sxy 1 ixi_iiyi_g i= 1( _)(yi_g)

r = —
sgsy n—1:23 sz I Sy \/ZZ (g — z)? m oy — 7)?
e Ctyrpolni i bodoveé biserialni korelaCni koeficient jsou specialni pfri-
pady Pearsonova korelacniho koeficientu, kdyz za nula-jedniCkovou
veliCinu pouzijeme opravdu nuly a jedniCky
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priklad: hmotnost a délka déti (24. tyden véku)

e délka [cm]: £ =68,5 s; =3,28

e hmotnost [g]: y = 7690, sy = 845

e kovariance [cm - g]: sgy = 1257

e korelacni koeficient: r = % = 0,45
e hmotnost [kg]: y =7,69 sy = 0,845

e kovariance [cm - kg]: szy = 1,257

o . .o 1257
e korelaCni koeficient: r = 5980805 — 0,45
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viastnosti Pearsonova korelacniho koeficientu

e vypovida o smeéru zavislosti

e pri r <0 s rostoucim x v prdméru y klesa

e plati —1<r < 1

e |r| = 1 jeding, kdyz body [z;y| lezi na prfimce

e vVzajemné nezavislosti x,y odpovidaji » blizka nule

e hranice statistické prdkaznosti zavisi na n, Cim Vveétsi n, tim mensi
7| staci (tabulky)

e takto Ize zavislost prokazovat jen nékdy (normalni rozdélent)

e Spatné zachyti kfivoCarou (nelinearni) zavislost
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Spearmanlv korelacni koeficient

e misto plvodnich hodnot x;,y; pouziva jejich poradi R;, Q;
e je to vlastné Pearson@v korelacni koeficient pouzity na poradi

e vypocet lze upravit na

T Y- Q)

1=1

rg=1-—

e vhodny pro nelinearni monotonni zavislost, nevadi odlehlé hod-
noty

e Pri testovani nemusi byt normalni rozdéleni
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priklad: alkohol

a umrtnost na cirhozu

zeme spotreba | umrtnost | R; | Q;
Finsko 3,9 36| 1 3
Norsko 4,2 4,3 2 5
Irsko 5,6 34| 3 2
Holandsko 57 3,7 | 4 4
Svédsko 6,0 725 | 7
Anglie 7,2 3,0 6 1
Belgie 10,8 12,3 7 | 8
Rakousko 10,9 7,0 8 6
SRN 12,3 23,7 9 | 10
Italie 15,7 23,6 | 10| 9
Francie 24,7 46,1 | 11 | 11

C11-120
= 0,773

(2

+37+...
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priklad:

cirh6za

spotreba alkoholu a cirhoza jater

°
o _|
<
o _|
™
° Y
o _|
AN
o | °
- ° °
P® o P
I I I I I
5 10 15 20 25
alkohol
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pravdéepodobnost

e pokus — dobre definovana situace (postup), ktera konci jednim z
rady moznych vysledk(

e nahodny pokus — pokus, u néhoz predem nevime, ktery vysle-
dek nastane; predpoklada se stabilita relativnich Cetnosti moznych
vysledk(

e Nahodny jev — tvrzeni o vysledku nahodného pokusu

e pravdépodobnost nahodného jevu A — Ciselné vyjadreni oCeka-
vani, ze vysledkem nahodného pokusu bude pravée A

e pri velkém pocCtu opakovani pokusu se relativni Cetnost jevu blizi

k jeho pravdépodobnosti
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klasicka pravdépodobnost

e necht kazdy jev se sklada ze stejné pravdépodobnych elementar-
nich jevua (symetrie)

e celkem M stejné pravdépodobnych disjunktnich elementarnich jeva
e Z nich je M4 priznivych jevu A

e klasicka pravdépodobnost
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priklad: hraci kostka

idealizovana symetricka homogenni kostka
kazda strana ma stejnou pravdépodobnost
A — padne Sestka, B — padne sudé cCislo
M=6

My=1, tedy P(A)=1/6

Mg = 3, tedy P(B) = 3/6 = 1/2
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faktorial
e faktorial n!=n-(n—-1)---2-1

e kolika zplsoby |ze usporadat za sebou n rozliSitelnych prvkd

e priklady:
— 5l=5-4.3-2-1=120
— 11=1,0l=1

e kolika zpGsoby |Ize usporadat za sebou 14 krajl:
141'=14-13-12---2-1 =87 178 291 200
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pocCet kombinaci

e kombinacni Cislo n nad k

e pocCet k-prvkovych podmnozin mnoziny o0 n prvcich nezavisle na
jejich poradi

n n! n-n—1---(n—k+1)
<k) T kn—k)!  k-(k—1)---2-1

e kolika zpGsoby si mohu z péti knizek vybrat dvé na dovolenou:
5 5! 5-4
) =B =51-
e kolika zp@isoby si mohu vybrat tfi knihy? (10)

10
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priklad: losovani otazek (1)

e student neumi 5 otazek, umi 10 otazek
e |lOosuje se dvojice otazek z onéch 15
e pravdépodobnost, ze student nezna ani jednu z vylosovanych?

e eclementarni jevy: prvni losovana otazka — 15 moznosti, druha jen
14 moznosti, nezalezi na poradi, tedy délit 2
5+ 10 15 15! 1514
y ):<2):2!13!: 2.1
e priznivé elementarni jevy: vylosuje obé z péti, které neumi

5-4 10

Ma=()()) =5 1=10=P(A) = =95 %

M:( — 105
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priklad: losovani otazek (2)

e pravdépodobnost, ze zna pravé jednu otazku

MB:(?

e pravdépodobnost, ze zna pravé dvé otazky

).(110):5~1oz50:>P(B):%_

Me=())- () =15 == PO)=

0/ \2 2.1
e pravdépodobnost, ze zna aspon jednu otazku

Mp=Mpg+ Mg =50+45=95= P(D) =

95

105

47,6 %

— 429 %

= 90,5 %
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pravidla pro pravdépodobnost (1)

e Sjednoceni jevd BuUC: plati B nebo C
e prinik BN (' plati B a soucasné C

P(BUC)=P(B)+P(C)—P(BNC)
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pravidla pro pravdépodobnost (2)

e neslucCitelné jevy: nemohou nastat nikdy souCasn€, navzajem se
vyluCuji; plati pro né

P(BUC)=P(B)+P(C)

e podminéna pravdépodobnost pravdépodobnost jevu B, kdyz uz
jev C' nastal:

P(BNC)
P(C)

e Nezavislé jevy: vyskyt jednoho jevu neovlivni pravdépodobnost
vyskytu druhého:

P(B|C) =

P(BNCO)

P(B) = P(BIC) = —5 e

< P(BNC)=P(B)P(C)
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Idealizovany priklad
e A — jedniCka ze statistiky, P(A) =10,3
e B — jednicka z matematiky, P(B) = 0,2
e AN B — jedniCka z obou predméta, P(AN B) =0,1

e jsou jevy A, B nezdvislé (je vyskyt jedniCek ze dvou predmétd ne-
zavisly)? NE, protoze 0,3 - 0,2 # 0,1

e jaka je pravdépodobnost ze statistiky, kdyz uz je z matematiky?

P(ANnB) 0,1

PBIB) = e e

0,5

e pravdépodobnost, ze aspon jedna jedniCka:

P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB)=0,3+02—0,1=0/4
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rozdéleni nahodné veliCiny

e nahodna veliCina — Ciselné vyjadreny vysledek nahodného pokusu

e diskrétni rozdeéeleni urceno seznamem moznych hodnot a jejich
pravdépodobnostmi:

L1y LYy oo
P(X — $1>, P(X = :1:2), c e

e Spojitée rozdeéleni urceno distribucni funkci
Fx(z) =P(X < z)

nebo hustotou

fx(@) = —Fxla),  Fx(a)= [ fx(t)at



priklad diskrétniho rozdéleni: znamka u zkousky

znamka k 1 2 3 4
P(X — k) 0,3 0,4 0,2 0,1
P(Y = k) 0,3 0,3 0,2 0,2

Jak jednim Cislem charakterizovat Uroven znamek?
Pridmeér by X,Y nerozliSil = vazeny primer
vahami znamek budou jejich pravdépodobnosti
dostaneme tak populacni priumery

uy =1-03+2-04+3-02+4-0,1=2,1
wy =1-03+2-03+3-0,2+4-0,2=2,3
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charakteristiky rozdéleni nahodné veliCiny (1)

e stredni hodnota nahodné veliCiny X (populaéni prémér)
— vazeny prdmér moznych hodnot
— vahami pravdépodobnosti hodnot
— pux =EX =xP(X =2))+x9P(X =a9) + ...

e kdyz se pouzije operator E na nahodnou veliCinu X, spocita va-
zeny prdmér jejich hodnot, vahami jsou u diskrétniho rozdéleni
pravdépodobnosti téchto hodnot

e Pro spojité rozdéleni
oo
px =EX = /_OO fx(z)dz
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charakteristiky rozdéleni nahodné veliCiny (2)

e (populacni) rozptyl nahodné veliCiny X — vazeny pramér Ctverct
vzdalenosti moznych hodnot od stredni hodnoty

0% =E(X —ux)” = (x1 — px)’P(X = 21) + (29 — px)"P(X = 29) + . ..
= > (g — px)’P(X = k)
k

0% =E(X —px)’ = /OO (x — px)’fx(z)dz

— 00

e (populacni) smérodatna odchylka odmocnina z (populacniho)

rozptylu
/ 2
O'X = O'X
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priklad diskrétniho rozdéleni: znamka u zkousky

znamka k 1 2 3 4
P(X — k) 0,3 0,4 0,2 0,1
P(Y = k) 0,3 0,3 0,2 0,2

Jak jednim Cislem charakterizovat kolisani znamek (jejich variabilitu)?
vazeny prumeér Cctverct vzdalenosti od stredni hodnoty, vahami jsou

znamky = (popula(:nl’) rozptyl

(1—2,1)°-0,3+(2—2,1)*-04
+(3—2,1>2-0,2+( 4-21)%-0,1 =0,89 = 0,943”
(1—2,3)%-0,3+(2—-2,3)%-0,3
+(3-23)%-024(4—23)?-02=121=1,1°

O'
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vliastnosti stredni hodnoty a rozptylu

X,Y — nahodné veliCiny, a,b konstanty,b > 0

porpx =E(a+bX)=a+bEX =a+bux

px+y =E(X+Y)=EX+EY =pux +puy

0 ) 2
oxiy =0x toy+2oxy

oxy =E (X —ux)(Y — ny) kovariance X,Y
= (z1 — px)(y1 — py)P(X =21, Y = y1)

+ (21 — pux)(ys — py )P(X =2x1,Y =y9) + ... (v3echny dvajice)

2

jsou-li X,Y nezavisl€, pak oxy =0,tedy o%,y =0k + 0%

rozptyl souCtu nezavislych nahodnych veliCin = soucCet rozptyl(



alternativni rozdéleni

e diskrétni, s jedinym parametrem = (nikoliv Ludolfovo Cislo)
o P(X=1)=m, PX=0=1-m 0<m<1)

e X — kolikrat v jednom pokusu doSlo k udalosti, ktera ma pravdé-
podobnost «

e stfedni hodnota (populacni prémeér)
px =EX=1-PX=1D+0-P(X=0)=nx
e (populacni) rozptyl

ox = (1= px)’P(X =1) + (0 — ux)*P(X = 0)
1-7m) 7+ (0-7)* (1—m) =mn(l—m)

|
N
=)
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binomické rozdéleni bi(n, ) (1)
e diskrétni rozdéleni s parametry n,w <<
e 1 nhezavislych pokus(
e Vv kazdém zdar s pravdépodobnosti «, nezdar s psti 1 —

e X — celkovy pocCet zdard X ma binomické rozdéleni s parametry

naTm

e X je soucCet n nezavislych nahodnych veliCin X; s alternativhim
rozdeélenim s parametrem =«

pux =nm z vlastnosti stredni hodnoty souctu

o% = nm(l — ) z vlastnosti sou&tu nezavislych ndhodnych veli¢in
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binomické rozdéleni bi(n, ) (2)

P(X =k) = (Z)?Tk(l—w)n_k, E=0,1,,...,n

_ _ k n—k
ZZ ... ZNN:---Nspsti gn.-ng(l—7)(l—m)---(1 —7) =m"(1-m7)

k n—k k o

e zvolime k£ mist pro zdar Z, na ostatnich mistech nezdar N, pocet
MOzNosti:

n n! nn-—1)-2-1
()= W= " 7=,

k n—k) kk—1)---2-1
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priklad: zkousky

e C' — zdar = udélat zkouSku, P(C) =0,8

e zkouSku déla n = 10 studentd stejné pripravenych (u vSech stejna
pravdépodobnost w), neopisuji (nezavislost)

e pravdépodobnost, ze zkouSku udéla né€jakych 9 studentd
10
P(X =9) = (9) .0,87.02 =10-0,87-0,2! = 0,268

e pravdépodobnost, Ze pravé jeden student (né&jaky) zkouSku neu-
déla

10
PY =1)= 02108 =10-0,2 . 0,87 = 0,268
1
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priklad: koureni

vime, ze mezi dvacetiletymi muzi je (feknéme) 35 % kuradt (je-li
70 tisic dvacetiletych, pak je kurakd@ 24500, jen nevime kteri)

vybereme nahodné 60 dvacetiletych muz@, X — pocCet kurak mezi
nimi, tedy X ~ bi(60,0,35)

nx = 60-0,35 =21 o% = 60-0,35- 0,65 = 13,65 = (3,7)

ukazky pravdépodobnosti moznych hodnot
k 15 17 19 21 23 25

P(X =k)| 0,029 0,062 0,095 0,107 0,091 0,059
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Poissonovo rozdéleni Po(\) (1)

e diskrétni rozdéleni (zakon vzacnych jev()

e Y — pocet vyskytl jevu ve zvolené Casové (prostorové, plosné ... )
jednotce

e \ > (0 — jediny parametr, intenzita vyskytu jevu (jak Casto se pr@-
méru vyskytuje ve zvolené jednotce)

)\k
P(Y =k) = ﬁe—A

py = A oy = A
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Poissonovo rozdéleni Po(\) (2)

e je-li X parametr (populacni pramér pocltu pripad@ na jednotku),
pak pri pocitani pravdépodobnosti toho, kolikrat najdeme pripad
na trojndasobku jednotky (trojnasobné plose, ve trojnasobném Case
...), parametrem bude 3\

e analogicky pro jiné kladné nasobky

e X ~ bi(n, ), n velké, m malé, pak pravdépodobnosti hodnot X Ize
aproximovat (pfriblizné vyjadrit) pomoci pravdépodobnosti hodnot
Y ~ Po(nm)
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priklady Poissonova rozdéleni

e do pasti padne za noc v prdméru 8 brouk(

e S jako pravdépodobnosti jich tam rano najdeme 107
810

P(Y =10) = 1—0'e_8 — 0,099

e vezmeme-li past s polovichim obvodem, oCekavame polovicni pra-
MEér za nocC
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priklady

e S jakou pravdépodobnosti neudéla 12 z 50 stejné pripravenych
student( zkousSku?

e binomické rozdé&leni bi(50,0,2)

50
P(X =12)= (. )-02"%.08% =0,103
12
e Poissonovo rozdéleni Po(50 - 0,2)=Po(10)
1012
P(Y =12) = —e 1V = 0,095

12!

101



normalni (Gaussovo) rozdé&leni N(u, 02)

e spojité rozdéleni, symetrické okolo stredni hodnoty u
e Mmodel vzniku: soucCet velkého pocCtu nepatrnych prispévkd

o pro X ~ N(u,0?) plati

px =EX=p ox =E(X —px)* =0’

P(|X — u| < 1,000) = 0,68, tj. 68 %
P(|X — p| < 1,960) = 0,95, tj. 95 %
P(|X — u <3,ooa):0997 tJ 99,7 %

X ~N(p,0?) = “NN@U
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normované normalni rozdéleni Z ~ N(0, 1)

e tabelovano
— hustota ¢(z)
— distribucni funkce ®(z) = P(Z < z)
— kritické hodnoty z(a): P(Z < z(a)) =P(z(a)) =1 — «

2(0,025) = 1,96 tj. P(|Z| > 1,96) =5 %
2(0,025) = 1,96 tj. P(Z > 1,96) = 2,5 %
2(0,025) = 1,96 tj. P(Z < —1,96) = 2,5 %
2(0,005) = 2,58 tj. P(|Z] >2,58) =1 %
2(0,005) = 2,58 tj. P(Z > 2,58) = 0,5 %
2(0,025) = 1,64 tj. P(|Z| > 1,64) = 10 %
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vypocet pravdépodobnosti pro Z ~ N(0,1)
e U kazdého spojitého rozdéleni je P(X < z)=P(X <z), tedy i u Z
e Z ~N(0,1),a < b, pak
Pla< Z <b)=®(b) — P(a)

e odvozeni: jevy Z <a a a < Z < b jsou nesluCitelné (tvrzeni nemo-
hou platit souCasné), jejich sjednocenim je jev Z < b, proto

P(Z<b)=P(Z<a)+Pla< Z<b)
P(b) = P(a) + Pla < Z < b)
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vypocet distribu¢ni funkce X ~ N(u,0?)

XNN(,LL,JZ):>Z:X_’UNN(O,1)
o

(5 ==2")

P(X < z)

— P
— P
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priklad: vysky hoch@
e necht vysSky desetiletych (v cm) pfriblizné N(140, 36)

e S jakou pravdépodobnosti je vySka nahodné vybraného chlapce
mezi 140 a 145 cm (vCetné), kdyz vezmeme v Gvahu zaokrouhlo-

vani?’
P(14O < X < 145) = P(139,5 < X < 145,5

145,5 — 14 | — 14
_ <I>( 5,56 O) B <I>( 39,56 O)

= ©(0,917) — ®(—0,083)
— 0,82 — 0,47 = 0,35 tedy 35 %
(145,5 - 140)

P(X >145)=1—® = 0,18 tedy 18 %
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priklad: uchazecCi o studium

e za zkusSenosti je znamo, ze mezi uchazelCi o studium matematiky
na MFF byva 45 % divek

e S jakou pravdépodobnosti bude pri 500 prihlaskach pocCet divek
mezi 200 a 220 (vc¢etné)?

e X ~ bi(500,0,45) Ma px = 500-0,45 = 225, 6% = 500-0,45- 0,55 = 123,75,
tedy oy = 11,1

220,5 — 22 199,5 — 22
P(200§X§220):<I>< 0,0 5>—<1><99’5 °

= 0,34—0,01 = 0,33
11,1 11,1
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chovani vybéerovéeho prédmeéeru

necht Xy, Xo,... Xy, jsou nezavislé nahodné veliCiny s libovolnym
rozdélenim se stredni hodnotou p a rozptylem ol - nahodny vybér
Z onoho rozdéleni

pro primeér z téchto veliCin plati
_ 1
i=1

pramér X ma tedy rozptyl n-krat mensi, nez jednotliva pozorovani

stredni chyba priméru = smeérodatna odchylka prdmeéru

— o)

SE(X) =
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vybéerovy promeéer z normalniho rozdéleni

e necht Xy, Xy,..., Xy, jsou nezavislé nahodné veliCiny s rozdélenim
N(W;?) — nahodny vybér z N(N,JQ)

e pro prdmeér z nich plati
L 9
X =03 XN ()
o . . _ i
e Opét je stredni chyba X rovna NG

e proto je

7 —

Y

(0,1)

e chovani Z lze popsat pomoci distribucni funkce ®(z)
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priklad: vék matek

e velka populace rodica (11 tisic)

PoOoOpPpulace
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priklad: vék matek

e Nahodné vybrano 100 matek
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priklad: vék matek

e Nnahodné vybrano 100 krat po n = 10 matkach, primeéry:

N—10O
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priklad: vék matek

e Nnahodné vybrano 100 krat po n = 100 matkach, prdmeéry:

MNM—1 00
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priklad: vék matek

e velka populace rodica (11 tisic)

e nahodné vybrano 100 matek (vlastné pr@méry vybért rozsahu n =
1), nakreslen histogram

e 100 krat nahodné vybrano vzdy n = 10 matek, spoclitan prdmeér,
nakreslen histogram prdmeérd

e 100 krat nahodné vybrano vzdy n = 100 matek, spocitan prédmeér,
nakreslen histogram prdmeérd

e podle teorie by kazdy dalsi rozptyl ze 100 prdmérd méel byt 10 krat
mensi

e skuteCnost: 23,5; 2,20; 0,21
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centralni limitni véta

e Necht Xy, Xo,..., X}, jsou nezavislé nahodné veliCiny se stejnym
rozd&lenim, se stfedni hodnotou p a rozptylem o2 > 0. Potom

, _ o o . o 2 .. o
pro velké n ma pridmér z nich rozdéleni N(pﬁ%), jejich soucet
rozdé&leni N(np, no?).

e prakticky: pro dost velkd n ma prdmér normalni rozdéleni

e priklad: pr@mérny vék matek z velkych vybért uz (témér) normalni
rozdéeleni
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interval spolehlivosti (1)

e protoZe je X ~ N(u,02>, plati

P(|1X — u|) < 1,96 = 0,95

Vvn
\ o % o _
tedy P(X—1,96-%§M§X+1,96-%>—0,95

e dostali jsme 95% interval spolehlivosti pro u

O_*

— — o
X —1,96— X X+ 1,96—
VN X VN
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interval spolehlivosti (2)

95% interval spolehlivosti prekryje s pravdépodobnosti 95 % ne-
znamé u (odhadovany parametr)

kdybychom postup provadéli opakované, pak asi v 95 % pripad(
prekryjeme skuteCnou hodnotu u, ve zbylych asi 5 % ztstane sku-
teCné p mimo interval spolehlivosti

pro velké n lze neznamé o nahradit odhadem s;

pro obecné «a:

(X - Fsta <usx

NG z(oz/2)> 11—«

+O'
NG
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interval spolehlivosti (3)

e pro malé n (asi do 50) a pro X; s normalnim rozdélenim Iépe pouzit
kritické hodnoty Studentova ¢-rozdéleni (pozor na jinak znacené
kritické hodnoty Studentova t-rozdéleni)

p (X - @) <us X+ %tn_m)) 1

e interval spolehlivosti |ze pocitat i pro jiné parametry

e je to interval, ktery s pozadovanou pravdépodobnosti prekryje od-
hadovany parametr — intervalovy odhad
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priklad: vék matek

e 95% interval spolehlivosti pro popula¢ni prdmér véku vsech matek
na zakladé vybéru 99 matek

41 41
257 — 1,98 ——:257+ 1,98 - —— | = (24,9 26,5
( V99 \/99> ( )

e 999% interval spolehlivosti pro populacni préimér véku vsech matek
na zakladé vybéru 99 matek (bude uzsi nebo Sirsi?)

V99 V99

<d . <d -

e VEtsi jistota « vétsi Sirka

41 4,1
<25,7—2,63- 95,7+ 2,63 - — >:(24,6;26,8)
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béry pro n = 100

e vy

klad: simulované

pri

I
100

60

40

20

! !
8¢ L 9% G v &

celkem 100 95% intervalt spolehlivosti pro p (ve skutec¢nosti mimo-

dech u neprekryto

ripa

ze n=254),v7p

~~

radné vime,
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centralni limitni véta pro cetnosti

e Necht X, Xo,..., X, jsou nezavislé nahodné veliCiny se stejnym
rozdélenim, se stredni hodnotou p a rozptylem o2 > 0. Potom

2 L -
pro velké n ma pr@mér z nich rozdéleni N(u,%), jejich soucet
rozdéleni N(n,u,naz).

e absolutni Cetnost Y
— Y — soucet veliCin s alternativnim rozdélenim
— Y ~ bi(n,w), proto pfiblizné Y ~ N(nm,nm(1l — 7))

e relativni Cetnost f=Y/n
— f — pr@mér veliCin s alternativnim rozdélenim

— f~N(m,w(1 —m7)/n)

123



interval spolehlivosti pro podil (1)

e populace: podil = prvk@ s danou vlastnosti
e ™ — pravdépodobnost, ze vliastnost ma nahodné vybrany prvek
e vybér: relativni Cetnost ve vybéru

e relativni Cetnost je prdmeér nula-jedniCkové veliCiny — pro velké n
ma priblizné normalni rozdéleni
e nula-jedniCkova veliCina ma rozptyl «(1 — )

e relativni Cetnost (=préimér) ma rozptyl @
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interval spolehlivosti pro podil (2)

stfedni chyba relativni Cetnosti = smérodatna odchylka relativni

cetnosti = odmocnina z rozptylu je tedy M

pravdépodobnost # nezname, odhadneme ji pomoci relativni Cet-
nosti f

odtud je 95% interval spolehlivosti pro =

<f_1796.\/f(1n— f>;f+1796,\/f<1; f>>

existuje presnéjsi (pracné&jsi) postup
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priklad: hody s hraci kostkou

e odhadujeme pravdépodobnost Sestky

o kostka A: n=100,n4 = 17, f4 = 0,17
0,17 - 0,83 0,17 - 0,83
0,17—1,96-\/ Ik ;o,17+1,96-\/ L 20 = (0,10:0,24)
100 100

o kostka B: n=100,np = 41, fg = 0,41

0,41 - 0,59 0,41 - 0,59
<0,41—1,96-\/’ 100’ ;O,41+1,96~\/’ ! )(0,31;0,51)

100

e dllezity rozdil: u kostky A patfi 1/6 = 0,167 do intervalu spolehli-
vosti; u kostky B nikoliv
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proC testovani hypotez

e Nelze bezpeCné poznat, ze kostka B je faleSna nebo ze kostka A
neni falesna

e intervaly spolehlivosti urcCily rozmezi, kde by skuteCna pravdépo-
dobnost Sestky méla byt, jejich spolehlivost je velka, ale omezena

e znamena néco, kdyz 1/6 nelezi v 95% intervalu spolehlivosti?

e Musime pripustit, ze jsme mohli mit smalu, ze se v naSich pokusech
nahodou realizovaly malo pravdépodobné moznosti, prestoze k
takové smdile dochazi jen zridka
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pripomenme priklad s hraci kostkou

e odhadujeme pravdépodobnost Sestky
e kostka A: n=100,n4 = 17, f4 = 0,17, = 95% int. spol.(0,10;0,24)
e kostka B: n=100,ng =41, fg = 0,41 = 95% int. spol.(0,31;0,51)

e dllezity rozdil: u kostky A patfi 1/6 = 0,167 do intervalu spolehli-
vosti; u kostky B nikoliv

e CO Se da z tohoto zjiSténi usoudit?

e pouzijeme testovani hypotéz
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testovani hypotéz (1)

e (nulova) hypotéza Hy: — zjednoduSuje situaci, zpravidla se ji sna-
Zime vyvratit, abychom vécné néco prokazali

e alternativa Hy: (alternativni hypotéza) — opak nulové hypotézy,
zpravidla to, co chceme dokazat

e Mozna rozhodnuti
— zamitnout Hy pokud naSe data svedcCi proti Hy

— nezamitnout H; (pfijmout Hgy) pokud neni dost ddvod& Hj
zamitnout

e nelze zaruCit bezchybnost rozhodnuti
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testovani hypotéz (2)

e protoze nelze zarucCit bezchybnost rozhodnuti, mohou nastat chyby:

— chyba 1. druhu, kdyz zamitneme platnou hypotézu
— chyba 2. druhu, kdyz nepozname, ze hypotéza neplati a ne-
zamitneme ji

e nechceme Casto chybné zamitat Hy (faleSné néco vécné prokazo-
vat), proto zvolime nizkou hladinu testu o (nej¢astéji a« = 5%)

e hladina testu a = maximalni prfipustna pravdépodobnost chyby
1. druhu

e Sila testu = pravdépodobnost spravného zamitnuti neplatné hy-

potézy
130



schéma testovani hypotéz

rozhodnuti Hqy plati Hy neplati
Hy zamitnout chyba 1. druhu spravné rozhodnuti
(pst < «) (pst 1 —3)
hladina testu Sila testu
Hy nezamitnout | spravné rozhodnuti | chyba 2. druhu
(prijmout) (pst > 1—a) (pst B)
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postup pri rozhodovani

e zvolit hypotézu Hg, alternativu Hy
e zvolit hladinu testu «
e zvolit metodu rozhodovani (test)

e z dat spoclitat testovou statistiku 7' a porovnat ji s tabelovanou
kritickou hodnotou

e kdyz padne T do kritického oboru, pak Hy zamitnout
(zpravidla, kdyz T > ty, ty — kriticka hodnota)

e kriticky obor — mnozina téch vysledkd@ pokusu (napf. hodnot T),
kdy budeme hypotézu zamitat
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priklad: pada na kostce sSestka prilis Casto?

e chceme na 5% hladiné prokazat, Zze pravdépodobnost Sestky je
velka (tj. vétsSi nez 1/6)

e Hjy: P(padne Sestka) =1/6 (= )
e H; : P(padne Sestka) > 1/6 (# )

e CO SVEdCi pro neplatnost hypotézy?
,Sestka pada mnohem cCastéji, nez by méla

e provedeme n = 100 pokusl, Y pocet Sestek
e hypotézu budeme zamitat, kdyz Y > y
e za platnosti Hy ma pocet Sestek Y rozdéleni bi(n,1/6)

e yy zvolit tak, aby za hypotézy bylo P(Y > ) < «
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priklad presné volby kritického oboru

U0 19 20 21 22 23
P(Y >yg) | 0,220 0,152 0,100 0,063 0,038

e podminku P(Y > yy) < 0,05 splhuje yg = 23

e padne-li ve 100 nezavislych hodech kostkou vice nez 23 Sestek,
budeme na 5% hladiné zamitat hypotézu, ze pst Sestky je 1/6
ve prospéch alternativy, Ze pst Sestky je vétsi nez 1/6 (dano
zvolenou alternativou)

e padlo nam Y =Y, = 17 Sestek, hypotézu nezamitame, coz nezna-
mena, ze bychom hypotézu prokazali

e pro a =10 % bychom zvolili yy = 21
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priklad: volba kritického oboru (pfiblizné)
e pouzijme priblizné tvrzeni za Hy Y ~ N(nmy, nmy(l — 7)), potom

P(Y >yp)=1-P(Y <y

Yy — _
__p nTo Yo~ nmo
Jnmo(l—m)  y/nmo(l — m)
21— | R0 | = (= 0,05)
\/nwo(l — m0)
e tabulka kritickych hodnot da z(«), musi platit z(a) = 210

- /nmg(1=m)
tedy

Yy = nmy + z(a)\/mro(l — mp), v naSem prikladu

yo = 100/6 + 1,645 - 1/500/36 = 23
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p-hodnota

spocitat k Iy odpovidajici p-hodnotu a porovnat ji s «

p-hodnota p je nejmensi «, pri kterém Hy z danych dat jeste
zamitame

p-hodnota p je za platnosti Hy spocitana pravdépodobnost vy-
sledk@ stejné nebo méné priznivych pro Hy

zamitnout Hgp, kdyz je p < «
p-hodnotu pocitaji moderni pocCitaCové programy

existuji ulohy, kdy se rozhoduje pouze podle p-hodnoty (napr.
Fisherfiv exaktni test ve Ctyrpolni tabulce)
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priklad: rozhodovani pomoci p-hodnoty

e Snazime se prokazat, ze Sestka pada prilisS Casto

e padlo nam Y, =17, proto (vzorec pro psti binomického rozdélent)

100 k 100—k
100y /1 1
p=Prz=3 (7)) (1-5)  —oo
k=17

e protoze 50,6 % > 5 %, hypotézu nem@zeme na 5% hladiné za-
mitnout, netvrdime, Ze pst Sestky je vétsSi nez 1/6

e neprokazali jsme vSak, ze by hypotéza platila
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priklad: kostka a oboustranna alternativa

e chceme oVérit, zda je kostka v poradku

e pokusime se prokazat, ze Sestka pada priliS Casto nebo prilis zridka
e Hy: P(padne Sestka) =1/6

e Hy : P(padne Sestka) # 1/6

e je to oboustranna alternativa (na rozdil od jednostranné)

e proti hypotéze svédCi malé nebo velké hodnoty Y

e pst chyby 1. druhu o rozdélime na dvé poloviny: pro prilis malé a
prilis velké Y
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priklad: kostka, oboustranna alternativa

Y0 9 10 11 ... 23 24 25
P(Y <) | 0,010 0,021 0,042 ... 0,937 0,962 0,978
P(Y >yg) | 0,979 0,957 0,922 ... 0,038 0,022 0,012

e Hy zamitneme, kdyz bude Y < 10 nebo kdyz bude Y > 24
e skuteCna pst chyby 1. druhu bude 0,021 4+ 0,022 = 0,043

e hodnoty v rozmezi 10 az 24 (vCetné obou mezi) nesvédci proti H
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oboustranna alternativa priblizne
e Hjy: P(padne Sestka) =1/6 (= )
e H; : P(padne Sestka) # 1/6 (#£ )

e proti alternativé svédCi Y hodné daleko od EY, tj. rel. Cetnost
f=Y/n daleko od my:

P ( Y — nm > z(a/Q)) =«

\/n’n@(l — m0)

e zamitame tedy, je-li
Y < nmy — z(a/2)y/nmy(l — mp) = 9,36

nebo

Y < g+ 2(e/2)y/nm(1 — ) = 23,97
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znovu hodnoceni Cetnosti

23 11 | 34 240 9,9 |34
30 17 | 47 33,3 13,8 | 47
17 1 |18 12,7 5,3 |18
70 29|99 70 29 | 99

e statistika y? porovnava skutecné &etnosti (vlevo) s o&ekavanymi
(vpravo) za hypotézy
5 (23 —24,02 (11 —9,9)? (1 —5,3)

_ 4 T = 6,12 > 5,99 = x3(0,05
X 240 9.9 - ~ x3(0,05)

e statistika y? je v&tsi, neZ kritickd hodnota X%(O,O5), zavislost je na
5% hladiné prokazana (p = 0,047)
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graficka predstava

Hustota chi—kvadrat(2)

— 0,047

00 01 02 03 04 05

e Cervena plocha = p-hodnota, modra Cara = hodnota statistiky
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schéma testovani hypotéz

rozhodnuti Hqy plati Hy neplati
Hy zamitnout chyba 1. druhu spravné rozhodnuti
(pst < «) (pst 1 —3)
hladina testu Sila testu
Hy nezamitnout | spravné rozhodnuti | chyba 2. druhu
(prijmout) (pst > 1—a) (pst B)
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priklad: vysky desetiletych hoch(
e velky vybé&r v roce 1951 dal prémér 136,1 cm, rozptyl 6,42 cm?

e V roce 1961 naméreno v nahodném vybéru n = 15 hodnot s pra-
mérem X = 139,13 cm (lze predpokladat nezménény rozptyl)

e prokazali jsme na 5% hladiné predstavu, zZe desetileti hoSi jsou
(co do populacniho prdmeéru) v roce 1961 vétsi nez desetileti hoSi
V roce 19517

e hypotéza Hy: u = pug=136,1 (nebo u < 136,1, postup by byl stejny)

e alternativa Hy : > 136,1
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vySky desetiletych hoch(

alternativeé nasvedcCuji pr@mery o hodné veétsi nez u = pug = 136,1

kriticky obor: X > x4, kde zy je zvoleno tak, aby za platnosti
hypotézy bylo prekroeno s psti nejvys 5 %
plati (za platnosti hypotézy)

X —136,1 X —136,1
y \/1_: _7
6,4 S.E.(X)

X ~ N(136,1,6,42/15) = 7 = ~ N(0,1)

proto hypotézu zamitame, je-li Z > 2(0,05) = 1,645

v nagem prikladu je Zy = 2210101 /15 — 1,89 > 1,645, takze na 5%

hladiné hypotézu zamitame ve prospéch jednostranné alter-

nativy, ze populacni priumeér za deset roktl vzrostl
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obecné (jednostranna alternativa)

o Hp:p=po
o Hy:u> py

e kriticky obor: X > xg, kde xy je zvoleno tak, aby za platnosti
hypotézy bylo prekroeno s psti nejvys 5 %

e plati (za platnosti hypotézy)
X — g

\/_ ~ N(Ov 1)

e proto hypotézu zamitame na hladiné «, je-li Z > z(«a)

XNN(,LL(),O'Q/n) = 7 = .

e Hy : pu < pg, podobné jako vyse hypotézu zamitame na hladiné «,

je-li Z < —z(a)
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obecné

o Hp:p= po
o Hi:p# po
e kriticky obor: X je prilis daleko od py,

e plati (za platnosti hypotézy)
X — pp

X'rvN(,uo,az/n) = 7 = Vv ~ N(0,1)

e protoZe hladinu musime rozdé&lit na dvé Casti (X << pg a X >> uy
hypotézu zamitame na hladiné «, je-li |Z| > z(a/2)

o
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vySKky desetiletych hoch(

vypocet p-hodnoty: (v Z odelitame vzdy skuteCné platnou stredni
hodnotu, uvedeme ji jako dolini index u P)
za Hg je Z = 2ZH0L/T5 ~ N(0, 1)

p=Pi361 (X >139,1)

X — 136,1 139,13 — 136,1
— P136,1 ( 64 \/ﬁ > 1 \/ﬁ>

Y Y

=P(Z>182)=1—-®(1,82) =1 — 0,965 = 0,035 < 0,05

na 5% hladiné jsme zamitli hypotézu ve prospéch jednostranné
alternativy (kterou jsme zvolili predem, bez znalosti dat!)

prokazali jsme na 5% hladiné vzrast populacniho préiméru
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Sila testu pro u = 140

e sSila testu = pst(zamitnout hypotézu, kdyz tato neplati)

e Mmusime vzit v dvahu, ze p = 140

X —136,1
1—5(140)=P140< 64 ’\/E>1,645>

Y

X — 140 140 — 136,1
:P140< I V15 + 7 \/E>1,645>

140 — 136,1
—p (z > 1,645 — ———— \/ﬁ> = P(Z > —0,715)

Y

—1— ®(—0,715) = 1 — 0,237 = 0,763
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sila

testu v zavislosti na u, n =15 (30, 5)
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shrnuti: Xq,..., Xn ~ N(M,UQ), nezavislé
e predpokladame, ze o > 0 zname

e Hy: = pg (ug Zznama konstanta)

Z:

X — X — g
n — —
o vn S.E.(X)
e kdy hypotézu Hy zamitame (kriticky obor):
— Hy: p # pg (oboustranna alternativa) Z| > z(a/2)
— Hy:p > pg (Jednostranna alternativa) Z > z(«a)
— Hy:p < pg (Jednostranna alternativa) 7 < —z(a)
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Cast&ji: Xq,...,Xn ~ N(ILL,O'Z), nezavislé

e neznameé o > 0 odhadneme pomoci s = \/ﬁ S L(XG - X)?

e Hy: = pg (g znama konstanta)

X — X —
T Mo\/— 10
S.E.(X)
e kdy hypotézu Hy zamitame (kriticky obor):
— Hy : p # pg (oboustranna alternativa) T > t,—1(x)
— Hy:pu > pg (Jednostranna alternativa) T > t,—1(2a)

— Hy:pu < pg (Jednostranna alternativa) T < —t,_1(2a)
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souvislost s intervalem spolehlivosti

e pripomenme interval spolehlivosti pro u

_ — S
X -2t 1(a)<p<X+2t, 4(a)
mn n

o vn v
X —-SE.(X) th_1la) < u< X+S.E.(X) t—1(a)
COzZ lze prepsat jako

X

— i
|T|=' /
Sx

<tp—1 (O‘>

e Hy : u = pp tedy nezamitneme na hladiné « pri oboustranné
alternativé, pravé kdyz pg lezi v 100(1 — a)% intervalu spolehlivosti

e interval spolehlivosti tedy obsahuje takové hodnoty pg, které bychom

jako hypotézu nezamitli
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vysky desetiletych hoch@ (o2 neznamé)
e kriticky obor: X se prilis 1isi od 1o Ve smeru zvolené alternativy

e Spocitame

1 9 2 /
=/ ——((130 — 139.13 . 141 — 139.13 = /42,98 = 6,56
X —136.1
T = /15 = 1,79
6,56

e na 5% hladiné pfi jednostranné alternativé pu > g hypotézu zami-
tame, nebot ¢14(0,10) = 1,76 (p = 4,7 %)

e na 5% hladiné pfi oboustranné alternativé hypotézu nezamitame,
nebot t14(0,05> =214 (p=9,5 %)

e 95% int. spolehlivosti pro populacni prdmér vysek hocht: (135,5;142,8)
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nova uloha: porovnani dvou populaci

e |iSi se desetileté divky vysSkou postavy od desetiletych hoch(?
e |lze predpokladat, ze vysky hoch(
Xi~N(pp,0?), i=1,...,m
e Ize predpokladat, Ze vySky divek
YiNN(,uQ,aQ), 1=1,...,n9
e predpoklad stejnych rozptyll byva splnén, Ize jej ovérit

e Musi jit o nezavislé nahodné vybéry, nelze napr. vybirat souroze-
necké dvojice
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porovnani strednich hodnot nezavislych vybéro

e zifejmé Hy : uy = po (neni rozdil, nulova hypotéza)

e alternativy
— Hy:pp # po (neni-li dévod k jednostranné alternativé)
— Hy: gy > po (bylo cilem dokazat, Zze hoSi jsou vétsi divek)
— Hy:puy < po (bylo cilem dokazat, Zze hoSi jsou mensi divek)

e rozhodovani zalozeno na porovnani pritmérd X a Y:; Cim vice se
liST, tim spiSe zamitnout hypotézu

e je tfeba porovnat s mirou presnosti, s jakou préméry X,Y odhad-
nou skuteCné populacni pr@mery wuy, uo
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porovnani strednich hodnot nezav. vybérf (2)

e k tomu je treba odhadnout také neznamé o2 POMOCI

2 1 e 9 19

§° = X, — X))+ Y,—-Y
ey (- X S )
n1—1 2 ’)’L2—1 2

= Sy + S
n1+n2—2X n1+n2—2Y

(vazeny pr@meér odhadd@ rozptylu v obou vybérech)

e vySka desetiletych d&ti: ny = 15, no = 12, X = 139,13, Y = 140,83,
s% = 42,98, s = 33,79, tudiz s* = 38,94 = 6,24
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Kritické obory

e O Hy: uy = uo se rozhoduje pomoci

T_X—Y nin9 B X—Y
S n| + no S/E(X—Y)

e Hy:py # pp zamitame pokud [T >y, 1n,—2()

e Hy:py > po zamitame pokud T > ¢, 1 p,—2(2c)
o Hj:py < po zamitame pokud T' < —t. 1y, —9(2a)
e vysky desetiletych: T = —0,70 < 2,06 = t5,12—9(0,05)

e na 5% hladiné jsme neprokazali rozdil mezi vySkami desetiletych
hoch@ a divek (p = 48,8 %)
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souvislost s intervalem spolehlivosti
® 1] — o =0 O Kolik se lisi populaCni pr@mérné vysky
e odhadem prodjed=X —-Y = —1,7
e interval spolehlivosti pro delta je

(X=Y)=S.E.(X~Y )ty ny2(a) <8 < (X=Y)+S.E.(X=Y)tp, 1n,o()
Ho zamitame pravé tehdy, kdyz nula neni v int. spol. pro ¢

e pri porovnani vySek hochtl a divek je 95% interval pro ¢

( 1,7 — 624\/—4—— 2,006; 17+624\/—+— 206)

—3,3:6,7)
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priklad: prijimaCcky na MFF

e |iSi se urovni znalosti matematiky uchazeci o studium matematiky
a fyziky?

o ny =104, X =346, sy = 11,4 = \/120 4,
no =114, Y = 31,2, sy = 10,8 = /117,2
s = 11,1 = /123.0

e dostaneme tedy

o 346312 [104-114 _ )5
11,1 104 + 114

e Na 5% hladiné jsme prokazali rozdil mezi dvéma skupinami ucha-
zecl (p = 2,6 %)

e 95% interval spolehlivosti pro rozdil populacnich pramért je (0,4;6,3)
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porovnani strednich hodnot nezavislych vybéri

e zfejmé Hy : uy = uo (neni zadny rozdil mezi populacemi, nulova
hypotéza)

e alternativy

— Hy: py # po (neni-li dé@vod Kk jednostranné alternativé)
— Hy:pp > po (bylo cilem dokazat, Ze hoSi X vétsi divek Y)
— Hy:puy < po (bylo cilem dokazat, Zze hoSi X mensi divek Y)

e rozhodovani zalozeno na porovnani prdmeérd X a Y Cim vice se
liST, tim spiSe zamitnout hypotézu

e je tfeba porovnat s mirou presnosti, s jakou rozdil pramérd X —Y
odhadne skutecCny rozdil populacnich prdmert pu; — o
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Kritické obory dvouvybéroveho t-testu

e O hypotéze H(: u; = po se rozhoduje pomoci

T — X—Y _X—Y nin9
SE(X-Y) s ni + ng

e Hy:py # pp zamitame pokud [T >y, 1n,—2()

e Hy:py > po zamitame pokud T > ¢, 1 p,—2(2c)
o Hj:py < po zamitame pokud T' < —t. 1y, —9(2a)

e s je odhad &2 zaloZzeny na obou vybérech

9 ni—1 5 no—1 o
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provedeni v MS Excelu (stejné rozptyly)

Excel Soubor 1 | Soubor 2
prémer Str. hodnota 139.133 | 140.833
rozptyl Rozptyl 42.981 33.788
rozsah Pozorovani 15 12
spol. odhad rozpt. | SpoleCny rozptyl 38.936
Ho: g — po = Hyp. rozdil str. hodnot O
stupné vol. Rozdil 25
T t stat -0.733
p jednostr. testu P(T<=t) (1) 0.244
tn1+n2—2(204) t krit (1) 1.708
p oboustr. testu P(T<=t) (2) 0.488
tn1+n2—2(04) t krit (2) 2.060

pri oboustranné alternativé nelze nulovou hypotézu zamitnout
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problém nestejnych rozptyl(

predpoklad o stejném rozptylu v obou souborech nemusi byt ve
skuteCnosti splnén

|ze jej ovérit porovnanim odhad( rozptylu F-testem F

Sy
hypotéza Hy: 07 = 0% se proti Hy : 0% # 05 zamitd, kdyZ je

2 2
, S 1 S
bud F ==F> F, _1n,—1(a/2) nebo — == >F, 1, _1(a/2)
Sy F S5

vliastné se veétsi odhad rozptylu déli mensSim odhadem, k tomu se
musi zvolit spravné poradi stupn@ volnosti a hladina

Excel: uvadi kritickou hodnotu a p-hodnotu pro jednostrannou

alternativu; p-hodnotu je treba vynasobit dvéma
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MS Excel: Dvouvybérovy F-test pro rozptyl

Soubor 1 | Soubor 2

prémer Str. hodnota 139.13 140.83

rozptyl Rozptyl 42.98 33.79

rozsah Pozorovani 15 12

stupné vol. | Rozdil 14 11
F F 1.27
P P(F <= f) (1) 0.349
F krit (1) 2.739

ve skuteCnosti je P(F > 1,27) = 0,349, takze p = 20,349 = 0,698
pro oboustrannou alternativu bylo pouzito FM,H(O,OQS) = 3,359
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dvouvybeéerovy t-test pri nestejnych rozptylech

e neni-li udrzitelny predpoklad o stejnych rozptylech, |ze pouzit pfri-

blizny t-test (Welchav, jiny odhad S.E.(X —Y))

T

- SE(X-Y) sy v

e kde s¢_y je stfedni chyba X —Y

2
S
X
Sx_v = VU] T 19 ’Ulzn—
1

4

e Hy se zamita, je-li |T| > t¢(a), kde f = 23)2_1?2
'Ul ’U2

n1—1+n2—1

e na3 priklad T = —0,713, f = 24,69, ¢ (0,05) = 2,061, p = 0,482
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provedeni v MS Excelu (nestejné rozptyly)

Soubor 1 | Soubor 2
prémer Str. hodnota 139.133 | 140.833
rozptyl Rozptyl 42.981 33.788
rozsah Pozorovani 15 12
Ho g — po = Hyp. rozdil stf. hodnot O
stupné vol. f Rozdil 25
T t stat -0.713
p jednostr. testu | P(T<=t) (1) 0.241
tf(2a) t krit (1) 1.708
p oboustr. testu | P(T<=t) (2) 0.482
tf(a) t krit (2) 2.060

pri oboustranné alternativé nelze nulovou hypotézu zamitnout
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souvislost s bodové biserialnim korel. koef.

e bodove biserialni korelaCni koeficient vypovida o sile zavislosti mezi
spojitou a nula-jednickovou veliCinou (v sou€asném oznaceni)

X-Y nin9
Thic =
oIS sall | (n1 +no)(ny +ng —1)

® POMOCI 7Tpis 1ze vyjadrit testovou statistiku dvouvybéerovéeho t-testu

T — T'bis Jn—2

V 1 - T%is

e stejny vztah plati i pro (Pearson@v) korelacni koeficient r

e Nas priklad rpis = —0,139
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porovnani podilt (priklad)

e podil matek, které oznacily téhotenstvi za planované:
matky jen se zakladnim vzdélanim: 14 z 34 (41,2 %)
matky aspon s maturitou: 44 z 65 (67,7 %)
matky bez ohledu na vzdélani: 58 z 99 (58,6 %)

o ny =34, f; = 0,412, ny = 65, f, = 0,677, f = 0,586

e Nutno odhadnout rozptyl f; — fo:

_ _ _ | 1
var (f1 — fo) = var fi+var fo = f(1 - f) <—+—>

ni n?
0,412 — 0,677

Z =
o014 (3 + )

— 254  p=20—3(—254)) =11 %
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porovnani podild

e dva nezavislé vybery
Y7 absolutni Cetnost jevu v prvnim vybéru rozsahu ng
Y> absolutni Cetnost jevu ve druhém vybéru rozsahu no

e hypotéza Hy: m = mo, 1j. podily jevu v obou populacich stejné
e statistika Z porovnava relativni Cetnosti f; = Yi/ny, fo = Ys/n9
J1— /o Y1+ Y
1, 1 I = ni + no
VA= (o 5)
Hi : m # my zamitat pro |Z] > z(«a/2)

Hi:m < my zamitat pro Z < —z(«a)
Hi:m > my zamitat pro Z > z(«)

Z:
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souvislost s Ctyrpolnim korel. koef.

vyskyt jevu

vybeér ano ne celkem
1 Y1 ny — Y1 nq
2 Y2 no — YQ no

celkem | Y1 +Yy ni+no—Y — Yy | ny+ng

e pomoci Ctyrpolniho korelaCniho koeficientu ry 9 Ize Z zapsat jako

Z =\/n1+ no 9.9

14 2034
o priklad | 44 21 | 65 rop = =i = —0,256
58 41|99

Z =+/99 - (—0,256) = —2,54, x> =99 - (—0,256)% = 6,47, p = 1,1 %
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Mann@v-Whitney@v (Wilcoxon@v) test

e CO kdyz nelze predpokladat normalni rozdéleni?

e necht Xy,..., Xy, a Y7,..., Yy, jsou nezavislé vybéry ze spojitého
rozdéleni (napriklad vék matek, stredni délka zivota muz@ pri na-
rozeni ve dvou skupinach zemi, potratovost ...)

e postup zalozen na poradi bez ohledu na vybér

e idea: kdyby nebyl mezi populacemi rozdil, byla by pr@mérna poradi
v obou vybérech podobna
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priklad: potratovost (Cechy vers. Morava)

kraj | Pha  St¢ J¢ Pl KV Us Lb
potratovost | 4.03 4.02 4.11 4.70 5.65 5.80 4.98
poradi 7 6 3 10 12 13 11

kraj HK Par Vys JM Ol Z| MS
potratovost | 4.33 3.38 3.57 3.70 3.65 3.42 3.87
poradi 9 1 4 3 2 5

e Hj: shoda populaci (zejm. mediant), H; : neshoda
e kam patri kraj VysocCina? vynechame jej

e primeérné poradi Ceskych kraja: 77/9=8,56
Wi =74+64+84+104+12+4+134114941=77

e pr&meérné poradi moravskych krajt: 14/4=3,5

Wo=4+3+2+5=14
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priblizné rozhodovani (nq,no desitky)

o Wi, W5 souCty poradi, pouzitim centralni limitni veéty
- W= ni(n; +n9+1)/2
\/nlnz(nl +ng+1)/12

e za hypotézy (neni rozdil mezi populacemi) je Z ~ N(0,1)

Z

e hypotézu zamitame, je-li |Z| > z(a/2)
e NAas priklad:

77— 9% 14/2

Z:
VO 4% 14/12

= 2,16 > 1,96 = 2(0,05/2) p=31%

e Na 5% hladiné jsme prokazali rozdil
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presny vypocet p-hodnoty

zajima nas, nakolik je nads vysledek (W =77, Wy = 14) vyjimecny

mame celkem nqy + ny = 13 pozorovani, Ctyfi z nich (Morava) lze
vybrat celkem (143) = 715 zp@soby

kolik z nich vede k tak extrémné nestejnym prdmeérnym poradim?

budeme hledat, kolik Ctveric oznaCenych za moravské by dalo v
souCtu nejvys 14, jak nam doopravdy vyslo

vzdy plati Wi+ Wy = (n] +n9)(ny +ng+1)/2 =091
(soucCet Cisel 1+2+...+n1+ny)

stacCi zabyvat se jedinou ze statistik Wy, W5, zpravidla tou pro mensi

Vybeér
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prehled moznych cCtveric,
Vv nichz je soucCet poradi nejvys 14

~NPBDNO =
O P WHR

O WNHK
IO WN R
NI W IN K
NS DN
W~NWN -
Wo AN R
Worh wr
00 WN -
PO OTNOR
SO R W N
OO W N
oo AN

1 1 1 1 1 1 1 1 14 1 14 14 1 1

e nejvysS 14 mohl byt soucCet poradi za platnosti hypotézy s pravdeé-
podobnosti p; = 12/715 = 0,01678

e Mmusime vzit v avahu také situaci, kdy by byla na Moravé velka
poradi, p-hodnotu nutno zdvojnasobit, tedy p =24/715 =34 %
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parove testy

e predpoklad nezavislosti porovnavanych vybérd musi opravdu byt
splnén, jinak dostaneme nesmysl

e typické poruSeni predpokladu nezavislosti je u parovych dat
— meéreni na stejnych objektech ve dvou rdznych €asech
— méreni na stejnych objektech pred zasahem a po ném (oSetrent)

— meéreni na rodicich

e postup
— spocitaji se a hodnoti rozdily (zmény)

— prejde se k uloze s jedinym vybérem
— maji-li rozdily normalni rozdéleni, pak parovy t-test
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priklad: vySka rodict

rozhodnout o tvrzeni, ze populacni pridmeér vysek otcd je o 10 cm
VELSI nez populacni primér vysek matek

otcové: Y = 179,26, sy = 6,78, nq = 99
matky: 7 = 166,97, Sy — 6,11, 79 =99

otcové jsou (ve vybéru) v praméru o Y — Z = 12,29 cm vy3si
smérodatna odchylka rozdilu je 8,14 (méné, nez kdyby byly vysSky
rodi¢@ nezavislé ...6,7824+6,112=9,132)

stFedni chyba rozdilu prameéra je 8,14/4/99 = 0,819

rozhodneme podle statistiky

12,29 — 1
7 |12 9—10
0,819

' — 2,801 > 1,084 = t05(0,05/2)  p=0,6 %
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parovy t-test:

necht (Y1,77)...,(Yn, Zn) nezavislé dvaojice, X; =Y, — Z;

necht X, ~ N(,M,O'Q)

neznamé o > (0 odhadneme pomoci s = \/ﬁ LK — X)?

Ho: = pg (ug znama konstanta, zpravidla 0)

ro Xk _Xow oo
S.E.(X) s
hypotézu Hy zamitame (kriticky obor):
— Hy: p # pg (oboustranna alternativa) T > t,—1(x)
— Hy:pu > pg (Jednostranna alternativa) T >t,12a)
— Hy:p < pg (Jednostranna alternativa) T < —t,_1(2a)
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priklad: klesa potratovost?

Y, | 24.7 2b.7 31.6 243 26.8 30.6 21.1 23.5 26.9 225 23.1 24.9
Z; | 23.1 23.6 27r.9 222 234 279 215 26.0 243 23.9 21.2 2b5.7
X; 1.6 2.1 3.7 2.1 3.4 27 -04 -25 26 -14 19 -0.8
R 4 6 12 7 11 10 1 8 9 3 5 2

pouZzijeme (daje z 12 okres@ v letech 2000 (Y;) a 2001 (Z;)

hypotéza Hg: v obou letech potratovost stejna, rozdily dany na-
hodnym kolisanim; Hy : potratovost klesa (jednostranna alt.)

za Hy by rozdily meély kolisat symetricky kolem nuly
za H; by mély previadat kladné rozdily, spise velké

pradmeérné poradi z 8 kladnych rozdild: 8 (soucCet 64)

pr&meérné poradi ze 4 zapornych rozdilt 3,5 (soucet 14)
180




parovy ilcoxonQv test

necht (Y1, Z1)...,(Yn, Zn) nezavislé dvaojice, X; =Y; — Z;
Hy : Y;, Z; maji stejné rozdéleni (populace jsou stejné)

maji-li Y;, Z; stejné rozdéleni, pak X; = Y; — Z; jsou symetricky
rozdélena kolem nuly

postup

— vyloucCit nulové hodnoty X; (tedy shodné hodnoty Y;, Z;), podle
toho pripadné zmensit n

— urcit poradi R absolutnich hodnot |X;| = |Y; — Z;|

— urCit W soucCet poradi pdvodné kladnych hodnot X;

— podle W rozhodnout
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rozhodovani

e Na zakladé centralni limitni véty lze pouzit
- W—=nn+1)/4
Jnln+1)(2n +1)/24

Z

e hypotézu o shodé zamitneme, bude-li |Z| > z(a/2)
e pfi jednostranné alternativé porovnat Z s z(a)
e pro maly pocet dvojic (do deseti) radé&ji pouzit tabulky

e piiklad (W = 64,n = 12, jinou metodou presné je p = 2,6 %))
B 64 —12-13/4
V1213 -25/24

= 1,961 > 1,645 = 2(0,05),p = 2,5 %
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pripomenuti prikladu: klesa potratovost?

Y, | 24.7 2b.7 31.6 243 26.8 30.6 21.1 23.5 26.9 225 23.1 24.9
Z; | 23.1 23.6 27r.9 222 234 279 215 26.0 243 23.9 21.2 2b5.7
X; 1.6 2.1 3.7 2.1 3.4 27 -04 -25 26 -14 19 -0.8
R 4 6 12 7 11 10 1 8 9 3 5 2

pouZzijeme (daje z 12 okres@ v letech 2000 (Y;) a 2001 (Z;)

hypotéza Hg: v obou letech potratovost stejna, rozdily dany na-
hodnym kolisanim; Hy : potratovost klesa (jednostranna alt.)

za Hy by rozdily meély kolisat symetricky kolem nuly
za H; by mély previadat kladné rozdily, spise velké

pradmeérné poradi z 8 kladnych rozdild: 8 (soucCet 64)

pr&meérné poradi ze 4 zapornych rozdilt 3,5 (soucet 14)
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parovy ilcoxon@v ( ilcoxon signed rank) test

necht (Y1, Z1)...,(Yn, Zn) nezavislé dvaojice, X; =Y; — Z;
Hy : Y;, Z; maji stejné rozdéleni (populace jsou stejné)

maji-li Y;, Z; stejné rozdéleni, pak rozdily X; =Y; — Z; jsou symet-
ricky rozdéleny kolem nuly

postup

— vyloucCit nulové hodnoty X; (tedy shodné hodnoty Y;, Z;), podle
toho pripadné zmensit n

— urcit poradi R, absolutnich hodnot |X;| = |Y; — Z;

— urCit W soucCet poradi pdvodné kladnych hodnot X;

— podle W rozhodnout
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rozhodovani

e Na zakladé centralni limitni véty lze pouzit
- W-EW W —n(n+1)/4
SE.(W)  \/n(n+1)(2n+1)/24

e hypotézu o shodé zamitneme, bude-li |Z| > z(a/2)
e pfi jednostranné alternativé porovnat Z a z(«a)
e pro maly pocet dvojic (do deseti) radé&ji pouzit tabulky

e piiklad (W = 64,n = 12, jinou metodou presné je p = 2,6 %))
B 64 —12-13/4
V1213 -25/24

= 1,961 > 1,645 = 2(0,05),p = 2,5 %
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poznamky K vypoctu
e nezapomenout vyloucCit nulové rozdily

e shodnym absolutnim hodnotam rozdilm priradime jejich pr@meérné
poradi:

e Excel 2000 reSi problém shod nestandardné (bohuzel)

e jednoducha ukazka

X, |4 252 -6 -4 27
X;] | 4 2 5 2 6 4 27
Rf |45 2 6 2 7 45 2 8
Excel | 4 1 6 1 7 4 1 8
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parovy znaménkovy (sign) test

hodnoti pouze pocCet kladnych a zapornych rozdild, nezalezi na
tom, jak jsou rozdily veliké (slabsi test nez Wilcoxon@v)

Hq @ Y;, Z; maji stejné rozdéleni; za hypotézy oCekavame, ze pocCty
kladnych a zapornych X; jsou podobné

oznaCme Y pocet kladnych X, z celkem n nenulovych, za hypotézy
Y ~ bi(n,1/2)

priblizné rozhodovani (centralni limitni véta)
Y —n/2 2Y —n
n/4 Vn

pri jednostranné alternativé porovname Z a z(«)

7 —

, zamitat pro |Z| > z(«/2)
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poznamky

e Pro znaménkovy test neni treba znat hodnoty Y}, Z;, stacCi védet,
ktera z moznosti Y; > Z;, Y; < Z;, Y; = Z; nastala
e nasd priklad o mozném poklesu potratovosti (n =12,Y =8)
2-8—12

7 = — 1,155, —P(Z > 1,155) = 1 — ®(1,155) = 0,124
Nip p = P( ) (1,155)

e pri malych hodnotach n (do 30) se doporucCuje Yatesova korekce

Y —n/2l —1/2 0 —n| —1
Dapes = L —2Z 2 Gty —yy = B M = oy — )
n/4 Vv

e nas priklad (YYatesova korekce, jinym zplsobem presné p =0,194)
2-8—12|—1

| |

V12

1=0,866, p=1—o(0,866) = 0,193
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Regrese

e na rozdil od korelace (sila zavislosti) hledame tvar (zp@sob) za-
vislosti, zajima nas také prdkaznost zavislosti

e snazime se z danych hodnot regresortl (nezavisle proménnych)
predpovédét hodnoty zavisle proménné (odezvy)

e snazime se variabilitu (kolisani hodnot) odezvy vysvétlit kolisanim
regresord

e prvné v tomto smyslu F. Galton (1886) pri vySetrfovani zavislosti
vySky synld na pr@imeérné vysce rodiCd: synové rodiCl o dva palce
vySSich nez prémér vSech rodicd byli v pr@méru jen o palec vySsi
nez prdmeér syn; dvoupalcova odchylka se nereprodukovala celq,

byl patrny navrat (regres) k préméru
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priklad: souvisi umrtnost se zemeépisnou Sirkou?

mortality

180 220

140

100

30 35 40 45

latitude

umrtnost na melanom na 10 000 000 obyvatel v statech USA
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regresni primka

e chovani Y (umrtnost, mortality) vysvétlit linearni zavislosti na x
(zemépisna Sirka, latitude)

e kazdé zem. Sirce odpovida jakasi stredni umrtnost, ta zavisi na
zemepisné Sirce linearné

EY;::BO—'_le?:? 7:217"'7”

e parametry [y, 31 odhadneme metodou nejmenSich Ctverct mi-
nimalizaci pres gy, 31 soucCtu Ctverct ,svislych” odchylek

n

S (Y — By — Bry)?

1=1

e vysledné minimum (pro by, b;) — rezidualni soucet Ctvercu Se
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nas priklad

koef. odhad | stf. chyba | t-stat. P
abs. Clen | 389,19 23,81 | 16,34 | <0,001
latitude — 5,98 0,60 | — 9,99 | <0,001

e odhad zavislosti est(mortality) = 389,2 — 5,98 latitude

e S kazdym stupném sev. Sirky klesa umrtnost v prlmeéru o 6 osob
na 10 000 000 obyvatel

e Na rovniku by umrtnost mela byt 389 jednotek, ale je to extrapo-
lace mimo rozmezi znamych hodnot — velmi nejisté

e zavislost je pr@kazna, nebot v Ffadku pro z (latitude) je p <0,001
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obecné

odhadnuta zavislost y = by + by, modelova y = By + B«

zavislost na x prokazujeme testovanim hypotézy Hgy: 8; = 0 proti
oboustranné alternativé pomoci

bl bl ~ 2 e
T = = — , —x)°, zamitame pokud [T > t,, _

rezidualni soucet Ctverctl — nevysveétlena variabilita odezvy
Se =31 (V; — (bg + byz;))?  rezidudlni rozptyl s? = Se/(n — 2)

koeficient determinace ukazuje, jaky dil variability odezvy (tj.
n L (Y; — Y)?) jsme zavislosti vysvétlili
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nas priklad a tabulka analyzy rozptylu

st. vol. | soucCet Ctvercl | pr@m. Ctverec
variabilita f SS MS F D
model 1 36 464,20 36 464,20 | 99,797 | <0,001
rezidualni 47 17 173,07 365,38
celkem 48 53 637,27
e kolisani iUmrtnosti vysvétlime zavislosti z 68 %
17173,07  36464,20
21— A = = 0,680
53637,27  53637,27
e na 30. stupni oCekavame umrtnost 389,19 — 5,98 - 30 = 209,86,

na 40. stupni oCekavame umrtnost 389,19 — 5,98 - 40

150,08
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mUlzeme predikci zlepsit?

koef. odhad | stf. chyba | t-stat. P
abs. Clen | 401,17 28,04 | 14,31 | <0,001
latitude — 5,93 0,60 | — 9,82 | <0,001
longitude 0,15 0,19 0,82 0,418

e neni prkazné, ze by koeficient u longitude byl nenulovy (nezamit-
neme hypotézu, ze koeficient je nulovy)

e koeficient determinace R? =0,684 (p@vodné 0,680)
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mQOzeme predikci zlepsSit?

koef. odhad | str. chyba t-stat. P
abs. Clen | 360,69 21,50 16,78 | <0,001
ocean 20,43 4 83 4,23 | <0,001
latitude — 5,49 0,53 | —10,44 | <0,001

e koeficient determinace R?=0,770

e pri ,,stéhovani* z vnitrozemi k oceanu po rovnobézce roste umrt-
nost v prlmeéru o 20 osob na 10 milion& obyvatel

e je to ekvivalentni vnitrozemskému stéhovani o 20,43/5,49 = 3,72
stupn@ na jih

e Na kazdy stupen stéhovani na sever klesa amrtnost o 5,5, pokud

se nezméni vztah k oceanu
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mortality

100 140 180 220

lattitude

vnitrozemské staty: y=360,69-5,49 X

primorské staty: y=(360,69+20,43)-5,49 x =381,12-5,49 X

|lze oVé&rit, Zze pfimky mohou byt rovnobé&zné (p =99,6 %)
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pozor na interpretaci odhadd (priklad)

zavisi procento tuku dospélého muze na vysce?
pokud ano, tak s vysSkou roste nebo klesa~?

zavisi na tom, jak se na ulohu divame, co bereme v Uvahu
est(fat) = — 55,91 4+ 0,391 height R2 = 14,0 %
est(fat) = 13,29 — 0,273 height + 0,627 weight R? = 69,5 %

ve vSech pripadech jsou koeficienty na 5% hladiné pr@kazné& nenu-
lové

rozdil je v kvalité vyrovnani, ale zejména v interpretaci

primeérna zmeéna procenta tuku pri jednotkové zmeéné vysky

(a nezménéné hmotnosti pro druhy model)
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regrese v MS Excelu 2000

Excel 2000 oznaceni
absolutni Clen Hranice by
odhad Koeficienty b;
stfedni chyba odhadu Chyba stredni hodnoty S.E.(b;)
koeficient Nasobné R vV R?
(mnohonasobné) korelace
koeficient determinace Hodnota spolehlivosti R R?
adjustovany koef. det. Nastavena hodnota spol. R Rgdj
resid. smér. odchylka Chyba stredni hodnoty S
pocCet pozorovani Pozorovani n
pocCet st. volnosti Rozdil
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obecné predpoklady

e tvar zavislosti: zname jak vysvétiovana veliCina zavisi na vysvet-
lujicich

e homoskedasticita: pro vSechny kombinace hodnot vysvétlujicich
veliCin je rozptyl vysvétiované veliCiny konstantni

e hezavislost: nahodné slozky vysvétlovanych veliCin jsou nezavislé
e hormalita: nahodna slozka ma normalni rozdéleni
e predpoklady Ize ovérovat (regresni diagnostika)

e Nékdy pomohou transformace
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obecné predpoklady pro regresni model

tvar zavislosti: zname jak vysvétlovana veliCina zavisi na vysvét-
lujicich

homoskedasticita: pro vSechny kombinace hodnot vysvétlujicich
veliCin je rozptyl vysvétiované veliCiny konstantni

nezavislost: nahodné slozky vysvétlovanych veliCin jsou nezavislé
normalita: nahodna slozka ma normalni rozdéleni
predpoklady Ize ovérovat (regresni diagnostika)

nékdy pomohou transformace
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pouziti rezidui

e pOoMoCi regrese hledame model pro zavislost nebo predikci (stredni
hodnoty) pristich pozorovani

e celkovou schopnost vysvétlit zavisle proménnou hodnotime po-
moci koeficientu determinace

Se i 1(Y; o YDQ

1=

no(Y;,-Y)?: m (Y —Y)?

RZ=1-—

e v Citateli posledniho vyrazu rezidua
ui = Y; —Y;
(rozdil namérena - vyrovnana hodnota vysvétlované proménné)

e rezidua lze pouzit k hodnoceni (diagnostice) regrese
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diagnostika pomoci rezidui

e histogram rezidui nebo normalni diagram (k ovéreni normalniho
rozdélent)

e grafické znazornéni bodt [Y;,u;] nebo [xz;, u;] (k ov&Feni konstant-
niho rozptylu &i tvaru zavislosti)
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ukazky diagnostiky

vlevo: rezidua spise kladna nez zaporna, mozna jsme méli radéji vy-
svétlovat odmochninu z mortality

vpravo: normalni diagram, ukazuje, ze s predpokladem o normalnim
rozdélenim neni problém (body té&sné kolem primky)

Normal Q—Q Plot
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nekonstantni rozptyl (trychtyrovité rozSirovani mraku rezidur)

— ® ®
o ®
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S = e
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_% g o _— . ‘ .............................
® e ®
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N | | | | |
100 300 500
areakE fitted(aE)
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log(airportsk)
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vlivné pozorovani (prvni pozorovani daleko ve vodorovném sméru)

Q
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log(areaE) fitted(aE)
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ukazka transformace: pocet letist na plose evropského statu

airports

200 300 400 500 600

100

log(airports)

2 e+05 4 e+05
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T T T T
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y=46+0,0009 x;log(y)=3,3+0,000007 x;log(y)=-6,5+0,97 log(x)
R*=514 %;  R*=48,0 %; R* = 86,1 %
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pocet letiSt: vynechat Lucembursko?

log(airportsE)
2 3 4 5 6

1

I I I I I I
8 9 10 11 12 13

log(areak)
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pocet letiSt: po vynechani Lucemburska

log(airportsE)
45 50 55 60 65

I I I I I
11.0 11.5 12.0 12.5 13.0

log(areaEk)
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stejnd zavislost pro Japonsko, Cinu, Australii?

7.0

6.5

®
& hin
Australia

6.0

log(airportsE)
55

4.5

4.0

10 11 12 13 14 15 16

log(areaE)
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shrnuti

e regrese slouzi pro
— predikci (stfednich hodnot) budoucich pozorovani
— prokazovani zavislosti na zvoleném regresoru
— OVvérovani modelu o zavislosti

e Nnejsou-li splnény zakladni predpoklady = pochybné zavéry
— obtizné lze predikovat mimo obor méreni
— je-li malé R?, nespolehliva predpovéd, ale zavislost m@Ze byt
prokazatelna
— vysvétlovana proménna moaze zaviset na vice nezavisle promeén-
nych, nutna opatrnost (confounding)
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poznamky

e souvislost regresni primky a korelaCcniho koeficientu: testovou
statistiku pro Hy: 81 =0 Ize spoCitat také jako

T = "y vVn — 2

1—r%y

e je-li |T| velke, zavislost je prokazana, lze pouZit (nutno predpokla-
dat normalni rozdélent)

e metoda nejmensSich Ctvercl je velmi citliva na mimoradné umis-
téna pozorovani

e priklad: pocet letist vers. velikost statu (oboji v logaritmech)
— vSech 9 statq: r=0,717; T =2,720:; »p=3,0 %

— bez Lucemburska: r =0,654; T =2,226; p=7,9 %
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Spearman@v korelacni koeficient

e vlastné korelacCni koeficient poradi

e Citlivé reaguje i na nelinearni, ale monotonni zavislost

e K prokazovani zavislosti netfeba normalni rozdéleni, slabsi test

e pro n > 10 Ize predpokladat rgv/n — 1 ~ N(0,1)

e zavislost (proti oboustranné alternativé) prokazana, pokud
rgvn — 1] > z(a/2)

e zavislost (proti jednostranné alternativé) prokdazana, pokud

revn —12> z(a) resp. rgvn —1 < —z(a)
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priklad: pocet letisSt (presns p =2,9 %)

plocha 78,9 43,1 337,0 547,0 357,0 301,2 92,4 244,8
letist 114 119 159 475 613 135 66 489
R; 2 1 6 8 7 5 3 4
Qi 2 3 5 6 8 4 1 7
R, — Q; 0 -2 1 2 -1 1 2 -3
(Ri — Q;)? 0 4 1 4 1 1 4 9

Hy : pocCet letist nezavisi na velikosti statu
H, : pocCet letist roste s velikosti statu (jednostranna alternativa)

6 n 6 - 24 144
n(nZ — 1) E(Ri —Qif=1- Si—1) "o
Zy=rgvn—1=0,714- V7= 1,89
p=P(Z>7))=1—9(Z)) =1—-10,971 = 0,029
na 5% hladiné jsme (pri jednostranné alternativé) zavislost prokazali
218
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vyrovnavani
e mechanismus k vyhlazovani dat, spise technicky

e cilem je napr. nahradit chybé&jici pozorovani (budouci pozorovani
— predikce, chybéjici pozorovani - interpolace) nebo odstranit
nahodilé vykyvy

e Casto (nas priklad) porudSen predpoklad nezavislosti pozorovani,
proto by obycCejna regrese dala nespravné presnost odhad(, testy
O parametrech,

e koeficienty nelze snadno statisticky hodnotit, nékdy vibec

e Nnejen metoda nejmensich Ctvercl
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casoveé rady
e SpOjity znak méreny v pravidelnych Casovych intervalech

e slozeno z nékolika slozek
— trend (dlouhodoby vyvoj)
— sezonni slozka (periodicka slozka se znamou periodou, napr.
denni/rocni chod teplot, Ctvrtletni chod ekonomickych veliin)
— periodicka slozka (s nezndmou periodou)
— autokorelace (chybové slozky na rozdil od regrese nejsou mezi
sebou nezavislé)

e prvni dvé slozky lze vedle regrese odhalit pomoci
— klouzavych préméra
— exponencialniho vyrovnavani

e prokazat pomoci regrese
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priklad: HDP v CR po c¢tvrtletich (b&zné ceny)

hdpM
600 700

500

400

1996 1998 2000 2002 2004

obdobi
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pfiklad: HDP [mil. K]

e predikce bez ohledu na kvartaly: 360,4 4+ 33,3 (rok-1995)
pro 3. Ctvrtleti 2004 tedy predpovéd 680,5

e predikce s ohledem na kvartaly

est(HDP) = 339,4 + 33, 1(rok — 1995)
est(HDP) = (335,3 + 38,5) + 33, 1(rok — 1995)
est(HDP) = (335,3 + 30,2) + 33, 1(rok — 1995)
est(HDP) = (335,3 +18,1) + 33, 1(rok — 1995)

predpovéd tedy 335,3 4+ 30,2 + 33,1 - (2004,75—-1995) = 688,6

e predikce s ohledem na autokorelaci (odhad autokorelacniho koefi-
cientu p =0,59): 688,6 + 0,59 - 16,7 = 698,4

e skuteCnost: 702,2
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autokorelace, periodicita

e specialni postupy pro zbyvajici slozky (periodicka slozka s nezna-
mou periodou, autokorelace), nelze mechanicky pouzit linearni re-
gresi Ci linearni vyhlazovani

e nahodné (chybové) Cleny v regresnim modelu by mély byt ne-
zavislé, nékdy ale dany Clen zavisi na predchozim; sila zavislosti
popsana pomoci autokorelaCniho koeficientu p
— kladné p: po sobé& jdouci Cleny podobné (Casty pripad)

— zaporneé p: po sobe jdouci Cleny nepodobné
— p =0: po sobé jdouci Cleny nezavislé (v regresi se pozaduje)

e autokorelaci a periodicitu lIze prokazovat (odhadovat, hodnotit)
az po odstranéni trendu a sezonniho kolisani
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klouzavé prdméry (moving averages)

e pozorovani Y; porovnavame s primérem z m sousednich pozoro-
vani (v€etné Y; samotného), napr. pro m =5
1
g(Yz'—2 +Y; 1+ Y+ Y + Yo
e snaha vvyhladit nahodilé vychylky, zachovat ,,pr@dmérny* vyvoj

e vhodné zejména Kk interpolaci, k nalézani dosud prehlizenych sys-
tematickych vlive

e U HDP vezmeme nejprve v ovahu linearni trend a Ctvrtletni perio-
dicitu, spocitame rezidua (to, co nevysvétlime linearnim trendem
a Ctvrtletnimi sezonnimi vykyvy)
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priklad: klouzavé pr@meéry rezidui (m =7)

10

resid(aMK)

-10

-20
I

1996 1998 2000 2002 2004

obdobi[1:38]
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exponencialni vyrovnavani

e predstava: v poslednim pozorovani se projevuje vliv vSsech pred-
chozich

e tento vliv je postupné utlumovan: nejvetsi vliv ma predchozi po-
zorovani, nejmensi pozorovani v €ase nejvzdalenéjsi

e vazeny prdmeér mezi predpovedi predchoziho pozorovani a skutec-
nym predchozim pozorovanim

wY; 1+ (1 —w)Y;
e w — Vvaha , historie”, Cim je vétsi, tim méné kolisani

e pouzitelné k predpovédi

226



priklad: exponencialni vyrovnavani (699,4 pro w=0,1, 690,6 pro w=0,25)

hdpM
400 500 600 700

obdobi95
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exponencialni vyrovnavani rezidui (704,0 pro w=0,1, 701,6 pro w=0,25)

10

resid(aMK)
0
|

-20

1996 1998 2000 2002 2004

obdobi[-39]
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multinomické rozdéleni

e zobecnéni binomického rozdéleni na k-tici nahodnych veliCin Xy, ..., X,
e parametry n,my,...,m, (0<m; <1, m+...+7=1)

e n Nezavislych pokus(

e v kazdém pokusu praveée jeden z k£ moznych vysledk(

e j-ty vysledek s pravdépodobnosti T

o Xj — pocet pokusd, v nichz nastal j-ty mozny vysledek, tedy nutné

X1+...+Xr=n
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priklady multinomického rozdéleni

e predvolebni przkum
— n — pocet tazanych
— m; — skuteCny podil voliCl j-té strany v populaci
— X; — pocet (Cetnost) volict j-té strany ve vybéru

e hody hraci kostkou
— n — pocet hod(l
— 7,...,mg — pravdépodobnosti jednotlivych stran kostky
— X1q,...,Xg — absolutni Cetnosti jednotlivych stran kostky
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viastnosti multinomického rozdéleni

e kazda slozka ma binomicke rozdeleni: X; ~ bi(n,wj)
e Stredni hodnota: px; = nmj, rozptyl: G%(j = nwj(l — 7rj)
e (pro zajimavost) kovariance: cov(X;, X;) = —nmjm  j #1

e asymptoticka vlastnost chi-kvadrat (velka n, nm; > 5)

k 9
X = Z , ~ Xk—1

e X, — empiricke Cetnosti,
nm; — oCekavané€ (teoretick€) Cetnosti
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priklad: hraci kostka A

e test jednoduché hypotézy
e n— 100 hodd kostkou

o X1 =12, X5 =21, X3=14, X, = 15, X5 = 21, X5 = 17

e 0Cekdvané Cetnosti za hypotézy n; =...=mg = 1/6:
nm =...=nmng = 100/6 = 16,67
5 (12 —16,67) (17 — 16,67)2 2
= + ...+ — 4,16 < x£(0,05) = 11,07
X 16,67 16,67 x5(0.05)

p=>52"7%
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priklad: hraci kostka B (1)

e n— 100 hodd kostkou

o X|=15Xo=16,X3=7,X, =6, X =15, Xz = 41

e oCekavané Cetnosti za hypotézy m = ... = 7w = 1/6:
nmy =...=nmng = 100/6 = 16,67
5 (15 —16,67) (41 — 16,67)? 5
= +. o+ — 48,32 > x#(0,05) = 11,07
X 16,67 16,67 X5(0.05)

e zfrejmeé je nutno zamitnout hypotézu, ze kostka je symetricka
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priklad: hraci kostka B (2)

e n = 100 hod@ kostkou

o X1 =15Xo=16,X3="7,X, =6, Xs =15, Xz = 41

e nulova hypotéza: my=... =75 =1/10,m1 =5/10=1/2
e OCekavané Cetnosti za hypotézy:
nmwy =...=mnm; = 100/10 = 10, nmg = 100/2 = 50
15 — 10)? 15— 10)2 (41 — 50)?
x2=( = ) +...+( = ) +( = ) = 12,72 > x2(0,05) = 11,07

e zfejme je nutno zamitnout i tuto hypotézu
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priklad: hraci kostka B (3)

e n = 100 hod( kostkou

o X1 =15,X90=16,X3=7,X4,=06,X5 =15, X5 =41

e nulova hypotéza: ng=5/10=1/2

e hypotéza o jediné Cetnosti — binomické rozdéleni

e na 6. prednasce jsme urcili pfiblizny 95% interval spolehlivosti pro
pravdépodobnost Sestky: (0,31; 0,51)

e 1/2 je v tomto intervalu, na 5% hladine nelze zamitnout
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test homogenity r vybeéer(

X1y, X5 -ty vybér z multinomického rozdéleni s parametry

Mies Tils - - -5 ik (t=1,...,7)

Hop : pravdépodobnosti jsou ve vSech srovnavanych populacich
stejné: w;1 = my,..., . = 7 (Nezavisi na populaci)

cetnosti usporadame do kontingencni tabulky

— n;; — pocet j-tych vysledkd v i-tem vybeéru

— Nje = Zj nij jsou radkové marginalni Cetnosti (rozsahy vybért)

— Nej = y_;Ny;j jSOU sloupcoveé marginalni Cetnosti (Cetnosti moz-
nych vysledk@ bez ohledu na vybér)

— N =) Nje =_jNej = ;2. ;Nij J& celkovy poCet pozorovani

Nej — MNiellej
n n

oCekavané cetnosti tak budou o;; = n;e
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test homogenity r vybér(

e empirické Cetnosti porovhame s Cetnostmi oCekavanymi

r k 2
5 (nij; — 045)
oy s
i=1 =1

)

e plati-li hypotéza, ma vysledné chi-kvadrat rozdéleni chi-kvadrat
s (r —1)(k — 1) stupni volnosti

e hypotézu o shodé pravdépodobnosti v r populacich zamitame, je-li
92 2
X" 2 X(r—l)(k—l)(a>
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maji obé kostky stejné Sestice pravdépodobnosti?

e empirické Cetnosti (kontingencni tabulka)

All2 21 14 15 21 17| 100
B|15 16 7 6 15 41100
27 37 21 21 36 58| 200

e oCekavané Cetnosti (za hypotézy): 27-100/200=13,5, ...
A | 13,5 18,5 10,5 10,5 18 29 | 100
B|13,5 18,5 10,5 10,5 18 29| 100
27 37 21 21 36 58] 200
5 (12 —135)% (21 —18,5)? (41 — 29)2

X2 = = 18,13 > 11,07 = x2(0,05
35 185 T a9 = x5(0.05)

hypotézu o shodé& psti na obou kostkach zamitame (p = 0,3 %)
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priklad: vzdelani matek

vzdélani
porodnice | zakladni stredni VS | celkem
Praha 23 (24,0) 30 (33,2) 17 (12,7) 70
venkov 11 (10,0) 17 (13,8) 1 (5,3) 29
celkem 34 47 18 99

e \V zavorce jsou oCekavané Cetnosti za hypotézy, ze podily tri vzdé-
lanostnich skupin jsou v obou populacich shodné
(23 — 24)2+(30 — 33,2)2+(17 — 12,7)2+(11 — 10)2+(17 — 13,8)2+(1 —5,3)?
24 33,2 12,7 10 13,8 5,3

X = 6,12 > x3(0,05) = 5,99, p=47%

e bylo tfeba o;; > 5 pro vSechna i,
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test nezavislosti

e vySetrujeme soucasné dva znaky v nominalnim meéritku u n ne-
zavislych statistickych jednotek

® n;j je pocet jednotek, kde je souCasné -ta hodnota prvniho znaku
a j-ta hodnota druhého znaku

e celkem je ¢-ta hodnota prvniho znaku u n;e = >_; n;; Jednotek, j-ta
hodnota druhého znaku u ne; = >2; n;; jednotek

e kdyby byly znaky nezavisle, byl by pro kazdou hodnotu jednoho
znaku pomér mezi Cetnostmi hodnot druhého znaku podobny,

~ - P . (PP EITY o~ _ . . ~
proto oCekavané Cetnosti o;; = == (podminéné psti stejné)

e vypocCet X2 a jeho hodnoceni stejné jako u homogenity
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priklad: planovana téhotenstvi

e U kazdé matky zjistovany dva znaky: dosazené vzdélani, zda té-

hotenstvi planovano

vzdélani zakladni stredni VS celkem
neplanovano | 20 (14,1) 16 (19,5) 5 (7,5) 41
planovano 14 (19,9) 31 (27,5) 13 (10,5) 58
celkem 34 47 18 99

e vSechny oCekavané Cetnosti dostateCné velké

x> = 6,68 > 5,99 = x5(0,05), p=35%
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a b a+b

Ctyrpolni tabulka| ¢ d |c+d
a+c b+d n

95 nla-d—>b-c)?
X T latblctrdatc)brd
umrti na vné€jsi priciny v roce 2003
pricina MuZi zeny celkem
dopr. nehody | 1097 (1130,3) 362 (328,7) | 1459

sebepoSkozeni | 1365 (1331,7) 354 (387,3) | 1719
celkem 2462 716 3178

3178(1097 - 354 — 362 - 1365)2

2 2

= = 8,05 > 0,05) = 3,84 = 0,5

X 1459 - 1719 - 2462 - 716 x1(0,05) b /
prokazali jsme neshodu mezi muzi a zenami, souvislost s pohlavim

vlastné prokazali neshodu podil@ pfi nehodach (odhady 44,6 %, 50,6 %)
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zobecnéni dvouvybeérového t-testu
(pozadoval normalni rozdéleni v aspon dvou nezdvislych vybérech)

e priklad: souvisi vySka otce se vzdélanim matky?
(soucet Ctverctl = soucet Ctverc odchylek od prdméru)

vzdélani | rozsah | pr@mér | soucCet Ctvercl | smér. odch.
zakladni 34 177,1 1188,7 6,0
stredni 47 179,5 1909,8 6,4

VS 19 182,8 1027,1 7,8
celkem 99 179,3 4511,2 6,3

e soucet souctd Ctverct 1188,74+1909,84+1027,1=4125,6, kdezto
kdyz nehledime na vzdélani, tak 4511,2, rozdil je 385,6

e je to dost k tomu, aby bylo prokazano, ze se tri skupiny liSi popu-

lacnim prédmeérem??
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model analyzy rozptylu (» nezavislych vybérg)

X11, X19, ... 7X1n1 ~ N(ul, 0'2) prvni vybeér (Skupina)
Xo1, X9, -+ s Xopy ~ N(ug,cf?) druhy vybér (skupina)

X1, X9y ooy Xppy ™~ N(W,JQ) r-ty vybér (skupina)

e zobecneéni hypotézy dvouvybérového t-testu Hy: g1 = ... = ur

e rozhoduje se na zakladé rozkladu soucCtu Ctverc(

r Ny r r Ny
SN X — Koo)' =Y ni(Xje — Xeo)? + D D (X5 — Xia)®
i=1j=1 i=1 i=14=1
variabilita: celkova = mezi vybéry + uvnitr vybérQ
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oznaceni: X;q = %2]2:1 Xij, Xeo = —Zr 12

zr: gj(Xz‘j — Xeo)? Z Z (X3 )+ (Xje — X..))2

i=17=1 1=1j5=1
ron;
:ZZ(XZ] +ZZ zo_Xoo
1=15=1 1=17=1
r N o r . o
- Z Z(XZ] _ Xi‘) T Z ni(Xz'o — Xoo)
i=17=1 i=1
protoze
oM B B - T B n; )
Z Z(ij - Xio)(Xio - Xoo) = Z(Xzo — X.o> Z(X%J — Xio) =0
i=1 =1 i=1 j=1
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tabulka analyzy rozptylu

variabilita soucCet Ctv. | st. vol. | prm. Ctv. F P
mezi vybéry 385,6 2 192,81 4,49 | 0,014
uvnitr vybeérad 4125,6 96 43,0

celkova 4511,2 98

e soucet Ctvercd uvnitr skupin = soucCet souctd Ctverch, stupné vol-
nosti v radku uvnitr skupin: n —r

e primeérné Ctverce: vzdy soucCet Ctverca/stupné volnosti; plati-li Hy,
pak oboji pr@meérné Ctverce podobné; Cim je prdm. Ctverec mezi
skupinami vétsi, tim spis Hy zamitnout

e Hy zamitnout, je-li F > F,._1,_,(a) (tabelovano)
o priklad: F} 96(0,05) = 3,09, na 5% hladiné jsme prokazali, ze vyska

otcl souvisi se vzdélanim matek (ale hladina testu)
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analyza rozptylu — predpoklady

r nezavislych vybérd (nelze obejit)
stejné rozptyly ve v3ech skupinach (lze testovat)

normalni rozdéleni (lze ovérit stejné jako u regrese, pomoci rezi-
dur)

néekdy pomQze transformace, napr. logaritmy hodnocené veliCiny

Kruskaldv-Wallistv test — zobecnéni dvouvybérového Wilcoxonova
testu: hodnoti se poradi misto pdvodnich hodnot, zda jsou pr0G-
Mmérna poradi podobna
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priklad: véek matky ~ vzdélani matky

vzdélani | rozsah n; | prdmér X, | prdm. poradi | souCet poradi T;
zakladni 34 23,4 30,1 1025
stredni 47 26,3 55,7 2618
VS 18 28,5 72,6 1307

e rozhoduje se pomoci upravené F-statistiky z analyzy rozptylu:

12
Q =

n(n+1)

TTQ

Yt —3(n+1)

i=1 T

e kde T; je soucCet poradi -té skupiny

e kriticky obor: @ > x?_,(a) (dostatecn& velkd n;)

o Q=29.48 > 599,

p < 0,0001
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