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e CcviCeni na pocitacich

— od Ctvrtka 24. unora ve Vinicneé 7, 1. patro B5

— V paralelce 16—18 studentd

— nutno se prihlasit, prednost maji studenti bez zapoctu

— zapocet za aktivni acast (vCetné odevzdani soubord@ podle po-
zadavk@ cviciciho)

— nutno mit aktivni ucet na siti, znat svoje heslo

— NCSS (Number Cruncher Statistical System)

e zkouSka v B5

— jen se zapoctem, prihlasovani pres SIS
— kombinace pisemné a ustni

e literatura
— K. Zvara: Biostatistika. Karolinum
e konzultace patek 10:00—11:00, 2. patro, Sokolovska 83, Kazrll’n



statistika:

e popisna (data stru¢né popsat, néco z dat ,,vydolovat")
e induktivni (tvrdit néco nového, zobecnit na vétsi soubor, zalezi
na interpretaci)

priklady dat:

e VYSKy (vySka desetiletych chlapct/divek)

e déti (pohlavi, porodni hmotnost a délka, hmotnost a délka v jed-

nom roce, vék otce a matky, pocet onemocnéni otitidou v prvnim
roce véku)

e kojeni (hmotnost a délka porodni a ve 24. tydnu, vék a vyska
obou rodica, zda téhotenstvi planovano, zda dudlik, porodnice)
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co mérime (zjistujeme) a kde

mérime na mnoha statistickych jednotkach (osoba, obec, stat,
pokusné pole ...)

mérime (zjistujeme) hodnoty znakt

znak - vliastnost mérena na objektu (statistické jednotce)
zjiSténou hodnotu vyjadrujeme ve zvoleném méritku (stupnici)
na jedné jednotce mazeme meérit nékolik znak@ (mozna zavislost)
merime na skupinach jednotek — souborech

zajimaji nas hromadné vilastnosti (les, ne jednotlivé stromy)

mazeme porovnavat vlastnosti znaku mezi soubory
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Mmeéeritka

e nula-jedniCkové (muz/zena) pouze dvé mozné hodnoty

e nominalni (porodnice, pohlavi, odr@da) seznam vsech rozliSitel-
nych hodnot, faktor

e ordinalni (vzdélani matky,. .., stupen bolesti) hodnoty nominal-
ntho méritka usporadany, usporadany faktor

e intervalové (rok narozeni, teplota ve °C) stejné vzdalenosti sou-
sednich hodnot, ,,0 kolik je mensi?"

e pomérové (hmotnost, vyska, vék) srovnani se zvolenou jednot-
kou, , kolikrat je veétsi?“



méritka (2)

e kvalitativni: nula-jedniCkové, nominalni, casto i ordinalni

e U kvalitativnich se zpravidla udavaji cetnosti jednotlivych hodnot
(kolikrat ktera nastala)

e kvantitativni (spojité): intervalové, pomérové, nékdy ordinalni
(neni spojité)

e hodnoty kvantitativnich — Cisla



veliCina

e Ciselné vyjadreny vysledek meéreni, pokusu

e hodnoty znak( v intervalovém, pomérovém meéeritku jsou husté —
spojita veliCina

e Cetnosti hodnot znak@ v nula-jedniCkovém, nomindlnim (i ordi-
nalnim) méritku — diskrétni veliCina

e U veliCin pouzivame charakteristiky nékterych hromadnych vlast-
nosti (charakteristiky polohy, variability)

e statistika (téz) funkce pozorovanych hodnot



popisné statistiky

1, o, Tn zjigtd&né hodnoty
ry, T3, - T mozné hodnoty (rtizné)
ni, no, - Nm cetnosti hodnot

m
n1+n2+...+nm:Zn]~:n
j=1

n - - N .
— = ... _ relativni ¢etnosti
n n T

J
N; => n; kumulativni Cetnosti
i=1

N~

pro kumulativni Cetnosti nutno aspon ordinalni méritko



histogram (histogram, barplot)

e grafické znazornéni Cetnosti (poctd hodnot kvalitativni veliCiny)

e plocha (vySka) obdélniku umérna Cetnosti

e relativni Cetnosti daji jen jiné méritko

e podobné vyseCovy diagram pro relativni Cetnosti (podily né&ja-

kého celku)

priklad kojeni (vzdélani 99 matek):

vzdél. | zdakl. | maturita VS celkem | pozn.

azj 1 2 3 mozné hodnoty

oy 34 47 18 99 absolutni Cet.
nj/n 0,343 0,475 0,182 1,000 | relativni Cet.
nj/n 343 % | 47,5 % | 18,2 % | 100 % | relativni Cet.

N 34 381 99 kumulativni Cet.
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histogram u spojite veliCiny — tridéni: vSechny hodnoty z daného

intervalu (t;_y,t;)

nahradime prostredni hodnotou z* =

hmotnost d&ti (priklad dé&ti)
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absolutni a kumulativni Cetnosti

kumulativni Cetnosti ukazuji vzdy podil déti, jejichz hmotnost je nej-
vySe rovna t;
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empiricka distribucni funkce: relativni Cetnost hodnot, které jsou
nejvyse x

ocCet (xz; <

1,0 -

0,6 -

0,2 -

| | | | |
0.0—=¢—9 10 11 12 13 hmot.
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x — VYSKy desetiletych hoch(

1 1 2 3 4 5 6 7 8
z; | 130 | 140 | 136 | 141 | 139 | 133 | 149 | 151
() 9 10 11 12 13 14 15
x; | 139 | 136 | 138 | 142 | 127 | 139 | 147

Fr)
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usporadany seznam hodnot, variaCni rada

< < ... <
L) =22 = =%(n)
poradi na které misto se dané pozorovani v usporadaném seznamu

dostane (pri shodé prmérné poradi)
miry polohy pozadavky na miry polohy:

pla+ X) = a+ p(X)
ub-X)=>b-u(X) b>0

— pricteme-li ke kazdé hodnoté konstantu a, priCte se stejna kon-

stanta k mire polohy
— vynasobime-li kazdou hodnotu kladnou konstantou b, vynasobi se

mira polohy stejnou konstantou
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$:5($1+x2+...+$n):52$i

~r

meér s vyuzitim Cetnosti (n =3 ;n;)

__1 * *
T =—(nx] + noxy + ... + nmxy,)
n




e median (dolni a horni polovina hodnot)

=N

/

\

8
+

1) n liché

(TL
% (:E(%> + ZE(%_H)) n sudé

M‘

e MIiNIMUM, Mmaximum

e variaCni prumeér

Lmin =2 (1)

L'max :CB(n)

1

(w(l) T x(n)> = — (Tmin + Tmax)

2
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e p-ty percentil (dolnich 100p % hodnot)
(rada postup@, zde interpolace)

r=|(n+1)p) celd Cast (n+1)p

P

g=(n+1p—r zlomkova &ast (n+ 1)p

zp = (1 — @)z(p) + gz (1)

e dolni kvartil (hodnota oddélujict doIni Ctvrtinu): |Q) =z

e horni kvartil (hodnota oddé&lujici doiIni tfi Ctvrtiny): |Q3 = T34

e modus z mejCastéjsi hodnota (s nejvétsi Cetnosti)
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Krabicovy diagram (box-plot, box and whisker plot)

| | / o

odlehlé pozorovani

pozorovani je odlehle, je-li vzdaleno od blizSiho kvartilu o vice nez

3
5(@3 — Q1)
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priklad vySky divek (n=12)

j 1 2 3 4 5 6 7 8
y; | 131 132 135 141 142 143 146 151
n; 1 1 1 4 1 1 2 1
pof.| 1 2 3 55 8 9 10,5 12
1
g =5 (13141324 ...+ 151) = 140,83
1 1
y:§(y(6)—i—y(7))25(141—1—141):141
r=[12+1)/4=3  ¢=(12+1)/4-3=1/4
3 1
Q1 ="y(3) + () = 0,75+ 135+ 0,25 - 141 = 136,5

Q3 = 0,25 - 143 + 0,75 - 146 = 145,25
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miry variability
pozadavky na miry variability (méritka):
ola+ X)=o0(X)
ob-X)=b-0(X) b>0

— pricteni konstanty miru variability neovlivni
— vynasobeni vSech hodnot kladnou konstantou b znamena vynaso-

beni miry stejnou konstantou

e SMméerodatna odchylka
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rozptyl s2 (nespliuje druhy pozadavek, s; = b’s2)

rozpéti R = xmax — Tmin

kvartiloveé rozpéti | R = Q3 — Q

variacni koeficient (nesplihuje ani jeden pozadavek)
porovnani variability pri rdznych drovnich

Sx

ng —

T

entropie (pro nominadlni, pozadavky nemaji smysl)
M n: n;
H=— —JIn 2

(nezavisi na oznaceni hodnot)
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priklad vysSky divek

1
2 _ & . 2 . 2
Sy =11 (131 — 140,83)% + ... + (151 — 140,83)%)

= 33,788
sy = /33,788 = 5,813
R =151 — 131 = 20
Rg = 145,25 — 136,5 = 8,75

priklad vztah muza ke koureni (zakladni vzdélani):

4 14
H:—( In +...+781n78>:1,000689
17 117 17 117

ostatni kategorie vzdélani: 1,025939;1,109783;1,217334
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2z-SKOr (normovana velicina)

hodnoceni vlastnosti na poloze a variabilité nezavislych
e Sikmost (prdmér 3. mocnin z-skorfl)

1 & 3 1 & fx;—x\?
g - tyna o Ly (me

1 & 4 nosxs— )\
go=—> 2z — Z—Z(Z ) —3
i=1 n, Sz
g1, go S€ pouzivaji k posouzeni normality
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e Normalni diagram

— k ovérovani predpokladu normalniho rozdéleni
— pomoci srovnani bodd s primkou
— reakCni doba: gy = 0,521, go = —0,321

Normal plot of react

Sample Quantiles
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! !

0.30
|

0.25
|

Theoretical Quantiles




nahore porodni délka: g; = —0,893, g0 = 3,511
dole vék matek: g; = 0,760, go = 0,013
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srovnani soubor@ dat (spojita veliCina)
e |lze chapat jako zavislost spojité veliCiny na nula-jedniCkové
e krabicové diagramy resp. empirické distribuCni funkce
e priklad: hmotnost chlapctl a divek (vlevo) v jednom roce)
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zavislost dvojice znakl

e dvojice znakl — (neni totéz co dva znaky!)

— moznost porovnani hodnot jednoho pri rdznych hodnotach dru-
hého
— zkoumani zavislosti

e kontingencni tabulka

— Cetnosti vSech kombinaci obou kvalitativnich znakd
— v procentech v dané skupiné (pro danou hodnotu jednoho
znaku)
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priklad koureni u muzu

vzdélani zakl. odb. mat. VS | celk.| o
nekurak 14 55 55 73| 197 | &7

byvaly kufak 11 28 44 42| 125 |
Kurak 14 24 24 17 79 | & 7

silny kufrak 78 189 175 106 | 548 | _
celkem 117 296 298 238 | 949 | 8 7
(zdola: nekurak, byvaly kurak, kurak, 8 -

silny kurak)

50

zakl. odb. stg. V
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procenta vztahu ke koureni podle vzdélani

0 50 100 150 200 250

vzdélani zakl. odb. mat. VS celk.
nekurak 12,0% 18,6% 18,5% 30,7% | 20,6%
byvaly kurak 9,4% 95% 14.8% 17,6% | 13,2%

kurak 12,0% 8,1% 8,1% 7,1% 8,3%
silny kurak | 66, 7% 63,9% 58,7% 44,5% | 57,8%
celkem 100% 100% 100% 100% | 100%

10

08

0.6

0.4

0.2

zakl. odb. st@. \4 zakl. odb. st@. \4

0.0

(zdola: nekurak, byvaly kurak, kurak, silny kurak)
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e zavislost spojitych velicin (bodovy diagram)

o

S

S e

—

e
®

o
_ 8 | - .. @

> ° °
S g °
= [ J ‘ [ ]
< ® © o e ®
@ S - ® - ®e . °
| oo ®e
E ~ ® . ®
e o ° e e®oe
E S 1 e  J L I -®

~ ® o ®

® ® p4
® ®
o® ® ® ®

o ®

S | e ®

3 °

I [ [ [ I
2000 2500 3000 3500 4000

porodni hmotnost

31



Nahodné jevy
e nahodny pokus vysledek nejisty, s opakovanim roste stabilita
frekvence moznych vysledk(

e nahodny jev tvrzeni o vysledku nahodného pokusu, podmnoziny
mnoziny {2

e jisty jev () nastava vzdy

e Nemozny jev () nenastava nikdy

e podjev: BC D znamena B= D

e jev opacny: D < neplati D

e prunik jeva B N D nastaly oba jevy

e Sjednoceni jevll D U B nastal aspon jeden

e neslucitelné jevy BN D =) -



Bc D= P(B)<P(D)

Sy

velikost plochy odpovida pravdépodbnosti
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BND=0)=

P(BU D) = P(B) + P(D) P(BU D) =P(B)+P(D) - P(BND)

velikost plochy odpovida pravdépodbnosti
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Pravdépodobnost P(B)

e Objektivni Ciselné vyjadreni , nadéje', ze nastane B

e Mmodelovy protéjsek relativni Cetnosti

e vlastnosti psti
-[o<PB <1
~ [P(Q) =1,P(0) =0
— | BND=0=P(BUD)=P(B)+P(D)
— |P(BUD)=P(B)+P(D)—P(BND)
— |BC D= P(B)<P(D)
— |P(B)=1-P(B)




e klasicka definice psti

— m stejné pravdépodobnych elementarnich jevl w;
— mp elementarnich jevQ priznivych B

P(B) = %

e priklad

— hazi se dvéma kostkami (modra, zelena)

— B — soucet aspon 10

6
36
(priznivé moznosti: 6+4,64+5,6+6,54+5,546,4+6)

m=6-6=36;, mp=6 = P(B)
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priklad rodina: tri

sourozenci, celkem 8 elementarnich jev( wq,...

D nejmladsi je divka, P(D)=4/8=1/2
B v rodiné je jedina divka, P(B) = 3/8

BN D jedina divka je nejmladsi, P(BN D) =

P(BUD)=P(B)+ P(D)

Wi D | B | BnD | BuD | C
(m, m, m) +
(f,m,m) | + | + + + +
(m, f,m) + + +
(f,f,m) | + + |+

(f f f) | + -+
(m, f, f)
(f,m, f) | + +
(m,m, f) + -
1/8
~P(BND)=3+3—4=1
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C' nejstarsi je hoch, P(C)=4/8=1/2
Kdyz vime, zZe nejstarsi je hoch (C), jaka je pak pst, ze nejmladsi je
divka (D)7

2/4 =1/2

pst jevu tedy D nezavisi na tom, zda plati C
nezavislost: pst jevu D nezavisi na tom, zda B nastal Ci nenastal
podminéna pst (pst D za podminky B)

P(DNB
P(D|B) = MmDNB _ mpnB/m _ ( )

mp mpg/m P(B)

nezavislost D, B

P(DNB)=P(D)P(B)

D, B nezavisle jevy
38



priklad rodina: (B — v rodiné je jedina divka, D — nejmladsi je divka)

1 3 4
P(BND)=_#2 - =P(B) P(D)= B,D zavislé

P(BND) 1/8 1
I = o) T T
P(BND) 2/8 1
I = e T T
P(B)zg
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priklad HWE (zakon Hardydv-Weinberg@v)

e diploidni populace

e Na daném lokusu dvé alely: A,a

e pst dominantni alely A v populaci: p

e pst recesivni alely a v populaci: g=1—p

e Nnezavislé sdruzovani alel znamena
P(AA) = P(A) - P(A) = p’
P(aa) = P(a) - P(a) = ¢’

P(Aa) = P(A)-P(a) + P(a)P(A)



déti (otitidy a zanéty HCD)

podminéno HCD

HCD bez HCD | celkem

bez otitidy | 5168 2088 7256
otitida 2747 163 2910
celkem 7915 2251 10166
HCD bez HCD | celkem

bez otitidy | 0,508 0,205 0,714
otitida 0,270 0,016 0,286
celkem 0,779 0,221 1,000
HCD bez HCD | celkem

bez otitidy | 0,653 0,928 0,714
otitida 0,347 0,072 0,286
celkem 1,000 1,000 1,000

_bez
otitidy

otitida

HCD bez HCD
65,3 % 92,8 %
34,7 %
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déti (otitidy a zanéty HCD)

podminéno otitidou

HCD bez HCD | celkem

bez otitidy | 5168 2088 7256
otitida 2747 163 2910
celkem 7915 2251 10166
HCD bez HCD | celkem

bez otitidy | 0,508 0,205 0,714
otitida 0,270 0,016 0,286
celkem 0,779 0,221 1,000
HCD bez HCD | celkem

bez otitidy | 0,712 0,288 1,000
otitida 0,944 0,056 1,000
celkem 0,779 0,221 1,000

otitl§%

otitida

HCD bez HCD

71,2 %

23,8 ¥

94,4 %
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predpoklady:

— Hy,..., H neslucCitelné
— sjednoceni Hy,...,H; — jev jisty
k
vzorec pro uplnou pst = > P(C|H;)P(H,)
7=1
Bayestliv vzorec
P(H,|C) P(C|H;)P(H;)  P(C|H;)P(H;)
p _ _
P(C) > P(CIH)P(H;)

Hy,...,H — hypotézy
P(Hy),...,P(Hy) — apriorni psti
P(H{|C),...,P(H|C) — aposteriorni psti
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— | AN

P(H,|C) =

P(H1|C)
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priklad deti C — otitida
H; — vyskyt zanétu HCD

Hj P(HJ) P(C|HJ) soucin
bez HCD 0,221 0,072 0,016
jednou HCD 0,223 0,276 0,061
opakované HCD | 0,555 0,376 0,208
soucet 1,000 0,286
P(C) = 0,286 P(H;5|C) = 0,576 - 0,505 _ 0,728
0,286

pst opakovaného zanétu HCD u otitid
pst opakovaného zanétu HCD u vSech

pst opak. zanétu HCD u NEotitid

P(H;3|C) = 0,728

P(H3) = 0,555

P(H;|C) = 0,485
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priklad: senzitivita, specificita testu

D,D — nemocna/zdrava osoba

P, P — pozitivni/negativni vysledek testu
P(P|D) — senzitivita testu (0,98)
P(P|D) — specificita testu (0,99)

P(D) — incidence nemoci (apriorni pst) (0,001)

P(P|D)P(D) P(P|D)P(D)
P(D|P) = S
P(P|D)P(D) + P(P|D)P(D) P(P)
B 0,98 - 0,001 ~0,00008 0,080
©0,98-0,001+0,01-0,999 0,01097
o 0,99 - 0,999
P(D|P) ’ ’ = (0,99998

~ 0,99 - 0,999 + 0,02 - 0,001
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nahodna veliCina

e Ciselné vyjadreny vysledek nahodného pokusu
e kazdému elementarnimu jevu priradime realné Cislo
e diskretni rozdéleni

— model pro poclty pripadd (Cetnosti)
— mozné hodnoty z*
— psti hodnot P(z7) (pstni funkce)

e Spojité rozdéleni

— model pro spojitou veliCiny (délka, vaha, koncentrace . ..

— interval moznych hodnot
— hustota f(z)

a7



Priklad rodina: nahodna veliCina — poCet dévcCat

rozdéleni X dano hodnotami z* a pstmi téchto hodnot

Wi

Ry

(m, m,m)

(ma m,

)
(m, f,m)
)

(f7m7m

(f, f,m)
(f,m, f)
(m, f, f)

(f, £, f)

WINDNDDNNDEFE PR RO

J

j :13;k m; | P(X = :13;)

1 0 1 1/8

2 1 3 3/8

3 2 3 3/8

4 3 1 1/8
soucet 8 8/8

4
m = Z m; =8

.

| —
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distribucni funkce

e diskrétni rozdéleni F(z) =) P(X =1t)

Fx(z) =P(X < x)

t<x
e Spojité rozdéleni F(x) = [*_ f(t)dt zrejmeé pak: f(x) = dg;@
e Vvlastnosti distribucni funkce
0< F(x) <1
neklesajici: r] < 19 = F(x9) > F(27)

Plz) < X <x9) = F(xg) — F(x)

P(X <z9) =P(X <z1) + P(z; < X < x9)

F(x9) = F(x1) + Pz < X < x9)



priklad

pro diskrétni rozdéleni: rozdéleni pocCtu dévcat X

j i | m; | P(X =) | Fx(z})

1 0 1 1/8 1/8

2 1 3 3/8 | 4/8

3 2| 3 3/8| 7/8

4 3] 1 1/8| 8/8
soucet 8 8/8

=
S

O =P =W =
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geometricky vyznam distribuCni funkce

Y
F(x2) = P(X < a9

/

Pz < X < x2)¢

Fla1) = P(X < a1

0 \5 EJ
= (1 < X < x9) = o

P(X <) = P(X <)+ Plag < X <)
F(x9) = F(x1)+ Pz < X < x9)
Py < X < x9) = F(x9) — F(z1)
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vyznam hustoty spojitéeho rozdélent:

@20, [ fla)de =1

Yy Plxs < X < z3+9)

Plz1 < X < 2 90) y=1=)

Tixy+ 90 T2 x9 + 6 T
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p-kvantil z, je urCen pozadavkem

D y:F(:U)
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kriticka hodnota z(«a) je urCena pozadavkem P(X > z(a)) = «

1 — o y = F(x)

y y = f(z)
l — o
! z(a) T
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stredni hodnota u

e Mira polohy, populacni prameér
e metoda vypocCtu se znaci E X
e vypocCtena hodnota se znaci u
e vazeny prdmeér moznych hodnot

e diskrétni (vahami jsou pravdépodobnosti)

Ly = Zx;P(X =)
J

e spojité (misto vah je hustota)

px = /_O:O rf(z)dx
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priklad rodina

j| my | ar | P(X=2a7) | z; P(X =ua
1] 1 0 0,125 0,000
21 3 1 0,375 0,375
3| 3 2 0,375 0,750
41 1 3 0,125 0,375
soucet 1,000 1,500

1

3

3 |
—0.-41.-2492.243.2
BX S S S 3

=0-0,125+1-0,375+2-0,375+3-0,125

—15
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rozptyl ¢ (smér. odchylka o)

e Mira variability, populacni rozptyl
e velikost kolisani kolem stredni hodnoty
e Mmetoda vypocCtu se znaci var X

e pOomoci stredni hodnoty

ox =E (X —px) =EX*—p

o diskrétni JA%(:Z(:B;—MX)Q'D(XZIE;)
J

o SpPOjité 0% = [ (z — px)* fx(z)dz



. 2 2
j|xi | pj x| (2 —px) | (2 — ux) Py
100,125 1,5 2,25 0,28125
2| 10,375 -0,5 0,25 0,09375
3| 20,375 0,5 0,25 0,09375
4|3 1]0,125 1,5 2,25 0,28125
> 1,000 0,0 0,75000

px = 1,5
U%( = Z(fE}E—MX)QPj
J
— (0—1,5)%-0,1254 (1 — 1,5)*- 0,375
+(2-1,5)%-0,375+ (3 — 1,5)% - 0,125
= 0,75
ox = /0,75 = 0,866025
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sdruzeneé rozdelent:
zajimame se o spole€né chovani dvojice (trojice,...) nahodnych ve-
licin, tedy chovani nahodneho vektoru

Priklad rodina

X — pocCet dévcCat v rodiné s tremi détmi

Y — pocCet dévCat mezi dvéma starSimi détmi
Z — pocCet hochl v rodiné s tfremi détmi

rozdéleni nahodného vektoru (X,Y)
pro€ nemad smysl vySetrovat vektor (X, 7)7
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sdruzené rozdélent:
popisuje spoleCné chovani X,Y pomodci jejich sdruzen€ého rozdéleni:

P(X =a;,Y =y;)| resp. fxy(z,y)

marginalni rozdéleni — chovani jedné veliCiny

P(X:mf):ZP(X::c;k,Y:y;) V!

P(Y =yj) ZP =z}, Y =) Yy
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Priklad rodina

X pocet dévcCat v rodiné s tremi détmi
Y pocCet dévCat mezi dvéma starSimi détmi

Wy

8

I\
.

(m, m,m)

(m,m, f)
(m, f,m)
)

(f7m7m

(f, f,m)
(f,m, [)
(m, f, f)

(f, £, f)

WINNDNNEFE PP RO

NN R RO R RS

OIRLrF FEFINDNDNDW

vj
T 0 1 2 celkem
0 0,125 0 0 0,125
1 0,125 0,250 0 0,375
2 0 0,250 0,125 | 0,375
3 0 0 0,125 | 0,125
celkem | 0,250 0,500 0,250 | 1,000

61




kovariance vyjadruje zavislost nah. veliCin:

oxy =E(X —pux)Y —py)

oxy =) > (x] —pux)(y; — py)P(X =z],Y =y])
U

oznaceni metody vypoctu: cov(X,Y)

zfejmé plati |cov(X, X) =var X | tj.

2
O'X,X = O'X

pro nezavislé nahodné veliCiny plati

:P(X::cff)P(Y:y;f), V(?C%k,y}'f)

jsou-li X,Y — nezavislé =

oxy =10

(nikoliv obracené)
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priklad deéti: vypocet stredni hodnoty, rozptylu a kovariance

Y
0 1 2 celkem
0,125 0 0 0,125

0,125 0,250 o) 0,375
o) 0,250 0,125 | 0,375
o) o) 0,125 | 0,125
celkem | 0,250 0,500 0,250 | 1,000

w N~ ol

pwx =0-0,1254+1-0,375+2-0,37543-0,125 = 1,5
py =0-0,250+1-0,500 + 20,250 = 1
% =(0—1,5)2-0,125+ ...+ (3—1,5)%-0,125 = 0,75
ot =(0—1)2-025+(1—1)2-05+(2—1)%-025=0,5
oxy =(0—15)-(0—=1)-0,125+(1—1,5)- (1 —1)-0,250 4. ..
X,Y — zavislé, nebot napr. 0,250,125 # 0,125

0,5
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vlastnosti populacniho prédméru a rozptylu
(srovnej s pozadavky na miry polohy a miry variability)

PatXx = 0+ px, pax = Brx,
2 _ 2 2 429
Oa+X = 0X> ogx = B ok,
TatX = O0X; opx = |Blox,

pro soucCet nahodnych veliCin X +Y plati

UX+Yy = BX T+ By
2 2 2
OXty =0x toy +20xy
oXY = pro nezavislé X,Y

Ox.iy = 0% + 0oy pro nezavislé X,Y
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ukazka ddkazu:

Haotpx = E (a+ BX)
=2 (o4 Baf)P(X = z7)

=Y aP(X =z})+ > BziP(X = z)
=a) PX =a])+8) ziP(X =z)
=a+0BEX=a+0ux

normovani nahodné veliCiny X (populac¢ni obdoba z-skorfl)

_ X —px

oXx
= pz =0, oz =1

Z (bezrozmérné!)
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normovana verze veliCiny umoznuje vysetrovat viastnosti nezavislé na
poloze ux a variabilité (mé&fitku) o%:
(populacni) korelacni koeficient (correlation coefficient)

X—px Y —py\  oxy
ox oy OXOy
(populacni) Sikmost nahodné veliCiny X (skewness)

3
= E (X—ux> _E(X —px)?

Ox O'g)(

(populacni) Spi€atost nahodné veliCiny X (kurtosis, nékdy se neode-
Cita 3)

PXy = COV (

-3

4
vy — E <X_NX> _3:E(X—MX>4
ox o3

66



Dullezita diskrétni rozdéleni

e alternativni (nula-jedniCkové) rozdéleni

zdar nebo nezdar (pouze dvé mozné hodnoty)
PX=1)=nmPX=0=1-m (0<7<1)
EX=1-7+0-(1—-7m)=m

varX =(1—-n)? -7+ (0—-m)? - (1—m)=n(l )

e binomickeé rozdé&leni Y ~ bi(n, )

n nezavislych pokusd takovych, ze
P(zdar) ==, P(nezdar)=1—m, (0 <7 <1)
Y je poCet zdaru v téchto pokusech

P(Y =k) = (Z)Wk(l—w)n_k, E=0,1,...,n
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e vyjadreni binomického rozdéleni pomoci alternativniho

— Y =>",X,;, X; — zda zdar v i-tém pokusu
— varY =var (3" X;) =>" ;var X; =nn(l —7) (nezavislost X;!)

e Poissonovo rozdéleni X ~ Po(}\)

— zakon vzacnych (ridkych) jeva

— kolikrat nastal jev béhem jednotkového Casového intervalu, na
jednotkové ploSe, v jednotkovém objemu . ..

— IP(X =k) = /\—ke—A

k!

— EX =X, var X =\

— pro velké n a malé 7 Ize rozdéleni bi(n,7) aproximovat pomoci
rozdéleni Po(n)

k=0,1,...
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04

03
|

Y=Y
02
._

01

bi(10,0,1) (UseCky) aproximované pomoci Po(1) (teCky)
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e normalni (Gaussovo) rozdéleni X ~ N(M,O‘Q)

— |[EX =pu, var X = o2

— N(0,1): p(x) = \/LQ_We_wz/Q, d(z) = [T, p(t)dt (hustota, distr. fce)

— X ~N(p,0%), pak Z = 2_£ ~ N(0, 1)

_ b — _ _
P(a<X<b):P(a P oz < ”>:<I>(b ”)—cb(a “)
o o) o o

— V ma logaritmicko-normalni rozdélent:

nV ~ N(,LL,O'Q)

— aproximace binomického rozdéleni bi(n,7) normalnim
N(nm,nm(1 — 7)) (pouzitelné, pokud nn(l —m) > 9)
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hustota N(u,o?)

34,13 % 34,13 %

2,14 % 2,14 %
13,59 % 13,59 %

w— 30 w— 20 w—o M u+o w20 u~+ 30



Kritické hodnoty
e normaini rozdéleni N(0, 1)
Z ~ N(0,1) : P(Z > z(a)) = «
ze symetrie plati P(|Z| > z(a/2)) = «

e Studentovo t-rozdéleni t; (podobné normalnimu, ale pouziva
odhad s parametru o, proto ma vétsi rozptyl)

T ~1t,:P(T| > tp(a)) = «

«

0,10

0,05

0,01

z(/2)

1,645

1,960

2,576

t100(v)
tzo(Oé)
ts(c)

1,660
1,725
2,015

1,984
2,086
2,571

2,626
2,845
4,032
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e Fisherovo F-rozdéleni Fi .,
F~Fpm P(F> Fp(a) =a
e rozdéleni chi-kvadrat x;
X%~ X3 PX2 >\ (a) = a
specialné plati X%(O,O5) — 1,960% = 3,841 (viz z(0,025) = 1,960)
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srovnani normalniho a Studentova t-rozdéleni
carkované t;, teCkované t;g, plna Cara N(0,1))

04

03
|

02

01

00
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porovnani binomického a normalniho rozdéleni
bi(60,1/6), bi(60,3/6), bi(60,4/6)

P
| | | | |

000 002 004 006 008 010 012 0u
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populace — vybér

populace (zakladni soubor) soubor jednotek, o jejichz hromad-
nych viastnostech chceme vypovidat (vdechny mozné vysledky po-
kusu, vSichni hoSi zvoleného véku, vSichni Colci v rybniCku) =
rozdéleni nahodné veliCiny

vybé&r nahodné vybrana vySetrovana Cast populace (vzorek)
reprezentativni vybér obrazi poméry v populaci (vlastnost)

nahodny vybeér nezavislé nahodné veliCiny se stejnym rozdélenim
(namé&rené na vybéru)

parametr neznamé Cislo popisujici néjaky rys populace, charakte-
ristika rozdéleni nahodné veliCiny

statistika funkce nahodného vybéru (pozorovani)

odhad statistika pouzita k odhadu parametru e



vlastnosti vybérovéeho priameéru

o X1{,...,Xpn nezavislé, stejné rozdéleni nahodny vybér
EX,=u populacni prdmeér
var X, = o populacni rozptyl
N L

o X = gz:Xi vybé&rovy promér

i=1

e EX =14 vybérovy primér je nestrannym odhadem (unbiased
estimator) populacniho préméru

— O'2 o 2 —\\ 2 - _ -
o lvar X = — = (—) — (S.E.(X))°| = (stFedni chyba praméru)?’
n \vn

(standard error of mean) variabilita pr@mérd z vybérd@ rozsahu n
je n-krat mensi, nez u jednoho pozorovani, stfredni chyba prdméru

je v/n-krat mensi nez o
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e pro normalni rozd&leni X; ~ N(u, 02)

X — X —
A A AN [
02/n o

e interval spolehlivosti pro u: P(|X — u|/S.E.(X) < z2(a/2))=1-«

(X —S.E.(X) 2(a/2); X +S.E.(X) - 2(/2))

(X — % : z(oz/Q);X+L

e pozadujeme int. spolehlivosti Sirky 2¢; k tomu staci

. (z(a/m(,)?

C

+(a/2)

S
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priklad: vék matek

e velka populace rodica (11 tisic)

PO pPpulace
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priklad: vék matek

e nahodné vybrano 100 matek (prdméry rozsahu n =1)

(gn J——_a

A5
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priklad: vék matek

e Nnahodné vybrano 100 krat po n = 10 matkach, primeéry:

N =10
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priklad: vék matek

e Nnahodné vybrano 100 krat po n = 100 matkach, prdmeéry:

Mm—=1 00
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priklad: véek matek

e velka populace rodica (11 tisic)

e nahodné vybrano 100 matek (vlastné prtméry vybért rozsahu
n = 1), nakreslen histogram

e 100 krat nahodné vybrano vzdy n = 10 matek, spocitan prdmeér,
nakreslen histogram prdmeérd

e 100 krat nahodné vybrano vzdy n = 100 matek, spocitan prédmeér,
nakreslen histogram prmeérd

e podle teorie by kazdy dalsi rozptyl ze 100 prédmérd mél byt 10 krat
mensi

e skuteCnost (odhady ze 100 realizaci): 23,5; 2,20; 0,21
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centralni limitni véta

e Necht X, Xo,..., X, jsou nezavislé nahodné veliCiny se stejnym
rozdé&lenim, se stfedni hodnotou u a rozptylem o2 > 0. (Nemusi
byt normalni rozdéleni.) Potom pro velké n ma prdmér z nich

2
rozd&leni N(u,%), jejich soucet rozdéleni N(n,u,nO'Q).

e prakticky: pro dost velka n ma prameér normalni rozdéleni s roz-
ptylem n-krat mensim nez jednotliva pozorovani

e priklad: pradmérny vék matek z velkych vybérf ma uz (témeér) nor-
malni rozdéleni
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prdmeérny vék matek v opakovanych vybérech:

rozsah prémér | smeér. odch. | Sikmost | SpiCatost

vybeéru primerad primerad primerad primerad
n

1 24.74 4 848 0,682 -0,040

10 25,14 1,482 0,743 -0,199

100 25,40 0,455 0,087 -0,076

1000 25,40 0,146 0,156 -0,212

populace | u =25,41 o=4,932 | v1 =0,771 | v, =0,189
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interval spolehlivosti (1)

e protoZze je X ~ N(,u,aQ), plati X ~ N(M, (0/\/5)2)

P X_“<196 —0.95
O'/\/H ’ -
¥ (02 ¥ (02 -

e dostali jsme 95% interval spolehlivosti pro u

G*

— — o
X—-1,96— X X+1,96—
/N X /N
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interval spolehlivosti (2)

e 95% interval spolehlivosti prekryje s pravdépodobnosti 95 % ne-
znamé . (odhadovany parametr)

e kdybychom postup provadéli opakované&, pak asi v 95 % pripad®
prekryjeme skuteCnou hodnotu pu, ve zbylych asi 5 % z@stane sku-
teCné p mimo interval spolehlivosti

e pro velké n lze neznamé o nahradit odhadem s,

e pro obecné « (spolehlivost 1 — «):

P(X—i~z(oz/2)§,u§X+ -z(a/2)>:1—a

S
BRIk
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interval spolehlivosti (3)

e pro malén (asi do 50) a pro X; s normalnim rozdélenim Iépe pouZit
Kritické hodnoty Studentova t-rozdéleni (pozor na jinak znacené
kritické hodnoty Studentova t-rozdéleni)

P (X ) <u< X+ S—xtn_m)) “1-a

S

e interval spolehlivosti |ze pocitat i pro jiné parametry

e je to interval, ktery s pozadovanou pravdépodobnosti prekryje od-
hadovany parametr — intervalovy odhad
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priklad: vék matek

e 95% interval spolehlivosti pro populaéni préimér véku vsech matek
na zakladé vybéru 99 matek

41 4,1
257 — 1,08 ——:257+1,98- —— | = (24,9:26,5
< V99 \/99> ( )

e 999% interval spolehlivosti pro populacni préimér véku vsech matek
na zakladé vybéru 99 matek (bude uzsi nebo Sirsi?)

V99 V99

e VEtsi jistota « vétsi Sirka

41 4,1
<25,7—2,63- 95,7+ 2,63 - — >:(24,6;26,8)
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béry pro n = 100

e vy

klad: simulované

pri

I
100

60

40

20

! !
8¢ L 9% G v &

celkem 100 95% intervalt spolehlivosti pro p (ve skutec¢nosti mimo-

dech u neprekryto

ripa

ze n=254),v7p

~~

radné vime,
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statistické rozhodovani

nulova hypotéza H( tvrzeni o populaci (parametru), o jehoz plat-
nosti chceme rozhodnout (zamitnout)

alternativni hypotéza H; (alternativa) zbyvajici moznost (k Hy)
casto ,,védecka hypotéza“

kriticky obor mozné vysledky pokusu, kdy Hy zamitame;
zpravidla popsan pomoci statistiky (napt. |T| > t,,—1(«))

obor prijeti mozné vysledky pokusu, kdy Hy nezamitame

chyba prvniho druhu rozhodnuti zamitnout Hy, kdyz plati Hy
faleSné prokazat ,védeckou hypotézu*

chyba druheého druhu rozhodnuti nezamitnout Hg, kdyz plati H;

hladina testu o (zpravidla 5 %, 1 %) maximalni dovolena pst

chyby prvniho druhu; voli pred pokusem, nezavisle na vysledégu



e Sila testu 1 — 3 pravdepodobnost zamitnuti neplatné Hy; proka-
zeme platnou ,,védeckou hypotézu“

e dosazena hladina testu p (p-hodnota) za platnosti Hy urcena
pst, ze dostaneme statistiku, ktera stejné nebo jeSté méné pod-
poruje Hy (nejmensi hladina «, na které lze jeSté Hy zamitnout),
napr. p = P(|T| > t), kde t je skuteCné realizovana hodnota statis-
tiky T

e Hp se zamita, kdyz p < «

skuteCnost

rozhodnuti Ho plati Ho neplati

Ho zamitnout chyba spravné
(reject) 1. druhu | rozhodnuti

(L) (1-5)

Hyo nezamitnout spravne chyba
(accept) rozhodnuti | 2. druhu
(>1—-a) (8)
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rozhodovani o populaCnim prdmeéru normalniho rozdéleni, o znameé

o X{,...,Xpn~ N(u,02> nezavislé; ¢ > 0 zname

o X ~N(u,0%/n), tedy S.E.(X) 7

e Hy: = pg (dané Cislo)

Xy X —
o/y/n o
o Hi:u # ug = kriticky obor: |Z] velké, tj. ||Z| > z(a/2)

e plati-li Hy, pak | Z v ~ N(0,1)

e Hy:pu > pg: zamitnout pro | Z > z(a)

e Hy:p < pp: zamitnout pro | Z < —z(«a)
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—2(0,05) 2(0,05) 2(0,025)

Hustota Z za platnosti Hy



priklad vysSky desetiletych hoch@ ([cm]) méFené v roce 1961
o=06,4 cm (znamo z drivéjska), « = 0,05,
Ho: = 136,1 cm (pred 10 lety, v roce 1951), Hy : u # 136,1 cm

130 | 140 | 136 | 141 | 139 | 133 | 149 | 151
138 | 142 | 127 | 139 | 147 | 139 | 136

- 1
T = n (130 + 140 + ... + 147) = 139,133
139,133 — 136,1
z = ~V/15 = 1,835
6,4
|z] = 1,835 < 2(0,05/2) = 1,960 = Hy nelze na 5% hladiné zamitnout
ale |z| > 2(0,10/2) = 1,645 = Hy se na 10% hladiné zamita

— p-hodnota mezi 5 % a 10 %
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p=P(|Z] >1,835) =2-P(Z > 1,835) = 0,067, tedy p =6,7 %
VvV Nnasi uloze je rozumnéjsi predem zvolena jednostranna alternativa
(vime totiz, Zze po néjakou dobu plati, Zze kazda nasledujici generace
je vetsi nez ta predchazejici; pokousSime se totéz dokazat i z téchto
dat):
Hy:p>136,1: 2=1835>1,645 na 5 % zamitnout

= P(Z > 1,835) = 0,033 (< 0,05)
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vySky desetiletych hoch@ (opét uvazujeme oboustrannou alternativu)

5%
2,5% 2.5%

O 0/' \\ | | | | |
2(0,05 2(0,025 132+ 134 136 138 1140 142 144
( z): 1,83% ) %32,86 ?39,32

—Z
—2(0,025) -
a) Hustota Z za platnosti Hy b) Hustota X pfi Hyp a pfi Hy : u =140, 0 = 6,4

6,42
’5 = 1,6525 = 136,1 — 1,6525 - 1,96 = 132,86

S.E.(X) =
— 136,1 + 1,6525 - 1,96 = 139,34
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sila testu 1 —
pravdépodobnost, ze zamitneme nulovou hypotézu, kdyz testovany

parametr je roven ... (zavisi na skutecné hodnoté parametru)
priklad vySky, n =15, pug = 136,1, 0 =64
1—-p
1,00
0,75 —
(0,655) |-
0,50 —
0,25 —
0,00 | |
130 135 | 140 111
136,1
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volba rozsahu vybéru:
pro zvolenou hodnotu p; pozadujeme silu 1 — 3 (volime pravdépodob-
nost, s jakou odhalime neplatnost Hg, je-li skuteCnost p = uq):

2
. <Z(a/2>+2(5>> P
H1 — KO
aby pro p = 140 byla sila 90 % (2(0,1) = 1,282), bude tfeba aspon
2
1,96 + 1,282
n> (22 6,4° = 28,3
140 — 136,1
(misto 15 pozorovani jich potfebujeme aspon 29)
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jednovybérovy t-test

e n nezavislych pozorovani X7, ..., X, z normalniho rozdé&leni N(u, 02)
e Hy: = pg (populacni pradmér roven dané konstanté)

e nutno odhadnout neznamy rozptyl o2

SR i(X—‘F
n—1c ¢
=1
. . . X—,LLO X—,LLO
statistika (misto S T = —
* e ( 7 5) s vr S.E.(X)

o Hy:u# pg zamitat pri |T| > t,,_1(a)
o Hi:pu> pgzamitat pri T' > t,,_1(2«)

o Hi:u < pgzamitat pri T' < —t,,_1(2c)
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interval spolehlivosti pro

(X - %tn—l(a>a X + %tn—l(a)>

priklad vySky hocht pro pfipad neznamého rozptylu (Hy : u # 136,1)

n
(2, — &)= a7 —n-3° =130° + ... + 147> — 15 - 139,133% = 601,733

n

=1 =1
g2 — 601,733 _ 42,981 = 6,556°
15—1
139.133 — 136.1
p= 20 - V15 = 1,792 < 2,145 = t14(0,05)

p=P(|T| > 1,792) = 0,0948 (tj. 9,48 %)
Hy se na 5% hladiné nezamita
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95% interval spolehlivosti (t14(0,05) = 2,145):

6,556 6,556
139,133 — —== . 2,145, 139,133 + 2 — . 2,145
( V15 V15 )
(135,5, 142,8)

interval obsahuje ug = 136,1 = Hy se na 5% hladiné nezamita

Jjednostranna alternativa Hy: u > 136,1:

t > t14(2-0,05) =1,761 = zamitnout Hy(a = 5%)
t < t14(2-0,01)=2,624 = nezamitnout Hy(a = 1%)
p=P(T>1t)=00474 = (4,74 %)
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parove testy
e (U,V1),...,(Un,Vn) nezavislé dvojice (zavislych) ndahodnych veli-
Cin (parova pozorovani)
e vyhodna je tésna zavislost uvnitr dvojic

o X, =U; —V; (oznacCeni rozdild)
X1,...,Xn Mmaji stejné rozdeéleni

e dvojice méreni na stejnych jedincich (hodnota pred oSetfenim a
PO Ném)

e VéK otce a vék matky

e vySka otce a vysSka syna
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e parovy t-test

normalni rozdéleni: X; =U; —V; ~ N (M, 02) nezavislée
1 n

S? = X; — X)?
n_1;< i —X)
X X J—V
T: — :—\/H: U_V_
SE.(X) S SE.(U—V)

Hyp : p =0 (pak je py = py)

ve prospéch Hy:u #0, kdyz |T| > t,,_1(a)
ve prospéch Hy:u <0, kdyz T < —t,,_1(2c)
ve prospéch Hy:u > 0, kdyz T > t,,_1(2a)
jednovybérovy t-test pro X; =U; — V;

106



priklad: vy3ky rodiC@ (parova pozorovanil)
e U — vysSka otce, V — vysSka matky
o o= 0,00,Hp: uyy — 10 =y resp. puy — py = 10
e n =299 u=179,267,v = 166,970
e r=u—v—10=2293,sx =sy_10_v = Sy_y = 3,144
o t= F1V99 = 2,801
o t98(0,05) = 1,9845 = zamitnout
e p=P(|T|>t) = 0,000l (0,61 %)
e 95% interval spolehlivosti pro uy — py:

8.144 8.144
: 1, 12, 1, = (10,67; 13,92
( V99 v/99 ) ( )

e 99% interval spolehlivosti: (10,14; 14,44)
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e ZzNnameénkovy test

— staci znat znaménka rozdild X; =U; —V;
— pozorovani s U; =V; (tj. X, =0) se zpravidla vynechaji
— Y — pocCet kladnych znamének X; =U,; — V;
— Hg: rozdéleni U a V jsou stejna, pak je nutn& Y ~ bi(n,1/2)
— Hp zamitame pro velka nebo mala Y
Y —n/2

Z = n/d ) |Z|ZZ(O‘/2>

— Hy zamitame pro velka nebo mala Y (Yatesova korekce):
Y —=n/2]-0,5
n/4

Z

: 1Z] > z(a/2)
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e parovy Wilcoxonuv test
— nutné symetricke rozdéleni X; =U; — V;
— vylouc€ime pripady U; =V, (tj. X; =0)
— urCime poradi R} hodnot |X;| = |U; — V|
— W soucet poradi, kde U; > V; (tj. X; > 0)
- W=n(n+1)/4
Jnln+1)(2n +1)/24
— nékdy pod odmocninou jesSté oprava na vyskyt shodnych poradi
— nékdy (nové verze NCSS) ponékud jinak s nulovymi X;

Z
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priklad rozdily dvou metod ueni nazpamét:

5,—1,2,3,—1,4,3, -3

e Hp: populacni median rozdild =0

e znaménkovy test: y =5 n =8 2 — '5‘8/82}2075 — 0,3536: p = 0,7237
e Wilcoxon@v test (predpokladame symetrii)
w;—v; |5 -1 2 3 -1 4 3 -3
r/ 18 15 3 5 15 7 5 5

w=8+3+5+7+5=28
28—-8-9/4 10

CBor2 VAL
p=0,1614

2z =14
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centralni limitni véta pro Cetnosti

e Necht X, Xo,..., X, jsou nezavislé nahodné veliCiny se stejnym
rozdélenim, se stredni hodnotou p a rozptylem o2 > 0. Potom

pro velké n ma pr@mér z nich rozdéleni N(u,%Q), jejich soucet
rozdéleni N(n,u,naz).
e absolutni Cetnost Y
— Y — soucet veliCin s alternativnim rozdélenim
— Y ~ bi(n,w), proto pfiblizné Y ~ N(nm,nm(1l — 7))
e relativni Cetnost m =Y /n

— 7 — prédmér veliCin s alternativnim rozdélenim
— 7w~ N(m, (1 —7)/n)
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interval spolehlivosti pro podil (1)

e populace: podil w prvk( s danou vlastnosti

e m — pravdépodobnost, ze viastnost ma nahodné vybrany prvek

Y

n

e relativni Cetnost je prdmér nula-jedniCkové veliCiny — pro velké n
ma priblizné normalni rozdéleni

e vybér: relativni Cetnost m = = ve vybéru

e nula-jedniCkova veliCina ma rozptyl «(1 — )

e relativni Cetnost (=préimér) ma rozptyl @
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interval spolehlivosti pro podil (2)

stfedni chyba relativni Cetnosti = smérodatna odchylka relativni

(1—m)

pravdépodobnost # nezname, odhadneme ji pomoci relativni Cet-

nosti + = L+
mn

Ccetnosti = odmocnina z rozptylu je tedy

odtud je 100(1 — a)% interval spolehlivosti pro =«

(fr — z(a/2) - \/ﬁ(ln_ ") i+ 2(a/2) \/mn_ fT))

existuje presnéjsi (pracné&jsi) postup
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priklad: hody s hraci kostkou

e odhadujeme pravdépodobnost Sestky, a = 0,05
e kostka A: n=100,n4 = 17,14 = 0,17

0,17 - 0,83 0,17 - 0,83
0,17—1,96~\/’ ! ;0,17+1,96~\/’ 221 = (0,10;0,24)
100 100

o kostka B: n=100,npg = 41,5 = 0,41

0,41 - 0,59 0,41 - 0,59
<0,41—1,96-\/’ o ;O,41+1,96-\/’ ! )(0,31;0,51)

100

e dllezity rozdil: u kostky A patfi 1/6 = 0,167 do 95% intervalu spo-
lehlivosti; u kostky B nikoliv
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pst vyskytu jevu (binomické rozdéleni) Y ~ bi(n,w)
Y —nmy  w—m
\/mro(l — 70) ~ S.E.(7)
e Nékdy s opravou na spojitost
Y —nm| - 0,5

N \/nwo(l — )

e Hi: 7w # my: zamitnout pokud |Z| > z(«/2)

e Hy: m=my: Z = ~ N(0,1)

Z sign(Y — nmg) ~ N(0, 1)

e Hy : 7 > my: zamitnout pokud Z > z(«a)
e Hi: 7™ < my: zamitnout pokud Z < —z(«a)

e existuji presny postup, bez pouziti aproximace
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priklad kalous

z 50 pripadd dal kalous ve 33 pripadech prednost infikované mysi pred
neinfikovanou

Y — pocCet ,,zdard", n = 50, m — pst, ze zvoli infikovanou = Y ma
binomické rozdéleni

za Hy:m=1/2 (mySi se nelisi) Y ~ bi(50,1/2)

alternativni hypotéza: H; : 7 > 1/2:

kriticky obor: velka hodnota Y (tj. velké 7 resp. velké 7)
- 33-50-0,5

T /500505

S opravou na spojitost (NCSS):

33 —50-0,5—0,5
2= Y Y = 92.121 p=P(Z>2121) = 0,0169
V50-0,5-0,5

—2263  p=P(Z>2263)=0,0118
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dosazena hladina: za H; pocCitana pst, ze dostaneme vysledek aspon
tolik odporujici nulové hypotéze, jako ve skuteCném pokusu:

p = P(Y >33)
50

_ S0\ 1k 50—k
—~ g;g(k)w (1—0,5)

= 0,0164
= P(Y > 32) (NCSS, Prob. Calc.)
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dvouvybérovy t-test

e nyx Nnezavislych pozorovani X, ny nezavislych pozorovani Y

e tyto vybéry nezavisle

e rozptyly 0%, 0% shodné (odhady S%,S% podobné, Ize ové&fit)

e normalni rozdéleni v obou vybérech (lze ovérit pro velka ny,ny,
jinak podle zkuSenosti)

e spoleCny odhad rozptylu (vazeny prdmér odhad z jedn. vybér)

@2__nx—l o ny-l o
nX+ny—2X nX+ny—2Y

e statistika (pro test hypotézy, ze rozdéleni X a Y jsou stejna)

T X—Y _X—Y\/ nxny

TSEX-Y) S \nyx+ny
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o Hp:ux = py
zamitnout ve prospéch alternativy

— Hypx # py kdyz |T| > tnX+ny—2(a>
— Hypx > py KAYZ T >ty 4y —2(20)
— Hytpy <py kdyZ T < —ty 1p—2(20)
e Welchav test pfi pochybach o shodé rozptyl& (modifikace T)

e shodu rozptyld lze ovérit napr. F-testem nebo testem Leveneho
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priklad vysSky déti (opét v [cm])

hosi: ng = 15, & = 139,133, s2 = 42,981
divky: ny = 12, y = 140,833, 35 = 33,788
Hy: shodné populacni prdmeéry, Hi: neshodné

) 14 11
s2 = ——42.981 + — 33,788 = 38,936
25 25

_ _ 154 12
odhad S.E.(X —Y): {/38.936 — 4/5,8404 = 2.4167
-9 mmeBER - oo

139,133 — 140,833 [15-12  —1,7
t = - = 0,703
/38,936 15+ 12 24167

t] < t95(0,05) =2,0595 = na 5% hladiné nezamitat, p = 0,488
95% int. spol. pro rozdil popul. pr@mérd@ (patri tam nula?):

(—1,700 — 2,4167 - 2,0595 , —1,700 + 2,4167 - 2,0595) = (—6,7, 3,3)
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e test Mannuv-Whitneyuav (dvouvybérovy Wilcoxon@iv)

nahrad pozorovani jejich poradimi

dva nezavislé vybéry rozsahu ny, ny

spojita rozdéleni

Hq: rozdéleni jsou stejna

za Hg jsou vybéry ,,dobre promichane”

urCi poradi vSech (promichanych)

kriticky obor: rGzna prdmérna poradi

Wy soucCet poradi hodnot X

- Wx - nxy(ny +ny +1)/2
\/any(nX +ny + 1)/12

shodu zamitni, pokud |Z| > z(a/2) (pFiblizny test)

citlivy vQcCi posunuti, méné vAacCi nestejné variabilité

Z
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hoSi divky por.

127 1
130 2
131 3

132 4

133 5
135 6

136 136 7,5
138 9
139 139 139 11
140 13
141 141 141 141 141 16
142 142 19,5
143 21

146 146 22,5

147 24
149 25
151 151 26,5

Wy =1+2+5+2.

7.5494+3-11+13+16
+19,5 + 24 + 25 +

26,5 = 189

wy =3+4+6+4-
16 4+ 19,5 + 21 + 2 -

2254 26,5 = 189

189 —15- (154 124 1)/2

Z o
V15 1215+ 12+ 1) /12
= —1,025
p = 0,3055

presné: p = 0,3149
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e test Kolmogorovuv-Smirnovav

— porovna empirické distribucni funkce

— citlivy vAacCi vSem neshodam
— VEK matky, zda koji v 24. tydnu

D = 0,354,

p =095 %(NCSS)

ecdf(x)
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permutacni testy - dva vybéry
e Hj: identické rozdéleni v obou populacich
e priklad hnojeni

— x: 50,45,42,54 (klasicky)
— y: 59,56,58,51,52 (nové)
— Hg stejné vynosy; H; vynosy jsou nestejné

e porovnejme prémeéry: x —y = 47,75 — 55,2 = —7,45

e celkem (Z) = 126 permutaci — moznosti, kolikrat vybrat 4 hodnoty

x Zz 9 hodnot
e mezi nimi 4 takové, Ze rozdil pramérd nejvyde —7,45 (3,17 %)

e pPri oboustranné alternativé dalsi dvé kombinace, kdy rozdil aspon
7,45, coz je 1,59 % permutaci
4+2 6

e celkem p = 96 126 = (0,0476 (4,76 %)
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T Y T—Y | Wy
50 45 42 54 59 56 58 51 52| -7,45

3 2 1 6 9 7 8 4 5 10
Kook X * —38,80 | 10
* * * * 1 -8,35 | 11
* * * * | =7,90 | 12
* * * * —7,45 | 12
* * * * —7,00 | 13
* * * * —6,55 | 14
* * * * | —=0,25 | 20
* * * * 6,50 | 27
* * * * 6,95 | 28
* * * * 6,95 | 27
kR kX 7,40 | 28
* ook K * 7,85 | 29
Kook kX 8,75 | 30

4+ 2 4+4

Pperm 196 0,0476 Pw 196 0,0635

t = —2,5238 p = 0,0396 125



permutacni testy - jeden vybér (priklad uc¢eni nazpamét)

e Hy: rozdéleni je symetrické kolem nuly

e rozdily dvou metod uceni nazpamét:
b,—1,2,3,—1,4,3,—3 prdmer =1,5
e pokud jsou obé metody ekvivalentni, pak maji rozdily nahodna
znameénka; pripadnou nulu nutno predem vyloucCit
e pro znaménka celkem 23 = 256 moZnosti
e ideadl pro prmér 0O
e v 27 pripadech pr@mér aspon 1,5, v 27 pripadech nejvyse -1,5
27+ 27 A

= =0,2109 21,09 ¢
256 256 ( %)

Pperm —
126
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priklad: jatra pét mist na fece, vzdy vyloveno po 7 rybach, zjisto-
vana koncentrace meédi v jatrech: liSi se tato mista svym znecCisténim??
(logaritmovani na pravé strané stabilizuje rozptyl)
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analyza rozptylu jednoduchého tridéni (ANOVA)
® Y1,y Yip, ~ N(M,UQ)
Yo1, .o, Yop, ~ N(MQ,UZ)

Yit, - Y, ~ N(Mk702)
e nezavislé vybéry (shodné rozptyly, normalni rozdéleni)
e Hy:pup=...=pu; (=p H; : neplati H
e rozklad soucCtu Ctverc(
S Vit = Yao2 = X milVia — Yoo 2+ 33 (Vi — Vi
(celkova variabilita) = (variabilita mezi) + (variabilita uvnitr)
Jr=1ra+ fe

m—1)=(k—-1)+(n—k)



Sa/fa o
Se/fe —

® HO zamitnout, je-li FA = FfA,fe(a>

1,0 -
0,8 |-
0,6 |-

0,4 -

0,2
0,0 ~
-0,2 -

0,4 -

| | | | |
A B C D E 130



tabulka analyzy rozptylu
variabilita | S f S/f F | p
vybéry | Sy | fa=k—1|Sa/fa|Fa | pa
rezidudlni | Se | fe=n—k | Se/fe
celkova St | fr=n—1

priklad jatra

variab. S f S/f F D
mista | 1,796 | 4 | 0,4490 | 5,862 | 0,0013
rezid. | 2,285 | 30 | 0,0762

celk. | 4,081 | 34

F = 5,862 > Fy30(0,05) = 2,690 na 5% hladin€ jsme prokazali rozdil
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model (méreni = aroven + chyba)

Yite, = i+ By 1<t<n;, 1<:<k
= pu+(pu; —p)+ Ey E;; nezavislé
= u+o;+ Ej Ey ~ N(0,0?)

reparametrizace (o; — efekty faktoru A):

k
ZOAZ' — 0
1=1

Hy:ap=a9=... =« (totéz, jako uy=puo=... = ux)
pro k=2 je F =T?

zobecnéni ulohy dvouvybérového t-testu na nékolik nezavislych

vyberd
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¢ mnohonasobna srovnani (které dvojice u; (resp. «;) se lisi?)
(Tukeylv test, Kramerova verze)

L S?/1 1
|Yio — Y70| > Qk,nk(a>\l 9 < + )

Se ZZ( zt_ )2
fe n—k

(nutnost zachovat zvolenou hladinu testu)

S° =

e OVEreni shody rozptyll

— Levenedv test (vlastné ANOVA s |Y;; — med:Yj;|)
— Bartlettav test (citlivy na splnéni prfedpokladu o normalnim
rozdélent)
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misto | pocCet | primér efekt SMEr.
odchylka

A 7 0,569 | 0,206 0,312

B 7 0,484 | 0,121 0,279

C 7 0,496 | 0,133 0,318

D 7| -0,063 | -0,426 0,290

E 7 0,329 | -0,034 0,144
celkem 35 0,363 | 0,000 0,104

q5,30(0,05) \/070562 (% + %) = 4,10 - 0,104 = 0,428

—0,063 + 0,428 = 0,365 = na 5% hladiné se mista D s nejmensim pra-
meérem |iSi vSechna mista s priméry aspon 0,365, tedy mista A, B, C,
nikoliv E
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Kruskaltav-Wallistiv text

e zobecnéni dvouvybérovéeho Wilcoxonova testu
(poradi misto pavodnich hodnot)

e predpoklady:

— k nezavislych vybérd
— Spojita rozdéleni
— Hg: rozdéleni jsou stejna

e [; - soucCet poradi v -tém vybeéeru
12 K12
Q = > L+ —3(n+1)

n(n+1) o

Hy se zamitd pfi Q > x7_,(«)
(velka variabilita prdmeérnych poradi)
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priklad kojeni (vék matek podle

~

veék

35

30

25

20

vzdélani)

zakladni

vysokosSkolskée
S maturitou
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vzdélani | n; prim. str. | soucCet | prdm.
vEK | chyba | poradi | poradi
zakladni | 34 | 23,412 | 0,638 1025 | 30,15
maturita | 47 | 26,278 | 0,543 2618 | 55,70
VS |18 | 28,500 | 0,877 1307 | 72,61
celk. | 99 | 25,697 4 950 50
2 2 2

0— 12 (1025 2618 1307)_3.100:29’25

99 - 100 34 47 18

x3(0,05) = 5,99

p <

0,0001
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nahodné bloky

e zobecnéni parovych testd na r-tice
e nahodny blok

— homogenni skupina objektd
— pocet objektl ve skupiné = pocet oSetreni (nebo jeho nasobek)
— oSetreni se priradi uvnitr bloku nahodné
(kazdému oSetreni stejny pocCet objekt)
e bloky — nahodné efekty A; ~ N(0,0%)
oSetreni — pevné efekty g; (X8, =0)

Yb'j:,u‘FAz'—l—ﬁj—i-Ez‘j EijNN(O,O'Q)

aditivni vliv, symbolicky A+ B
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nahodné bloky

e testované hypotézy

— Hp:04=0 (nulova variabilita mezi bloky)
— Hg:B1=...=8=0 (B nema vliv)

e rozklad variability

e Vliv dvou faktoru
(A — nahodny, B — pevny)
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priklad diety

e vahové prirGstky za danou dobu

— r =4 oSetreni (pevné efekty)
— k=5 vrh@ (nahodné efekty)

dieta

vrh A B C D prim.
1 6,6 5,2 7,4 9,1 7,075

2 10,1 11,4 13,0 12,6 | 11,775

3 5,8 4 2 9,5 3,8 7,075

4 12,1 10,7 11,9 13,0 11,925

5 3,2 38,8 9,6 9,4 9,000
prédm. | 8,56 8,06 10,28 10,58 9,370
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e tabulka ANOVA

variabilita S| f S/f F D
vrhy 91,932 4| 22,983 | 22,26 | <0,0001
dieta 23,332 3| 7,774 | 7,53 0,0043
rezidualni 12,388 | 12 1,032 - -
celk. 127,642 | 19 - - -

e Nnespravné jednoduché tridéni ANOVA
kdybychom zapomnéli na zavislost nékterych pozorovani zpQso-
benou nahodnymi bloky (vrhy):
Se = 91,932 + 12,388 = 104,320, fe =4+ 12 =16

23,332/3

— — 1,193, — 0,344
104,320/16 b
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Friedmanuav test

model Y;; = pu+ A; + B; + E;; (nahodny radkovy efekt) nebo Y;; =

p+a; + B + E;; (pevny fadkovy efekt)

Hy: 81 =...= Br (nezavisi na oSetreni)

nezavislé, spojité rozdéleni

urCi poradi v ramci kazdého bloku (fadku)

za hypotézy je v kazdém radku nahodna permutace Cisel 1,. ..

tedy souclty ve sloupcich (pro oSetreni) podobné

12

Q@ = Z (ZRZJ)Z_% +1)

kr(r + )] |

zamitat Hy: pro @ >XT 1( a)

1r1
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priklad diety

dieta
vrh A B C D prém.
1 6,6 5,2 7.4 91| 7,075
2 10,1 11,4 13,0 12,6 | 11,775
3 58 4,2 9,5 8,8 | 7,075 e k=05,r=4
4 12,1 10,7 11,9 13,0 | 11,925
5 82 8,8 9,6 94| 9,000| ® Q=
prém. | 8,56 8,06 10,28 10,58 | 9,370 e (92 + 7217+ 172) _
dieta 3-5-6=9,90
vch [A B C D
2 |1 2 4 3 p = 0,0189

3 2 1 4 3

4 3 1 2 4

5 1 2 4 3

souCet | 9 7 17 17
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dvojné tridéni s interakcemi
e Vvliv dvou faktor@ nemusi byt aditivni

Yijt = p+ oy + 85 +vij + Eijt
Eijt ~J N(O,O‘Q)

— symbolicky A+ B+ AB

— >,a;, =0 efekty faktoru A odpovidajici jeho k urovnim

— 2 B; =0 efekty faktoru B odpovidajici jeho r drovnim

— 2% =0, X;7,; =0 interakce vyjadruji neaditivitu obou
faktor@ (vliv A zavisi na arovni B, vliv B zavisi na darovni A)
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e testy

— Hap: Yij = 0 (ad|t|V|ta)

— H4 o =0 (faktor A nema vliv)

— Hp: B; =0 (faktor B nema vliv)

— pokud zamitneme H,4p, nema smysl testovat Hy,Hp, nebot
prostrednictvim interakci oba faktory vliv maji; pak je |épr prejit
k modelu jednoduchého tridéni s kombinovanymi urovnémi

145



priklad Howells:
lebky exhumované na tfech mistech (A)
rozliSované podle pohlavi (B)

e nejveétsi délka mozkovny (pap = 0,8872)
GOL
190+
muzi
180+
zeny
170 | | |
Berg Australie Sibir
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e tyIni Ghel (pap = 0,0222)

OCA
117+
zeny
115+
113 muZzi
\ \ \
Berg Australie Sibir
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priklad Howells nejvétsi délka mozkovny (GOL)

pohlavi | misto T Yij Sij
M Berg 40 | 180,300 | 7,293
F Berg 40 | 170,450 | 6,641
M Australie | 40 | 190,375 | 5,555
F Australie | 40 | 181,375 | 6,632
M Sibir 40 | 181,175 | 6,468
F Sibir 40 | 172,175 | 5,228

tabulka ANOVA
var. S f S/f F P

mista 5242,1 2| 2621,1 65,2 | <0,0001

pohl. 5170,8 1|5170,8 | 128,6 | <0,0001

inter. 9,6 2 4,8 0,1 0,8872

rezid. 9410,6 | 234 40,2

celk. | 19833,2 | 239
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pfiklad Howells tyIni Ghel (OCA)

pohlavi | misto Mg Yij Sij
M Berg 40 | 116,675 | 5,567
F Berg 40 | 116,850 | 5,682
M Australie | 40 | 115,025 | 4,382
F Australie | 40 | 114,800 | 4,286
M Sibir 40 | 113,450 | 4,782
F Sibir 40 | 117,200 | 4,973
tabulka ANOVA

var. S f S/f F P

mista 150,908 2 | 75,454 | 3,05 | 0,0493

pohl. 91,267 1| 91,267 | 3,69 | 0,0560

inter. 191,608 2 195,804 | 3,87 | 0,0222

rezid. | 5789,550 | 234 | 24,742

celk. | 6223,333 | 239
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pevné efekty

— urovné faktoru voli experimentator

— pri opakovaném pokusu je lze zvolit stejné
— vypovidame o konkrétnich drovnich faktoru
— Hg: nulové efekty

nahodné efekty

— udrovné faktoru voli priroda

— pri opakovaném pokusu jsou jiné

— vypovidame o populaci moznych drovni faktoru
— Hp: nulova variabilita efektu

testy obecné zavisi na charakteru efektu

doporucCuji se vyvazené modely
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porovnani populacnich mér polohy (prehled)

rozdéleni normalni sSpojité
populacni parametr | populacni populacni median
(o ¢em je hypotéza) | pr@mér (distribu€ni funkce)
jeden vybér jednovybérovy Znameéenkovy
t-test Wilcoxon
vybér dvojic parovy t-test zZnameéenkovy
Wilcoxon
dva nezavislé vybéry | dvouvybérovy Mann-Whitney
t-test (Kolmogorov-

Smirnov)

k nezavislych vybeéra

analyza rozptylu
jedn. tridéni

Kruskal-Wallis
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vySetrovani zavislosti

nezavisle zavisle promeénna
proménnd(é) | spojita | nominalni
spojita regrese (logisticka
korelace regrese)

nominalni analyza | kontingencni
rozptylu tabulky

priklady:

e hmotnost na vysce
e rakovina plic na pocCtu vykourenych cigaret
e hmotnost obilky na zivném roztoku

e barva oci a barva vlasl 159



Korelace a regrese

e korelace

— méri silu (tésnost) vzajemné zavislosti spojitych veliCin

— lze pouzit k prokazovani existence vzajemné zavislosti X, Y
— k porovnavani sily (tésnosti) zavislosti v nékolika populacich
— symetricka viastnost v X, Y

e regrese

— udava jak zavisi stredni hodnota spojiteé veliCiny Y na nezavisle
proménné (proménnych) =z

— nesymetricka viastnost

— lze pouzit k prokazovani existence zavislosti zavisle promeénné
Y na nezavisle proménné x

— umoznuje predpovidat hodnotu Y pro zvolenou hodnoty «
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korelaCni koeficient

e (populacni) korelacni koeficient pyy (zaveden na obr. 66)
— |pxy]| < 1; pro nezavislé XY je pxy =0
— mE&ri silu linearni zavislosti

e (vybérovy) korelacni koeficient 7y

SX - X)(Y; - Y)

\/SXSY \/ZX X2 5(Y; - V)2

X; — X Y; — Y )
n—lzzl< . >< 5 > (z-skory)

Sxy =
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e K prokazani zavislosti nutno normalni rozdéleni X, Y

e Hy: pxy =0 se na hladiné a zamita:

T=———Vn=2  |T|>t, s0)

1 —7r
e Spearmanuiv korelacCni koeficient

— MEri silu monotonni zavislosti
— zalozen na poradich R;,Q; hodnot X,,Y;

S 6 -
Tgﬂ)/ =1- n(n2 —1) ;(Rz - Qz>2

— Hy: (nezavislost) se zamitd, je-Ii |r%)/\/n — 1] > z(a/2)
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priklad tuk (v zavorce po vynechani oznaeného pozorovani)

%%

100- oo o

90 © % vyska vers. hmotnost

O QO@ ©
80- %8, ’ r = 0,643 (0,654)
N — 5814  (5,921)
6 % 00 °° p < 0,0001 (p < 0,0001)
60-
160 1%0 1é0 150 H
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priklad tuk (v zavorce po vynechani oznaeného pozorovani)

D

90-

80

70

60

50—

160

00
© o®
o

©
[0) o
o 000800
o8o @
o
2F o O
50 ©
O 00
o
\ \
170 180

vySka vers. diast. tlak

ro= —0,145 (—0,018)
~1,019 (—0,124)
p = 03135 (0,9017)
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priklad tuk (v zavorce po vynechani oznaeného pozorovani)

1474

1004 o )

90 ° o ) ° puls vers. hmotnost

80+ _ OOEO ooooo i r = —0,245 (—0,241)

ol 7 8@00:0 S t o= —1,752  (=1,701)

- 00 © ® 00 p = 0,0862 (0,0955)
50 70 90 P
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Fisherova Z-transformace (pfiblizi chovani r normalnimu rozdéleni)

1.1 1.1 1
Z =—1n +7“NN —1In +p,
2 11— 2 1—p n-—-3

e priklad déti: porodni délka, hmotnost

1. 1+40,5687
— divky: r = 0,5687, nj =51, 21 = §1n 1 . 075687

— hoSi: r9 = 0,5967, no =49, z9 = 0,6880
— test shody (odhady ry,ry jsou nazavislé!)

456 —
L 0,6456 — 0,6880 — 0,205

1 N 1
bl —3 49 -3

srovnej s kritickou hodnotou z(0,05/2) = 1,960, p = 0,8376

= 0,6456
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I 1+4+p

— 95% interval spolehlivosti pro ¢ = §1H1 u divek
—p

1,960 1,960
0,6456 — ——— 0,6456 + — | = (0,363; 0,929
( Vbl —3 \/51-—-3> ( )
— 95% interval spolehlivosti pro p; inverzni transformaci
et -1
SRS

tedy

<e2.0,363 +1 ) 020,929 1) = (0,348; 0,730)
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regrese (ptvod pojmu)

e tendence (navrat) k pradmérnosti (F. Galton (1886) vySetroval dé-
di¢nost vy3Sky postavy)

e Uvazujme otce, jejichz vyska je rovna pr@dmeérné vysce generace
vSech otcl; prdmeérna vyska synd téchto otcd bude rovna prd-
meérné vysce vsech syn(

o

e Uvazujme otce o 10 cm VySSI, nez je prlmérna vysSka generace
otclh: prdmérna vyska synl téchto otcl bude jen asi o 5 cm vySSil,
nez prdmeérna vyska generace synd

N N

e Uvazujme otce o 10 cm nizSi, nez je prdmérna vysSka generace
otcl: prdmeérna vyska synl téchto otcl bude jen o0 asi 5 ¢cm nizZsi,
nez priimeérna vyska generace synd
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regresni primka

e odhadovana zavislost: EY = () + (1x
e k danym zq,...,xn Zjistime Yy,..., Yy
— nezavisla pozorovani

— stejny rozptyl o2
— normalni rozdéleni (pro testy)

e by,by — odhady metodou nejmensSich Ctvercu:
n

minimalizovat > (Y — By — 51337;)2
i=1
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y/:bo—l— blm

\

) > b1
[mmy;] )
1
boil = 1vi - ¥

N 24, Y]]
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odhad zavislosti EY = 3y + f1x

AN

Y:bg—i-blaj

b; — odhad smérnice (3;, odhad zmény stfedni hodnoty zavisle
proménné Y pri jednotkové zmeéné nezavisle proménné x
reziduum U; =Y; — YZ =Y; — (by + byz;)

rezidualni soucet Ctvercu:

n n n

Se =Y (Vi = Y;)? =Y (Vi — by — byz)* = > U?

1=1 1=1 1=1

rezidualni rozptyl
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e koeficient determinace (podil variability Y vysvétlené uvazova-
nou zavislosti, zda ma smysl predpovidat pomoci regrese)

Se

2 _ 1 _
=l Y(Y; —Y)?

e nezavislost EY na z znamena Hy : 8 = 0 (zda je zavislost pro-
kazna)
b
T=_ 1
S.E.(by)

|T| > tn—Z(O‘)
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priklad zavislost procenta tuku FAT na vySce HEIGHT u mladych muz@
regresor b; | S.E.(b;) t p
abs. Clen | =53,870 | 24,657 | —2,185 | 0,0338
HEIGHT 0,379 0,138 | 2,742 | 0,0086

predpovéd: Y; = —53,870 + 0,379z;,

tedy FAT= —53,870 + 0,379-HEIGHT

(na kazdy centimetr vysky v priiméru 0,379 procentniho hodu)
varia- soucCet | st. prim. F P
bilita | Ctverc | vol. | Ctverec

regrese 362,54 1| 362,54 | 7,519 | 0,0086
rezid. | 2314,41 48 48,22
celk. | 2676,95 | 49 | (54,63)

) 36254 231441
- 2676,95  2676,95

= 0,135
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mnohonasobna linearni regrese

e zavislost na dvou nezavisle proménnych

e pozorovani (xi,v1,Y]),..., (xn,vn, Yn)

e Yi,...,Y, Jsou nezavislé nahodné veliCiny
e stejny rozptyl o2

e normalni rozdéleni Y; pro dané z;,v;

e stredni hodnoty Y, vysvétleny pomoci x;, v;

EY; = 05y + Biz; + Bov;

e by, b1, b0 — odhady parametrd Gy, 81, 5o

e by — odhad zmeény stredni hodnoty Y pri jednotkové zmeéné x a

nezmeénéné hodnoté v
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e b — odhad zmeény stredni hodnoty Y pri jednotkoveé zmeéne v a
nezmenéné hodnoté x

e U, — reziduum

Ui = Yi-Y,
= Y; — (by + biz; + byvy)

e rozklad variability S = Sgi + Se
n

n
SV - V) =Sp+ Y (V; - V;)?
i=1 1=1

e koeficient determinace R?
(podil celkové variability, ktery se
podarilo vysvétlit zavislosti Y na z,v)

R2_ SR __ b
St St
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uvazujeme zavislost |[EY = By + Bz + Bov

e Hy: 35=0 (k vysvétleni Y staci x)

bo
TH = : zamitat pro |15| > t,,_3(«
e Hy: 3, =0 (k vysvétleni Y staci v)
b1
T, = : zamitat pro |11| > t,,_3(«
e Hy: 31 =06y=0 (nezavisi ani na x ani na v)

~ Sp/2
F = Se/(n — 3> > F2,n—3(a)
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priklad zavislost FAT na HEIGHT a WEIGHT

regresor bj | S.E.(b;) t p
abs. Clen | 11,327 | 16,682 0,679 0,5005
HEIGHT | —0,262 0,110 | —2,376 0,0216

WEIGHT 0,624 | 0,0690 9,050 | <0,0001

— pri stejné vysce oCekavame na kazdy kg hmotnosti o 0,6 proc.
bodu vice tuku

— u muzb, kteri se lisi vySkou o0 10 cm a maji stejnou hmotnost
oCekavame, ze ti vysSsi maji v prdmeéru o 2,6 proc. bodu mene
tuku

— R?= 1833,11/2676,95 = 1 — 843,85/2676,95 = 0,685

variabilita | soucl. Ctv, | st. vol. | pr@ém. Ctv. F P

regrese 1833,11 2 916,55 | 51,050 | <0,001
rezid. 843,85 47 17,95
celk. 2676,95 49 (54,63)
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y-testy

e pro znaky v nominalnim meéritku

e Nékdy i v ordinalnim meéritku, ale bez ohledu na usporadani
e postupy pro ordinalni znaky existuji, ale zde neni na né misto
e priklady

— pocCty osob s krevnimi skupinami A, B, AB, O

— pocCty déti narozenych v jednotlivych mésicich v Praze

— pocCty matek se zakladnim, strednim, vysokosSkolskym vzdéla-
nim
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e Multinomickeé rozdéleni

— v dil€im pokusu k mozZnych vysledk@ Aq,..., A, (neslucCitelng,
sjednoceni vSech je jev jisty)
— m; je pst, Ze vyjde A; > i = 1)

— n nezavislych dilCich pokust

— Nj — pocet dilCich pokus@, kdy nastalo Aj

— (Ny, ..., Nip) ma multinomické rozdé€leni s parametry n, 7y, ..., T

— samotné N; ma binomické rozdéleni, tj. Nj ~ bi(n,wj)

e pravdépodobnost toho, ze Ny =ny,..., N =nyg
|
n!
"
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k
e hlavni vlastnost (pokud nmj > 5 pro Vv 7) X? = Z (

p ~e « ~ ~ ~ ~ 2
ma priblizne rozdéleni x;._
o test shody Hy: m = 77?,...,7% = 7'('2
(pravdépodobnosti hypotézou dany jednoznacné)

— plati-li Hy, oCekavame Cetnosti blizké hodnotam ENj :nwgi

. — an)Q

k (N
2 J J
X'=) ——ji
J=1 J

n

— Hy zamitame, je-li X2 > x7_,(«)
— Nj — experimentalni Cetnosti

_ mrg — teoreticka Cetnosti

— statistika X? porovnava experimentalni a teoretické Cetnosti
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priklad mesice: _ _ -
pocCty studentd biologie narozenych v jednotlivych meésicich
hypotéza: déti se rodi béhem roku rovnomeéerné

me&sic | n; nm) | PFINoS
1 11 9,43 | 0,2623

2 9 8,52 | 0,0276

3 13 9,43 | 1,3539

4 11 9,12 | 0,33861

5 8 9,43 | 0,2161

6 5 9,12 | 1,8635

7 10 9,43 | 0,0348

3 6 9,43 | 1,2461

9 13 9,12 | 1,6473

10 8 9,43 | 0,2161

11 8 9,12 | 0,1383

12 9 9,43 | 0,0194
celkem | 111 | 111,00 | 7,4115

X? =T74115 < x%,_4(0,05) = 19,675  p = 0,765
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slozena nulova hypotéza

hypotéza, ktera urCuje vztahy mezi pravdépodobnostmi (hypotéza
o strukture), nékteré parametry zC@stavaji volné,je tfeba je odhad-
nout

priklad antigen: souvisi vyskyt antigenu A s jistou nemoci?
Cetnosti fenotypl ny =18, no =17, n3 =6

model pro fenotypy AA, Aa, aa (neurCeny parametr 6))

P(Aa) = m(0) = 20(1 — 6)
(1—06)
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e odhad 6 minimalizaci logaritmicke vérohodnostni funkce

£(0) = In(P(Ny = ny, No = no, N3 = ng3))

= (e (6%)™ (2001 —0)"2 (1 - 0)*)")
=co+ (2n] +n9)In b + (ny + 2n3) In(1 — 6)
b N1 — Ny ( I8 —06 _

|
— = 0,5 + ——— = 0,646
2 N 2n " 82 )

e zamitat pokud (g pocet slozek 60)

“(Nj —nm(9))?

2 __ J 2
X = 221 nw(é) Z Xk;—l—q(a>
j:

e antigen: x2=0,355, p=0,551
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kontingencni tabulka

e nominalni znak s hodnotami Aq,..., Ar
e nominalni znak s hodnotami By,..., B¢
e N;; kolikrat souCasné A; a B; (sdruzené€ Cetnosti)

e Marginalni Cetnosti

C T
j=1 1=1
e nezavislost znakd: pro vSechny dvojice 7,5 plati

P(A; N Bj) = P(A;)P(B;)

177



teoretické Cetnosti (protéjSek Nij)

—_—

0ij =n - P(A;) - P(Bj)=n-

Hgy : znaky jsou nezavislé

-y

1=17=1

nezavislost se zamita pro X* >

musi byt o;; > 5V (4, 5)
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priklad Baden

barva ocCi barva vlas( celkem
svétla | hnéda | Cerna | rySava

modra 1 768 807 189 47 2 811

Seda/zelena 946 | 1 387 746 53 3 132

hnéda 115 438 288 16 857

celkem 2829 | 2632 | 1223 116 6 800

e barva oCi r = 3, barva viast ¢ =4, n = 6800

e 011 = 2811 - 2829/6800 = 1169,

019 = 2811 - 2632/6800 = 1088. . .

® 034 = 116 - 857/6800 = 14,62 > 5

5 (1768 — 1169)?

(807 — 1088)?

X:

1169

> x2(0,05) = 12,5916
p < 0,0001
zavislost je na kazdé rozumné hladiné prokazana

1038

... =10735
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e test homogenity

— hodnoty znaku By, ...

7BC

— r nezavislych vybért z rGznych populaci
— Hg : populace se nelisi

— dal stejné jako pro nezavislost

e priklad krevni skupiny

5 (121 — 353 -239/717)?

X T 353 230/717

nejmensi teoreticka Cetnost: 353 -63/717 = 31,02 > 5

populace skupina celkem
0 A B AB
C 121 | 120 79 | 33 353
D 118 95 | 121 30 364
celkem 239 | 215 | 200 | 63 717
.0 = 11,742 > x3(0,05) = 7,815,  p = 0,008
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McNemaruv test (test symetrie)

parovy test pro nominalni veliCinu s hodnotami By,..., B

zjiStujeme hodnoty nominalniho znaku na stejnych objektech za
dvojich okolnosti (pred oSetrfenim, po osetreni)

N;; pocCet objektl, u nichz prvni mereni B; a druhé meéereni B;

hypotéza: pravdépodobnosti moznych hodnot znaku jsou stejne
za obojich okolnosti (pred oSetfenim i po ném)

TR

1<J

hypotézu zamitneme pri X2 > X%(k—l)/z(oo
vyrazy ve jmenovateli musi byt kladné!

nezavisi na pocCtu objektd, kdy vysly oba vysledky stejné (a1



priklad stromy

1994 1995 celkem
1 2 3
1 4 3 3 10
2 712111 39
3 1|15 |35 51
celkem | 12 | 39 | 49 100
stav tychz strom@ ve dvou sezonach
celkem 100 stromd
o (3=77% (3-12% (11 -15)
XT3 T3 1 T+

x2(0,05) = 7,8147, p = 0,3597

rozdil mezi sezonami jsme neprokazali

= 3,215
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a b a—+b
Ctyrpolni tabulka C d c+d
at+c|b+d n

e specialni pripad kontingencni tabulky pro r =c =2

e test nezavislosti/homogenity

2 _ n(ad — be)?

(a+e)b+d)(a+b)(c+d)
z(a/2)?

n(|lad — be| — n/2)?
(a+c)(b+d)(a+0b)(c+d)
e Fishertv faktorialovy (exaktni) test

zamita se pro X2 > x?(a)

e Yatesova korekce X; —

— pocita primo dosazenou hladinu p

— malé Cetnosti nevadi
183



priklad hrabos

Frenkelia Sarcocystis spp. celkem
SPp. + —

-+ 4 27 31

- 11 473 484

celkem 15 500 515

e souvisi spolu nakazy dvéma cizopasniky?

e Nulova hypotéza: nezavislost

5 515(4-473 — 11 27)°
15-500 - 31484

e ale: 15-31/515=0,9 < 5

e Yates: Y = 8,187 p = 0,0042

X — 11,643, p = 0,0006
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e Fisheruv test: p = 0,0092
e Na 5% hladiné zavislost prokdazana

e (zcela jina otazka) vyskytuji se cizopasnici se stejnou psti?
McNemargdv test:

11 — 27)?
X = ( F _ 6,7368, p = 0,0094
11+ 27
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jak pouzijeme statistiku
e CO O problému zjistili jini? (precti, sepis)
e CO chces zjistit?

— zformuluj otazku (to urCi mozné statistické metody)
— zformuluj nulovou a alternativni hypotézu

e zvol hladinu testu «
e zvol rozsah vybéru (presnost, délka int. spolehlivosti, sila testu)
e porid data

— proved méreni (podrobné zaznamy!)

— preved do elektronické formy (kédovani)
— vycCisti data (grafy, popisné statistiky,...)

e proved vypocty, kresli grafy

e pouzij vysledky a grafy, interpretuj 186



dvoji puvod dat

e planovany (organizovany) pokus

— aktivné zasahujeme
— fixujeme okolnosti (stala teplota, svételny rezim)
— nastavujeme urovné zvoleného faktoru (dva zivné roztoky)
— jedinclm nahodné prirazujeme osSetreni
— zjistime-li rozdil, zname jeho priCinu
e Setreni (sledovani déni)

— pouze sledujeme, nezasahujeme

— rozdéleni do skupin nem@zeme ovlivnit

— rozdil mezi skupinami maze byt zpfsoben matouci (confounding)
veliCinou, ktera souvisi s rozdélenim do skupin i s mérenym zna-
kem (priklad: planované téhotenstvi na vzdélani matky, matouci

je vék matky)
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jakeé ulohy reSime

e popsat stav

— poloha (pr@mér, median, kvartily,...)

— variabilita (smér. odchylka, rozptyl, kvartilové rozpéti)

— zavislost (korelacni koeficient, Spearmanav korel. koeficient)
— tvar rozdéleni (Sikmost, SpiCatost)

e prokazat vliv oSetreni

— zména polohy (¢-testy, analyza rozptylu)
— zmeéna variability (Levene, F-test, Bartlettdv test)
— jind zména (Kolmogorov-Smirnov)
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jakeé ulohy reSime

e prokazat zavislost

— obé spojité (korelagni koeficient)
— spojita na kvalitativnimi (ANOVA)
— obé kvalitativni (kontingencni tabulka)

e popsat zavislost
spojité veliCiny na spojitych Ci kvalitativnich — regrese
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vybér metody

e jakou ulohu resSime?
e jSOU Vybéry nezavislé?
— Z organizace pokusu
e lze predpokladat normalni rozdéleni?

— ze zkuSenosti
— lze ovérovat (ve skupinach pozorovani, z rezidurf)
— lze soudit z grafu (normalni diagram)

e je rozptyl staly?

— lze ovérovat (ve skupinach pozorovani, z reziduri)
— lze soudit z grafu (rozptylovy diagram)
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volba nuloveé a alternativni hypotézy

e Hp zjednodusSuje model

— populace se nelidi (vybéry se lisi jen nahodné)

— veli¢iny jsou nezavislé

— Hg zpravidla chceme vyvratit abychom prokazali svoji védeckou
hypotézu

e H; je opak nulové hypotézy

— zpravidla obsahuje tvrzeni, které chceme dokazat

— pokud existuje jednostranna alternativni hypotéza, musime ji
zvolit pred pokusem na zakladé uvah, které nejsou zalozeny
na pouzitych datech

e pouze zamitnutim Hy néco dokazujeme
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neéktere dalsi modely a metody

e diskriminacni analyza

na kazdéem objektu mérime nékolik spojitych veliCin

zname prislusnost objektd ke skupinam

DA da rozhodovaci pravidlo pro prirazovani dalsich objektd do
skupin

napriklad podle kosternich nalez@ urCovat pohlavi

e Shlukova analyza

— na kazdém objektu mérime nékolik spojitych velicin
— konstruujeme skupiny navzajem blizkych (podobnych) objekt(
— vzniklé skupiny se snazime interpretovat
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priklad z archeologie (Thurzo 1979)

e troji pohrebisté (avarsko-slovanska, slovanska, madarska)

e mérime Sifku tvare (zy-zy) a miru 8a (sagitdalni primér stredu
diafyzy tibie), uvazujeme zeny

e préimery:

pohrebisté | rozsah Sirka mira 8a

slovanské 39 122,410 | 25,615
madarské 27 127,963 | 30,471

e odhad variancni matice

< _ ( 25631 —0,724
—\ —0,724 6,937

e korelacCni koeficient r = —0,054

o L-testy: t; = —4,381, ty = —7,380
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rozhodovaci pravidlo (DA)

e rozhodujeme mezi dvéma pohrebisti

e Sstejné psti obou populaci
e ke slovanskym prirad, kdyz
e k madarskym kdyz

e Spatné zarazeno:

0,237 Sirka + 0,726 mira 8a < 50,060

0,237 &itka + 0,726 mira 8a > 50,060

— pouze 7 z 39 slovanskych (17,9 %)
— pouze 3 z 27 madarskych (11,1 %)

e pri oCekavaném pomeéru 4:1 ve prospéch slovanské populace bude
ke slovanskym pohrebisStim prifazena zena, kdyz

4
0,237 &itka + 0,726 mira 8a < 50,060 + In (I) 51,446
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tibie

22 24 26 28 30 32 3H4

N N8N

pomeér 1:1, pomér 4:1

sirka.tvare

140 145
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rozliSeni pohrebist (shluky)
e kazdé pohrebisté a pohlavi charakterizujeme prédmeérnou hodnotou
Ctyr veliCin (jeSté vySka a délka lebky (g-op)
e pro téchto Sest Ctveric se spocita vzdalenost
e postupné se vytvareji skupinky nejblizSich, pak jejich vzdalenost
e grafické znazornéni — dendrogram
e vzdadlenost (nepodobnost)

— euklidovska
— Mahalanobisova (uvazi zavislosti)
— 1-korelaCni koeficient

O ALD 4
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vzdalenost skupin = vzdalenost nejvzdalenégjSich prvk(

Cluster Dendrogram Cluster Dendrogram
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