5. Algebrou za lepsi pochopeni algebry
Idealy v okruzich
Definici idedlu (i s obrdzkem!) viz na str. 40 skript a definici hlavniho idedlu tamtéz v Tvrzeni 7.4.

1. Urcete a,b € N takové, ze 2Z N 3Z = aZ, resp. 27 + 37 = bZ. [a =6, b=1]

2. Najdéte a € N tak, aby ideél aZ byl roven:

(a) 287 + 63Z 7]
(b) 15Z + 18Z + 40Z [1]
(c) (—28)ZN (—63)Z [252]

3. Necht R = Z[i]. Najdéte a,b € R takova, ze aR = (3+ )R+ (4+2))RabR=(3+i)RN(4+29)R.
[s vyuzitim 4.5(a): a || 1 +14, b || 10]

4. Af R je obor hlavnich ideali. Dokazte, ze pro zadané a,b € R je aR N bR = cR, kde ¢ =NSN(a, b).
(Nejdiiv si tvrzeni zkuste rozmyslet pro R = Z, Z][i] a pak pfipadné zobecnéte pro libovolny OHI.)

5. Necht S = Z[z] a uvazujme idedly [ = 25 + xS a J = 35 + xS. Ukazte, Ze:

(a) I, J nejsou hlavni ideély. [kdyby byly, musely by byt generovany délitelem
2, resp. 3, ktery, protoze jde o vlastni idealy, neni invertibilni, tedy jde o +2 (resp. £3), ¢imz ale
nenageneruji polynom x|

(b) mnozina {ab | a € I,b € J} netvorii ideadl v okruhu S. (Ndpovéda: premyslejte o polynomu
p(z) =x.) [polynom z nelze napsat jako sou¢in ab ze zadani, na druhou stranu zde ale lezi,
protoze 2z, 3z jsou daného tvaru soucinu a idedl musi byt uzavieny na s¢itani]

(I)reducibilita polynomu v gaussovskych oborech
6. Najdéte vSechny racionalni kofeny danych polynomi z Z[x] (predevsim uréete mozné kandiddty, idedlné
pomoci Tvrzeni 8.1):
(a) 223 — 22 +3 [—1]
(b) 427 — 1625 + 2° + 552* — 352% — 3822 + 122 + 8. [—3.2]

7. Rozmyslete si, pro¢ je polynom f(x) = 2z + 6 ireducibilni v Q[z], ale je rozlozitelny v Z[z]. Najdéte
k nému v Qx| asociovany primitivni polynom. [2 je v Q invertibilni; = + 3]

8. Rozmyslete si, pro¢ jsou néasledujici polynomy v piislusnych oborech ireducibilni (mize se hodit Ei-
sensteinovo kritérium z Tvrzeni 8.2):

(a) 23+ 22+ 2+ 3 v Z[z] [musel by mit kofen. .|
(b) 2+ 23 — 2+ 1 v Z[z] [upoéitat mozny rozklad na kvadratické]
(c) 423 — 1522 + 60z + 180 v Z[x] [Eisenstein pro 5]
(d) 2 —36x* + 623 4 3022 4 24 v Q[7] [Eisenstein pro 3 + vztah ireducibility v Z[z] a Q[z]]

9. Spoététe v oboru Z[x,y] NSD pro polynomy 6z%y a 15xy? + 2123y. (Zamérte se na zdivodnéni dle
Véty 8.5 ze skript.) [NSD || 3zy]



10.

Najdéte v prislusnych oborech ireducibilni rozklady danych polynomi:

‘ H 22 —y+2 ‘ x? — 2y? ‘ 2?2 + 92 ‘ 2 +ay+y—1 ‘
[ Q[z, ] ireducibilni ireducibilni ireducibilni (x+1)(z—1+y) ]
Rz, y] ireducibilni (z+v2y)(x—/2y) ireducibilni (x+1)(z—1+vy)
Clz, y] ireducibilni (z+v2y)(z—2y) (x 4+ iy)(x — iy) (x+1)(x—1+y)

A pro odvazné nekolik zabavnyjch ptikladi navic:

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Bud R = {f € Q[z]; f(0) € Z}. Pak je R podokruh oboru Q[z]. Dokazte, Ze pro libovolné f,g € R
existuje NSD(f, g). Pro¢ neni pfesto R Gaussovym oborem?

Rozlozte polynom 222 + 2z — 1 nad eukleidovskym oborem Z[v/3] na ireducibilni prvky.
(V3 =Dz +D((V3+ 1z —1)]

(Dalsi mozna metoda, pouziva se obménéna implikace) Ukazte, Ze je-li primitivni polynom f(x) € Z[z]

)
reducibilni a prvocislo p nedéli vedouci koeficient f(z), pak je reducibilni i polynom f(z) € Zp[z]
ziskany vzetim koeficientu f(z) modulo p.

S vyuzitim pfedchoziho tvrzeni rozhodnéte o (i)reducibilité polynomu z° + 42* + 223 + 322 — 2+ 5 v
oboru Zl[z]. [ireducibilni; uvaz mod 3]

(Jesté jedna mozna metoda:) Ukazte, Ze je-li R obor, pak polynom je f(x) € R[z]| reducibilni pravé
tehdy, je-li v R[z] reducibilni polynom ¢(z) ziskany z f(z) linedrni substituci z — ax + b pro a,b € R
a @ invertibilni v R.

S vyuzitim ptfedchoziho tvrzeni rozhodnéte o (i)reducibilité nésledujicich polynomut v Z[z]

(a) 2* + 23+ 22+ x4+ 1 [ireducibilni, substituce z — z + 1]
(b) 234322+ 5z +5 [ireducibilni, substituce x — x — 1]
(c) 2=t = Zﬁ:& x® pro prvoéislo p [ireducibilni, substituce = — = + 1]

Rozlozte v Z[z] polynom z'®—1 na sou¢in ireducibilnich polynomii. [(2%+1) (2% +1)(2?+1)(x+1)(z—1);

pro polynomy tvaru 22" +1 vyuzijme substituce z — z + 1 a Eisensteinovo kritérium.]

Rozmyslete si, pro¢ je polynom 3z3 + 222 + (4 — 2i)x + (1 +4) v (Z[i])[x] ireducibilni.
[Eisenstein pro 1 + i



