OTAZKY A ULOHY KE ZKOUSCE Z UVODU DO TEORIE
GRUP

1. OPERATOROVE GRUPY.

1.1. Zavedte pojem Q-grupa a Q-invariantni podgrupa. Definujte charakteristické
a uplné charakteristické podgrupy a uvedte v D¢ tii charakteristické podgrupy (a
ovéite to).

1.2. Vyslovte a dokazte Vétu o homomorfismu a Prvni vétu o izomorfismu pro Q-
grupy. V jakém vztahu je centrum grupy G a grupa vnitinich automorfisma grupy
G? Své tvrzeni dokazte.

1.3. Spocitejte centrum Z(Q) grupy kvaterninont @ = {£1,+i,+j,+k}. Roz-
hodnéte, zda je Z(Q) (a) normélni, (b) charakteristickd, (c) tplné charakteristicka
podgrupa grupy . Sva tvrzeni oduvodnéte.

1.4. Vyslovte a dokazte Druhou a TTeti vétu o izomorfismu pro {2-grupy.

1.5. Popiste a uréete pocet prvkii mnozin End(Z3) a Aut(Z3). Popiste viechny
charakteristické a iplné charakteristické podgrupy aditivni grupy Z3.

2. KoMPOZIENT RADY.

2.1. Zavedte pojmy §-jednoduchéd grupa, subnorméalni Q-fada a kompozi¢ni Q-
fada. Spocitejte kompoziéni -fadu grupy S, pro vSechna pfirozena n (tvrzeni o
jednoduchosti grup A,, nemusite dokazovat).

2.2. Co znamen4, Ze jsou dvé fady 2-izomorfni? Vyslovte a dokazte Jordan Hol-
derovu vétu o jednoznacnosti kompozicnich 2-rad.

2.3. Najdéte vsechny hlavni a vSechny hlavni charakteristické rady cyklické grupy
(g) tddu 77.

2.4. Najdéte vSechny hlavni a vSechny hlavni charakteristické fady grupy Ds.
2.5. Najdéte néjakou kompoziéni fadu grupy Dyo.
3. RESITELNE A NILPOTENTNi GRUPY.

3.1. Zkonstruujte horni centralni fadu grupy a ovérte korektnost konstrukce. De-
finujte nilpotentni grupu a rozhodnéte, které z grup Zao, Aut(Zz20), Sa0, D2g jsou
nilpotentni. Sva tvrzeni odivodnéte.

3.2. Definujte fesitelnou grupu a rozhodnéte, které z grup Z4, Ss, Inn(S4), D12
jsou Fesitelné a pripadné urcete stupen feSitelnosti. Sva tvrzeni odivodnéte.

3.3. Charakterizujte feSitelnost grupy pomoci subnormaélnich fad a vyslovte tvrzeni
o vztahu nilpotentnich a feSitelnych grup. Tvrzeni dokazte.

3.4. Definujte fesitelnou a nilpotentni grupu. Uvedte aspon t¥i pfiklady Fesitelnych
grup, které nejsou nilpotentni.
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3.5. Vyslovte a dokazte tvrzeni o nilpotenci p-grup. Je kazda konecné p-grupa
fesitelna?

3.6. Vyslovte a dokazte tvrzeni o uzavienosti tFfidy nilpotenich a fesitelnych p-grup
na podgrupy a faktory.

4. SOUCINY GRUP

4.1. Zavedte direktni a semidirektni sou¢in dvou grup. Vyslovte a dokazte tvrzeni
o tom, kdy je grupa izomorfni semidirektnimu soucinu svych podgrup.

4.2. Definujte volny soucin systému grup. Co je redukované slovo? Vyslovte a do-
kazte univerzalni vlastnost volného soucinu, tj. tvrzeni o existenci a jednoznacnosti
homomorfismu do libovolné grupy se systémem danych homomorfismt (tvrzeni o
unicité redukovaného slova nemusite dokazovat).

4.3. Zavedte pojem volnad grupa. Vyslovte a dokaZte tvrzeni o existenci volnych
grup s danou volnou bazi. Existuji dvé neizomorfni volné grupy s volnou bazi veli-
kosti 2577

4.4. Definujte semidirektni sou¢in a popiSte aZ na izomorfismus vSechny semidi-
rektni soudiny S35 x A7. Sva tvrzeni odivodnéte.

4.5. Napiste Sy (aZ na izomorfismus) vSemi moZnymi zpisoby jako semidirektni
sou¢in H x K. Sva tvrzeni odivodnéte.

5. SYLOWOVY PODGRUPY
5.1. Zavedte pojem Sylowovy podgrupy a vyslovte a dokazte Sylowovy véty.

5.2. Vyslovte a dokazte charakterizaci koneénych nilpotentnich grup pomoci Sy-
lowovych podgrup.

5.3. Popiste vSechny Sylowovy podgrupy grup (a) Zs, (b) S¢. Sva tvrzeni odtivod-
néte.

5.4. Popiste vsechny Sylowovy podgrupy grupy Ss x S4. Sva tvrzeni odtvodnéte.

5.5. Definujte pojem Sylowovy podgrupy a rozhodnéte, zda grupa Sigg obsahuje
podgrupu fadu 2°°. Své tvrzeni odivodnéte.

6. VOLNE GRUPY

6.1. Definujte pojem Schreierova transverséla. Je-li ¢ : F({z,y}) — S4 homomor-
fismus na Sy uréeny p(z) = (12), ¢(y) = (1234), najdéte Schreierovu transversilu
podgrupy Ker ¢.

6.2. Vyslovte a dokazte tvrzeni o podgrupé kone¢ného indexu konec¢né generované
grupy.

6.3. Je-li ¢ : F({z,y}) — S5 homomorfismus na S3 uréeny p(z) = (12), ¢(y) =
(123), najdéte volnou bazi grupy Ker .

6.4. Existuje ve volné grupé o dvou generatorech F'(z,y) normalni podgrupa indexu
1267 Je grupa F(z,y) FeSitelnd? Sva tvrzeni odtivodnéte.

6.5. Vyslovte tvrzeni o podgrupach volnych grup. Existuje faktor volné grupy o
dvou generatorech izomorfni grupé Sg? Své tvrzeni odivodnéte.



