Doméci tlohy z Uvodu do teorie grup
2019/20

Budou zadany 3 série domacich ukolu kaZda za 20 bodi. Dalsich celkem 40 bodu lze
ziskat za dvé zapoctove pisemky. Na ziskani zapoctu bude treba ziskat 50 bodu za 100
moznych. VSechna sva tvrzeni peclivé odivodiujte.

2. SERIE (DO 16.12., 9:05)

Dikazy tvrzeni této série muzete Cerpat z jakékoli literatury (veetné skript Alese Dra-
pala), odkazovat se ovSem miiZete jen na tvrzeni dokdzané na prednéSce ¢i na nékterém
z absolvovanych kurzi (napiiklad linedrni nebo obecné algebry).

A = (A,+,—,0) bude ve vSech tlohéch aditivné zapsand koneéné generovana abe-
lovska grupa (tj. operace + je komutativni a existuje pfirozené k a prvky aq,...,a; € A,
pro které A = (ay,...,a;)). Ozna¢me P mnozinu vSech prvocisel a polozme pro p € P

A(p):{aEA|EIk€N:pk~a:O}, T(A)={a€A|IneN:n-a=0}

tedy A, obsahuje pravé prvky fadu p* pro viechna k > 0 a 7(A) obsahuje pravé prvky
konecného fadu. Jestlize A = Ay, pro p € P, budeme iikat, ze A je p-grupa, pokud
7(A) = A mluvime o torzni grupé a jestlize 7(A) = {0} nazyva se A beztorzni grupa. Je
snadné dokazat (a nemusite to délat), ze 7(A) a A, p € P, jsou podgrupy abelovské
grupy A. Na mnoziné Z" uvazujeme grupové operace + a — definované po slozkach.

Dokazte nasledujici tvrzeni:

2.1. Existuje pfirozené n a homomorfismus grupy Z" na grupu .A. Je-li navic A beztorzni,
pak existuje izomorfismus Z" — A pro vhodné nezaporné celé n.

5 bodii

2.2. A/7(A) je bud beztorzni nebo nulovéd a A = A/7(A) x 7(A) = ZF x 7(A) pro vhodné
nezaporné celé k.

5 bodi

2.3. Je-li A torzni, pak A = []
soucinem cyklickych p-grup.

peP A, a je-li A p-grupa, p € P, pak je direktnim

5 bodi
2.4. Existuji takova nezaporna cela ¢isla k,n, prvocisla p; € P a prirozena cisla r; pro
véechnai=1,....k, ze A= Z" x Hle Z,ri. Navic A je konec¢nd, pravé kdyz n = 0.

5 bodii

Nehodnoceny ukol: Rozmyslete si, ze jsou grupou A urceny jednoznacné ¢isla n, k
a az na poradi vSechny hondoty p;'.



