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Motivace

Motivace

o Predstavte si ¢tverec [0,1] x [0,1] a v ném body, viz obrazek.
To pfedstavuje realizaci bodového procesu v roving.
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Motivace

Motivace

o Predstavte si ¢tverec [0,1] x [0,1] a v ném body, viz obrazek.
To pfedstavuje realizaci bodového procesu v roving.

@ Mezi body procesu miizeme pozorovat riizné interakce: body
se pfitahuji, odpuzuji nebo se viibec neovliviiuji.
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Motivace

Motivace

@ Teorie bodovych procesii nabizi mnoho moZnosti, jak tyto
interakce méfit. Jednou z nich je parova korelaéni funkce.
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Motivace

Motivace

@ Teorie bodovych procesii nabizi mnoho moZnosti, jak tyto
interakce méfit. Jednou z nich je parova korelaéni funkce.

@ Pokud mame redlnd data, chceme tuto funkci odhadnout.
K tomu slouZi metoda jadrovych odhadi. Vlastnosti jadrovych
odhadi jsou siln& ovlivnény volbou tzv. ,Sitky pasma” b které
uréuje, jak vzdalend pozorovani p¥i odhadu jesté bereme do
tvahy. Pokud zvolime b moc malé, dostaneme odhad, ktery je
velmi zavisly na pozorovanych datech(graf funkce bude velmi
zubaty), zatimco moc velké b miize naopak zakryt dilezité
informace(graf bude velmi hladky a nebude vidét struktura
dat). Sprdvnd volba b je hlavnim t&Zi¥t&m této prace.
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Motivace

Odhad hustoty ndhodné veli¢iny: malé vs. velké b
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Motivace

Odhad hustoty ndhodné veli¢iny: malé vs. velké b
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o Seds k¥ivka predstavuje odhadovanou hustotu, &ervend odhad
s malym b, &erna odhad se skoro optimalnim b a zelend odhad
s moc velkym b.
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Zékladni definice

Bodovy proces

@ Ptesna definice bodového procesu je relativné dost technicka,
definuje se obdobné& jako ndhodna veli¢ina s tim, Ze jeho
hodnoty jsou lokaIn& kone&né podmnoZiny R2.
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Zékladni definice

Bodovy proces

@ Ptesna definice bodového procesu je relativné dost technicka,
definuje se obdobné& jako ndhodna veli¢ina s tim, Ze jeho
hodnoty jsou lokaIn& kone&né podmnoZiny R2.

o Rekneme, e M je lokaIn& kone&nd, pokud pro kaZdou B
omezenou borelovskou mnoZinu je pocet bodi v M N B
kone¢ny.
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Zékladni definice

Bodovy proces

@ Ptesna definice bodového procesu je relativné dost technicka,
definuje se obdobné& jako ndhodna veli¢ina s tim, Ze jeho
hodnoty jsou lokaIn& kone&né podmnoZiny R2.

o Rekneme, e M je lokaIn& kone&nd, pokud pro kaZdou B
omezenou borelovskou mnoZinu je pocet bodi v M N B
kone¢ny.

@ MiiZeme tedy bodovy proces povazovat za lokdIné& kone¢nou
nahodnou podmnoZinu R?. S touto interpretaci si bez
technickych detaild pro pochopeni teorie a vysledkil vysta&ime.
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Zékladni definice

Definice 1
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Zékladni definice

Definice 1

Necht X je bodovy proces. Necht B2 je mnoZina borelovskych
mnoZin na R? a n(A) zna&i potet bodii v mnozing A.
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Zékladni definice

Definice 1

Necht X je bodovy proces. Necht B2 je mnoZina borelovskych
mnoZin na R? a n(A) zna&i potet bodii v mnozing A.

Mira intenzity, intenzita.
Necht 1(-) je mira na R? spliujici

uw(B) = En(Xg), B € B2.
Xg znadi X N B. Potom se u(-) nazyvd mira intenzity. Pokud
existuje hustota p(-) vzhledem k Lebesgueov& mite, fikame, Ze to
je funkce intenzity procesu a zna&ime ji p(-).
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Zékladni definice

Definice 1

Necht X je bodovy proces. Necht B2 je mnoZina borelovskych
mnoZin na R? a n(A) zna&i potet bodii v mnozing A.

Mira intenzity, intenzita.
Necht 1(-) je mira na R? spliujici
uw(B) = En(Xg), B € B2.
Xg znadi X N B. Potom se u(-) nazyvd mira intenzity. Pokud

existuje hustota p(-) vzhledem k Lebesgueov& mite, fikame, Ze to
je funkce intenzity procesu a zna&ime ji p(-).

Pokud je p konstantni, Ize interpretovat jako stfedni polet bodi
procesu na jednotkovou plochu.
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Definice 2
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Zékladni definice

Definice 2

Faktoridlni momentova mira druhého ¥adu

Rekneme, e a?(-) je faktoridlni momentova mira druhého ¥adu,
pokud spliiuje:

o?(B) =EY], .ex Lou med) B € (B7),
kde horni index # u sumy znamena, Ze s¢itame p¥es dvojice
riznych bodl x; # x». Dvojice jsou uspo¥adané. 1 znai&f
indikatorovou funkci.
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Zékladni definice

Definice 2

Faktoridlni momentova mira druhého ¥adu

Rekneme, e a?(-) je faktoridlni momentova mira druhého ¥adu,
pokud spliiuje:

a®(B) =EX7 ,.cx Lpaes) » B € (B2,
kde horni index # u sumy znamena, Ze s¢itame p¥es dvojice
riznych bodl x; # x». Dvojice jsou uspo¥adané. 1 znai&f
indikatorovou funkci.

Souginova hustota druhého ¥adu

Pokud ma a?(-) hustotu p(®)(-,-) vzhledem k Lebesgueov& mite,
nazyvame p(?)(-,-) soutinovou hustotou druhého ¥adu.
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Definice 3
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Zékladni definice

Definice 3

Parova korela&ni funkce

Pokud p(-) i p®(-, ) existuji, pak definujeme parovou korela&ni
funkci jako

_ P(xy)
806Y) = 2600 = O
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Zékladni definice

Definice 3

Parova korela&ni funkce

Pokud p(-) i p®(-, ) existuji, pak definujeme parovou korela&ni
funkci jako

_ P(xy)
806Y) = 2600 = O

Obecnég, hodnoty g(x,y)> 1 indikuji pFitaZlivé interakce mezi body
a hodnoty g(x,y)< 1 odpudivé interakce. Hodnoty kolem 1
reprezentuji vzijemnou nezavislost bodi. Casto se pracuje s
predpoklady ohledn& rozd&leni X, za kterych g(x,y) zavisi pouze
na x —y & ||[x — y|/(zde a v dal¥im textu || - || zna&i eukleidovskou
normu).
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Jadrové odhady
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Jadrové odhady

Jadrové odhady

@ Tuto funkci chceme odhadovat neparametrickou metodou
jadrovych odhadi. Ta se pouziva napfiklad pro odhadovani
hustot ndhodnych veli¢in. Myglenka je nasledujici: Necht g je
odhadovand hustota ndhodné veli¢iny Z.
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Jadrové odhady

Jadrové odhady

@ Tuto funkci chceme odhadovat neparametrickou metodou
jadrovych odhadi. Ta se pouziva napfiklad pro odhadovani
hustot ndhodnych veli¢in. Myglenka je nasledujici: Necht g je
odhadovand hustota ndhodné veli¢iny Z.

e Vezmeme né&jakou ,,jddrovou” funkci k, obecné& se tato funkce
voli jako n&jaka jednorozmérna symetrickd hustota(tzn.
J75. k(x)dx = 1) s omezenym nosi¢em(v&tSinou [-1,1]).
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Jadrové odhady

Jadrové odhady

@ Tuto funkci chceme odhadovat neparametrickou metodou
jadrovych odhadi. Ta se pouziva napfiklad pro odhadovani
hustot ndhodnych veli¢in. Myglenka je nasledujici: Necht g je
odhadovand hustota ndhodné veli¢iny Z.

e Vezmeme né&jakou ,,jddrovou” funkci k, obecné& se tato funkce
voli jako n&jaka jednorozmérna symetrickd hustota(tzn.
J75. k(x)dx = 1) s omezenym nosi¢em(v&tSinou [-1,1]).

o Vydélime k pottem pozorovanim n, tim dostaneme funkci ki
kterd ma integral 1/n.
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Jadrové odhady

Jadrové odhady

@ Tuto funkci chceme odhadovat neparametrickou metodou
jadrovych odhadi. Ta se pouziva napfiklad pro odhadovani
hustot ndhodnych veli¢in. Myglenka je nasledujici: Necht g je
odhadovand hustota ndhodné veli¢iny Z.

e Vezmeme né&jakou ,,jddrovou” funkci k, obecné& se tato funkce
voli jako n&jaka jednorozmérna symetrickd hustota(tzn.
J75. k(x)dx = 1) s omezenym nosi¢em(v&tSinou [-1,1]).

o Vydélime k pottem pozorovanim n, tim dostaneme funkci ki
kterd ma integral 1/n.

o Na kazdé jednotlivé pozorovani z; vycentrujeme ki a
jednotlivé funkce se¢teme. Ve vysledku dostaneme funkci
& =31, ki[z](zde k=[z] znati funkci k» vycentrovanou na
z;), kterd m3 integrél rovny 1 a to je nd3 odhad hustoty.
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Jadrovy odhad hustoty
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Jadrové odhady

Jadrovy odhad hustoty

0.15
1

0.10

Density function

0.05

0.00

@ Modra plnd kfivka reprezentuje odhad g, ¢ervené k¥ivky
1
reprezentuji kn[z;].
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Jadrové odhady

@ Nosi¢ k ovdem nemusi byt jenom [—1,1]. Pomoci pfeskélovani
kp(x) = w, b > 0 se nosi¢ zméni na [—b, b]. To umozn{

1, S . i -
kn vice , rozprostfit” kolem jednotlivych pozorovéni.
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Jadrové odhady

@ Nosi¢ k ovdem nemusi byt jenom [—1,1]. Pomoci pfeskélovani
kp(x) = w, b > 0 se nosi¢ zméni na [—b, b]. To umozn{
1 . - s s
kn vice , rozprostfit” kolem jednotlivych pozorovani.

@ Parametr b se nazyva Sitka pasma a ukazuje se, ze jeho volba
p¥i odhadovani je mnohem dileZit&jsi, nez volba funkce k.
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Jadrové odhady

@ Nosi¢ k ovdem nemusi byt jenom [—1,1]. Pomoci pfeskélovani
kp(x) = w, b > 0 se nosi¢ zméni na [—b, b]. To umozn{
kn vice »rozprostfit” kolem jednotlivych pozorovani.

@ Parametr b se nazyva Sitka pasma a ukazuje se, ze jeho volba
p¥i odhadovani je mnohem dileZit&jsi, nez volba funkce k.

@ Pro volbu b pro odhad parové korelaéni funkce existuji riizna
doporuéeni zaloZend na aproximaci, zku$enostech a
simulacich, ale neexistuje ,, pfesny vzoretek”, ktery by dal
optimalni b. Obecné& se b voli tak, aby minimalizovalo st¥ednf{
¢tvercovou chybu

E(g(r,b) — g(r))*.r 2 0.
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Jadrové odhady

@ Jadrové odhady parové korelaéni funkce maji tvar ndhodnych
sum jako tfeba

&(r,0) = S vex,, kolr = v = ul)@(u,v), r = 0
pro n&jakou funkci CD:(]R2)2 — R, kde W znati pozorovaci
okno(t¥eba &tverec [0,1]x[0,1]) a Xy zna&i X N W.
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Jadrové odhady

@ Jadrové odhady parové korelaéni funkce maji tvar ndhodnych
sum jako tfeba
8(r.b) = 327 ex,, ko(r = ||v = ull)®(u,v),r = 0
pro n&jakou funkci CD:(R2)2 — R, kde W znati pozorovaci
okno(t¥eba &tverec [0,1]x[0,1]) a Xy zna&i X N W.
@ Momenty takovych odhadi Ize pod&itat pomoci Campbellovy
véty:

Campbellova véta

Pro integrovatelnou funkci h:(IR2)2 — R plati
EY"7 oexh(x, %) = Jroy b1, x0) da?(x1, o).
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Cile prace

e Odvodit vychyleni a rozptyl(a z nich st¥edni ¢tvercovou chybu)
odhadi parové korelaéni funkce pomoci Campbellovy véty.
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Cile prace

e Odvodit vychyleni a rozptyl(a z nich st¥edni ¢tvercovou chybu)
odhadi parové korelaéni funkce pomoci Campbellovy véty.

@ Pro vybrané modely spoditat b jako

argminy~o E(&(r, b) — g(r))%,r > 0.
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Cile prace

e Odvodit vychyleni a rozptyl(a z nich st¥edni ¢tvercovou chybu)
odhadi parové korelaéni funkce pomoci Campbellovy véty.

@ Pro vybrané modely spoditat b jako

argminy~o E(&(r, b) — g(r))%,r > 0.

e Poznamka: r se ve funkci vy$e miZe zvolit pevné, nebo se
misto stfedni &tvercové chyby minimalizuje tzv. st¥edni
integrovana ¢tvercova chyba definovana jako

MISE(b) = [, MSE(r, b)dr
kde MISE(b) je stfedni integrovand &tvercova chyba a
MSE(r, b) je stfedni &tvercova chyba.
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e Odvodit vychyleni a rozptyl(a z nich st¥edni ¢tvercovou chybu)
odhadi parové korelaéni funkce pomoci Campbellovy véty.

@ Pro vybrané modely spoditat b jako

argminp>o E(g(r, b) — g(r))?,r > 0.

o Pozndmka: r se ve funkci vySe miZe zvolit pevné, nebo se
misto stfedni &tvercové chyby minimalizuje tzv. stfednf
integrovana ¢tvercova chyba definovana jako

MISE(b) = [, MSE(r, b)dr
kde MISE(b) je stfedni integrovand &tvercova chyba a
MSE(r, b) je stfedni &tvercova chyba.
@ V simulalni studii porovnat nase vysledky s doporucenimi
ziskanymi z literatury na nékolika riiznych modelech bodovych
procest.

Jakub Vondratek Odhady parové korelaéni funkce bodového procesu



Cile prace

Diky za pozornost!
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