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Ćıl práce
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2 Základńı definice
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Úvod

Práce se zabývá bodovými procesy v R2.

Bodový proces v R2 je matematický model pro množiny bodů
v rovině.

Bodové procesy mohou sloužit jako model v biologii (výskyt
ptač́ıch hńızd), epidemiologii (výskyt nakažených jedinc̊u) a
daľśıch oborech.

Konkrétně nás bude zaj́ımat Poissonův bodový proces a jedna
z jeho základńıch charakteristik - funkce intenzity.
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Motivace
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z jeho základńıch charakteristik - funkce intenzity.

Martina Petráková Separabilita funkce intenzity Poissonova bodového procesu
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Bodové procesy mohou sloužit jako model v biologii (výskyt
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Separabilita funkce intenzity Poissonova bodového procesu

Bodový proces na R2 je mě̌ritelné zobrazeńı z
pravděpodobnostńıho prostoru (Ω,A,P) do prostoru (N,N ),
kde je N je množina všech č́ıtaćıch měr na R2 a N je vhodná
σ-algebra.

Č́ıtaćı ḿırou zde ḿıńıme ḿıru, která nabývá hodnot z N0 a je
konečná na každé kompaktńı podmnožině R2.

Pro bodový proces X a B ⊂ R2 označme jako NX (B) počet
bodů z procesu X v množině B. Pak NX (B) je náhodná
veličina.
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Základńı definice
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Pro bodový proces X a B ⊂ R2 označme jako NX (B) počet
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Základńı definice
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Binomický proces

Jedńım ze základńıch p̌ŕıkladů bodových proces̊u je binomický
proces:

Definice (Binomický proces)

Necht’ n ∈ N,W ⊂ R2 a X1, . . . ,Xn jsou nezávislé náhodné vektory
s hustotou f (x , y) s nosičem W . Pak bodový proces daný
p̌redpisem δX1 + · · ·+ δXn nazýváme binomický proces.

Speciálně pokud X1, . . . ,Xn maj́ı rovnoměrné rozděleńı, pak
daný binomický proces nazýváme homogenńı.
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Binomický proces - realizace

Obrázek: Př́ıklady realizaćı homogenńıho binomického procesu s n = 100
body v okně W = [0, 1]2.
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Separabilita funkce intenzity Poissonova bodového procesu

V práci nás bude zaj́ımat Poissonův bodový proces v R2.

Předt́ım, než ho zadefinujeme, p̌ripomeňme, že náhodná
veličina X má Poissonovo rozděleńı se sťredńı hodnotou λ ,
pokud

P(X = k) =
λk · e−λ

k!

pro k = 0, 1, 2, . . .

Dále p̌ripomeňme, že NX (B) znač́ı počet bodů z procesu X v
množině B.

Martina Petráková Separabilita funkce intenzity Poissonova bodového procesu
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Separabilita funkce intenzity Poissonova bodového procesu

Definice (Poissonův bodový proces v R2)

Necht’ Λ je ḿıra na R2 (konečná na kompaktńıch množinách a
neatomická). Pak bodový proces X je Poissonův bodový proces s
ḿırou intenzity Λ, pokud splňuje:

NX (B) má Poissonovo rozděleńı se sťredńı hodnotou Λ(B) pro
∀B ⊂ R2,B kompaktńı.

Pro B1, . . . ,Bm disjunktńı kompaktńı podmnožiny R2 plat́ı, že
NX (B1), . . . ,NX (Bm) jsou nezávislé náhodné veličiny.

Speciálně, pokud Λ je násobkem Lebesqueovy ḿıry, pak daný
bodový proces nazýváme homogenńı Poissonův bodový proces.
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neatomická). Pak bodový proces X je Poissonův bodový proces s
ḿırou intenzity Λ, pokud splňuje:
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Separabilita funkce intenzity Poissonova bodového procesu

Obrázek: Realizace homogenńıho Poissonova bodového procesu v okně
W = [0, 1]2 se sťredńım počtem bodů 100.
Počty bodů: vlevo 87, uprosťred 107, vpravo 94.
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Porovnáme-li realizace homogenńıho Poissonova (vlevo) a
binomického procesu (vpravo), nedokážeme je na prvńı pohled
rozeznat.

Toto neńı náhoda - jak uvid́ıme dále, mezi těmito dvěma
procesy existuje vztah.

Hlavńı rozd́ıl spoč́ıvá v počtu bodů - pro binomický proces je
počet bodů dán fixně, zat́ımco pro Poissonův se s každou
realizaćı měńı.
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procesy existuje vztah.
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Separabilita funkce intenzity Poissonova bodového procesu

Jednou ze základńıch charakteristik Poissonova bodového
procesu je jeho funkce intenzity.

Definice (funkce intenzity)

Necht’ X je Poissonův bodový proces v R2 s ḿırou intenzity Λ a
necht’ pro funkci λ(x , y) plat́ı

Λ(B) =

∫
B
λ(x , y)dx

pro B ⊂ R2 borelovské. Pak λ(x , y) nazýváme funkćı intenzity
procesu X.
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procesu X.
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Základńı definice

Ćıl práce
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Separabilita funkce intenzity Poissonova bodového procesu

Obrázek: Realizace nehomogenńıho Poissonova bodového procesu v okně
W = [0, 1]2. Vlevo: funkce intenzity λ(x , y) = exp(6 · x + 1).
Vpravo: funkce intenzity λ(x , y) = 500 · |x − y |.
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Řekneme, že funkce intenzity λ(x , y) je separabilńı, pokud
λ(x , y) = λ1(x) · λ2(y).

Funkce intenzity homogenńıho Poissonova bodového procesu
je konstanta, tedy speciálně je separabilńı.

V práci budeme zkoumat, jak z napozorovaných dat poznat,
zda se jedná o realizaci Poissonova bodového procesu se
separabilńı funkćı intenzity.
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je konstanta, tedy speciálně je separabilńı.
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Ćıl práce
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zda se jedná o realizaci Poissonova bodového procesu se
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K tomu nám bude sloužit následuj́ıćı věta:

Věta

Podḿıněně p̌ri n napozorovaných bodech v okně W má restrikce
Poissonova bodového procesu X s funkćı intenzity λ(x , y) na okno
W stejné rozděleńı jako binomický proces daný náhodnými vektory
X1, . . . ,Xn, kde Xi má vhodnou hustotu. Pokud je nav́ıc λ(x , y)
separabilńı, pak jsou složky vektoru Xi nezávislé.
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Separabilita funkce intenzity Poissonova bodového procesu

Vrat’me se zpět k porovnáńı realizaćı homogenńıho Poissonova
a binomického procesu.

Na realizace Poissonova bodového procesu (vlevo) se nyńı
můžeme d́ıvat jako na realizaci homogenńıho binomického
procesu v okně W = [0, 1]2 s n = 107 body.
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Základńı definice
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Sestaveńı testu pro hypotézu separability funkce intenzity pro
speciálńı p̌ŕıpad funkce intenzity ve tvaru exp(α+β · x + γ · y).

Sestaveńı testu pro hypotézu separability funkce intenzity pro
obecný p̌ŕıpad.

Simulačńı studie popisuj́ıćı hladinu testu a śılu testu proti
r̊uzným alternativám.

Př́ıpadné rozš́ı̌reńı testu pro bodový proces v R3.
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Ćıl práce
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Sestaveńı testu pro hypotézu separability funkce intenzity pro
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Základńı definice
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Děkuji za pozornost!
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