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Jak na to

o Cilem prace je seznamit se s konstrukci invariantnich
diferencialnich operdtord prvniho ¥adu a uvést par
zakladnich p¥ikladd.

Stein-Weissové konstrukci se mimo jiné ¥ika ,zobecnéni

Cauchy-Riemannovych podminek na R"".

@ Nejprve seznamime &tenafe s pojmy jako jsou ,invariantni
operator”, ,invariantni podprostor” a jiné, abychom je mohli v
konstrukci pouZivat.

@ Poté uvedeme samotnou Stein-Weissovu konstrukci
a dokadZeme, Ze tim vytvofime skutecné invariantni operator.

@ Nakonec uvedeme par konkrétnich ptikladli z matematiky
nebo fyziky.
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Reprezenta&ni teorie

Lieova grupa

Definice (Grupa - Zjednodu3eng)

Grupa je ttvetice (G, *,7 1, e), kde

G je mnozina prvk(, na které jsou definované asociativni operace
.nasobeni" x a ,inverz* ~1. Prvek e € G je neutrdlni vidi operaci
nasobeni.

e P¥:
(R, 4+, —,0) Redlna &isla aditivng,
(GL(n,R),-,~%, 1) Invertibilni matice typu R"*"

@ Jako grupu &asto nazyvame pouze jeji nosnou mnoZinu, pokud
Jjsou operace zifejmé.

@ V dalsim budeme uvazovat tzv. Lieovy grupy, to jsou grupy,

které Ize lokalné diffeomorfné ztotoznit s R".
Takové jsou nap¥. GL(n,R) nebo SO(n,R).
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Reprezenta&ni teorie

Reprezentace

Definice (Reprezentace)

Pro V vektorovy prostor nad R kone¢né dimenze,
reprezentace Lieovy grupy G na V je zobrazeni o : G — GL(V),
pokud ¢ je grupovy homomorfismus.

(Tj. Vg, h€ G : o(g * h) = o(g) o o(h))-

@ Jako reprezentace se také ¢asto oznaluje samotné V. J3 zde
budu pouzivat pro V termin reprezentacni prostor.

e PF.
Definujeme reprezentaci grupy GL(n,R) na vektorovém
prostoru R" tak, ze o(M)(v) = M - v,
pro M € GL(n,R), v € R" a M- v je klasické nasobenf
,matice krat vektor".
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Reprezenta&ni teorie

Reprezentace

Definice (Irreducibilni reprezentace)

Je-li V reprezentadni prostor G, pak o podprostoru W < V
Fekneme, Ze je to invariantni podprostor, pokud Vg € G,

VYw € W plati, Zze o(g)(w) € W.

Pak V je irreducibilni reprezentace (reprezentacni prostor)
grupy G, pokud jeho jediné invariantni podprostory jsou V a {0}.

Véta (Rozklad na irreducibilni reprezentace)

Je-li V' reprezentaéni prostor Lieovy grupy G, pak plati, Ze
V=WVi&g--- &V, kde vsechny V; jsou irreducibilni reprezentace

grupy G.

e PY.

R? je irreducibilni reprezentace grupy rotaci kolem po&atku.
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Reprezenta&ni teorie

Invariantni operator

Definice (Invariantni operator)

Jsou-li V,W reprezentaéni prostory grupy G, pak o operatoru
¢ V. — W ¥ekneme, Ze je invariantni (vuéi reprezentaci G),
pokud komutuje s reprezentaci grup.

Tj. Vg € G, Vv € V: ow(g)(¢(v)) = v(ov(g)(v)).

o Elegantngjsi zapis je p¥i vynechani o, pokud zobrazen{
reprezentace je zfejmé.
gop(v) =ypog(v).

e PY.
Pro h € G, pokud G je komutativni, je o(h) : V — V
invariantni operator. Nebot
o(g) o o(h)(v) = o(g * h)(v) = o(h = g)(v) = a(h) o o(g)(v).
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Reprezenta&ni teorie

Zbytek reprezentalni teorie

@ V praci budeme vyuZivat téZ pojmy jako ,vaha reprezentace",
»fundamentdlni vahy", , Cartaniv sou&in" atp.
Tyto pojmy tu nebudu zavdd&t, nebot by zabraly p¥esp¥ilis
mista.

@ V praci budeme uvaZovat prevazné reprezentace maticovych
grup SO(n,R) a Spin(n).
Proto se v dals$im omezime na pohled realného prostoru R”
s reprezentaci danou ndsobenim pfislu§nych matic.

o Casto se vyplati misto redlnych grup a prostorti uvaZovat
komplexni.
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Konstrukce

Obecna konstrukce

e UvaZme zobrazeni f : Q — V, &ili f € C*(Q, V)
kde Q2 C R™ a V je irreducibilni reprezentace
(reprezentalni prostor) grupy G.
Pak plati, ze Vf € End(Q2, V @ C").
(V ® C" je prostor (v nasem p¥ipadg&) prvkd tvaru y 7 4 v;a%i)
e UvaZme navic tzv. definujici reprezentaci C”, (tj. zmé&na
sou¥adnic pomoci maticového zobrazeni g € G).
@ RozloZzime V ® C" na irreducibilni reprezentace F; & --- & F,
a uvazujme projekci m; na ptislusné F;.
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Konstrukce

Obecna konstrukce

Véta (Stein-Weiss)

Definujeme-li D; := wj oV : End(2, V) — End(Q, F;), pak D; je
G-invariantni differencialni operator 1. Fadu.

s

@ Differencidlni operator prvniho ¥adu je operdtor, ktery pouZiva
derivace prvku f € End(2, V) az do prvniho ¥adu derivace.
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P¥iklady

Motivace

@ Touto teorii chceme vytvofit predevsim rotatné—invariantni
differencialni operatory.

@ Rotace odpovidaji reprezentaci grupy SO(n,C). Z teorie je
ale vidét, Ze umime ,,1épe" reprezentovat spiSe grupu
Spin(n, C), ktera dvakrat nakryva ptedchozi grupu.

@ A vzhledem k povaze spinorovych reprezentaci je potfeba
rozlisit p¥ipady, kdy n je sudé, &i liché.
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P¥iklady

Cauchy-Riemannovy podminky

@ Zobecnéné Cauchy-Riemannovy podminky (tj. soubor rovnic)
dostaneme, kdyZ uvazujeme rozklad

VeC'=Feok,
kde F; je (konkrétni) irreducibilni reprezentace, (uvazujeme
grupu SO(n), nebo |épe jeji nakryti grupou Spin(n)), ale F>

byt nemusi, a pak poZadujeme, aby

Dy(f) = 0.

Marek Maly Stein-Weissovy gradienty



P¥iklady

Cauchy-Riemannovy podminky

e UvaZujeme-li grupu SO(2,R), kterou diky tomu, Ze to
jsou rotace, miiZzeme ztotoZnit s jednotkovou kruZnici v C,
pak se definujici reprezentace C? déli na

0+ (t)(z) = e*'tz.

e UvaZujme nyni projekci tak, abychom dostali p¥islusny
operator D, (pFislusny reprezentaci o).
Tuto skutenost lze také jinak napsat, Ze

@ Po rozepsani této rovnosti dostaneme presné
Cauchy-Riemannovy podminky na C.
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Dékuji za pozornost.
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