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Ćılem práce je seznámit se s konstrukćı invariantńıch
diferenciálńıch operátor̊u prvńıho řádu a uvést pár
základńıch p̌ŕıkladů.
Stein-Weissově konstrukci se mimo jiné ř́ıká

”
zobecněńı

Cauchy-Riemannových podḿınek na Rn“.

Nejprve seznáḿıme čtená̌re s pojmy jako jsou
”
invariantńı

operátor“,
”
invariantńı podprostor“ a jiné, abychom je mohli v

konstrukci použ́ıvat.

Poté uvedeme samotnou Stein-Weissovu konstrukci
a dokážeme, že t́ım vytvǒŕıme skutečně invariantńı operátor.

Nakonec uvedeme pár konkrétńıch p̌ŕıkladů z matematiky
nebo fyziky.
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Lieova grupa

Definice (Grupa - Zjednodušeně)

Grupa je čtvěrice (G , ∗,−1 , e), kde
G je množina prvk̊u, na které jsou definované asociativńı operace

”
násobeńı“ ∗ a

”
inverz“ −1. Prvek e ∈ G je neutrálńı v̊uči operaci

násobeńı.

Př:
(R,+,−, 0) Reálná č́ısla aditivně,
(GL(n,R), ·,−1 , I ) Invertibilńı matice typu Rn×n

Jako grupu často nazýváme pouze jej́ı nosnou množinu, pokud
jsou operace žrejmé.

V daľśım budeme uvažovat tzv. Lieovy grupy, to jsou grupy,
které lze lokálně diffeomorfně ztotožnit s Rn.
Takové jsou nap̌r. GL(n,R) nebo SO(n,R).
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Reprezentace

Definice (Reprezentace)

Pro V vektorový prostor nad R konečné dimenze,
reprezentace Lieovy grupy G na V je zobrazeńı % : G → GL(V ),
pokud % je grupový homomorfismus.
(Tj. ∀g , h ∈ G : %(g ∗ h) = %(g) ◦ %(h)).

Jako reprezentace se také často označuje samotné V . Já zde
budu použ́ıvat pro V terḿın reprezentačńı prostor.

Př.
Definujeme reprezentaci grupy GL(n,R) na vektorovém
prostoru Rn tak, že %(M)(v) = M · v ,
pro M ∈ GL(n,R), v ∈ Rn a M · v je klasické násobeńı

”
matice krát vektor“.
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Př́ıklady

Reprezentace

Definice (Irreducibilńı reprezentace)

Je-li V reprezentačńı prostor G , pak o podprostoru W < V
řekneme, že je to invariantńı podprostor, pokud ∀g ∈ G ,
∀w ∈W plat́ı, že %(g)(w) ∈W .
Pak V je irreducibilńı reprezentace (reprezentačńı prostor)
grupy G , pokud jeho jediné invariantńı podprostory jsou V a {0}.

Věta (Rozklad na irreducibilńı reprezentace)

Je-li V reprezentačńı prostor Lieovy grupy G , pak plat́ı, že
V ∼= V1 ⊕ · · · ⊕ Vr , kde všechny Vi jsou irreducibilńı reprezentace
grupy G.

Př.
R2 je irreducibilńı reprezentace grupy rotaćı kolem počátku.
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Invariantńı operátor

Definice (Invariantńı operátor)

Jsou-li V ,W reprezentačńı prostory grupy G , pak o operátoru
ϕ : V →W řekneme, že je invariantńı (v̊uči reprezentaci G),
pokud komutuje s reprezentaćı grup.
Tj. ∀g ∈ G , ∀v ∈ V : %W (g)(ϕ(v)) = ϕ(%V (g)(v)).

Elegantněǰśı zápis je p̌ri vynecháńı %, pokud zobrazeńı
reprezentace je žrejmé.
g ◦ ϕ(v) = ϕ ◦ g(v).

Př.
Pro h ∈ G , pokud G je komutativńı, je %(h) : V → V
invariantńı operátor. Nebot’

%(g) ◦ %(h)(v) = %(g ∗ h)(v) = %(h ∗ g)(v) = %(h) ◦ %(g)(v).
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Zbytek reprezentačńı teorie

V práci budeme využ́ıvat též pojmy jako
”
váha reprezentace“,

”
fundamentálńı váhy“,

”
Cartanův součin“ atp.

Tyto pojmy tu nebudu zavádět, nebot’ by zabraly p̌resp̌ŕılǐs
ḿısta.

V práci budeme uvažovat p̌revážně reprezentace maticových
grup SO(n,R) a Spin(n).
Proto se v daľśım omeźıme na pohled reálného prostoru Rn

s reprezentaćı danou násobeńım p̌ŕıslušných matic.

Často se vyplat́ı ḿısto reálných grup a prostor̊u uvažovat
komplexńı.

Marek Malý Stein-Weissovy gradienty



Jak na to
Reprezentačńı teorie
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Obecná konstrukce

Uvažme zobrazeńı f : Ω→ V , čili f ∈ C∞(Ω,V )
kde Ω ⊂ Rn a V je irreducibilńı reprezentace
(reprezentačńı prostor) grupy G .
Pak plat́ı, že ∇f ∈ End(Ω,V ⊗ Cn).
(V ⊗Cn je prostor (v našem p̌ŕıpadě) prvk̊u tvaru

∑n
i=1 vi

∂
∂xi

)

Uvažme nav́ıc tzv. definuj́ıćı reprezentaci Cn, (tj. změna
soǔradnic pomoćı maticového zobrazeńı g ∈ G ).

Rozlož́ıme V ⊗ Cn na irreducibilńı reprezentace F1 ⊕ · · · ⊕ Fr
a uvažujme projekci πi na p̌ŕıslušné Fi .
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Obecná konstrukce

Věta (Stein-Weiss)

Definujeme-li Di := πi ◦ ∇ : End(Ω,V )→ End(Ω,Fi ), pak Di je
G -invariantńı differenciálńı operátor 1. řádu.

Differenciálńı operátor prvńıho řádu je operátor, který použ́ıvá
derivace prvku f ∈ End(Ω,V ) až do prvńıho řádu derivace.
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Motivace

Touto teoríı chceme vytvǒrit p̌redevš́ım rotačně–invariantńı
differenciálńı operátory.

Rotace odpov́ıdaj́ı reprezentaci grupy SO(n,C). Z teorie je
ale vidět, že uḿıme

”
lépe“ reprezentovat sṕı̌se grupu

Spin(n,C), která dvakrát nakrývá p̌redchoźı grupu.

A vzhledem k povaze spinorových reprezentaćı je poťreba
rozlǐsit p̌ŕıpady, kdy n je sudé, či liché.
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Cauchy-Riemannovy podḿınky

Zobecněné Cauchy-Riemannovy podḿınky (tj. soubor rovnic)
dostaneme, když uvažujeme rozklad

V ⊗ Cn = F1 ⊕ F2,

kde F1 je (konkrétńı) irreducibilńı reprezentace, (uvažujeme
grupu SO(n), nebo lépe jej́ı nakryt́ı grupou Spin(n)), ale F2

být nemuśı, a pak požadujeme, aby

D2(f ) = 0.
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Cauchy-Riemannovy podḿınky

Uvažujeme-li grupu SO(2,R), kterou d́ıky tomu, že to
jsou rotace, můžeme ztotožnit s jednotkovou kružnićı v C,
pak se definuj́ıćı reprezentace C2 děĺı na

%±(t)(z) = e±itz .

Uvažujme nyńı projekci tak, abychom dostali p̌ŕıslušný
operátor D+, (p̌ŕıslušný reprezentaci %+).
Tuto skutečnost lze také jinak napsat, že

D− ≡ 0.

Po rozepsáńı této rovnosti dostaneme p̌resně
Cauchy-Riemannovy podḿınky na C.
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Děkuji za pozornost.
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