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Základńı definice

Model hustoty
Algoritmus

Závěr
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Ćıl práce

Simulovat možná rozděleńı misorientaćı zrn v polykrystalu.
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Polykrystal I

Polykrystalický materiál se skládá z velkého množstv́ı malých
krystal̊u.

Těmto malým krystal̊um ř́ıkáme zrna.

Krystalické mř́ıžky jednotlivých zrn jsou v̊uči sobě r̊uzně
natočené.

Damián Kulich Stochastické metody v krystalografii
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Polykrystal II

Obrázek: Struktura polykrystalu
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Modelováńı polykrystalu I

Definice (Obecná poloha v R3)

Ř́ıkáme, že n-tice bodů v R3 je v obecné poloze, pokud žádné ťri
body nelež́ı v jedné p̌ŕımce, žádné čty̌ri v jedné rovině a žádných
pět na sfé̌re.

Definice (Voronoiova mosaika v R3)

Necht’ {x1, x2 . . . xn} je n-tice bodů v obecné poloze v R3. Pak
Ci = {x ∈ R3; ∀k 6= i |x − xi | ≤ |x − xk |} nazveme Voronoiovou
buňkou a množinu V = {C1 . . .Cn} Voronoiovou mosaikou v R3.
Dále definujeme stěnu mezi buňkami Ci ,Cj jako Fi ,j = Ci ∩ Cj .
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Modelováńı polykrystalu II

Polykrystal representujeme Voronoiovou mosaikou

Vniťrek zrn je tvǒren krystalickou mř́ıžkou s orientaćı Mi , zrna
tedy representujeme dvojićı (Ci ,Mi ).

Stěny representuj́ı hranice mezi zrny.

Pokud Fi ,j 6= ∅ pak ř́ıkáme, že buňky Ci a Cj spolu soused́ı,
znač́ıme Ci ∼ Cj .
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Modelováńı polykrystalu III

Obrázek: Př́ıklad Voronoiovy mosaiky v R2
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Popis orientace

Označme osy systému soǔradnic v R3 x , y , z

Osy soǔradného systému buňky budeme značit X ,Y ,Z a
považovat je za referenčńı.
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Matice orientace I

Označme Gs a Gc matice báźı soǔradného systému mosaiky a
buňky respektive.

Gs =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 Gc =
(
b1, b2, b3

)
b1, b2, b3 jsou bázové vektory mosaiky vyjáďrené v̊uči bázi
buňky.
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Matice orientace II

Definice (Matice orientace)

Matice orientace G je taková matice, že Gc = GGs .

Matice G se dá vyjáďrit jakocos(α1) cos(β1) cos(γ1)
cos(α2) cos(β2) cos(γ2)
cos(α3) cos(β3) cos(γ3)

 ,

kde αi , βi , γi jsou úhly mezi x , y , z a bi .
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Eulerovy úhly I

Definice (Eulerovy úhly)

Eulerovými úhly nazveme trojici ψ = (ϕ1, φ, ϕ2), kde
ϕ1, ϕ2 ∈ [0, 2π) a φ ∈ [0, π). Tyto ťri úhly popisuj́ı rotace

Gϕ1 =

 cos(ϕ1) sin(ϕ1) 0
−sin(ϕ1) cos(ϕ1) 0

0 0 1

 ,Gϕ2 =

 cos(ϕ2) sin(ϕ2) 0
−sin(ϕ2) cos(ϕ2) 0

0 0 1



Gφ =

1 0 0
0 cos(φ) sin(φ)
0 −sin(φ) cos(φ)

 .
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Eulerovy úhly II

Obrázek: Eulerovy úhly
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Úhel a osa rotace, misorientace

Rotaci můžeme popsat pomoćı jednotkového vektoru n a úhlu
ω ∈ [−π, π), který popisuje úhel rotace okolo n.

Zavedeme misorientaci Mi ,j = GiG
−1
j , kde Gi ,Gj jsou matice

orientace buněk Ci ,Cj .

Misorientaci Mi ,j p̌ŕısluš́ı dovjice (ni ,j , αi ,j), αi ,j nazveme
úhlem misorientace Ci ,Cj .
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Stavový prostor

Dále uvažujme pevnou Voronoiovu mosaiku {C1 . . .Cn} a
orientace (Eulerovy úhly) buněk náhodné.

Necht’ S = {(ϕ1, φ, ϕ2);ϕ1, ϕ2 ∈ [0, 2π), φ ∈ [0, π)}.
Necht’ (Ω,A,P) je pravděpodobnostńı prostor a S je
sigma-algebra na S .

X : (Ω,A)→ (S ,S) je náhodný vektor (X1, . . .Xn) orientaćı
jednotlivých buněk.
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Hustota

Chceme simulovat ćılové rozděleńı náhodného vektoru X s
hustotou f (ψ1, ψ2 . . . ψn) ∝ exp(θε(ψ1, ψ2 . . . ψn)) vzhledem k
Lebesguově ḿı̌re na Sn.

ε je tzv. funkce energie, v našem p̌ŕıpadě
ε(ψ1, ψ2 . . . ψn) =

∑
Ci∼Cj

sin(αi ,j).

θ ∈ R \ {0} je libovolně volený parametr.
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Markovské řetězce

Definice (Stacionárńı rozděleńı)

Necht’ U je markovský řetězec. Stacionárńım rozděleńım U
rozuḿıme takové rozděleńı π, že pokud je π počátečńım rozděleńım
U, potom marginálńı rozděleńı stav̊u U v každém čase je π.

Za určitých p̌redpokladů je π limitńım rozděleńım
markovského řetězce.
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MCMC

Algoritmus který budeme použ́ıvat paťŕı mezi tzv.
Markov chain Monte Carlo algoritmy.

Idea je taková, že navrhneme markovský řetězec, který bude
ḿıt hledanou hustotu f jako stacionárńı rozděleńı a zároveň
splňuje podḿınky pro to, aby bylo stacionárńı rozděleńı jeho
limitńım.

Tento řetězec pak simulujeme po dostatečný počet iteraćı,
měli bychom t́ım vygenerovat p̌ribližně výběr z f .

Náš algoritmus se nazývá hybridńı algoritmus, jeho základem
je Gibbs̊uv výběrový plán, uvniťr jeho krok̊u se provad́ı
Metropolis-Hastings.
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Náčrt algoritmu I

V jedné iteraci algoritmu postupně procháźıme všechny buňky.

Pro i-tou buňku známe plně podḿıněné rozděleńı
Xi |X1 . . .Xi−1,Xi+1 . . .Xn.

Navrhneme rovnoměrně náhodně novou orientaci buňky i :
ψ = (ψ1,Ψ, ψ2).

Novou orientaci p̌rijmeme s pravděpodobnost́ı min(H, 1), kde
H = exp(θ

∑
Cj∼Ci

(sin(αi ,j)− sin(ᾱi ,j))). ᾱi ,j znač́ı úhel
misorientace buňky Ci s novou orientaćı ψ a buňky Cj .
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Náčrt algoritmu II

Věta

Jednotlivé kroky algoritmu utvá̌ŕı markovský řetězec, jehož
jednoznačné stacionárńı rozděleńı má hustotu f . Toto rozděleńı je
zároveň jeho limitńım rozděleńım.

Damián Kulich Stochastické metody v krystalografii
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Vlastńı p̌ŕınos

Implementace algoritmu

Porovnáváńı výsledk̊u pro r̊uzné volby θ.
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Úvod
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D́ıky za pozornost!
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