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Samir Bessisso

12. b̌rezna 2020

Samir Bessisso Zobecněńı konvexńıch funkćı
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Základńı definice

Definice

Množina M ⊂ Rk je konvexńı
⇔

∀x , y ∈ M ∀λ ∈ [0, 1] : λx + (1− λ)y ∈ M

Definice

Funkce f : Rk → [−∞,∞] je konvexńı
⇔

Množina epi f := {(x , y) ∈ Rk+1 | f (x) ≤ y} je konvexńı.
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Komentá̌r 1

Př́ıklady konvexńıch množin : , , .

Př́ıklady nekonvexńıch množin : , , .

Je-li f definována pouze na S $ Rk , můžeme ji dodefinovat
na Rk následovně:

f (x) =

{
f (x), x ∈ S ,

∞, x /∈ S .

A (ne)konvexita funkce f z̊ustane zachována.
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Pěkné vlastnosti

Pr̊unik konvexńıch množin je konvexńı množina

Je-li f konvexńı funkce na množině Rk , pak

∀α ∈ R : Sα = {x ∈ Rk | f (x) ≤ α} je konvexńı množina.

Lokálńı minimum f je i globálńı minimum f :)

Nabývá-li f pouze hodnot z (−∞,∞], pak je konvexńı

⇔
∀x , y ∈ S ∀λ ∈ [0, 1] : f (λx +(1−λ)y) ≤ λf (x)+(1−λ)f (y).
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Komentá̌r 2

Množině Sα = {x ∈ Rk | f (x) ≤ α} se v anglické literatǔre ř́ıká
”sublevel set”, český p̌reklad jsem nenašel, tak j́ı budu ř́ıkat dolńı
úrovňová množina (pro množinu {x ∈ Rk | f (x) = α} je český
p̌reklad úrovňová množina).
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Matematická optimalizace

Úloha matematické optimalizace :

Máme A ⊂ Rk a funkci f : A→ R, chceme naj́ıt min
x∈A

f (x).

Typicky A =
n⋂

i=1
{x ∈ Rk | gi (x) relacei ci}, kde

g1, . . . , gn : Rk → R, relacei ∈ {≤,≥,=} a ci ∈ R.
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Konvexńı optimalizace

Úloha konvexńı optimalizace:

min
x

f (x)

s.t. gi (x) ≤ 0, i ∈ {1, . . . , n},
hj(x) = 0, j ∈ {1, . . . ,m}.

Kde funkce f , g1, . . . , gk : Rk → R jsou konvexńı a
h1, . . . , hm : Rk → R jsou afinńı.
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Komentá̌r 3

s.t. je zkratka pro ”subject to”, to znamená, že námi hledané x
muśı splňovat všechny nerovnice pro gi a rovnice pro hi . Množina

n⋂
i=1
{x ∈ Rk | gi (x) ≤ 0} ∩

m⋂
j=1
{x ∈ Rk | hj(x) = 0}

je konvexńı. Konvexita
n⋂

i=1
{x ∈ Rk | gi (x) ≤ 0} plyne z pěkných

vlastnost́ı konvexity, konvexita
m⋂
j=1
{x ∈ Rk | hj(x) = 0} plyne z

toho, že se jedná o pr̊unik nadrovin v Rk , p̌ričemž nadrovina je
konvexńı množina. V konvexńı optimalizaci tedy hledáme minimum
konvexńı funkce na konvexńı množině.
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Kvazikonvexńı funkce I

Je konvexita nutná k vlastnosti :) ? Ne → zobecněńı konvexńıch
funkćı.

Definice

Funkce f je kvazikonvexńı na konvexńı množině A
⇔

∀λ ∈ [0, 1] ∀x , y ∈ A : f (λx + (1− λ)y) ≤ max {f (x), f (y)}.
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Kvazikonvexńı funkce II

Věta

Funkce f je kvazikonvexńı
⇔

∀α ∈ R : Sα = {x ∈ S | f (x) ≤ α} je konvexńı množina.

Věta

Charakteristika diferencovatelných kvazikonvexńıch funkćı

Bud’ ∅ 6= S ⊂ Rk konvexńı otev̌rená množina a f : S → R

diferencovatelná na S. Pak f je kvazikonvexńı
⇔

∀x , y ∈ S : ∇f (x)t(y − x) > 0⇒ f (y) > f (x).
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Pseudokonvexńı funkce

Definice

Bud’ ∅ 6= S ⊂ Rk konvexńı otev̌rená množina a f : S → R

diferencovatelná na S. Pak f je pseudokonvexńı
⇔

∀x , y ∈ S : ∇f (x)t(y − x) ≥ 0⇒ f (y) ≥ f (x).

Plat́ı

{Diferencovatelné konvexńı funkce}
⊂

{Pseudokonvexńı funkce}
⊂

{Diferencovatelné kvazikonvexńı funkce}
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Komentá̌r 4

Inkluze {Konvexńı funkce} ⊂ {Kvazikonvexńı funkce} je
pěkně vidět z jejich vztahu k dolńım úrovňovým množinám.

Inkluze {Pseudokonvexńı funkce} ⊂ {Diferencovatelné
kvazikonvexńı funkce} je vidět z definice pseudokonvexńı
funkce a věty Charakterizace diferencovatelných
kvazikonvexńıch funkćı.

Inkluze {Diferencovatelné konvexńı funkce} ⊂
{Pseudokonvexńı funkce} plyne z toho, že pro
diferencovatelné konvexńı funkce plat́ı

f (y) ≥ ∇f (x)t(y − x) + f (x).
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Ćıl moj́ı bakalá̌rky

Představuji si, že se moje bakalá̌rka bude skládat ze ťŕı část́ı,
struktura bude podobná, jako je struktura této prezentace:

Klasická konvexita

V této části zopakuju věci které už jsme někdy prob́ıraly a
p̌ripravym si užitečný tvrzeńı do daľśıch část́ı.

Zobecněńı konvexńıch funkćı

Tato část bude nejdeľśı a bude se věnovat vlastnostem
zobecněných konvexńıch funkćı. Očekávám, že budu v́ıceméně jen
opisovat věty a dávat je do souvislost́ı.

Aplikace źıskaných znalost́ı na nějaký problém
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Závěr

Děkuji za pozornost a p̌reji pevné zdrav́ı :)

Samir Bessisso Zobecněńı konvexńıch funkćı
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