CVICENI Z UVODU DO TEORIE GRUP

7.10.

1. PRIKLADY GRUP
1.1. Cyklické grupy.

1.1. Necht G = (G,-,71,1) je cyklickd grupa fddu 20 s generatorem g.

(a) Popiste vSechny podgrupy grupy G,
(b) urcete fady vSech prvka grupy G.

(a) Grupa G je izomorfni aditivni grupé (Zag, +, —, 0). Pro kazdy délitel k jejiho
radu existuje pravé jedna podgrupa radu k, vSechny podgrupy jsou pfitom cyklické.
Proto G obsahuje pravé 6 podgrup: {1} je fadu 1, (g'°) je fadu 2, (g°) je ¥adu 4,
{g*) je ¥adu 5, (g?) je f4du 10 a G je ¥adu 20.

(b) Pro kazdy délitel k fadu G existuje pravé (k) generdtorii podgrupy radu k,
tedy prvkia fadu k, kde ¢ oznacCuje Eulerovu funkci. Proto je mnozina

20
(o7 NSD(r, 20) = 2}
tvofena pravé vsemi prvky rfadu k a G, tedy mame pravé 1 prvek fadu 1, 1 prvek
radu 2, 2 prvky radu 4, 4 prvky fadu 5, 4 prvky rfadu 10 a 8 prvku radu 20. O
1.2. Najdéte generédtory cyklickych podgrup (60) N (18) a (60, 18)

(a) grupy (Za +7 ) 0)7
(b) grupy (ZQOa +,—, O)

(a) Stac¢i urcit nejvétsi spoleény délitel a nejmensi spoleény nésobek ¢isel 60 a
18:

(60) N (18) = (nsn(60, 18)) = (180), (60,18) = (NSD(60, 18)) = (6)
(b) V grupé (Zgp, +, —, 0) snadno spocitame generator podgrupy délici ¥id grupy:
(60) = (NSD(60,90)) = (30) a (18) = (NSD(18,90)) = (9),
proto podobné jako v tloze (a) dostavame
(60)N(18) = (30)N(9) = (nsn(30,9)) = (0), (60,18) = (30,9) = (NSD(30,9)) = (3).
(I

1.3. Spocitejte mnoziny

(a) End(Z), Aut(Z), Inn(Z),
(b) End(Z,,), Aut(Z,), Inn(Z,,).

Date: 9. ledna 2020.
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(a) Ozna¢me pro kazdé k € Z zobrazeni py, : Z — Z dané predpisem pg(z) = kz.
Protoze pro kazdou dvojici celych ¢isel z a u plati, ze

pe(z +u) = k(z +u) = kz + ku = pr(2) + pr(u),

je pr endomorfismus. Zvolime-li p € End(Z) a polozime-li k := p(1), pak vidime,
7e p = pi, nebot 1 generuje cyklickou grupu Z. Tim jsme dokézali, ze End(Z) =
{pr | k € Z}. Protoze py, je bijekce pravé kdyz k = +1, madme Aut(Z) = {id, —id}.
Kone¢né Inn(Z) = {id}, protoze grupa Z je komutativni.

(b) Podobné jako v (a) ozna¢ime zobrazeni py : Z, — Z, splijici pi(z) =
(kz)modn pro kazdé k € Z,,. Stejnym zpiisobem nyni nahlédneme, Ze

End(Z,) ={pr | k €Z,} a Inn(Z,)= {id}.

Protoze je Z, konec¢na grupa, pj je izomorfismus, pravé kdyz je to zobrazeni na a
to nastava, pravé kdyz je k nesoudélné s n. Tudiz

Aut(Z,) = {pi | k € Zn,NSD(k,n) = 1} = Z7.
O

1.4. Popiste vSechny charakteristické a tplné charakteristické podgrupy grup Z a
Z,, pron € N.

Protoze kazdy endomorfni obraz lze v Z i Z,, realizovat jako iterované s¢itani
prvku, je kazda podgrupa Z i Z,, tplné charakteristickou a tudiz i charakteristickou
podgrupou. (Il

1.2. Koneéné abelovské grupy.

1.5. Popiste vSechny podgrupy a vSechny fady prvkt grupy
(a) Z5 X Z5,
(b) Zs x Zg.

(a) Grupa Zs x Z5 mé strukturu vektorového prostoru nad télesem Zs. Protoze lze
nasobeni skalarem realizovat pomoci opakovaného s¢itani, je i kazda jeji podgrupa
podprostorem. Tedy Zs x Zs obsahuje pravé 6 cyklickych podgrup fadu 5 (tedy
pfimek chédpeme-li grupu jako vektorovy prostor) a trividlni grupy {(0,0)} a Zs x Zs.

(b) Podle Cinské véty o zbytcich je Zs x Zg = Zso cyklickd grupa s generdtorem
(1,1) a tudiz Zs x Zg obsahuje 8 podgrup: ((0,0)) fadu 1, {(0,3)) Fadu 2, ((0,2))
fadu 3, ((1,0)) fadu 5, ((0,1)) fadu 6, ((1,3)) Fadu 10, ((1,2)) fadu 15 a ((1,1))
fadu 30. Pro kazdy délitel k ¢isla 30 mame v Zs x Zg pravé o(k) prvka fadu k. O

1.6. Popiste End(Z2), Aut(Z2), Inn(Z2) a najdéte vechny charakteristické a iplné
charakteristické podgrupy grupy Z2.

Protoze lze néasobeni skalarem realizovat pomoci opakovaného scitani, je ka-
7dy prvek End(Z2) pravé endomorfismus vektorového prostoru Z2 nad télesem Zs.
Oznacime-li pro kazdou matici M € M(Zs) linedrni operdtor Fj; dany nasobenim
Fy(v) =vM, pak z linedrni algebry vime, Ze

End(Z2) = {Fa | M € My(Zs)}, Aut(Z%) = {Fux | M € GLy(Zs)},
kde GL2(Z5) znaéi mnozinu vSech reguldrnich matic 2 x 2 nad télesem Zs. Protoze
je grupa Z?2 komutativni je Inn(Z2) = {id}.

Trividlni podgrupy {(0,0)} a Z2 jsou jisté charakteristické a tiplné charakteris-

tické podgrupy. Uvazime-li nenulovy vektor u néjaké charakteristické podgrupy A
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a vektor v, ktery je na ném linearné nezavisly, pak urcité existuje linearni operator
F, ktery tyto vektory zaméni. Protoze (u,v) tvori bazi Z2, jde o automorfismus,
tedy A obsahuje bézi (u,v), proto A = Z2. Dokazali jsme, ze Z2 jiné nez trivialni
charakteristické a tudiz i plné charakteristické podgrupy neobsahuje. [

14.10.

1.7. Popiste End(Z?), Aut(Z?) a najdéte vSechny charakteristické a tiplné charak-
teristické podgrupy grupy Z2.

Obdobné jako v tloze 1.6 s vyuzitim linearni algebry nahlédneme, ze endomor-
fismy grupy Z?2 lze chapat jako restrikci Q-linedrnich operatort vektorového pro-
storu Q2 zobrazujicich kanonickou bézi do podmnoziny Z?, nebot kazdj endomor-
fismus Z? je urcéen obrazy generujici mnoziny (jiz je naptiklad kanonickd baze).
Takové linearni operatory maji pravé celoc¢iselnou matici vzhledem ke kanonické
bazi. Oznacime-li tedy opét pro matici M € My(Z) linedrni operator Fj; dany
nasobenim Fys(v) = vM, pak End(Z?) = {Fy; | M € M5(Z)}. Endomorfismus Fyy
je bijektivni, pravé kdyz je exsituje inverzni matice k matici M, kterd je celocCi-
selnd, coz nastava praveé tehdy kdyz det M = +1, nebot z linearni algebry vime, Ze
M~ = radjM. To znamend, ze Aut(Z*) = {Fy | M € My(Z),det M = £1}.

Nejprve ozna¢me c¢Z? = {cv | v € Z?} pro kazdé nezdporné celé c. Zfejmé se
jedna o podgrupu generovanou prvky (c,0) a (0,c), navic Fps(cv) = c(vM) € ¢Z?
pro kazdé v € Z2 a M € My(Z), tedy je tato podgrupa tiplné charakteristicka (a
tedy i charakteristickd). UkdZeme, Ze jiné uplné charakteristické ani charakteristické
podgrupy grupy Z? neexistuji.

Pf¥edpokladejme, Ze A je nenulova charakteristickd podgrupy grupy Z?2. Necht
(a,b) € A. Potom

(b,a):(a,b)((l) é)eA, (a+b,b):(a,b)<} (1))614,

a proto (b,0) = (a+b,b)—(a,b) € A. Stejny argument pro (b, a) ndm dava (a,0) € A.

Polozme nyni ¢ := min({a > 0 | (a,0) € A}). Protoze A obsahuje nenulovy
prvek, obsahuje podle pfedchozi tivahy i néjaky nenulvy prvek tvaru (a,0) a snim i
prvek (—a, 0). Tudiz c je dobie definované piirozené ¢islo. Protoze (c,0), (0,c) € Z2,
vidime, Ze cZ? C A. Protoze s kazdym prvkem (a, b) obsahuje grupa i prvky (a,0) a
(b,0), sta¢i nam ovétit pro prvek tvaru (a,0) € A, Ze (a,0) € cZ?, tedy Ze je prvek
a celoCiselnym nasobkem prvku c. K tomu mutzeme vyuzit obdobny argument jako
v dukazu tvrzeni, Ze jsou podrupy grupy celych ¢isel cyklické, tedy a vydélit se
zbytkem cislem c. Je-li ¢ € Z a r € Z. ¢isla splnujici rovnost a = gc + r, pak
(r,0) = a — q(c,0) € A a z minimality volby ¢ plyne, Zze r = 0. To znamena, Ze
A = c72.

Dokézali jsme, Ze jiné charakteristickd podgrupy grupy Z? nez tvaru cZ? neexis-
tuji, tedy neexistuji ani jiné Gplné charakteristické podgrupy. O
1.3. Permutacni grupy.

1.8. Urcete centrum grupy Ss, dokazte, ze Aut(S3) = Inn(S3) = S3 a popiste
mnozinu End(S3). Jak vypadaji charakteristické a uplné charakteristické podgrupy
grupy Ss?

ProtoZze pro kazdou transpozici (ab) € S3 a trojcyklus (abc) € Ss plati, Ze

(abc)(ab) = (ab)(ach) # (ab)(abc), nemiize centrum obsahovat zaddnou transpozici
ani trojcyklus, a proto Z(S3) = {id}.
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Vyuzijeme-li homomorfismus 7 : S5 — Inn(S3) na celé Inn(S3) dany vztahem
7(9) = 1y, kde 14 je vnitini automorfismus pfislusny prvku g, pak nam prvni véta
o izomorfismu iika, Ze

S3 = Sg/Z(Sg) = Inn(Sg).

Je-li a € Aut(S3) automorfismus, pak je jednoznaéné uréen obrazy generatort, tedy
napiiklad obrazy transpozic (12) a (23). Navic obrazy «((12)) a «((23)) musi byt
rovnéz radu dva, tedy se jednd o dvé ruzné transpozice. Protoze v S3 existuje jen
6 usporadanych dvojic riiznych transpozic, Inn(S3) < Aut(Ss) a Inn(Ss3) je rovnéz
fadu 6, dostavame rovnost Aut(Ss) = Inn(Ss).

Necht o € End(S3) \ Aut(Ss). Protoze jadro homomorfismu je normélni pod-
grupa, je Kera rovno S3 nebo Ajz. V prvnim pfipadé jde o trividlni endomorfismus
w : S5 — {id}, ktery vSechny prvky zobrazi na neutralni prvek. Pokud Kera = Aj,
pak je obraz «(S3) dvouprvkovy. Pro kazdou transpozici ¢, proto pfipadd v tvahu
jeding homomorfismus «; dany vztahy a;(As) =id a oy ((12)Asz) = t.

Zjistili jsme, Ze End(Ss3) = Aut(Ss) U {w, a(12), @23y, (13) }- O

1.9. Spoditejte centrum grupy A4 X Zo a dokazte, Ze centrum neni iplné invariantni
podgrupa.

Grupa A4 obsahuje pravé t¥i normélni podgrupy: dvé trivialni {id}, A4 a Klei-
novu K = {id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}. Centrum je jisté normalni podgrupa a
protoze napiiklad (123) o (12)(34) # (12)(34) o (123) dostavame, ze K # Z(A4) #
Ay. Tedy Z(A4) = {id}, a proto

Z(A4 X Zg) =id X Zg = {(ld,O)7 (ld, 1)}

Uvézime-li endomorfismus € € End(A44 x Zy) dany vztahy €(A44 x 0) = {(id,0)} a
e(Aygx1) = {((12)(34),0)}, potom vidime, ze €((id, 1)) = ((12)(34),0) ¢ Z(AsxZs),
tedy centrum neni Gplné invariantni podgrupa. O

21.10.

1.10. Necht G = (G,-,71,1) je kone¢na grupa fadu n. Dokazte, ze

(a) zobrazeni ¢ : G — S(G) dané vztahem ¢(g) = Ly, kde Ly(h) = gh, je
prosty grupovy homomorfismus;

(b) grupy S(G) a S,, jsou izomorfni;

(c) grupa G je izomorfni néjaké podgrupé S,,.

(a) Staci pro kazdé g, h,a € G spocitat
¥(gh)(a) = Lgn(a) = (gh)a = g(ha) = Ly Ly (a) = ¥(g)¥(h)(a)

a vSimnout si, ze L, = id, préveé kdyz g = 1.

(b) Oznacme « : {1,2,...,n} — G libovolnou bijekci, ktera existuje, protoze
jsou mnoziny stejné velké. Definujme zobrazeni 7 : S,, — S(G) vztahem 7(0) =
a oo oa!. Snadno ovéiime, Ze jde o grupovy homomorfismus:

1 1 1

T(o)oT(p) =aoccoa "oaopoa =aocopoa  =T(0o0p).

Homomorfismus 7 je izomorfismus, protoze je zobrazeni Ta~!(b = a~loboa inverzni
homomorfismus k 7.

(c) Slozeny prosty homomorfismus 71 je zobrazenim na 7¢(G), tudiz se jedna o
izomorfismus grup G a 7¢Y(G), kde 7¢(G) tvofi podgrupu S,. O
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Jsou-li m,0 € §,, dvé permutace budeme konjugaci permutace 7 permutaci o
znadit 7 = ono~!. Pfipomenime, Ze pokud 7(a) = b, pak 7°(c(a)) = o(b), tedy
napiiklad

(123)(4567)(89) = (0(1)a(2)0(3))(0(4)a(5)a(6)a(7))(a(8)a(9))

1.11. Necht 7,0 € S,,.
(a) Dokazte, ze wo = om, pravé kdyz % = m,
(b) spocitejte 77 pro m = (134)(58)(279) a o = (17)(24)(39)(58) a rozhodnéte,
zda mo = om.

(a) mo = on, pravé kdyz moo~! = oro~ !, pravé kdyz m = 7.
(b) 77 = (134)(58)(279)1NHENGS) — (792)(85)(413) = (134)(58)(279), proto
prvky 7 a ¢ komutuji. ([l

1.12. Dokazte, ze
(a) Sn=({(ij) [i<jije{l,...,n}}),
() S, ={(12),(12...n)),

(a) Kazdou permutaci dostaneme jakou soucin nezévislych cykli, proto staci
vyjadrit jeden cyklus:

(araz...ax) = (ar1a2)(aga3) . .. (ax—1ak),
tudiz S, = ({(ij) | i < j,i,5 € {1,...,n}}).

(b) Diky (a) staci vyjadfit kazdou transpozici (ij), ¢ < j, pomoci transpozic
tvaru (aa + 1), k tomu vyuZijeme konjugovani:

(ij)=@G+1i+2...9)@G i+1)(i+1i+2...5)" " =

= +1i42)...(G-1NGEi+1)G—14)...(i+1i+2).
(c) Diky (b) sta¢i pomoci (12) a (12...n) vyjadfit vSehny transpozice tvaru
(ti+1):
(ii+1)=(12...n) 1 (12)(12...n)" " =
(]

1.13. Necht G = (G,-,71,1) je grupa a X C G mnozina jejich generdtori, tj.
G = (X) Dokazte, 7e Z(G)={g9 € G| gr =xg Vg € X}.

Oznatme H := {g € G | gr = g Vg € X}. Snadno nahlédneme, ze Z(G) C H.
Uvédomme si, ze H je podgrupa G: ziejmé 1 € H a je-li a,b € H, pak

abr = azb = zab, za '=a tara ' =a ‘zaa"t =a 'z

Podobné i K := {g € G | gh = hg Vh € H} je podgrupa G. Navic X C K, a proto

K = G. To ovsem znamena, Ze vSechny prvky H komutuji se vSemi prvky G, tudiz

H C Z(G). |
Oznac¢me D5, grupu vSech symetrii pravidelného n-thleniku.

1.14. Dokazte, Ze je grupa Dg izomorfni podgrupé S; generované rotaci (1234) a
osovou symetrii (13), spocitejte Z(Dg) a Inn(Ds).
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Ozna¢me vrcholy ¢tverce po sméru hodinovych rucicek 1,2, 3,4. Kazda symet-
rie Ctverce vytvari permutaci jeho vrchold, coz ndm urcuje prosty homomorfismus
F : Dg — S4. Dg a tedy i F(Dg) ma osm prvkd, a ((1234)) je ¢tyiprvkova pod-
grupa F'(Dg). Protoze (13) € F(Dg) \ ((1234)), musi byt podle Lagrangeovy véty
((1234), (13)) aspont osmiprvkové, proto ((1234), (13)) = F(Ds).

Nadéle ztotoznime F'(Dg) a ((1234), (13)) a budeme psat Dg = ((1234), (13)).
Diky 1.13 sta¢i najit prvky Ds komutujici s generatory (1234), (13), rychle spo¢i-
tame, ze Z(Dsg) = {id, (13)(24)}.

Diky 1. Vét€ o izomorfismu a tvrzeni z pfednasky vime, ze Inn(Dg) = Dg/Z(Ds),
tedy Inn(Dg) je grupa fadu 4. Protoze (1234) a (4321) = (1234)~! jsou jediné dva
prvky fadu vétsiho nez 2 v Dg staci spocitat

((1234)Z(Dg))* = (1234)?Z(Dg) = (13)(24)Z(Dg) = idZ(Ds), tedy

prvky (1234)Z(Ds) a (4321)Z(Dg) jsou v Ds/Z(Dg) fadu 2 a tato grupa neobsahuje
prvek fadu 4, tedy neni cyklickd. Proto Inn(Dg) 2 Dg/Z(Dg) =2 Zo X Zs. O

4.11.

2. KOMPOZICNI RADY
2.1. Kompozi¢ni fady komutativnich grup.
2.1. Popiste vsechny jednoduché komutativni grupy.

Protoze je kazda podgrupa komutativni grupy G normalni, plati pro kazdy prvek
g € G\ {1}, ze {g) = G. Tedy jednoduché komutativni grupy jsou pravé cyklické
grupy prvociselného radu. ([

2.2. Urcete néjakou kompozi¢ni a néjakou hlavni fadu grupy Zso. Kolik kompozicni
fad této grupy existuje?

Zso je cyklickd, tedy komutativni grupa, proto jsou vSechny jeji podgrupy nor-
malni a kompozicéni a hlavni fady tak splyvaji. Vime, Ze pro kazdy délitel & ¢isla 30
je <%> podgrupa fadu k a pokud A < B < Zsg, pak z Lagrangeovy véty plyne, ze
|B/A| = [B: A] = %. Jednotlivé faktory jsou podle 2.1 cyklické grupy prvodisel-
ného fadu 2, 3 nebo 5, nebot 30 = 2 -3 - 5. Odtud plyne, ze kompoziéni fadu tvoii
napiiklad posloupnost podgrup

{0} < (15) < (5) < Zao.
Protoze jsme prvociselné velikosti faktorti mohli libovolné permutovat existuje praveé
3! = 6 riznych kompoziéni fad grupy Zsg. O

2.3. Popiste vSechny hlavni fady cyklické grupy fadu 72.
Je-li G = (g) cyklicka grupa tadu 72 = 23 - 32, vime, Ze zobrazeni k — g* uréuje

izomorfismus grup G a Zr2, muzeme proto postupovat stejné jako v pfedchozi tiloze.
Hlavni fadu tvori napriklad posloupnost podgrup

{1} <9 (¢*) < (¢"®) < (¢") D (¢*) 2 G,

kde (g°°) /{1} = (9'%) /{9°%) = (4°)/(9"%) = Z2 a (¢°)/(¢°) = G/{g’) = Zs3. I tento-
krat mtzeme prvociselné velikosti faktori libovolné permutovat, tedy pro cyklickou
grupy fadu 72 existuje praveé (g) = 10 rtiznych hlavnich fad. [
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2.4. Popiste viechny kompoziéni fady grupy ZZ a ukaite, Ze jsou kompozi¢ni fady
grup Zas a Z2 izomorfni.

Protoze netrivialni (normdalni) podgrupy grupy Z2 jsou pravé piimky vektorového

prostoru nad télesem Zjs (viz 1.6) jsou vSechny kompoziéni fady Z2 tvaru
{(0,0)} < {(a,b)) S Z3,
kde (a,b) € Z2 \ {(0,0)}. Protoze 25 = 52, stejnd ivahou jako v piedchozich dvou
ulohach zjistime, Ze je kompozic¢ni fada grupy Zss jedina:
{0} < (5) 9 Zys.

Protoze ((a,b))/{(0,0)}) = Z2/{(a,b)) = (5)/{0} = Zs5/(5) = Zs, jsou kompoziéni
fady grup Zss a Z2 izomorfni. O

2.5. Spodcitejte Aut(Z2)-kompoziéni fadu grupy Z2 a Aut(Zss)-kompoziéni fadu
grupy Zss (t.j. hlavni charakteristické rady).

Protoze je podle ivahy ulohy 1.4 kazda podgrupa grupy uz nutné charakteris-
tickd, je Aut(Zas)-kompoziéni fada grupy Zos stejné jako jeji kompoziéni fada. V
tiloze 1.6 jsme naopak dokazali, Ze je grupa Z2Z Aut(Z2)-jednoduché, proto je jeji
Aut(Z2)-kompozitni fada trivialni, tedy tvaru {(0,0)} <ayez2) Z3- O

2.6. Dokazte pomoci Jordan-Hélderovy véty zakladni vétu aritmetiky.

Necht N = [, pi = [}, ¢; jsou dva prvociselné rozklady prirozeného ésla
N. Definujme podgrupy H; := <H:'L:j+1 pi) a Kj = <Hf":'j+1 q;) aditivni grupy
Zy. Potom Hy = Ko = {0}, H, = K,,, = Zn a H;/Hj_y 2 Z,, pro j =1...n
a Kj/K;j 1 =2 Zg, pro j = 1...m. To znamend, ze {H;}}", a {K;}]", jsou dvé
kompozi¢ni fady grupy Zy. Podle Jordan-Hélderovy véty jsou obé fady izomorfni,
tedy n = m a existuje permutace o € S,, spliiujici pro kazdé j =1,...,n

ij &= Hj/Hj_l = Ko(j)/KU(j)*l =
tudiz p; = g, (4). i

95 (5)>

2.2. Kompozi¢ni fady permutaénich grup.
2.7. Dokazte, Ze je alternujici grupa A,, pro vSechna n > 3 generovana trojcykly.
Vime, Ze kazdy prvek m € A,, dostaneme sloZenim sudého poc¢tu transpozic

T =t otgo---otgy_10ly = (t;oty) 0---0(tgi_1 0tg;) 0+ 0tap_1 0tap.
Staci si tedy uveédomit, ze kazdé slozeni dvou transpozic to;_1 oto; dostaneme sloze-
nim trojcykld. Jsou-li t5;_1 a to; nezévislé tedy to;_1 o to; je tvaru (12) o (34), pak

(12) o (34) = (143) o (123).
Pokud jsou t9;—1 a tg; rtzné zavislé, tedy tq oty je tvaru (12) o (23), pak
(12) 0 (23) = (123).

Koneéné pro tg;_1 = to; mame to; 1 o to; = id. O
2.8. Necht n > 5 a N je normélni podgrupa alternujici grupy A,. Dokazte, Ze
N = A,, pokud

(a) N obsahuje né&jaky trojcyklus,
(b) N obsahuje permutaci, kterd mé v cyklickém zapisu cyklus délky aspoti 4,
(c) N obsahuje permutaci, kterd ma v cyklickém zépisu pravé jeden trojcyklus,
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(d) N obsahuje permutaci, kterd mé v cyklickém zapisu aspon dva trojcykly,
(e) N obsahuje permutaci, kterd ma v cyklickém zépisu néjaky dvojcyklus.

Bez Gjmy na obecnosti miizeme oznacovat permutované prvky postupné priro-
zenymi Cisly 1,2,3...

(a) Necht (123) € N a zvolme libovolné trojcyklus (a b ¢) (tj. a # b # ¢ # a).
Potom snadno najdeme permutaci o € S,,, pro niz

(123)7 = (o(1) 0(2) o(3)) = (a b ¢).

Kdyby o byla licha stac¢i ji nahradit permutaci o o (45) € A, jez spliiuje stejny

vztah a je suda. Protoze je N normaélni v A,, tedy uzaviend na konjugace, lezi

(a bc) v N. To znamend, ze N obsahuje v8echny trojcykly, tedy N = A,, diky 2.7.
(b) Je-li m:=(1234...)(...)...(...) €N, a 0 := 7123 pak

o=(2314...)(...)...(...) EN a gon ' =(124) € N.

Protoze N obsahuje trojcyklus, plyne rovnost N = A, z (a).
(c) Diky (b) staél uvaZovat permutace, kterd maji cyklicky zapis tvaru = =
t1... 1, e t; jsou nezavislé dvojc . Potom 7* = € te =A,
(123) , kde t; j ivislé dvojcykly. P 2=(132) € N, tedy N = A
opét diky (a).
echt m:= R | (AR IR (R € a0 =T a
(d) Necht 7 := (123)(456)(...)(-.) ... (-..) € N, (129 pak

o= (243)(156)(...)(...)...(...) EN agor = (1463...)--- € N.

Tedy N obsahuje permutaci, kterda ma v cyklickém zéapisu cyklus délky aspon 4 a
rovnost N = A, plyne z (b).

(e) Necht m € N mé v cyklickém zapisu dvojcyklus. Diky (b), (c¢) a (d) mtizeme
predpokladat, ze obsahuje pouze dvojcykly, a protoze jde o sudou permutaci obsa-
huje jich sudy pocet. Jestlize 7 je tvaru (12)(34), pak

o=71%) = (25)(34) e N a ocom=(152) € N,

coz znamend, ze N = A, podle (a). Jestlize m obsahuje alespon ¢tyfi dvojcykly,
tedy je tvaru (12)(34)(56)(78) ..., potom

o =D — (13)(25)(46)(78)...(...) e N a oom = (154)(236) € N
a tudiz N = A,, plyne z (d). O
2.9. Dokazte, ze je grupa A, pro vSechna n # 1,2, 4 jednoducha.

Ziejmé Az je fadu 3, tedy jde o cyklickou jednoduchou grupu.

Je-lin > 5 a N je alesponi dvouprvkovd normélni podgrupa grupy A,, potom
N = A,, podle 2.8, tedy jediné norméalni podgrupy A, jsou {1} a A,. Grupa A, je
tudiz jednoducha. (Il

2.10. Spocitejte kompozi¢ni fadu symetrické grupy S, pro vSechna n > 2.

Protoze Sy 2 Zy je kompoziéni fada tvaru {id} < Ss.

Kompoziéni fadu S,, pro n # 1, 2,4 tvoii {id} < A,, < S,, podle pfedchozi tlohy
a protoze S, /A, = Zs.

Napfiklad posloupnost {id} < ((12)(34)) 9 K < A, < S, tvori, kompoziéni fadu
Sy, kde K = {id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}. O

11.11.
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Pfipomenme, Ze Ds, je grupa vSech symetrii pravidelného n-thleniku a ze pro
rotaci 7 u thel 27” a osovou symetrii o plati

Doy =(r,0)=2{((123 ...n=1n),2n)Bn—-1)...) < S,.

2.11. Necht r je rotace u thel 27” a o osovou symetrii . Oznaéme H := (r) < Day,.
Dokazte, ze

(a) [Dapn: Hl=2a H < Dy,

(b) oho~! = oho = h~! pro kazdé h € H,

(c) jestlize K < H, pak K < Da,,

(d) je-lin = Hle p;, kde p; jsou prvocisla, najdéte kompozicéni a hlavni fadu

Do,

(a) Ziejmé o? = id, proto o~ = o. Pfedpokladejme, Ze Do, = (r,0) < S,,, kde
r=(123...nn—1ao=2n)3n—-1)...,pak oro™! =
=(..n=1n123...)=(...on—=1)o(n)o(1) 0o(2) 0(3)...) =(...321nn-1...) =
= r~!. Protoze je H := (r) cyklick grupa, existuje pro kazdé h € H ¢&islo k € N,
pro které h = r*, a proto

oho™! = orfo™! = (oro™ 1)k = r7F = p7L.
Protoze ghg~! = h pro kazdé h € H je H normalni podgrupa Dy, a Do, = (0)H =
H UoH # H, proto [Dy, : H) = 2.

(b) Je-li o libovolna rotace, potom o € oH = Dy, \ H, tedy existuje g € H, pro

néz o = og. Potom pro kazdé h € H
oho™t = ogh(og) ™ = oghg o™ = oho™! = h™1.

(c) Jestlize K < N, pak jisté hKh~! = K a podle piedchozi ivahy i c Ko~ = K
pro kazdé o € oH = Dy, \ H, tedy K < Ds,,.

(d) Podobné jako v 2.6 definujme podgrupy H; := <7«Hi":_,-+1 Piy grupy H. Potom
Ho = {id}, Hy = H a H;/H; 1 = Z,, pro j = 1...k. Polozime-li Hyy; := Doy,
pak Hyi1/Hy = Doy, /H = Zs. To znamend, ze faktory H;/H,;_; jsou pro vSechna
j = 1...k+1 jednoduché grupy a H; jsou normalni podgrupy Da,. Tim jsme
ovéfili, ze {H]}fié predstavuje kompozi¢ni i hlavni fadu grupy Da, |

3. RESITELNE A NILPOTENTN{ GRUPY
3.1. Dihedralni grupy Ds,.
3.1. Dokazte, Ze je grupa G komutativni, pravé kdyz G’ = {1}.

G je komutativni, pravé kdyz ab = ba pro vSechna a,b € G, coz plati, pravé kdyz
[a,b] = 1 pro vSechna a,b € G, a to nastavd, pravé kdyz G’ = {1}. ]
3.2. Ovétte, ze je grupa Do, pro n > 3 Tesitelnd grupa a urcete stupen jeji fesitel-
nosti.

Pouzijeme znaceni tlohy 2.11.

Protoze Da,/H = Zy je komutativni grupa, médme podle tvrzeni z pfednéasky
D), < H. To znamen4, ze D), je komutativni, tedy podle tvrzeni pfedchozi tlohy
D) = (D) = {1}. Grupa Dy, je tedy fesitelns stupné nejvyse 2. Protoze je Da,
nekomutativni, je stupné vétsiho nez 1, tudiz pravé stupné 2. O
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3.3. Spocitejte centrum grupy Ds,, pro n > 3.

Opét vyuzijeme znaceni predchozich tloh a vSimneme si, ze pokud prvek h € H
lezi v centru, plati diky 2.11(b), zZe

h™' = oho™' = h,

tedy h? = id. To podminka je kromé& identity splnéna pouze pro stiedovou symetrii
s, kterd lezi v h € H pravé tehdy, kdyz je n sudé. Zadna osova symetrie o €
Do, \ H nelezi v centru, protoze oro~! = r~—! # r opét diky 2.11(b). To znamena,
7e Z(Day) = (s) = {id, s} pokud je n sudé a Z(Ds,) = {id} pro n liché. O

3.4. Jestlize n = 2m > 4, dokazte, %e D, /Z(Day) =2 Day,. Na mnozing {1,...,n}
zavedeme ekvivalenci ~ pravidlem a ~ b, pravé kdyz a = b (mod m), a definujme
bijekci b: {1,...,m} — {1,...,n}/ ~ predpisem b(a) = {a,a+m}. Nyni zavedeme
zobrazeni ¥ : Dy,, — S, vztahem V(o) = b~ lob.

Nejprve je tfeba ovérit, ze jde o koretktni definici. Musime pro kazdé o € Dsy,
dokézat, ze ob(i) € {1,...,n}/ ~, tedy ze existuje j, pro které o{i,i + m} =
{j,j +m}. Snadno nahlédneme, Ze to plati jak pro rotace, tak pro osové symetrie,
tedy Ze rotace i osova symetrie zobrazi par stiedové symetrickych bodu opét na par
stfedové symetrickych bodid. Dale pfimocafe mahlédneme, ze je ¥ homomorfismus:

U(gop)=b"topb=>b"tobb 'pb= T(c)o ¥(p).
Protoze U(r)=(12...m—1m)a¥(o)=2m)(2m—1)... je ¥(Da,) = Doy, a
Ker¥ = {id, s}, plati diky Prvni vét& o izomorfismu a predchozi tloze, ze
ng = Dgn/KeI‘\If = Dgn/<8> = Dgn/Z(Dgn).
(Il

3.5. Spocitejte iterovana centra grupy Ds, pro n > 3, rozhodnéte, pro kterd n je
grupa Dy, nilpotentni, a pfipadné urcete stuper nilpotence.

Staci ndm vyuzit vysledkd pfedchozich dvou tloh. Nechf n = 2%b pro b liché.
Ukazeme indukci, Ze 6;(Da,) = (r>" ') je podgrupa fadu 2° cyklické grupy (r) a
Da,,/0;(Day) 22 Doiya—iy pro i = 0,...,a a dale, ze 0;(Ds,) = (r’) pro viechna
1> a.

Ziejmé 0y(Dsy,) = {id} = (2"} a Da,, /09(Day) = Doy = Daat1y. Necht tvrzeni
plati pro ¢ < a. Pak

0i+1(D2y)/0:i(Day) = Z(Day /(1% %)) 2 Z(Dagrta—i) = (s5),
kde s; je stfedova symetrie grupy Dga—i+13. Z konstrukce izomorfismu nyni snadno
spo¢itame, ze 0;11(Day,) je podgrupa cyklické grupy (r) generovand prvkem fadu
2i+1 tedy 0;41(Dan) = (r2* "), Koneéné s vyuzitim Druhé véty o izomorfismu
a predchozich tivah spocteme

D2, /0:(Dapn) ., Dava—iy Dou_,
0i41(D20)/0:(D2n) ~ Z(Dagrvasy) 0"
Protoze je podle 3.4 centrum grupy Da,/0,(D2,) = Do trividlni, jsou uz i-ta
iterovana centra pro viechna i > a stejné jako 6,(Dz,) = (r?).

Z uvedeného popisu iterovanych center okamzité plyne, ze Do, je nilpotentni,
pravé kdyz je n tvaru n = 2% a protoZze je Dg/Z(Dsg) Ctyiprvkova komutativni
grupa, je stupen nilpotence grupy Dsi+e roven a. ([l

IR

D2n/0i+1(D2n)
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3.6. Je-li G = (G,-,7!,1) grupa a M C G, dokaite, 7ze Cq(M) < Ng(M) < G

Oznaéme ¢, : G — G vnitini automorfismus ¢y(z) = grg=! pro g € G a 9,
restrikci ¢4 na mnozinu M. Viimnéme si, ze g € Cq(M), pravé kdyz @Tg je identita
na M a g € Ng(M), pravé kdyz 1, je bijekce M — M. Okamzité tedy vidime, ze
1€ Cg(M) C Ng(M). Necht a,b € Cq(M). Pak

- —— . . . - 1 - .
Vab = a0y = idyidy =idar, a Y1 =P, =idy =idy,
aproto a-b,a”! € Cq(M), tedy Co(M) < G. Podobné jestlize a,b € Ng(M), pak

D = U 0 Uy, stejné jako P, 1 = P tvoii bijekei na M, tudiz a-b,a~' € Ng(M)
a rovnéz Ng(M) < G. Koneéné pro ¢ € Co(M) an € Ng(M) dostavame

Pren s = Pn oot =Unodhy  =idu,
coz znamend, ze Cqg(M) 9 Ng(M). O
18.11.
3.2. Grupy radu p".
3.7. Je-li p prvodcislo, dokazte, Ze je grupa fadu p? komutativni.
Oznaéme G = (G,-,71,1) grupu fddu p?. Z véty dokdzané na prednasce vime, Ze
Z(@G) # {1} a podle Lagrangeovy véty je tedy
G| :
IG/Z(G)| =G : Z(G)] = =p'
1Z(G)]
pro i < 2, tedy G/Z(G) je nutné cyklickd grupa. Potfebujeme dokézat, ze i = 0,
tedy ze G = Z(G). Protoze je G/Z(G) nutné cyklickd, existuje g € G, pro které
G/Z(G) = (gZ(Q)). Déle je Z(G) charakteristickd a tudiz normalni podgrupa G,
a proto

G=1{9Z(G)={g¢'2]ieN,ze Z(Q)}.
Proto pro kazdé 21,20 € Z(G) ai,j €N
Qizl 'gjzz = 9i+j2221 = 9j22 'gizlv
tedy kazdé dva prvky G komutuji a grupa G je komutativni. (]
3.8. Spoditejte pro grupu G = (G,-,~1, 1) fa4du 121 centrum Z(G) a komutant G’.

Z predchozi tlohy vime, Ze je grupa G komutativni, proto Z(G) = G a G’ =
{1} O
Piipomerime, ze definujme-li na mnoziné @ = {1, +i, -5, £k} operaci nasobeni
vztahy
==k =—-1ij=kjk=1iki=j
a déle pravidly (—1)z = 2(-1) = —z, 2y = —(yx), (—z)y = z(—y) = —(y=x) pro
v8echna z,y € {+i, 17, £k}, kde — méni znaménko, tvoii @ grupu (kvaterniont).

3.9. Uvazujme grupu kvaterniont Q.
(a) Ukazte, ze je @ nilpotentni a uréete stupeil nilpotence,
(b) ukazte, Ze je @ TFeSitelnd a urcete stupen FeSitelnosti,

¢) spocitejte centrum Z(Q)) a komutant @',

d) spoditejte centralizator Cg(g) pro vSechny prvky g € Q.

(
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(a) Q je grupa fadu 23, tedy jde podle véty z prednasky o nilpotentni grupu
stupné nejvyse 2. Protoze neni komutativni, je stupné vétsi nez 1, tedy prave 2.

(b) Kazda nilpotentni grupa stupné 2 je podle véty z prednéasky Fesitelna stupné
nejvyse 2, protoze () neni komutativni, je stupné reSitelnosti opét prave 2.

(c) Snadno zjistime, ze Z(Q) = {1, —1}. Protoze je Q/Z(Q) ¢tyfprvkovi, je to
komutativni grupa, tedy Q' < Z(Q). Protoze Q' # {1}, dostédvame, ze Q' = Z(Q).

(d) Pokud g € Z(Q), pak z definice plyne, ze Co(g) = Q. Pokud g ¢ Z(Q), pak
(9) € Cglg) # Q, a protoze je prvek g fadu 4, nutné Cy(g) = (g). a

4. AKCE GRUPY NA MNOZINE

4.1. Existuje vérna akce dihedralni grupy Dg na
(a) t¥iprvkové mnoziné?
(b) étyiprvkové mnozing?

(a) Ptame se, zda existuje prosty homomorfismus Dg do grupy (izomorfni) Ss.
Protoze je Dg fadu 8 a S5 fadu 6, zadné prosté zobrazeni Dg do S3 neexsituje.

(b) Uvazime-li zobrazeni, které symetrii dihedralni grupy Dg pfifadi permutaci
vrcholt pfislusného Gtverce (s timto zobrazenim, které uréuje reprezentaci Dg jako
podgrupy symetrické grupy Sy jsme pracovali), dostdvame zfejmé prosty homomor-
fismus Dg do Sy. O

4.2. Existuje v€rna akce grupy kvaterniond @) na ¢tyfprvkové mnoziné?

Prdpokladejme, Ze existuje prosty homomorfismus ¢ : @ — S;. Potom pro
v8echny prvky g ¢ Z(Q) plati, Ze je g i ¢(g) fadu 4, tedy by osmiprvkova pod-
grupa (@) obsahovala vSech Sest prvka Sy fadu 4 (tedy vSechny ¢tyfeykly). Tedy
by naptiklad

(143) = (1234) o (2134) € ©(Q),

coz je ve sporu s tim, ze @ = ¢(Q) zadny prvek fadu 3 neobsahuje. O

25.11.

Pfipomertime, Ze centralizator prvku (¢i obecné mnoZiny) je pravé stabilizator
prvku (mnoziny) akce konjugace na grupé.

4.3. Spocitejte v symetrické grupé centralizatory:

(a) Cs,((45)),
(b) Cs,((13)(24)),
(c) Cs, ((12)(345)(6789)).

(a) Hleddme vSechny permutace o € S5, pro néz o o (45) oo~ ! = (0(4)0(5)) =
(45), tedy

Cs.((45)) ={o € S5 | 0({4,5}) = {4,5}} = {70 (45)" | T € S5,i € Zo} = ((45))Ss3,

vidime, zZe Cs,((45)) ma pravé 12 prvkia.
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(b) Tentokrat hleddme vSechny permutace o € Ss, pro néz
o0 (13)(24)(5) 0 0~ = (0(1)(3)) (¢(2)o(4))((5)) = (13)(24)(5).
To znamena, ze
Cs.((13)(24)) ={o € S5 | o(5) =5 A (c({1,3}) ={1,3} Vo({1,3}) = {2,4}}.

Snadno nahlédneme, ze Csg, ((13)(24)) mé pravé 8 prvki (méme dvé moznosti kam
zobrazit mnozinu {1, 3} a kazdé moznosti odpovidaji 4 rtizné permutace). V tloze
1.14 jsme zjistili, ze Z(Ds) = ((13)(24)), z cehoz plyne, Ze Ds C Cs, ((13)(24)). Pro-
toze jsou podgrupy Z(Dsg) a Cg,((13)(24)) osmiprvkové, vidime, ze Cg, ((13)(24)) =
Dsg.

(c) Podobné jako u bodu (a) spliiuje o € Cg,((12)(345)(6789)) podminky

o({1,2}) =1{1,2}, o({3,4,5}) ={3,4,5}, ¢({6,7,8,9}) ={6,7,8,9}.
To znamen4, ze

O"{LQ} (S S({l, 2}), 0'|{3’4’5} S S({3, 4, 5}), O"{Gj’g’g} (S S({6, 7, 8, 9})
Protoze Cg({3,4,5})((345)) = ((345)) a Cs({6,7,8,01)((6789)) = ((6789)), dostavame

)
Css, ((12)(345)(6789)) = {(12)" o (345)7 o (6789)F | i € Z,j € Zs, k € Z4},
tudiz Cs, ((12)(345)(6789)) = ((12))((345))((6789)). O

5. SOUCINY
5.1. Semidirektni souéiny.

5.1. Necht H a K jsou grupy a ¢ : K — Aut(H) homomorfismus. Dokazte, Ze
(a) H x, K =H x K, pravé kdyz ¢, = idg pro vSechna k € K,

(b) H={(h,1)|he H} QHx, K a (Hx,K)/H=K.

(a) Predpokladejme, ze H x, K = H x K. Potom pro kazdé hi,hy € H a
k1,ke € K plati, Ze (hiho, k1ks) = (h1vk, (ha), ki1ka), a proto ¢k, (ha) = ha pro
vsechna hy € H a k1 € K. Tudiz ¢j, = idy pro vsechna k; € K.

Obracend inkluze je trivialni.

(b) Snadno nahlédneme, Ze je H podgrupa grupy H X, K. Necht g,h € H a
k € K, potom konjugujeme v H x, K:

(h, k) - (g,1) - (h, k)™t = (heon(g), k) - (p H(h™Y), k1) =

= (her(g)enlpy (1), kk™) = (hei(g)h™",1) € H,
tedy H je normalni podgrupa H x, K.
Ozna¢me K = {(1,k) | k € K} < H X, K. Okamzité vidime, Ze je zobrazeni
k — (1,k) izomorfismus grup K a K a déle ze H X, K = HK a HNK = {1}.
VyuZijeme-li TTeti vétu o izomorfismu, dostaneme

(Hx,K)/H=(HK)/H=K/(HNK)=K/{1} %K =K.

5.2. Je-li ¢ : Zy — Aut(Z,,) zobrazeni dané piedpisem ¢y (a) = p(k)(a) = (—1)*a,
dokazte, ze Doy, = Zy X, Zo.
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Vyuzijeme znaceni tlohy 2.11, tedy r je rotace u tihel 27”, 0 osova symetrie a H =
(r). Déle ozna¢me K = (o). Nejprve ukdzeme, Ze Dy, = H %, K pro homomorfismus
7: K — Aut(H) dany predpisem 7,:(h) = (h)"Y", tedy 7q = idy a 7o(h) = A~ 1.
V tloze 2.11 jsme dokézali, ze H < Ds,,, HNK = {1} ae ), = oho~* = h™!, proto
Yol = 0. Podle véty z pfednasky je Do, = H %, K.

Nyni staci uvazit kanonické izomorfismy o : Z,, — H dano(i) =rap: Z, — H
dan p(i) = o', které indukuji izomorfismus Z,, x, Zs — H x, K dany vztahem
(i,5) — (o(i), p(4)) = (r*,07). Z¥ejmé se jedna o bijekci a homomorfismus je to
proto, ze T,(;)(0(i)) = o(p;(i)) pro kazdé i € Zy a j € Zy, tedy pro kazdou dvojici
(,4), (k1) € Zp Xy Zs je (i, 5) - (k, 1) = (i+¢;(k),j+1) a pro soucin obrazii téchto
prvkt dostavame, ze

(0(2),p(5)) - (0(k), p(D)) = (o (D) 75 ((K)), p(5)p (D)) =

= (o(i)a(p;(k)), p(j +1)) = (o(i +¢;(k)), p(j + 1))
Dokézali jsme, Ze Dy, = H X7 K = 7y, X, Zo. ([l

5.3. Jsou-li H a K jsou grupy a ¢ : K — Aut(H) homomorfismus, dokazte, Ze je
operace na H X, K asociativni.

Zvolme (hy, k1), (he, k2), (hs, k3) € H X, K. Sta¢i pouzit definici a spo¢itat:
[(h1, k1) - (ha, k2)] - (h3, k3) = (hipk, (h2), k1k2) - (hs, k3) =
= (h1pk, (h2) Pk, (h3), k1kaks) = (hipr, (hawk, (h3)), k1kaks)

(h1, k1) - [(he, k2) - (ha, k3)] = (h1, k1) - (hapr, (h3), k2ks) =

= (h1¢k, (h2pr, (ha)), k1kzks) = [(h1, k1) - (h2, ka)] - (h3, k3).
O
2.12.

5.4. Necht H := (H,+,—,0) je abelovskd grupa a ¢ : Zs — Aut(H) homomor-
fismus dany vztahem ¢y(a) = ¢(k)(a) = (—1)Fa. Ozna¢me Dy = H %, Zo,
H={(h,1)|he H} a H, := {(h,0) € H | nh = 0}. Dokazte:

)
) ; 3 _
(¢) Z(Dp) = Ha, pokud Hy # H a Z(Dg) = Dy, pokud Hy = H,
) Dp je Fesitelna,
)
(a) Okamzité z 5.1(b) dostévame, ze
[Dy : H) = |Dy /H| = |Z| = 2.

(b) Podle definice (h,0) € Hy, pravé kdyz 2h = h + h = 0, coZ nastava, pravé
kdyz h = —h. N

(c) Jestlize (h,0) € Hs a (g,%) € Dy, pak diky (b)
proto Hy C Z(Dy). Jestlize (h,0) € H \ Hy, pak

(971)'(h70) = (g*h’l) # (h+ga1) = (h,0)~(g,1),
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tedy ani (h, 0) ani (g, 1) pro Zédné g € H nelezi v Z(Dy ). To znamena, ze Z(Dp) =
Hg, pokud H2 #+ H.
Jestlize Hy = H, pak opét diky (a) vidime, ze

(gvi) : (h’.]) = (g+ (_1)Zh7i) = (g+ h’Z"'.]) = (h+g(_1)J7i+j) = (h’]) : (gai)a
pro kazdé (g,4), (h,j) € Dg, tedy Dp je komutativni a Z(Dg) = Dy.

(d) V (a) jsme si uvédomili, ze Dy /H = Z,, tedy jde o komutativni grupu. Véta
z prednéasky potom ¥ika, ze D} < H a protoze je H>~H komutativni, je Dy
TFeSitelna stupné nejvyse 2.

(e) Spocitdme i-té iterované centrum 6;(Dp ). Indukei ukdZzeme, Ze 0;(Dp) = Ha:
pokud H21 + H a0 (Dy) = Dy pokud HQz =H.

Platnost tvrzeni jsme dokézali v (c) pro ¢ = 1. Dokazme ho pro i + 1 za pfedpo-
kladu, Ze plati pro i.

Necht nejprve H21+1 =+ H. Potom HQL =+ Ha

0i41(Dp)/0i(Dy) = Z(Dy /0:(Du)) = Z(Dp /Ha).
Ovsem Dy /Hyi Dyyn,, = (H/Hyi) %, Z a z Glohy (c) okamzité dostavame, ze
Z(Dyym,,) = (H/Hyi)2 = Hyir [ Hyi.

Necht Hyi+1 = H. Pokud rovnéz Hy: = H, tak 6,(Dg) = Dy podle indukéniho
pfedpokladu a tedy i 0;+1(Dg) = Dp. a Pokud konecéné Hy:i #* H, dostavame, 7e
(H/Hyi)2 = H/Hy: a proto je podle (¢) Z(Dpyn,,) = Duyn,, atudiz 0;41(Dp) =
Dy.

Dokézali jsme, ze Dy je nilpotentni, pravé kdyz existuje k, pro které Hor = H,
coz nastava, pravé kdyz existuje k, pro které 28 H = 0. g

5.5. Dokaite, Ze S,, je pro kazdé n > 1 semidirektnim soucinem grupy Z. a A,

Staéi si vSimnout, ze A,, 1.5, ((12)) = Zs a ((12)) N 4,, = {id}. Definujeme-li
homomorfismy

p:Zs — Aut(A,), 7:{(12)) = Aut(A4,),

)
pila) = (12)'a(12)™, Tag):(a) = pi(a),
pak je podle tvrzeni z pfednasky A, x, ((12)) = A,((12)) = S, a protoze
Ap %7 ((12)) = A, Xy Zo,
dostavame, ze Ay, X, Zo = S,,. [l

5.6. Dokazte, Ze je A4 izomorfni semidirektnimu soudinu netrividlnich (tedy aspor
dvouprvkovych) grup. Plati obdobné tvrzeni pro A, jestlize n > 47

Stadi si uvédomit, ze mnozina K4 = {id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} je normalni
podgrupa A4 a ze plati ((123))K, = A4 a ((123)) N K4y = {id}. Definujme-li ho-
momorfismus ¢ : ((123)) — Aut(A,) vztahem ¢, (o) = caoc™! = |k,, pak ndm
stejné tvrzeni jako v predchozi tloze dé izomorfismus Ay = Ky %, ((123)).

Existoval-li by semidirektni rozklad grupy A, = H x K, pak by podle 5.1 ob-
sahoval normélni podrupu izomorfni podgrupé H = H = {(h,1) | h € H} indexu
|K| = [H x K : H]. Protoze je podle 2.9 grupa A,, pro n > 4 jednoducha, musi byt
bud ¥4d H nebo K roven jedné. a
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5.2. Kartézské soudiny.

5.7. Necht G; = (G;,-,",1) je pro kazdé i € I grupa. Oznacme [[;.;G;i =
(IT;e; Gis- 1, 1) jejich sou¢in a m; : [[,c;Gi — G; projekci na j-tou slozku
m;(f) = f(j) pro kazdé j € I. Dokazte, ze
(a) m; je pro kazdé j € I homomorfismus na,
(b) pro kazdou grupu H = (H,-,~!,1) a systém homomorfismt pj - H = Gj,
j € I existuje pravé jeden homomorfismus p : H — [[,.; G; spliujici
mip = p; pro kazdé j € I.

iel

(a) Zvolme f,g € [[;c; Gi a j € I. Protoze jsou operace na [[;.; G; definovany
po slozkach dostavame, ze

mi(f-9) = (f-9)(4) = () - 9() = 75 (f) - 75(9)-
(b) Nejprve definujme p pro kazdé h € H a j € I [p(h)](j) = p;j(h). P¥imo z

definice vidime, Ze toto zobrazeni spliiuje podminku 7;p = p;, navic jde o homo-
morfismus, protoze pro kazdé h,k € H a j € I plati

[o(h - k)](G) = pi(h- k) = pj(h) - p; (k) = [p(h) - p(R)R)](5)-

Je-li p zobrazeni, které rovnéz spliiuje podminku 7;0 = p;, potom pro kazdé h € H
ajel

[P(W)](5) = [m;p(M](G) = pj(h) = [m;p(MI(F) = [p(MI()),

tedy p = p a homomorfismus p je uréen jednoznaéné [
9.12.

6. PREZENTACE GRUP

Necht G = (G,-,71,1) je grupa, F(X) = (F(X),-,71,1) je voln4 grupa s volnou
bazi X, 7 : F(X) — G homomorfismus na celé G a R C F(X). Rekneme, 7e
(X, R,7) je prezentace grupy G, jestlize ker 7 je nejmensi normélni podgrupa grupy
F(X) obsahujici mnozinu R.

6.1. Dokazte pro prezentaci (X, R, 7) grupy G = (G,-,~%,1) a prvky u,v € F(X) :

(a) kerm = (User(x) fREY),
(b) u-v~! € kermr, pravé kdyz v=! - u € ker 7, pravé kdyz 7 (u) = m(v).

(a) Protoze je ker  norméalni podgrupa a R C ker 7, dostavame okamzité inkluzi
(Urerx) fRf™) Cker.

Protoze je (e r(x) fRf™1) podgrupa, ktera obsahuje frf~! pro kazdy jeji ge-
nerator g a pro kazdé f € F(X), jednd se o normdlni podgrupu obsahujici R. OvSem
ker 7 je nejmensi norméalni podgrupa obsahujici R, proto ker w C (UfeF(X) fRfYH

(b) Stad¢i uvézit, ze u-v=! € ker m, pravé kdyz 7(u) - w(v) ™t = w(u-v~1) = 1, coz
nastava pravé tehdy, kdyz 7(u) = 7(v). Ekvivalence pro v=! - u € ker 7 se nahlédne
symetricky. O

Mnozina R se nazyva mnozinou relaci prezentace a jeji prvky budeme zapisovat
ve tvaru w = v nebo u-v~! = 1 pokud v -v~! € R.

6.2. Najdéte néjakou prezentaci grupy Z2.
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Pro volnou grupu F({z,y}) definujeme homomorfismus 7 : F({z,y}) — Z2
vztahem 7([u]) = (lz(u) — -1 (u),ly(u) — l,-1(w)), kde I (I;-1, Iy, l,~1) znaci
pocet vyskytt symbolu z (z71, y, y~ 1) ve slové u (2! chapeme pro i > 0 jako
vyskyt i kopif symbolu x, obdobné pro 21, y, y~!). Pokud (u,v) € p, pak ziejmé

la:( )_lac*1< ) ( _lacfl(v)7
ly(u) = ly=1(u) = by (v) = ly-1(v).

Indukénim rozsifenim dostavame tytéz vztahy pro kazda dvé ekvivalentni slova
u ~ v, a proto je definice m korektni. Snadno zjistime, Zze pro kazdé dva prvky

[u], [v] € F({z,y}) plati, ze 7([u]) + m([v]) =

= (la(u) 4+ 1o (v) = (lp=1 () + lo=1 (v)), by (u) + 1y (v) = (ly=1 (u) + =1 (v))) =
= m([u-v]) = w([u] - [v]), tedy 7 je homomorfismus. Zobrazeni je zfejmé na. Ozna-
¢me N nejmensi normélni podgrupu obsahujici 'y~ 'zy. Potom jisté N C ker.
Protoze je podle 6.1(a) podgrupa N generovidna pravé vSemi komutatory, plati,
ze N = [F({z,y}), F({z,y})] = F({z,y})"). Navic snadno nahlédneme, ze kazdy
prvek jadra m lezi v komutantu F({z,y})"). To znamena, ze

N Ckerw C F({z,y})) = N,
coz jsme potiebovali dokdzat. Tedy ({z,y}, {zy = yz}, 7) je hledand prezentace

grupy Z2. (I
6.3. Necht F(X) = (F(X),-,71,1) je volna grupa s volnou baz{ X, 7 : F(X) — G
homomorfismus na grupu G = (G,:,~1,1) a n piirozené ¢islo. Pokud |G| > n,

R C kerm a pro kazdé N < F(X) obsahujici R plati, ze |F(X)/N| < n, pak
dokazte, ze (X, R, ) je prezentace grupy G.

Diky Prvni vété o izomorfismu plati, ze G = F(X)/kern. Jestlize N je nejmensi
normalni podgrupa obsahujici R, pak N < ker 7 a podle predpokladu a Lagrangeovy
vety je

n < |G| =[F(X) :kern] < [F(X) : kern][ker 7 : N] = [F(X) : N] < n.

Proto [ker7: N| =1 a (X, R, ) je tudiz prezentace grupy G. O

6.4. Najdéte takovy homomorfismus 7, aby
(a) ({z},{z' = 1},7) byla prezentace grupy Zis,
(b) ({29}, {2° = 14" = 1,2y = g}, m) byla prezentace grupy Zas,
(c) ({z,y},{z" =1,4% = 1,yxy = x—1}, ) byla prezentace grupy Da,,.

(a) Okamzité vidime, Ze ([2]'°) < F(x) = ([x]) = Z, nebot voln4 grupa s jednim
generatorem je cyklicka. Protoze m([x]¥) = (k)mod 15 uréuje homomorismus na
grupu Zs s jadrem rovnym ([z]'%), je 7 hledanym homomorfismem.

(b) Vyuzijeme-li homorfismus 7 : F({z,y}) — Z? z lohy 6.2, vidime, Ze nejmensi
(normalni) podgrupa grupy Z? obsahujici prvky

m(x®) =3 -7(x) =3-(1,0) = (3,0), 7(y°) =5 -7(y)=3-(0,1) = (0,5)

je pravé jadro surjektivniho homomorfismu 7 : Z? — Z3 x Zs uréeného vztahem
7(a,b) = (a mod3,b mod5). Proto je 7 !(kert) = ker(r7m) nejmensi normalni
podgrupou grupy F({x,y}) obsahujici relace z3, 4%, v~ 1y~ 12y, coz znamen4, Ze

(z,y|2® =1,9° = 1,2y = yz,7m)
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je prezentace grupy Zs x Zs. Ovsem Cinské véta o zbytcich nam zarucuje existenci
izomorfismu h : Zz x Zs — Zis, tudiz (v,y | 23 = 1,9° = 1,2y = yx, hrn)
predstavuje prezentaci grupy Zis.

(¢) VyuZzijeme znadeni a vysledki tlohy 2 11, tedy D2, = (o, 7), kde r pfedstavuje

rotaci o thel —" a 0 osovou symetrii, tj. ¥” = 1, 0> = 1 a plati, Ze oho™! = oho =

h~! pro kazdé h € (r). Uvézime homomorfismus 7 : F({z,y}) — Da, uréeny
podminkami m(z) = r a 7(y) = o. Potom z 2.11 vidime, Ze ker m obsahuje relace
R = {2",y* yryz} a jednd se o homomorfismus na. S vyuzitim 6.3 staci pro kazdou
normalni pogrupu N obsahujici R dokazat, ze |F({z,y})/N| < 2n.

K tomu si staci uvédomit, ze

F({z,y})/N = {z"y' N | i € Zn,j € Lo}
Protoze z", y2 € N plati, Ze
F({z,y})/N = {z"yz2y... 2" yz' 2y H | ij € Lp,€ € Lo}
Protoze yz'yx’ € N, a tudiz yz'yN = 27N a yz' N = 2~y N, dostavidme
F({z,y})/N = {('y N | i € Zj € Za},

a proto |F({z,y})/N| < 2n. Dokazali jsme, ze (z,y | 2" = 1,y> = 1, yzy = 2—1,7)
je prezentaci grupy Day,. ([

7. SYLOWOVY PODGRUPY

7.1. Najdéte vSechny Sylowovy podgrupy grupy
(a) Sz, (b) Ss, (¢) Zi20, (d) Zaoo X Zs3o0, () As, (f) As.

(a) |S5] = 2 - 3, tedy snadno nahlédneme , Ze

Syla(Ss) = {((12)),((23)), (13))}, Syls(S3) = {As} = {((123))}
a Syl,(S3) = {{id}} pro ostani prvoéisla p
(b) |Se| =2%-3%- 5. Protoze grupa
Dg x Zy = Ds((56)) = ((1234), (13), (56)) < Sg
je fadu 2%, dostdvame
Sylz(Ss) = {{(c(1)o(2)a(3)o(4)), (¢(1)a(3)), (0(5)a(6))) | o € S}
Dale
Zs x 73 = ((123))((456)) = ((123), (456)) < Sg
je grupa fadu 32, tudiz je
Syls(Ss) = {((e(1)a(2)a(3)), (0(4)a(5)a(6))) | o € e}
Kone¢né Syl5(Ss) = {{(c(1)o(2)c(3)a(4)o(5))) | 0 € Se}, protoze pétickly generuji
pravé grupy fadu 5 a Syl,(Se) = {{id}} pro vSechna ostani prvocisla p.
16.12.
(¢) |Z120] = 120 = 23-3-5. Protoze je Z120 komutativni jsou viechny jeji podgrupy
normalni a t¥idy Sylowovych podgrup jsou jednoprvkové:

Syla(Zi20) = {(15)}, Syls(Zi20) = {(40)}, Syls(Z120) = {(24)}
a Syl,(Zi20) = {{0}} pro ostani prvocisla p.
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(d) ProtozZe je grupa Zagy X Zsgo komutativni jsou stejné jako v (c) vSechny jeji
t¥idy Sylowovych podgrup jednoprvkové. Grupa Zsagg X Zsoo je fadu 120 = 2°-3- 54,
tedy netrividlni jsou pouze Sylowovy 2-podgrupy, 3-podgrupy a 5-podgrupy:

Sle(ZQOO X Zgoo) = {<25> X <75>} = Zie X Zlﬁ,

S’ylg(Zgoo X Zgoo) = {{0} X <100>} = Zg,
Syl5(Z200 X Zgoo) = {<8> X <12>} = Z25 X Z25.
(e) |A4] = 12 = 22 . 3. Protoze K, = {((12)(34), (13)(24))} = Z3 je podgrupa
fadu 4 a podgrupa fadu 3 je cyklicka, tedy izomorfni Z3 dostavame, ze

Syla(As) = {Ka} = {((12)(34), (13)(24))}, Syls(As) = {((123)), ((124)), ((134)), ((234))}

a Syl,(A4) = {{id}} pro ostani prvocisla p.
(f) |Ag| = 2% - 32 - 5. Nejprve si viimnéme, ze ((1234)(56), (13)(56)) je podgrupa
Sylowovy 2-podgrupy grupy Sg, je to tudiz 2-grupa radu alespon 8. Navic
Dg = ((1234)(56), (13)(56)) < Ag,
tedy jde o grupu pravé fadu 22, tedy Sylowovu 2-podgrupu grupy Ag. Proto

Sylz(As) = {{(e(1)0(2)a(3)a(4))(0(5)a(6)), (0(1)a(3))(e(5)0(6))) | o € Ag}-
Snadno z (c) dostavame, Ze
Syls(As) = {{(c(1)o(2)a(3)), (0(4)a(5)a(6))) | o € Ag},

Syls(As) = {{(c(1)o(2)0(3)0(4)0(5))) | o € As}-
0

7.2. Jsou-li G; = (Gy,+,71,1) pro i = 1,...,k grupy, dokaite, Ze pro libovolné n a
n-té iterované centrum plati GH(HLI G;) = ]_[le 0.(G;).

Tvrzeni dokdzeme indukci za vyuziti charakterizace iterovanych center z pred-
néasky, kterd iikd, ze a € 0,,11(G), pravé kdyz [a, g] € 0,,(G) pro kazdé g € G.

Pro n = 0 méme 0o(]T%, Gi) = {(1,..., 1)} = [T\_, 60(Gs).

Necht plati, ze 6, (][5, Gi) = [T+, 6.(G:). Potom

k k k
a=(ay,...,a,) € 9”+1(HGi) & [a,g] € Hn(H Gi)Vg=(g1,---,9n) € HGi &
i=1 i=1 i=1
& lai, 9] € 0n(Gi)Vi=1,...,k Vg € G; &
k
©a; €0, 1(Gi)Vi=1,... ks ac[]0.1(G).
=1

O

7.3. Necht p > ¢ jsou prvoéisla, G = (G,-,71,1) je grupa fadu p-q a P € Syl,(G).
Dokazte:
(a) Pokud p = ¢, potom G = Z,, X Z;, nebo G = Z,2,
(b) jestlize p > g, pak |Syl,(G)| = 1, proto P < G, existuje prvek g € G Fadu
qaG=P(g).
(c) jestlize p > g, pak existuje takovy homomorfismus ¢ : Z; — Aut(Z,), ze
(CR=—/ I/
(d) jestlize p > q a ¢ nedéli p — 1, pak G = Zy, X Zy = Zpg,
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(e) jestlize ¢ déli p — 1 pak existuje prosty homomorfismus ¢ : Z, — Aut(Z,)
a bud G = Z, X, Z, je nekomutivni grupa nebo G = Z,,,
(f) grupa G je fesitelna.

(a) Jestlize p = ¢, vime, Ze G je komutativni. Je-li G cyklickd, pak G = Z,2, v
opa¢ném piipadé G tvoii vektorovy prostor nad télesem Z,, proto G = Z, x Z,
(jako vektorové prostory u tudiz i jako grupy).

(b) Podle Cauchyho véty existuje prvek g € G faddu ¢ a podle Sylowovych vét
|Syl,(G)| =1 (mod p), proto existuje k > 0, pro které |Syl,(G)| = kp+ 1. Protoze
Syl,(G) tvori orbitu akce konjugace grupy G, vime, ze |Syl,(G)| = [G : Na(P)],
tudiz |Syl,(G)| = kp+ 1 déli pg, proto kp + 1 déli g. Protoze p > ¢, nutné k = 0,
Tudiz |Syl,(G)] =1 a P < G. Z toho uz plyne, ze P(g) je podgrupa G, jejiz Fad
deli dle Lagrangeovy véty pq a kterd obsahuje podgrupy P i Q. Tedy P{g) = G.

(c) Plyne okamzité z véty o semidirektnim rozkladu z pfednasky, kterou pouzi-
jemena P = Z, a (g) = Z, z tvrzeni (b), kde podle Lagrangeovy véty PN(g) = {1}.

(d) Protoze Aut(Z,) = Z; = Z, 1, znamené podle Lagrangeovy véty a Prvni
véty o izomorfismu piedpoklad g nedéli p — 1, Ze neexistuje zadny netrivialni homo-
morfismus Z, — Zj, a proto ani netrividlni homomorfismus Z, — Aut(Z,). Tedy
homomorfismus ¢ z (c) zobrazi ve na neutralni prvek, proto

G=2ZLpyXNy Ly =Ly X Lg = Lpg,
kde posledni izomorfismus plyne z Cinské véty o zbytcich.

(e) Opét uvazime, ze Aut(Z,) = Zy = 7,1, z ehoz plyne, ze Aut(Z,) = (J) pro
néjaky automorfismus ¢ a tudiz Aut(Z,) obsahuje jednozna¢né uréenou cyklickou
podgrupu (o) faddu ¢ s generdtorem o = 5" . To znamena, Ze existuje ¢ — 1
netrividlnich homorfismi ¢ : Z, — Aut(Z,) a vSechny jsou prosté a na podgrupu
(o). Z&vér potom plyne z (c) a (d).

(f) Jestlize p = ¢, pak je G komutativni a tedy zfejmé FeSitelnd. Jestlize p > ¢,
pak Z, =2 P < G a Zy = G/P, a proto i v tomto piipadé je G Tesitelna. (]
7.4. Necht ¢ : Z3z — Aut(Z32) je prosty homomorfismus dany zobrazenim i — ¢;,
1
0 1
nilpotentni stupné 2 a grupa Dig X (Z3 X, Z3) nilpotentni stupné 3.

kde matice ¢; vzhledem ke kanonické bazi je ( ) . Dokazte, 7e je grupa 73 N2

Podle 7.3(d) je G = Z% x, Z3 nekomutativni 3-grupa, tedy jde o nekomutativni
nilpotentni grupu. Protoze G/Z(G) je fadu 3 nebo 9, jednd se komutativni grupu,
tedy G je nilpotentni stupné 2.

V 3.5 jsme dokazali, ze grupa D¢ je nilpotentni stupné 3 a z 7.2 okamzité plyne,
ze Dig x (Z% %, Z3) je rovnéz nilpotentni stupné max(3,2) = 3. O

7.5. Dokazte, ze G = (G,-,~!, 1) je fesitelnd grupa, pokud plati:

(a) |G| =17,

(b) |G| = 255,

(c) G = H %, K, kde ¢ : K — Aut(H) je homomorfismus, |K| = 256, |[H| =
255.

(a) Protoze 77 = 7 - 11, staéi vyuzit vysledku 7.3(f).

(b) Vsimnéme si, ze 255 = 3 - 5 - 17. Podle Sylowovych vét existuje k nezdporné
celé, pro néz |Syl17(G)| = 1+ 17k. Protoze Syli7(G) tvoii orbitu akce konjugace
grupy G, vime, ze |Syli7(G)| = [G : Ng(P)] pro P € Syli7(G). Proto |Syli7(G)| =
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1+ 17k déli |G| = 3-5-17, tudiz 1 + 17k déli 3 -5 = 15. To nutné znamena,
ze k = 0, tedy existuje jedinad Sylowova grupa P fadu 17, kterd je normalni G.
Tedy |G/P| = 3 -5, proto je G/P fesitelnd grupa a P = Zq7 je cyklickd, tedy
rovnéz fesitelna grupa. Z tvrzeni z prednasky potom okamzité plyne, Ze i grupa G
je Tesitelna.

(c) Stadi si uvédomit, ze K je konefnd 2-grupa, proto nilpotentni a tudiz i Fesi-
telnd grupa, H je feSitelnd podle (b) a (izomorfni kopie) H je normdlni podgrupa
G. Potom zminéné tvrzeni z prednasky implikuje, Ze grupa G je feSitelna. ([

~ oM e

7.6. Dokazte, Ze jsou grupy fadu 77 a 255 nutné cyklické. Najdéte (nutné fesitelnou)
grupu fadu 7 - 29, kterd neni komutativni.

Protoze 7 nedéli 10 = 11 — 1, je podle 7.3(d) grupa fadu 77 nutné cyklicka.

Je-li G grupa fadu 255, obsahuje podle 7.5(b) norméalni podgrupu P € Syli7(G)
fadu 17 a faktorova grupa G/P je faddu 3 - 5. Proto Protoze 3 nedéli 4 =5 — 1, je
podle 7.3(d) G/P cyklicka, proto existuje prvek g € G jehoz Fad je délitelny ¢islem
15. Proto cyklickd grupa (g) obsahuje podgrupu (h) fddu 15 a plati, ze P(h) =
()P < G a PN (h) = {1}. Snadno si opét diky Lagrangeové vété rozmyslime,
Ze existuje pouze trividlni homomorfismus ¢ : (h) — Aut(P), tudiz podle Véty z
prednasky a Cinské véty o zbytcich

G§P>4<h>:P><<h>§Z17le5%ZQ55

Protoze 2% # 1 (mod 29) ani 27 # +1 (mod 29) snadno pomoci Lagrange-
ovy véty odvodime, Ze prvek 2 generuje multiplikativni grupu Z3g, tj. (2) = Z3.
Oznadime-li ¢; € Aut(Zyy) pro j € Z; automorfismus uréeny vztahem ¢;(k) =
247 . k, potom je zobrazeni j — ; netrividlni homomorfismus ¢ : Z7 — Aut(Zay),
tudiz je podle 7.3(d) Zag X, Z7 nekomutativni grupa. O

6.1.

8. VOLNE GRUPY

8.1. Necht F(x,y) je volna grupa o dvou generatorech a n bud pfirozené.

(a) Najdéte homomorfismus F(z,y) na grupu Se,

(b) ovéite, Ze F(x,y) neni nilpotentni ani Fesiteln4,

(c) ovéite, ze existuje N < F'(z,y), pro kterou F(z,y)/N = Sy,

(d) dokazte, ze F(z,y) obsahuje normalni podgrupu indexu n.

(a) Vime, Ze Sg = ((12), (123456)) je dvougenerovand, tedy staci vzit homomor-
fismus f : F(z,y) — S3 uréeny vztahem f(x) = (12) a f(y) = (123456).

(b) Protoze Sg neni fesitelnd (tedy ani nilpotentni), F'(z,y)/Ker f = Sg a Fesi-
telné (i nilpotentni) grupy jsou uzaviené na faktorizaci, nemtze byt Fesitelnd ani
nilpotentni grupa F(z,y).

(c) Kazda symetrickd grupa S, = ((12),(12...n)) je dvougenerovana, proto
existuje homomorfismus f : F(x,y) — S, ureny vztahem f(xz) = (12) a f(y) =
(12...n), ktery je homomorfismem na celou grupu S,,. Podle Prvni{ véty o izomor-
fismu je potom F(z,y)/Ker f = S,.

(d) Staci, abychom uvazili naptiklad homomorfismus g : F(z,y) — Z, uréeny
vztahem f(x) =1 a f(y) = 0, pak podle Prvni véty o izomorfismu dostédvame, ze

|F(z,y)/Ker g| = [F(xz,y) : Ker g] = |Z,| = n.
tedy N = Ker g je hledand normalni podgrupa indexu n. O
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8.2. UvaZujme homomorfismus ¢ : F({z,y}) — S3 na S3 uréeny podminkou
w(x) = (12), p(y) = (123) a polozme H = Ker ¢.

(a) Najdéte Schreierovu transversalu podgrupy H,

(b) najdéte transversalu H, kterd neni Schreierova,

(¢) najdéte volnou béazi grupy H.

(a) Vime, ze [F({z,y}) : H] = |F({z,y})/H| = |S3] = 6 je poCet levych roz-
kladovych t¥id, tedy pocet prvki jakékoli transversaly. Navic pro rozkladové tridy
t1H # toH plati, ze

p(t1) = p(tLH) # p(t2H) = o(t2)

Hleddme tedy postupné reprezentanty ¢t € T v redukovaném zapisu, jejichz vSechny
sufixy (tj. pravé koce slov) tvofi prvky transversily a obrazy ¢(t) jsou rizné. Jisté
1 € T. Dale jisté {1,y, 4%} tvori ¢aste¢nou Schreierovu transversalu, protoze

p(1) =id p(y) = (123), @(y*) = (132).
Konecné vidime, ze mizeme pfidat vSechny prvky ¢asteéné Schreirovy transversaly
T zleva prendsobené prvkem souciny x, protoze
p(r) = (12) p(zy) = (12) 0 (123) = (23), @(ay®) = (12) 0 (132) = (13)
aslova 1,y,y? lezi v T. Nasli jsme Schreierovu transverslu T' = {1, v, y2, z, vy, zy*}.

(b) Naptiklad T = {1,y2?,y? z, 7y, 2y*} je transverséla, ale neni Schreierova,
2

protoZe neobsahuje prvek z2 tvofici sufix slova yz2.
(c) Vime, ze volnou béazi grupy H tvof{ mnozina
Yy = {t tet, | 2 € {z,y},w € Q,2t, ¢ T},
kde Q = {tH |t € T} a tyg =t pro t € T. Nejprve spoc¢itame, pro ktera ¢ plati,
ze xt ¢ T. Zjevné x1,zy, vy € T, zatimco x?%, 2%y, z%y? ¢ T, proto vyhovuji prvky
transversaly
tomg = x, tzyH =y, tacy2H = :L,y2
a snadno dopocitame hodnoty ¢,:5:
teag = 1, t:vzyH = yutmnyH = y2'
Podobné zjistime, pro kterd t € T plati, ze yt ¢ T: yl,yy € T, zatimco
y3, yx, yry, yry? ¢ T, a proto vyhovuji prvky
tyzH = y27 tyg =, tmyH =2y, tmyzH = ny
a dopocitdme hodnoty t,:p:
ty3H =1, ty:cH = my27 tyzyH =7, tyxyzH =2y

Nyni uz podle definice mnozZiny 7Yy vyjadiime volnou bazi

oYy ={a®, y 2Py, y 22y, P, vyl lye, o lyay, v te T tyaytY)
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