10. cviceni
Ve skole:

1. Dokazte, Ze algoritmus déleni se zbytkem v oboru Z[i|, ktery pro u,v €
U

Z[i] \ 0 nejprve najde a,b € Q splijici * = a + bi a na vystupu piedlozi
hodnoty ¢ = [a] + [b]i € Z[i] a z = u — qv, spliiuje podminku v(z) < v(v).

2. Vydélte v oboru Zl[i] se zbytkem
(@) (54+71):(3—1), (b) (3+2i):(1—2i), (c) (3+24):(1+1).

3. Dokazte, Ze je prvocislo p spliiujici p = 3 (mod 4) ireducibilnim prvkem
oboru Z[i].

4. Spocitejte v oboru Z[i] ireducibilni rozklady 3, 5, 6, 7, 10 — 67, 9 4 31 ,

Ulohy pro samostatné pocitani:

5. Spocitejte v oborech Clz], R[x], Q[z], Z3[x], Zs|x] ireducibilni rozklady po-
lynomi (a) 2 —2 a (b) 2t — 22 — 2.

6. Dokazte, ze v oborech Z[\/s] pro s = —2,2,3 funguje obdoba algoritmu
déleni se zbytkem z 1.tlohy. Pro¢ totéz nemiize fungovat pro s = —3, 57
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= v(2) = [|l2]* < 5l0l* = 3v(v) = v(2) < v(v).

a) (b+7i)=(1+3i)-3—1)—1—1,
b) (34 2i)=2i-(1—2i)—1
(

(
(
(©) B+2) =2-(1+D)+1=3-(1+i) —i=(2—0)- (1+i)+i=
B—id)-(1+1i)—1

Je-li p liché prvocislo, které neni ireducibilni v Z[i], pak lze napsat
jako soudin p = (a — bi)(c + di) pro a + bi,c + di € Z][i], které nejsou
invertibilni, tedy v(a — bi) # 1 # v(c + di). Protoze p* = v(p) =
v(a—bi)v(c+di) = (a®> + b*) (A + d?), plati, ze p = a®> + 1> = > + d?, a
tudiz a = ¢ a b = d. Protoze je p liché, je pravé jedno z ¢isel a, b liché,
tedy existuji celd k,[, pro n&z p = (2k)?* + (2l + 1)>* =1 (mod 4).

To znamen4, ze pokud p = 3 (mod 4), je p ireducibilni.
3,5=(2+0)(2—1), 6 = (1+i)(1—1)-3,7, 10— 6i = —(1+i)?- (4 +1),
0+3i=3-(1+i)-(2—1i),

(a) 2* =2 = (¢ = V2)(x — V23 )(z + V2e5) v Cla],

2% —2 = (v — V/2) (2% + V22 + V4) v R[z] 2° — 2 je ireducibilni v Q[z],

P -2=+1=(@+13vZx]az®—-2=(x+2)(2?+3z+4) v
Z5[I]

(b) 2 — 2 =2 = (z +i)(z — i) (z + V2)(z — v2) v Cla],
a9 = (a4 )+ V) — VE) v R,

ot —2? 2= (22 4+ 1)(2* - 2) v Q[z],

ot — 2% -2 = (22 + 1)* v Zs3|x],

ot —a2? —2= (2 +2)(x —2)(2? — 2) v Zs[z].

. Obdobnym vypoctem zjistime, ze v(r) < 3v(v), 1v(v), 3v(v), a proto

v(r) <v(v) pro ¢isla s = —2,2,3 .
Pro s = —3,5 podobny odhad provést nelze.



