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9. cviceni

Ve skole:
. Najdéte vSechny polynomy f € R[z|, pro které plati:
(a) f(0) =2, f(1) =1, f(-1) =3,
(b) f(0) =2, f(1) =1, f(—1) =3, f(2) =6,
(d) f(0)=1, f(1) =2, f(-1) =3, f(2) =6,

. Najdéte vSechny polynomy f € Zs|x], pro které plati:

(a) f=2+2 (mod 2> +1)a f=1 (mod 2% +z + 1),
(b) f=2 (mod 22+ 1) a f =2z (mod 2* + z + 1).

. Overte ze je Zsla]/(a® + 1) téleso a spocitejte

(a) a7, (b) (a+1)7 (¢) 2a- (2a+1), (d) a ! (a+2).

. Zkonstruujte Sestnactiprvkové téleso.

Ulohy pro samostatné pocitdni:
Dokazte, ze existuje izomorfismus mezi okruhy Zs[z]/(z* — 1) a Z3.

Oveite, Ze je Zs[a]/(a® + a + 1) téleso a najdéte v ném vsechny kofeny

polynomu z7 + 1.
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(a) Napriklad pomoci Lagrangeova interpola¢niho polynomu dosta-
neme —x +2 = 2 - (”1)(1 . I(x;l) +3- x(x Y proto f € {—z +
2+g(2° — )| g € Rlzl]}.

(b) Resime kongruence f = —x +2 (mod z° — ), f =6 (mod x — 2),
proto

fe{r?—2v+2+g(2®—2z)(x—2)| g€ Rz]}.

(c) 33: sx+1=1- —(le(f_l) +2. x(w;l) +3- x(z;l), proto
f=3a2— ;aﬂ—l(modx?’—x)

(d) f=32—3z+1 (mod (z* — z)(z — 2)).

Postupujeme obdobné jako pii feseni kongruenci v Z:

(a) f=22°+2 (mod (22 +x + 1)(2® + 1)), tj.

fef{er® +2+g(x? +x+1)(2® +1)| g € Zs[z]}.

(b) f=a®+ 222 +x+1 (mod (22 +x + 1)(z% + 1)), tj.
fe{?+22%+z+1+g@®+x+1)(2*+1)| g € Zs[z]}.

Protoze polynom 22 + 1 nemd v Zs kofen, neni soucinem kofenovych
¢initelt (tedy polynomi stupné 1), a proto je ireducibilni. Tudiz je
podle pozorovéani z pfednasky okruh Zs[a]/(a? + 1) téleso.

(a) Resime kongruenci af =1 (mod o? + 1) (vSimnéme si, 7e o = —1
(mod a? + 1)) a dostavdme o~ ! = 2a,

(b) (a+1)7'=a+2, (c) 2a-(2a+1) = 2a+2, (d) a™' (a+2) = a+1.

. Stac¢i najit ireducubilni polynom stupné 4 nad télesem Z,, takovy po-

lynom nesmi mit kofen 0 ani 1, coz znamend, ze mé absolutni ¢len 1
a lichy pocet clenti a dale nemize byt soucinem dvou ireducibilnich
polynomt stupné 2. Protoze jediny ireducibilni polynom stupné 2 nad
télesem Z, je polynom 22 +x + 1 a (22 + 2+ 1)? = 2* + 22 + 1 je
ireducibilni napiiklad polynom x* + z + 1. Tudiz Z,[x]/(z* + x + 1) je
Sestnactiprvkové téleso.

Definujeme-li ¢(g) = (9(1), 9(2), 9(3), 9(4)) pro kazdé g € Zs[x]/(z*~1)
a v&imneme-li si, ze 2! — 1 = (v — 1)(x — 2)(z — 3)(x — 4), je zobrazeni
¢ : Zs|x]/(z* — 1) — Z3 podle Cinské véty o zbytcich izomorfismus.

Protoze polynom 23 + x + 1 nemé v Z, koien, neni nasobkem kofe-
nového cinitele, tedy soucinem tedy polynomu stupné 1 a 2. Proto je
ireducibilni a okruh T' = Zy[a]/(a® + a+1) je télesem. Korenem z7 + 1
jsou vSechny nenulové prvky télesa T' (ovéfeni je bez dalSich znalosti
teorie ponékud pracné), tedy z7 + 1 = [Licr oy (z — 1)



