4. cvicenl
Ve skole:

Algoritmus déleni se zbytkem polynomn:
VSTUP: a,b =) b,z" € R[x], kde R je obor a bges, invertibilni
VYSTUP: ¢, r € R[x], pro které a=¢q-b+r, degr < degb

0. m:=degb; n:=dega—m;

1. if n <0 then return 0,a else 7r:=a;

2. for i:=n downto 0 do {q; :=rimb lir =1 — qz'b;}
3. return Y, q’, r.

1. Vydélte se zbytkem polynomy
(a) o'+ 32 + 42 + 2+ 3 : 2* + 2 v okruhu Z[z] a Zs[z],
(b) a*+ 22+ 2 : 22+ 2+ 1 v okruhu Z[z] a okruhu Z[x],
(¢) 20+ 2% + 2"+ a5+ 2 + 22 + 2 : x+ 1 v okruhu Zs[z],

Eukleidav algoritmus pro nalezemi nejvétsiho spole¢ného délitele (tj.
spole¢ného délitele nejvyssiho stupné) polynomii nad télesem 7' a Bézouto-
vych koeficientii:

VSTUP: ag, a3 € T[z]\ {0}

VYSTUP: NSD(ag,a1), w,v, pro které u, -ag—+ v, a; = NSD(ap,a;)

0. (ug,v1) :=(1,0); (up,v1):=(0,1); i:=1

1. while a; # 0 do {zvol a;41,q; € T[z] takova, Ze

Qim1 = G; - ¢ + a;41 a deg(a;q1) < deg(a;);

Uiy i= U1 — U~ @ Vig1 "= Vimg — U~ Q35 1:=1+ 1}

2. return a;_1,U;_1,Vi_1-

2. Spocitejte nejveétsi spolecny délitel a prislusné Bézoutovy koeficienty pro
polynomy

(a) 23+ 2>+ 2+ 1 a2?+ 22 + 2 v okruhu Zs[z] a v okruhu Zs[z],

(b) 2% — 2% — 2 —2 a 2® — 222 + 3z — 6 v okruhu Q[z].

Ulohy pro samostatné pocitdni:

3. Dokazte, ze algoritmus déleni se zbytkem polynomt pracuje spravné a
nalezené polynomy ¢, r jsou jediné, které spliuji podminky a = ¢-b+1r a
degr < degb.

4. Dokazte s vyuzitim tvah o Eukleidové algoritmu nad celymi ¢isly z prvniho
cviceni spravnost Eukleidova algoritmus pro polynomy.



Reseni:

1.

(a) 2* + 323 + 42 + v+ 3 = (2?2 + 2)(2? + 3z + 2) + (—Bx — 1) v Z[z],
ot 4303 + 42 + o+ 3= (2* +2)(2® 4+ 3z + 2) + 4 Zs[x].

b))zt + 2 +zr=(+r+D)(2*—z+1)+ (x—1) v Z[z],
= +r+ D)@ +r+ 1)+ (v +1) v Zola].

() 204+ 2+ 2"+ 2P+ + 2%+ = (v +1)(2%+ 2+ 2° + 22 +1) + 1.

. (@) NSD(z* + 22+ x+ 1,22 + 22+ 2) =

=2=0224+ 1)@+ 2> +2+1)+ (2® + x4+ 2)(2® + 22 + 2) v Zs[x],

=r+3=1a*+2*+x+1)+ (4o + 1)(2? + 2z + 2) v Zs[z].

(b) NSD(2? — 2? —x — 2,2% — 222 + 32 — 6) =

=T —14=(—2—-2)(2®—2? —x — 2) + (v + 3) (2> — 22 + 3z — 6).
Protoze deg(r — ¢;z'b) < i +m pro kazdé i ve for-cyklu, plati, Ze ma

zbytek mensi stupen nez m. Indukci podle ¢ nahlédneme, ze a = q-b+r,
tedy algoritmus pracuje spravneé.

Zbyvé ukazat jednoznac¢nost. Predpokladejme, ze a = b-¢'+1" a degr’ <
degb. Potom b-(q—¢') = 1’ —r a protoze deg(r’' —r) < deg b, dostavame
r"—r=0,aprotoiq—q¢ =0

Algoritmus skon¢i, protoze v kazdém kroku snizime stupen zbytku.
Zbyla argumentace je obdobnd jako v 3.tloze prvniho cviceni.



