3. cviceni
Ve skole:

1. Ovéite, ze polynomy s realnymi koeficienty R|x] chapané jako realné funkce
tvoii s obvyklymi operacemi +, —, - a konstantami 0 a 1 obor integrity a

polynomy s racionalnimi koeficienty Q[z] a s celo¢iselnymi koeficienty Z[z]
jsou jeho podobory. Urcete prvokruh a charakteristiku vsech obort.

2. Je-li Q[r] nejmensi podokruh télesa R obsahujici QU {r}, dokazte, Ze jsou
okruhy Q[r] a Q[z] izomorfni. (Vyuzijte faktu, Ze 7 neni kofenem zadného

nenulového racionalniho polynomu).

3. Dokazte, Ze z4dné dva z okruhtt Q, Q[i], Q[v/2] nejsou izomorfni.

Uloha pro samostatné pocitdani:

4. Uvazujme podokruhy
R1 = Z[Z] S C,

m= (5 V) laben) < @)

Ry ::{(Z 2) | a,b € Z} < My (Q)

. Rozhodnéte, které dvojice okruht R; a R; jsou izomorfni.



Reseni:

1. Protoze je scitani i nasobeni v R komutativni a asociativni a sc¢itani
je vzhledem k nasobeni v R distributivni, maji stejné vlastnosti tyto
operace definované po slozkach na mnoziné realnych funkci, tedy i na
polynomech. Navic plati p+0=p, p+ (—p) =0 a p-1 = p pro kazdy
polynom p. Protoze je soucet i soucin realnych polynomii a opacny
polynom k redlnému polynomu opét redlny polynom, jedné se o dobte
definované okruhové operace. Z matematické analyzy vime, zZe soucin
dvou nenulovych polynomt je nenulovy, R[z| je tedy obor.

Jellip =3, paa” g =3, qna" € Qlz](Z[z]), pak
pP+q= Z(pn + %@)Jjn € Q[x](Z[x]),

n

pq= Z(Zpi “qn—)2" € Qlz)(Z[z]),

n

—p =Y —p.a"Qlz](Z[x)).

Protoze 0,1 € Z[z] C Q[x] tvoii Q[z] 1 Z[x] podobory. Prvookruhem
vsech téchto oborti je Z a jedna se tudiz o okruh charakteristiky 0.

2. Stadi uvazit dosazeni €2, : p — p(m). Snadno nahlédneme, Ze jde o zob-
razeni a Q[z] na Q[r]. Pokud p(7) = ¢(7), pak je m kofenem polynomu
p — ¢, proto p = q a zobrazeni (), je i prosté. Pfimocaie ukazeme, Ze
(p+q)(m) = p(m) +q(7), (p- @)(7) = p(x) - q(m) a Qx(1) = 1.

3. Ke sporu predpokidejme, Ze existuje izomorfismus ¢ : Q[i] — Q. Pak

—1=9(=1) = p(i-i) = (1) - (7)),

tedy v Q mame prvek a = (i) spliiujici podminku a®> = —1, spor.
Ze stejného diivodu neexistuje izomorfismus Q[i] — Q[v/2] (ani do
zaddného jiného podokruhu télesa R).
Necht existuje izomorfismus ¢ : Q[v/2] — Q, pak

2= p(2) = o(V2- V3) = p(V2) - (V)

a Q by tak muselo obsahovat /2, coz je opét spor.

4. a+ b — (_ab 2) urcuje izomorfismus R; a Rs.
- ;o . (11 1 -1\ [0 0
R3 neni izomorfni ani Ry ani Ry, nebot (1 1) (_1 1 ) = (0 0),

tedy R3 neni obor zatimco R; a R obory jsou. Izomorfismus by musel
netrivialni délitele nuly zobrazit opét na netrivialni délitele nuly.



