2. cvicenl
Ve skole:

1. Popiste vSechny invertibilni prvky okruhu Z, s operacemi modulo n a
rozhodnéte, pro kterd n je Z, obor integrity a pro ktera je téleso. Najdéte v
Z1o inverz k prvku 77.

2. Dokazte, Ze je konecny obor nutné téleso.

3. Rozhodnéte, zda nasledujici podmnoziny tvoii podokruh télesa C:

{a+bV2 | a,b € Z}, {a+bV2 | a,b € Q}, {a+bV2 | a,b € Z}, {a+bw | a,b € Z},
{a~|—b\3/§~|—c€/4_1 | a,b,c € Q}, {a+b\/§~|—0\/§~l—d\/6 | a,b,c,d € 7},

kde w = ?™/3. Které z podokruhii tvoii télesa? (Vsimnéte si, ze w? = —1—w.)

4. Popiste nejmensi podokruh s jednotkou maticového okruhu Ms(Z), ktery
. 1 , .,
obsahuje prvek <O ) Tvofi tento podokruh komutativni okruh?

00
Uloha pro samostatné pocitani:

5. Dokazte, ze komutativita s¢itani plyne z ostatnich axiomt komutativnich
okruhii s jednotkou.



Reseni:

1.

Invertibilni jsou pravé prvky nesoudélné s n. 777! = 13.

Z,, je obor integrity < je téleso < je n prvocislo.

Necht R je kone¢ny obor. Uvazime pro kazdy nenulovy prvek a € R
zobrazeni 7, : R — R dan0 vyta 7(r) = a - r. Jestlize 7(r) = 7(s),
pak a - (r—s) =0, a proto r = s. Tedy 7, je prosté zobrazeni kone¢né
mnoziny do sebe, a tudiZ i zobrazeni na. Tudiz a™' = 7,71(1).

{a +bv/2 : a,b € Z} neni podokruh, ostatni mnoziny jsou, z toho
{a+by2+cV4d: a,beQ}a{at+bv/2: a,be Q} tvoii télesa

{<8 Z) | | a,b € Z}, tento podokruh tvori komutativni okruh.

{a+by2 : a,b € Z} neni podokruh, ostatni mnoZiny jsou, z toho
{a+by2+cV/4: a,beQ}a{a+bv/2: a,bec Q} tvoif télesa

{<g Z) | | a,b € Z}, tento podokruh tvofi komutativni okruh.

. Vyuzijeme-li distributivity dostaneme:

1+a)(1+0)=14+a)l+(1+a)b=1+a+b+ab,

(1+b)(1+a)=(1+b1+(1+ba=1+b+a+ ba,

Diky komutativité nasobeni plati, ze
l+a+b+ab=1+b+a+ab

a zbyva odecist prvek 1 zleva a prvek ab zprava.



