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Prednéska Algebra II navazuje na prednasku Algebra I, kterd probéhla v zimnim
semestru. Jejim cilem je predevsim prohloubit znalosti o komutativnich okruzich
véetné uvodu do Galoisovy teorie a strukturdlni teorie koneénych téles. Posledni
prednéaska bude vénovana zékladiim univerzalni algebry.

1. BOOLEOVY OKRUHY

V nasledujici kapitole aplikujeme znalosti komutativnich okruhti ziskané minuly
semestr pro algebraicky popis Booleovych algeber. Podstatou tvahy je pozorovani,
ze kazdou Booleovu algebru lze chapat jako jisty komutativni okruh. Pro konecéné
Booleovy algebry tak ziskdme popis vSech kongruenci i podalgeber.

Definice. O okruhu R(+,:, —,0,1) Fekneme, Ze je Booleiv, je-li to komutativni
okruh a pro kazdé r € R plati, ze r-r =rar+r =0.

Piiklad 1.1. Algebra P(X)(+,N,Idp(x),?, X), kde + znaci symetrickou diferenci,
je pro kazdou neprazdnou mnozinu X Booletiv okruh. Je-li Y C X, potom je zjevné
P(Y) idedlem okruhu P(X)(+,N,Idp(x),d, X). Je-li naopak I idedl, viimnéme si,
Ze je uzavien na konec¢né sjednoceni svych prvka. Diky indukénimu argumentu ndm
staci ovérit, ze AUB € I pro kazdé A, B € I. Oviem AUB = (A+B)+(ANB) € I,
protoze A+~ B, ANB € I.

Uvazujme X konefnou mnozinu a bud I ideél. Pak je I kone¢ny, a proto ¥ =
Ul el TudizI=7PY)=YNPX)av okruhu P(X)(+,N,Idpx),0, X) jsou
vSechny idealy hlavni.

Date: 5. ¢ervna 2017.
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Véta 1.2. (1) Necht S4 = S(V,A,0,1, ") je Booleova algebra. Definujeme-li na S
bindarni operaci + predpisem a+ b= (a AV')V (a' AD), pak So = S(+,A,1ds,0,1)
je Booletiv okruh. Navic P je podalgebra resp. p kongruence Sy, prdvé kdyz je P
podalgebra resp. p kongruence So.

(2) Necht Sy = S(+,-,—,0,1) je Booleiv okruh. Definujeme-li na S bindrni
operaci V predpisem aVb = a+b+a-b a undrni operaci’ predpisem o' = 1+a, pak
Sa =5(V,-,0,1, ') je Booleova algebra. Navic P je podokruh resp. p kongruence
So, pravé kdyz je P podalgebra resp. p kongruence S4.

Dikaz. Nejprve si vSimnéme, ze jakmile obéma sméry slozime konstrukci operaci
Booleova okruhu a Booleovy algebry, dostaneme se k ptivodni struktuie. Oznac¢ime-
li V spojeni na Booleové algebie definovany pomoci operaci Booleova okruhu a
operace na Booleové okruhu jsou naopak definovany pomoci struktury ptuvodni
Booleovy algebry spocitame
aVb=a+b+a-b=(aAb)V(d Ab)+aAb=
=([(aAV)V(d AD)]A[a V]V ([(a'VE)A(aVE)]AJaAD]) =
=@ Ab)V(aAY)V(aAb)V(aAb) =aVb.

Vypocet pro komplement je snadny a podobné jako v predchozi tivaze, oznaéime-li +
s¢itani na Booleové okruhu definované pomoci operaci Booleovy algebry, dostaneme:
atb=(aAb)V (@ Ab)=a-(1+b)+(1+a)-b+a-(1+b)-(1+a)-b
=a+a-b+b+a-b+a-b+a-a-b+a-b-b+a-b-a-b=a+b.

Proto staci, abychom u obou ekvivalenci ztotoznujici podalgebry a kongruence
dokazali jen primou implikaci.

(1) Pfimo z definice vidime, Ze jsou operace + resp. A komutativni s neutralnimi
prvky 0 resp. 1. Ddle A je asociativni, aAa = a a a+a = (aAa')V(a’'Aa) = 0V0 = 0,
tedy kazdy prvek a € S je sam k sobé opacny. Zbyva ovérit asociativitu operace
+ a distributivitu A vzhledem k 4. Vezméme libovolné a,b,c € S. Potom diky
distributivité Booleovy algebry

(a+b)+c=([(anbt)V(d Ab)|A)V((@VO)A(aVY)Ac)=
=(@Ab AV (A ADA)V (@ AaAe)V (d AV AV (OAane)V (DAY Ac) =
=(@Ab ANV ABA)YV (@ AV Ae)V (DAaAC).
Protoze a + (b + ¢) = (¢ + b) + a, dostdvame z predchoziho vypoctu
(b+e)+a=(cAbANd)V(EANOANA)V(EAV ANa)V(DAcAa)=(a+Db)+ec.
Konecné
aNc+bAc=(aNcAB' V) V(A V)AbAC) =
=(aNcAb)V(dAbAe)=[(aAb)V(a"AD)]Ac=(a+b)Ac

Vezméme nyni podalgebru P a kongruenci p Booleovy algebry S(V,A,0,1, /).
Potom pro kazdé a,b € P a(¢;,d;) € p,i = 1,2 mame a’,b',a+b = (aAb')V(a'AD) €
P apodobné (¢, d}), (ci Ay, di AdYy), (¢ Aea, di Ady), (c1+c2,di1+d3) € p. Uzavienost

(2t
a slucitelnost s dalsimi operacemi je ziejma.

(2) Dokazeme, 7e je S(-,V) distributivni svaz. Zvolme libovolné a,b,c € S. Ko-
mutativita - je zarucena predpoklady a komutativita V plyne okamzité z definice.
Déle a - a = a podle predpokladu a aVa = a+a+a-a =0+ a = a. Asocia-
tivita operace - opét plyne z predpokladu, ze S(+,-, —,0,1) je (Booletiv) okruh a
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aV(bVe) = a+(b+c+b-c)+a-(b+c+b-c) = a+b+c+a-b+a-c+b-c+a-b-c = (aVb)Ve.
Déle ovéfime axiom (S4):

aV(b-a)y=a+b-a+a-b-a=a+a-b+a-b=a,
a-(bVa)=a-(b+a+b-a)=a-b+a-a+a-b-a=a.
Zbyva ovérit jednu distributivitu:
a-(bve)=a-(b+c+b-¢)=a-b+a-c+a-b-c=(a-b)V(a-c).

Konetné av0=a-1=qa,ava =a+(1+a)+a-(1+a)=14+a+a-a=1a
a-a=a-(1+a)=a+a=0,tedy S(V,-,0,1, ') je Booleova algebra.
Vezmeme-li nyni podalgebru a kongruenci Booleova okruhu S(+,:, —,0,1), po-
tom diky tomu, ze jsou nové operace definovani vylu¢né pomoci operaci ptvodnich,
stejué prfimocarou argumentaci jako v (1) dokazuje, Ze se jednd o podalgebru a
kongruenci pfislusné Booleovy algebry S(V,-,0,1, ’). O

Dausledek 1.3. Svaz vSech kongruenci konecné Booleovy algebry S(V,A,0,1, ') je
izomorfni svazu viech podmnozin P(A)(N,U), kde A je mnoZina viech atomi S.

Dikaz. Podle Véty 13.6 z minulého semestru je Booleova algebra S(V,A,0,1, /)
izomorfni Booleové algebre P(A)(U,N, 0, A,) a diky popisu kongruenci okruhu
pomoci idedlt (Véta 13.8) sta¢i popsat svaz ideédld prislusného Booleova okruhu
P(A)(+,0,Idpa),0,A). V piitkladu jsme zjistili, Ze ideédly jsou pravé tvaru
P(Y) pro Y € P(A). Kone¢né snadno nahlédneme, ze P(Y)VP(Y) = P(Y U Z)
aPY)ANPY)=PY NZ), tedy svaz idedld (a tedy i svaz kongruenci ptivodni
Booleovy algebry) je izomorfni svazu P(A)(N,U). O

Priklad 1.4. (1) Bud S(V,A,0,1, ') konetnd Booleova algebra. Vime, Ze je S
izomorfni poten¢ni Booleové algebi'e nad mnozinou vech atomi A. To mimo jiné
znamend, ze |S| = |P(A)| = 241 Podleexistuje na S(V,A,0,1, ) prave 2141 =
|S| kongruenci.

(2) Bud X kone¢na mnozina a P(X)(U,N,0, X,") Booleova algebra vech pod-
mnozin mnoziny X a uvazujme na ni néjakou kongruenci p. Tato kongruence je
podle kongruenci na okruhu P(X)(+,N,Idp(x),0, X). Ozna¢me Y = [J[0],.
Vyuzijeme-li popis kongruenci na okruzich pomoci idedld a pripomeneme, ze podle
je idedl [0], = P(Y"), vidime, ze (A, B) € p, pravé kdyz A+ B CY.

Cviceni:

(1) Popiste vSechny podalgebry koneéné Booleovy algebry.

(2) Je faktor Booleova okruhu (Booleovy algebry) opét Booletv okruh (Booleova
algebra)?

(3) Najdéte nekonecnou Booleovu algebru, kterd nemé zadné atomy.

2. DELITELNOST

Vsimnéme si, ze definitorickd podminka Booleova okruhu a-a = a je ekvivalentni
podmince (1 —a)-a = 0. To znamend, Ze Booleiiv okruh obsahujici vice nez prvky 0
a 1 ma netrividlni délitele nuly a neni tedy oborem. V nésledujicich nékolika kapi-
tolach se budeme zabyvat obecnou délitelnosti, ktera je zajimava pravé nad obory,
tedy nad zcela jinym typem komutativniho okruhu nez tvoii Booleovy okruhy.
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Nejprve prozkoumame zékladni pojmy, které zndme z kontextu délitelnosti v pfi-
rozenych cislech.

Definice. Rekneme, ze S(-) je komutativni monoid s krdcenim, je-li S(-) monoid s
komutativni operaci - splhujici pro kazdé a, b, ¢ € S podminku a-¢c=b-¢ = a =0.

Piiklad 2.1. (1) N(-) a Z \ {0}(-) jsou zfejmé komutativni monoidy s kridcenim.

(2) Je-li R(+,-,—,0,1) obor , pak je R\ {0}(-) komutativni monoid s kracenim.
Vezmeme-li totiz prvky a, b, c € R\{0}, pro néz a-c = b-¢, potom diky distributivité
dostavdime 0 =a-c—b-c=(a —b)-¢, a proto a — b= 0.

(3) Je-li G(+) komutativni grupa. pak jde zfejmé o komutativni monoid s krace-
nim.

(4) Je-li X alespont dvouprvkova mnozina, pak monoid P(X)(N) neni komuta-
tivni monoid s kracenim.

Poznamenejme, ze komutativni monoid s krdcenim R\{0}(-) oboru R(+,-,—,0,1)
bude v nésledujicim nejvyznamnéjsim prikladem tohoto pojmu.

Definice. Bud S(-) komutativni monoid s krédcenim (nebo S(+,+,—,0,1) obor) a
necht a,b € S. Rekneme, 7e a déli b (piseme a/b), pokud existuje takové c € S, ze
b=a-c. Rekneme 7e a je asociovin s b (piSeme a||b), pokud a/b a zéroven b/a.

Vsimnéme si, ze prvek komutativnitho monoidu s kracenim je asociovén s 1, praveé
kdyz je invertibilni.

Pozndmka 2.2. Bud R(+,+,—,0,1) obor. Pak a/b pravé kdyZ bR C aR a al|b prdvé
kdyZ bR = aR.

Diikaz. Jestlize b=a-r pror € R, pak b € aR a proto bs € aR pro kazdé s € R.
Plati-li bR C aR, pak i b = bl € aR, proto a/b.
Druhou ekvivalenci dostaneme dvojim pouzitim prvni ekvivalence pravé dokaza-
ného kritéria. O

Pozndmka 2.3. Necht S(-) je komutativni monoid s krdcenim.
(1) Pro kazdé a,b € S ezistuje nejvyse jeden takovy prvek c € S, Zea=10-c.
(2) Necht a,b € S. Pak a||b prdvé tehdy, kdyz existuje invertibilni prvek u € S
tak, Zea =b - u.
(3) || je kongruence na S(-).
(4) S/|I(:) je komutativni monoid s krdcenim a relace déleni na ném tvofi
usporaddni.

Diikaz. (1) Jestlize (a =)b-co = b- ¢y, pak staci kratit hodnotou b, abychom dostali
Cop =Cq.

(2) Pro dvojici asociovanych prvki a||b existuje dvojice prvkd u,v € S, pro néz
a=>b-uab=a-v. Dosadime-li do prvniho vztahu za b, mame a = a-v - u, a
kratime-li prvkem a dostavame, ze 1 = v - u, tj. u a v jsou vzajemné inverzni.

Naopak je-li a = b - u pro invertibilni u € S, je b =a-u !, tedy a/b i b/a.

(3) Ziejmé je || reflexivni a symetrickd relace. Jestlize a/b a b/c, existuji = a y,
prondzb=a-xac=b-y, protoc=a-(x-y), tedy a/c a odtud vidime, Ze relace /
i || jsou ekvivalence. Mé&jme aql|bg a a1]|b1. Pak podle (2) existuji invertibilni prvky
ug, 1 pro které a; = b; -u;, kde i = 1,2. Nyni ag-aq = (bo - b1) - (ug - u1), kde ug - uq
je opét invertibilni prvek. Tedy (ag - a1)]|(bo - b1) podle (2).
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(4) Je zjevné, ze S/||(-) je komutativni monoid. Mé&me [a] - [b]; = [a]} - [c],
potom [a - b)) = [a - c]), tedy podle (2) existuje invertibilni prvek u € S, pro ktery
a-b=a-c-u. Nyni mizeme kratit, tudiz b = ¢-u a opétovnym pouzitim (2) mame
(8]} = [e]y-

Uvazime-li, ze reflexivita relace ”déli”na faktorovém monoidu plyne okamzité z
definice faktorové operace, zbyva ovérit tranzitivitu a slabou antisymetrii. Necht

[G]H . [QZ]H = [b]H a [b]” . [y]” = [C]”. Potom existuji takové invertibilni prvky u a v,
pronéza-z-u=bab-y-v=c aproto (a-z-y) - (u-v) =a-zr-u-y-v = c. Protoze
u - v je invertibilni prvek dokézali jsme, Ze [a] - [z - y]j = [c];. Konecné jestlize
la]) - [=]; = [b] a [0] - [y]; = [a]), pak m&me invertibilni w, pro které a-z-y-w = a,

tedy z-y-w = 1 a z (stejné jako y) je invertibilni prvek. Tim jsme ovérili, Ze

[a]y = [b]))- o

Piiklad 2.4. (1) Komutativni monoidy N(:) a Z\ {0}/||(:) jsou izomorfni.
(2) Je-li T[z](+,-,—,0,1) obor polynom nad télesem a p nenulovy polynom,
pak [p]y = {t-p|t € T*} [0] = {0}. To znamen4, ze || = id, pravé kdyz |T| = 2.
(3) Pro komutativni grupu G(-) mame || = G x G.

Definice. Bud S(-) komutativni monoid s kracenim (nebo S(+,-,—,0,1) obor)
a necht a,b,c,a1,...,a, € S. Prvek ¢ nazveme nejuétsi spolecny délitel prvki
ai,...,a, (piSeme GCD(ay,...,a,)), jestlize c¢/a; pro vSechna i, a kazdy prvek
d € S, ktery déli vSechna a;, déli i prvek c. Prvek ¢ nazveme ireducibilnim prvkem,
jestlize ¢ neni invertibilni (ani nulovy v oboru) ac¢=a-b = c||a nebo ¢||b. Prvek
¢ nazveme prvocinitelem, jestlize ¢ neni invertibilni (ani nulovy) a ¢/a-b = c/a
nebo ¢/b.

Poznamenejme, Ze prvocisla jsou pravé ireducibilni prvky v oboru celych cisel.
Nyni nahlédneme v jakém vztahu jsou pojmy prvocinitel a ireducibilni prvek v
obecné situaci. Nejprve vyslovime technické tvrzeni, které nam umozni dokézat, ze
za predpokladu existence jistych nejvétsich spoleénych délitelt ireducibilni prvky a
prvocinitele splyvaji.

Poznamka 2.5. Necht S(-) je komutativni monoid s krdicenim a a,b,c,d,e € S.
(1) Necht d je GCD(a,b) a e je GCD(a-¢,b-c). Potom (d-c)|le
(2) Necht1 je GCD(a,b) a a/b-c. Existuje-li GCD(a - ¢,b-c), pak a/c.

Diikaz. (1) Protoze de/ac, defbe a e je GCD(a-¢,b-c), dc/e, tj. existuje u, pro néz
e = dcu. To znamend, Ze dcu/ac a deu/be a kratime-li du/a a du/b, a proto du/d,
tudiz u||1 a (d - ¢)||e podle

(2) Necht e je GCD(a-c,b-c), pak je (1-¢)|le podle (1), tedy ¢ je GCD(a-¢,b-c).
Protoze je a spoleény délitel b ¢, a - ¢, dostavame, 7e a/c. O

Véta 2.6. Méjme S(-) komutativni monoid s krdcenim. Potom je kaZdy prvoci-
nitel ireducibilni. Pokud navic pro kaZdé a,b € S existuje GCD(a,b) pak je kaZdy
ireducibilni prvek prvocinitelem.

Dikaz. Je-li p prvocinitel a p = a-b, pak p/a-b, a/p, b/p a plati, ze p/a (tedy p||a)
nebo p/b (tedy p||b).

Predpokladejme, ze je p ireducibilni, p déli soucin a - b a nedéli prvek a. Protoze
existuje GCD(p, a), ktery neni asociovan s prvkem p, plyne z ireducibility p, Ze 1
je GCD(p, a). Navic p/a - b a existuje GCD(p- b, a - b), proto podle 2) p/b. O
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Cviceni:
(1) Dokazte, ze jsou dva nejvétsi spoleéni délitelé tychz prvka asociovény.
(2) Kdy je relace déleni usporaddnim?

3. OBORY HLAVNICH IDEALU

V Piikladu 23] jsme si v8imli, ze dilezitym pifkladem komutativniho monoidu
s kracenim je monoid nenulovych prvki oboru. Nyni omezime svou pozornost na
obory hlavnich ideéld, pro nez diky Vété nahlédneme, zZe jejich prvocinitele a
ireducibilni prvky splyvaji. Pro obory hlavnich idealt se ndm proto podaii zobecnit
Zakladni vétu aritmetiky. Na zavér kapitoly se soustiedime na obory umoznujici
algoritmické ziskani nejvétsiho spolecného délitele prvka.

Definice. Rekneme, Ze je R obor hlavnich idedli, jestlize je kazdy jeho idedl hlavni.
Rekneme, ze obor R je UFD (nebo Gaussiiv), spliiuje-li dvé podminky:
(1) pro kazdy nenulovy neinvertibilni prvek a € R existuji ireducibilni prvky

pl,...,pneR\{O},pronéZa:pl """ DPn
(2) je-li navic a = ¢y - -+ - ¢ pro ireducibilni prvky qi,...,q5, pak n = k a
existuje bijekce o tak, Ze p;||q,(;) pro véechnai=1,... n.

Pozndmka 3.1. Bud R(+,:,—,0,1) obor hlavnich idedli a ai,...,a, € R. Pak
existuji proky ui, ..., u, tak, Ze Y i a; - u; je GCD(aq, ..., ay,).

Diikaz. Snadno nahlédneme, ze mnozina I = {}_._, a;u; | u; € R} je ideél oboru
hlavnich idealt R, tedy existuje prvek ¢ € I, pro né€jz cR = I. Protoze a; R C cR, je
¢ spoleény délitel ay,...,a, a zvolime-li jiného spole¢ného délitele d téchto prvki,
dostavame, ze cR = I C dR, tedy d/c. O

Jak ukazuje nasledujici konstrukce oboru, pro ktery neexistuji vSechny nejvétsi
spolecné délitele, je podminka definujici prvocinitel obecné silnéjsi nez podminka
ireducibilniho prvku.

Piiklad 3.2. Uvazujme podokruh Z[v/5] = {a + v/5b| a,b € Z} okruhu redlnych
&sel. Zejmé se jedna o obor, tedy Z[v/5] \ {0}(-) je komutativniho monoidu s
kracenim. Lze ukézat, ze prvky 2, v/5 + 1 a v/5 — 1 jsou ireducibilni, ale nejde o
prvocinitele, protoze 2 déli 4 = (v/5+ 1) - (v/5—1), ale 2 nedé&li v/5 + 1, ani v/5 — 1
(podobné pro v/5+1 a v/5—1). To zarovei znamen, 7e 4 = (v/5+1)-(v/5—1) = 2-2
jsou dva neasociované ireducibilni rozklady ¢isla 4, tudiz obor Z[v/5] neni UFD.

Z [2:6] déle plyne, Ze tento obor nemize mit nejvétsiho spoleéného délitele pro
kazdou dvojici prvki. Svédkem tohoto faktu je napiiklad dvojice 4 a v/5 + 1. Tudiz
diky nejde o obor hlavnich ideal.

Nyni vyslovime obdobu Zakladni véty aritmetiky pro obecny obor hlavnich ide-
ala.
Véta 3.3. Bud R(+,-,—,0,1) obor hlavnich idedli. Pak plati:
(1) Kazdy ireducibilni prvek R(+,-,—,0,1) je prvocinitelem.
(2) R(+7 T 07 1) je UFD.

Dikaz. (1) Podle jsou splnény predpoklady které implikuji zavér.
(2) Nejprve dokdzeme indukei podle r jednozna¢nost ireducibilniho rozkladu.
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Jestlize r = 1 mame p; =u-qy - q2 - - -+ - ¢ pro néjaky invertibilni prvek u podle
m@) a protoZe je p; ireducibilni mame podle stejného tvrzeni s = 1 (ostatni ¢; by
musely byt invertibilni, coZ je v rozporu s definici ireducibilniho prvku).

Necht tvrzeni plati pro r — 1. Protoze p,/q1 - ¢z - --+ - ¢s a diky 1 je (1) p,
prvocinitel, najdeme indukénim rozsifenim definice prvocinitele takové ¢ < s, pro
které p,/q;, bez Gjmy na obecnosti mtizeme pfedpokladat, ze i = s. Z ireducibility
prvkid p. i g5 plyne, Ze jsou nutné asociovany, proto miizeme kratit a dostaneme
pLp2ccce Pr—1llqr g2 -+ ¢s—1. Nyni podle indukéniho pfedpokladur —1 =s—1
a dostdvame hledanou permutaci o na mnoziné {1,...,r — 1}, kterou dodefinujeme
o(r) = s = r (skuteénd permutace je schovéana v naSem predpokladu ”bez (jmy na
obecnosti”i = s).

Nyni zbyva dokézat existenci ireducibilniho rozkladu.

Predpokladejme ke sporu, ze néjaky neinvertibilni prvek a € R nemad ireducibilni
rozklad (tj. neexistuje posloupnost ireducibilnich prvki e¢y,...,ck, pro které a =
¢y -+ ¢g), a budeme induktivné vytvaret takovou posloupnost prvka a; a b;, Ze
a; nema ireducibilni rozklad b; neni invertibilni a a; = a;+1b;41. Nejprve polozime
ag = Q.

Jestlize a; nema ireducibilni rozklad a neni invertibilni, musi existovat dva nein-
vertibilni prvky x a y, z nichz aspon jeden, napiiklad x, nemé ireducibilni rozklad a
a; = x -y (kdyby ho mély oba, tvofil by jejich sou¢in ireducibilni rozklad a;). Stacéi
tedy polozit a;+1 =z a bjr1 = y.

Nyni z[2.2]a2.3| plyne, ze a;R C a;+1R a a;R # a;11 R. Snadno nahlédneme, ze
je I = |, a;R idedl, ktery je podle piedpokladu hlavni, tj. existuje takové c € I,
7ze cR = I. Protoze ¢ € a;R pro dostatecné velké i, dostavame, ze cR C a;R C
a;11R C cR, tedy cR # cR, coz je spor. O

Formulace i myslenky dikazu predchoziho tvrzeni jsme potkali pti dikazu Za-
kladni véta aritmetiky minuly semestr a tu lze chapat jako disledek obecné Véty
Konkrétné, protoze je okruh Z(+,-,—,0,1) obor hlavnich idedld, existuji v
monoidech N\ {0}(-) a Z \ {0}(-) nejvétsi spolecné délitele, tedy existuji rozklady
na ireducibilni prvky, a proto jsou v N ireducibilni rozklady urceny az na potadi
jednoznacné, v Z jsou jednoznacné az na poradi a znaménko.

Definice. Bud R(+,-,—,0,1) obor. Rekneme, ze R je eukleidovskyj obor, existuje-li
zobrazeni v : R — NoU{—1} (tzv. eukleidovskd funkce) spliwjici pro kazdé a, b € R,
b # 0 podminky:

(1) jestlize a/b, pak v(a) < v(b),

(2) existuje q,r € R takové, zea =b-qg+r av(r) < v(b).

Priklad 3.4. (1) Okruh celych disel je eukleidovskym oborem s eukleidovskou
funkei absolutni hodnotou | — |. Prvni podminka definice plati ziejmé, druha plyne
z toho, Ze i v celych ¢isel umime délit se zbytkem.
(2) Pfipomenime
Algoritmus déleni se zbytkem
VSTUP: a, b€ R[z], vedouci koeficient b je invertibilni
VYSTUP: ¢, r € R[z], pro které a=¢q-b+r, degr < degbh
0. m:=degb; n:=dega—m;
1. if n <0 then return 0,a else r:=a;
2. for i:=n downto 0 do {g; := rit,b,};r =1 — qz'b;}
3. return Y, qzt, r.



8 ALGEBRA II PRO INFORMATIKY

Nyni si snadno rozmyslime, ze funkce, kterd kazdému polynomu s koeficienty
v télese prifadi jeho stupen spliuje podminky eukleidovské funkce, proto je obor
polynomt nad télesem eukleidovskym oborem.

(3) Podokruh Z[i] = {a +bi | a,b € Z} (tzv. Gaussova celd ¢isla) okruhu
komplexnich ¢isel je eukleidovskym oborem s eukleidovskou funkci v(a + bi) =
a® + b2. Pfipomenime, Ze |c1 - ca| = |e1] - |e2| pro kazdou dvojici komplexnich &isel
1 a ey, proto v(a - f) = |a- B2 = |af? - |B]? = v(a) - v(B) pro viechna «, 3 € Z[i].
Jestlize a/B a B # 0, existuje vy € Z[i], pro které a-y = §, proto v(f) = v(a-v) =
v(a) - v(vy) > v(a), nebot v(y) > 0.

Chceme-li vydélit se zbytkem Gaussovo celé ¢islo a nenulovym cislem 3, najdeme
nejprve komplexni z + iy = % a poté vezmeme takova xg,yo € Z, pro kterd |z —
zo| < % aly—uyol < % Polozime-li v = zg +iyp a 6 = a — - v, pak vidime, Ze
§ =2 —y=a—ag+ily—yo), tndiz B = (1 —20)> + (y—po)* < 2+ 1 =1
proto v(J) < 1/(2[3) <v(B).

(4) Podokruh Z[v2] = {a +V2b| a,b € Z} okruhu redlnych ¢isel je eukleidov-
skym oborem s eukleidovskou funkei v(a + bv/2) = |a® — 2b?|. Diikaz toho, Ze je v
eukleidovskd norma plyne podobné jako v (2) z faktu, ze v(a - 8) = v(a) - v(B).

@@

(5) Elementarnimi prostfedky je mozné dokazat, ze je okruh Z[H'?‘/E"] = {a+
LivISip | q,b € 7} obor hlavnich idedld, ktery nenf eukleidovsky.

Nasledujici dukaz je analogicky dukazu, ze kazda podgrupa cyklické grupy je
cyklicka.

Véta 3.5. Kazdy eukleidovsky obor je oborem hlavnich idedli.

Dikaz. Méjme R(+,-,—,0,1) eukleidovsky obor s eukleidovskou funkei v : R —
Np U {=1} a vezméme libovolny nenulovy idedl I. V idedlu I zvolime nenulovy
prvek a s minimélni hodnotou v(a). Zfejmé aR C I. Necht i € I. Pak podle definice
existuje ¢,r € R takové, ze i = a-q+1r a v(r) < v(a). Protozer =i —a-q€ 1 a
v(a) bylo minimélni, je nutné r = 0 a aR = I. ProtoZe nulovy ideédl {0} = OR je
vzdy hlavnim idedlem, ukazali jsme, ze vSechny idedly eukleidovského oboru jsou
hlavni. O

Speciélné nyni vime, %e pro komutativni téleso T'(+, -, —,0,1) je T[z] dle 2)
eukleidovsky obor s eukleidovskou funkci danou stupném polynomi, tedy jde podle
pravé dokazané véty o obor hlavnich ideali.

Véta 3.6. Mdme-li R(+,-,—,0,1) eukleidovskym obor s eukleidovskou funkci v a
ag, a1 € R\ {0}, pak funguje spravné obecny
Eukleidtav algoritmus
VSTUP: ag, a1 € R\ {0}
VYSTUP: GCD(ag,a1), z,y, pro které z, -ag + y, - a1 = GCD(agp,a1).
0. (zo,z1) :=(1,0); (yo,v1):=1(0,1); i:=1
1. while a; #0 do {zvol a;+1,q; € R takova, Ze a;—1 = a;-q; +a;41 a
v(aip1) < v(@i); Tig1 = Tic1 — Ti " Qi Yit1 = Yio1 — Yo @ 1:=1+ 1}
2. return a;—1,%;—1,Yi—1-

Diikaz. Tvrzeni 3.5] a 3] fikaji, Ze nejvétsi spoletné délitele viech dvojic prvki
eukleidovského oboru existuji. Oznacime-li n nejvétsi pfirozené ¢islo, pro které je
a, # 0, potom a,, je ziejmé GCD(a,_1,a,), a staci dokazat, ze prvky c a d jsou
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asociované pro kazdé 0 < i < n, kde ¢ je GCD(a;—1,a;) a d je GCD(a;, a;y1)-
ProtoZe c/a; a ¢/a;+1 = a;—1 — a; - q¢; dostdavame z definice nejvétsiho spoleéného
délitele ze ¢/d. Podobné d/a; a d/a;—1 = a; - ¢; + a;+1, tedy d/ec.

Platnost formule a; = x; - ag + y; - a1 dokazeme indukci podle 7, Trividlné tvrzeni
plati pro ¢« = 0,1. Nyni stac¢i dosadit do vyrazu a;+;1 = a; - ¢; — a;—1 hodnoty
a; = ;- ag + Y;* a1 & Aj—1 = Tj—1 - Qg + Yi—1 A1, abychom dostali

aiy1 = (T;-ao+y;-a1) - ¢ — Tim1 - g+ Yi—1 - a1 =

= (i1 — ;- qi) - a0 + (Yim1 — Yi " @) - 01 = Tiq1 - Qo + Yig1 - C1-
O

Priklad 3.7. (1) Okruh Z[z] polynomu s celoéiselnymi koeficienty neni oborem
hlavnich idealii, protoze idedl xZ[xz] + 2Z[x] = {3, p;z’ € Z[z] | 2/po} neni hlavni.
Podle B tedy nejde o eukleidovsky okruh.

(2) Najdeme v Z[i](+, -, —, 0, 1) Eukleidovym algoritmem nejvétsi spoleény délitel
prvkiiag =6 —7i aa; =7+1.

Nejprve spocitame &7 = =TOT=D _ 35 _ 55; todqy g =1—jaay =ag—qi -

T+i (7+i)(7—i) 50 50" 4 '
a1 = 6—Ti—(1—i)(T+i) = —2—i. V daldim kroku po¢itdme 5. = (37;3;(—3;3) =
—%5 + %z = —3 41, tedy vidime, 7e go = —3 + i a Ze ay/a,. Zjistili jsme, 7e —2 — i

je nejvétsi spolecny délitel prvkit 6 —7ia 7+ia —2—i= (6 —7i) + (—14+14)(7 +1).
Cviceni:
(1) Popiste prvocinitele okruhu redlnych polynomi a okruhu komplexnich polynomd.
(2) Dokazte, ze v UFD existuji nejvétsi spoleéni délitelé kazdé dvojice prvkii.

4. OKRUHY POLYNOMU

Nejprve si uvédomime, ze znamou definici polynomt nad okruhem mutzeme na-
hlédnout velmi obecnym (a velmi algebraickym) pohledem:

Vezméme okruh R(+, -, —,0,1) a monoid M (-) s neutrdlnim prvkem e a poloZme
RM]={p: M — R| {m | p(m) # 0} je kone¢né}. Prvek p € R[M] budeme
zapisovat také ve tvaru ) ., p(m) - m. Na R[M] definujme bindrni operace + a
-, unarni operaci — a nuldrni operace 0 a 1:

p+a= Y (pm)+qm))-m, p-g= > (> plr)-q(s)) m,

meM meM r-s=m
—p=Y_ (=p(m))-m, 0= 0-m, 1=1-e+ >  0-m.
meM meM meM\{e}

Poznamka 4.1. Necht R(+,-,—,0,1) je okruh a M(:) je monoid s neutrdlnim
prvkem e.
(1) R[M](+,-,—,0,1) je okruh,
(2) zobrazenii: R — R[M] dané predpisem i(r) = r-e (tj. [i(r)](m) = 0 pro
vSechna m # e a [i(r)](e) = r) je prosty okruhovy homomorfismus.
(3) zobrazeniv: M — R[M] dané predpisem v(m) = 1-m je prosty homomor-
fismus monoidu M(-) do monoidu R[M](-).
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Diikaz. (1) Vezméme p,q,r € R, kdep =3 .\ p(m)-m,q=73"_ \ q(m) -m,r=
Y men T(m) - m. Nejprve si uvédomime, Ze jsou bindrni operace dobfe definované
(pro nulérni a unarni je korektnost definice zfejma). K tomu staci uvazit, ze

{m| (p+q)(m) # 0} C{m| p(m)#0}U{m| q(m)# 0}

{m| (p-q@)(m) #0} C{a-b]| p(a) #0, q(b) # 0}
Dale plati, ze

p+q= Y (p(m)+qm) -m= " (q(m)+p(m)) -m=q+p,

meM meM

(p+a)+r =Y [(p(m)+q(m))+r(m)]lm =Y (p(m)+q(m)+r(m))-m = p+(g+r).
méeM meM

Proto 0 je zjevné neutralni prvek operace + a plati, Zze p+(—p) = 0, je R(+, —,0)
komutativni grupa.

Podobné
(pt+a)r=> > [pla)+q@) rd)] m=
meM a-b=m
= Z Z (p(a) -r(b) + q(a) -r(b)) -m=p-r+q-r,

meEM a-b=m

dtkaz druhé distributivity je symetricky. Koneéné zbyva ovéfit, ze je R(-, 1) monoid:

(p-a)r=(Y_ Y (pla)-q)-m)r="> > (p(a)q(b)-r(c)-m=p-(gr).
meM a-b=m meM a-b-c=m
p-1=73% Y (a)-1b)-m= Y (pm)-1(e) -m=p=1-p.
meM a-b=m meM
(2) a (3) dostavame okamzit€ z konstrukce okruhu R[M]. O

Poznamenejme, ze predvedend obecné konstrukce se nazyva monoidovy okruh.

Piiklad 4.2. (1) Bud R(+,,—,0,1) okruh a bud Ny(+,0) monoid nezdpornych
celych ¢isel se s¢itdnim. Budeme-li prvky p = >°, -y, p(n).n € R[Ng] zapisovat ve
tvaru p = >, oy, p(n) - " nebo p = 37\ pn - 2", pak vidime, Ze je monoidovy
okruh R[Np] prévé okruhem polynomi jedné neur¢ité R[z]|(+, -, —,0,1). Misto R[Np]
budeme nadéle psat R[z] a operace budeme standardné zapisovat ve tvaru

pEg=) pita) a'pa=Y () pi-q)-a"

i€Np n€Ng i+j=n

(2) Polynomy vice neurditych mizeme zavést dvéma ekvivalentnimi zptsoby:
jednak indukci R[zy,...,z5] = (R[z1,...,Zn_1])[Zxn] nebo jako monoidovy okruh
R|Ng"] = (R[z1, .-, Zn_1])[zn] se sou¢inovym monoidem No"(+, (0,...,0)).

(3) Konstrukce okruhu R[M] funguje i pro grupu, mame-li napiiklad kone¢nou
grupu G tadu n, pak je Z,[G] pro prvoéislo p rovnéz vektorovym prostorem dimenze
n nad télesem Z,,.
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Na tomto misté opét zdiraznéme, ze pro nas neni vhodné chapani polynomi na
okruhu s nosnou mnozinou R jako (vybrané) funkce R — R. Napftiklad pro téleso
Zs existuji pouze 4 funkce Zs — Zs, zatimco polynomu nad Z; je nekone¢né mnoho.

Pfipomenme, Ze pro okruh R(+,-,—,0,1) a p = 3 .y an - 2" € Rlz], kde
p # 0, se nejvétsi takové n € Ny, Ze a,, # 0, nazyva stupném polynomu p. Stupen
polynomu 0 je roven —1. Stupen polynomu p znac¢ime deg p.

Zopakujme pozorovani o stupnich, které jsme ucinili minuly semestr:

Poznamka 4.3. Necht R(+,-,—,0,1) je okruh a p, q € R[z].

(1) degp + ¢ < max(degp, degq),

(2) je-li p,q # 0, pak degp - q < degp + degq, je-li navic R oborem, potom
degp-q = degp +deggq,

(3) R[xz] je obor pravé tehdy, kdyZ je R obor,

Dalsi pozorovani si v§imd velmi prirozené a zaroven uzitecné algebraické vlast-
nosti dosazeni prvku do polynomu.

Poznamka 4.4. Je-li S(+, -, —,0,1) komutativni okruh, R jeho podokruh a o € S,
pak zobrazeni jo : R[z] — S dané predpisem jo (3, cn, an®") = X, en, n - Q" je
okruhovy homomorfismus.

Diikaz. Nejprve snadno spocitame, 7e j,(0) = 0z°, jo(1z°) = 1 a pro libovolné
a,be€ Rz, kdea=) a,-az"ab=3 by a"

ja(a + b) = ja(Z(an + bn) . $n) = Z(an + bn) cat = ja(a) +ja(b)a

n n

proto je j, homomorfismus grup R(+,—,0) a S(+,—,0). Zbyva nahlédnout, Ze

Jala-b) =ja(D D (ak -bui) ") =D D (ag -bn_i) - a™ = ja(a) - ja(b).

n k=0 n k=0

O

Definice. Necht S(+,:,—,0,1) je komutativni okruh, R jeho podokruh, a € S a
p € R[z]. Homomorfismu j, z fikdme dosazovaci homomorfismus, o nazveme
kotenem polynomu p, jestlize j,(p) = 0, a « je vicendsobny kofen polynomu p,
pokud (z —a)?/p. Korenovym cinitelem (kofenu a)) rozumime polynom tvaru x —a.
Rekneme, Ze se polynom p rozkladéa na kofenové cinitele v S[x], existuji-li takové
prvkya € Raay,...,an, € S,7%ep=a-(x —aj) - (z — ap).

V nésledujicim budeme ¢asto pouzivat pro dosazeni obvykly zapis p(«) misto
pravé zavedeného zapisu j,(p).

Poznamka 4.5. Necht je R(+,-,—,0,1) obor, « € R a p € R[z]\ {0}.
(1) « je kofenem p prdvé tehdy, kdyz (x — a)/p v R|x],
(2) = — « je prvocinitel oboru R[z],
(3) je-li p# 0, pak p md nejvyse degp kotenii.

Diikaz. (1) Predpokladejme, Ze je a kofenem p. Protoze je 1 invertibilni prvek oboru
R mutizeme podle [3.4] vydélit polynom p polynomem z — « se zbytkem, tedy existuji
g, € R[z], pronéZz p = (x — a)q + r a degr < deg(z — a) = 1. Dosadime-li nyni
a do polynomu 7 = p — (x — a)q a vyuZijeme-li dostaneme r(a) = ju(r) =
Ja(®) — jo((z — @))ja(q) = 0 — 0g(a) = 0. Protoze degr < 1, vidime, ze r = 0, a
proto (z — a)/p.
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Jestlize (¢ — a)/p, mdme p = (z — a)q pro vhodné ¢ € R[z] a tedy p(a) =
(a — a)g(a) = 0 diky

(2) Jestlize (x — a))/a - b pro a,b € R[z], plyne z (1), Ze je a kofenem a - b. Nyni
a(a) - b(a) = 0 podle proto a(a) = 0 nebo b(a) = 0, nebot je R obor. Tedy
(x — a)/a nebo (z — a)/b podle (1).

(3) Necht a,...,a; € R jsou rizné kofeny p. Indukci podle po¢tu r riznych
kofenti nahlédneme, ze p = (z—ay)-- - -+ (x — ay ) -¢ pro vhodny nenulovy polynom gq.
Krok r = 1 nadm dava (1). Jestlizep = (x—ay ) - - (z—ay)-q a (r—ar41)/p podle (1),
pak z—a,.41 je prvodinitel, ktery podle (2) nedéli zadny z polynomt z—a;, kde i < r.
Proto (z—ay1)/q. Koneénd z[4.3|(3) plyne, 7e deg p = deg((z—an )+ - (z—ay)-q) =
k+degq > k. O

Vsimnéme si, ze (1) k4, Ze vicendsobny kotfen je kofenem, a (2) nam
poskytne piiklady prvoéciniteld (a tedy ireducibilnich prvka) v okruhu polynomi
nad obecnym oborem.

Definice. Bud R(+, -, —,0, 1) komutativni okruh a p = ".. a;2* € R[z]. Derivact
polynomu p budeme rozumét polynom (3.5, a;z%) = 3,500 + 1)a; 412"

Poznamka 4.6. Necht R(+,-,—,0,1) je komutativni okruh, a € R, p,q € R[z] a
n € N. Pak plati:
(1) (p+a)'=p' +¢, (az° p)' = az®p',
2 (p-a)=p-a+p-q.
3) ) =np"t-p, kden=1+---+1€R.
Dikaz. (1), (2) Vlastnosti dostdvame priimocarym pouZitim definice.
(3) Dokézeme indukei indukei podle n. Pron = 1 je (p')' = p' = 1p° - p'. Plati-li
tvrzeni pro n — 1 a pouzijeme-li (2) dostavame
@) =@p" ) =pp" T +p- ") =0 " Hp-(n—1)p" P =" p
O

Poznamka 4.7. Necht S(+,-,—,0,1) je obor, R jeho podokruh, o € S a p €
R[z]\ {0}.
(1) «a je vicendsobny koten p, privé kdyz je a kotenem p i p',
(2) jestlize 1 je GCD(p, p'), pak p nemd Zidny vicendsobny koven,
(3) nedéli-li charakteristika R piirozené ¢islo n, pak ™ —1 ani 2" —x nemaji
v S Zddny vicenasobny koren.

Diikaz. Poznamenejme, Ze polynom s koeficienty v R muzeme pfirozenym zpisobem
chépat jako polynom okruhu S[z].

(1) Pfedpoklddame, Ze « je kofen p, tedy p = (z — @) - ¢ pro vhodny polynom
q € S[z] podle[d.5|1). Pomoci [£.6(2) spocitéme p' = ¢+ (z —a)-¢'. Diky .4 vidime,
7e je a kofenem p' pravé tehdy, kdyz je kofenem q a to je podle 1) ekvivalentni
tomu, Ze (z — a)/q tj. (z — a)?/p.

(2) Tvrzeni dokdZeme nepiimo. Je-li a vicendsobny kofen p, potom podle (1) a
4.5(1) (x — a)/p'. Protoze (z — «)/p, polynomy p a p’ nemohou byt nesoudélné.

(3) Oznafme n € R je soucet n kopii 1 télesa, a poznamenejme, Ze podle pred-
pokladu n # 0. Protoze polynom (z" — 1)) = n - 2"~ ! je nenulovy, j.(n - 2z""1) =
(n x 1) -a™ ! # 0 pro viechna a # 0, a naopak 0 neni kofenem polynomu z™ — 1,
™ — 1 nemé zadny vicendsobny koren diky (1).
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Piedpokladejme, Ze (x — a)? /2" — z, tedy existuje p € S[z], pro ktery
(x—a)? p=a" —z=x-(z" -1).

Jestlize a = 0, pak vyraz vykratime na z - p = 2" — 1, coz neni mozné, protoze
2™ — 1 nemé koten 0. Kdyby a # 0, pak (—a)? - p(0) = 0, a proto p(0) = 0. Tedy
podle 1) existuje takové ¢ € S[z], 7e p = x - q. Dosadime-li za p do ptivodni
rovnosti a opét vykratime z, dostavame, ze (z — )?-q = ™ — 1, coz jsme vylouéili
v prvni ¢asti dikazu (3). O

Piiklad 4.8. V télese charakteristiky 3 (napt Zs) plati, 7ze (z — 1)? = 2® — 32% +
3z — 1 = 2% — 1, tedy polynom z*® — 1 m4 nad takovym télesem vicendsobny koien
1. Vidime, Ze predpoklad o charakteristice z [4.7(3) nemiizeme odstranit. Navic si
v§imnéme derivace (z3 — 1)’ = 0.

Cviéeni:

(1) Dokazte, ze okruh Z[v/3] = {a +v/3b| a,b € Z} je eukleidovskym oborem.
(2) Popiste prvocinitele oboru Gaussovych celych &isel.

5. KORENOVA NADTELESA

V této kapitole se budeme vénovat zkoumadni vlastnosti kofenti polynomi nad
télesy. Nejprve si v§imneme, ze prvky n-prvkové konecné podgrupy multiplikativni
grupy komutativniho télesa lze nahlizet jako na vSechny kofeny polynomu z™ — 1,
coz je hlavni argument tvrzeni, ze je tato grupa nutné cyklicka. Poté se zacneme za-
byvat hleddnim téles, nad nimiz by se prfedem dany polynom rozklddal na korenové
Cinitele.

Nyni dokazeme nedokazané tvrzeni z minulého semestru o multiplikativni grupé
libovolného télesa:

Véta 5.1. Necht T'(+,-,—,0,1) je komutativni téleso a necht G je koneénd pod-
grupa multiplikationi grupy T \ {0}(:). Potom je G cyklickd grupa.

Diikaz. Uvazujme nejprve libovolnou kone¢nou grupu G(-) a polozme n = |G|. Po-
znamenejme, ze fadem prvku grupy budeme rozumét rad cyklické podgrupy timto
prvkem generované. Podle Lagrangeovy véty déli fad kazdého prvku koneéné grupy
jeji tad. Oznacime-li t; pocet vSech prvka G, které jsou pravé radu k, vidime, ze
|G| = Ek/\G| ty. Pfipomenme, Ze v cyklické grupé fadu n méme pro kazdé k/n
pravé jednu (cyklickou) podgrupu ¥adu k a pocet generatort této podgrupy, tedy
pravé viechny prvky fadu k, udava hodnota Eulerovy funkce p(k), dava ndm pred-
chozf rovnost vztah n =3, ,, ¢(k).

Tvrzeni dokdZeme sporem. Predpokladejme, ze G je (kone¢nd) podgrupa mul-
tiplikativni grupy T\ {0}(+), kterd neni cyklickd, tedy ¢, = 0 (< ¢(n)). Z Gvodnich
tvah vime, 7e n = |G| = Zk/n ty = Zk/n (k), proto musi existovat k/n, pro néjz
tr > p(k), zvolme néjaké takové k a vezméme u € G Fadu k. Potom pro vSechny
prvky a cyklické grupy (u) plati a* = 1, tedy a je kofenem polynomu z* —1. Oviem
(u) obsahuje pravé (k) generatort, tj. prvki fadu k, tedy musi existovat néjaky
dalsi prvek v € G \ (u) faddu k. I on je kofenem polynomu z* — 1, tedy jsme nasli
k + 1 kofent polynomu stupné k, coz je ve sporu s 3) O
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Piiklad 5.2. Zs3 \ {0}(-) je podle cyklicka grupa fadu 52. To znamena, Ze
obsahuje ¢(52) = 3 - 12 = 36 generatori.

Uvédomime si, ze homomorfismus okruhi lze pfirozenym zpisobem rozsifit na
homomorfismus piislusnych polynomidlnich okruh.

Jsou-li R(+,-,—,0,1) a S(+,-,—,0,1) okruhy a f : R — S jejich homomorfis-
mus, pak oznafme f, : R[z] — S[z] zobrazeni urfené predpisem f, (3,5, aiz’) =

Zizo flag)a’

Poznamka 5.3. Bud R(+,-,—,0,1), S(+,-,—,0,1) a T(+,-,—,0,1) komutativni
okruhy a f : R— S a g: S — T homomorfismy. Potom plati:

(1) fu je okruhovy homomorfismus,

(2) (9)z = 9ufa,

(3) fz je izomorfismus, prdavé kdyz f je izomorfismus,
(4) fia = Jf(a)fz pro kaZdé o € R.

Diikaz. (1) Z¥ejmé f,(1z°) = 129, proto stadi dokdzat slucitelnost f, s operacemi
a- Buda,be€ Rlz],a= Z ap,x”, b=73", byx™:

fela+b) :fz<z(an+b Zf (an +ba)a"™ =Y (f(an) + f(bn))a" =

n

—Zfana:+2f fe(a) + fu(D),

=t ZZ (@ - o) Zf Z (ak - bp—g))z" =

n k=0

n
=2 flar) - fbap)z" =) flan)e" Zf f2(0) - f2(0)-
n k=0 n

(2) 9o fa (32, ana™) = 32, 9f(an)z™ = (9£) (32, anxn)-

(3) Necht je f, izomorfismus. Jestlize f(u) = f(v), pak f(uz') = f,(vz®), a
proto u = v, pro kazdé u,v € R. Tedy f je prosty. Vezmeme-li b € S pak existuje
az®, pro ktery f,(ax®) = bz°, tedy f(a) = b a f je na celé S.

Je-li f izomorfismus, pak fo(f™)s =Idsp a (f71)afe = Idgp podle (2), tedy
(f2) ' =(f Y. a f. je izomorfismus.

(4) £7a(S ana™) = 3 Han) F@)" = g fo( ana™). o

Piipomenme tvrzeni, které jsme dokazali minuly semestr.

Véta 5.4. Necht T(+,-,—,0,1) je komutativni téleso a u =Y -, a;z" € T|z].
(1) Faktorovy okruh T[z]/uT'[z] je komutativni téleso, pravé kdyZ je u ireduci-
bilni.
(2) Jestlize u neni invertibilni, zobrazeni p(t) = tx° + uT[z] je prosty homo-
morfismus télesa T do okruhu T[x]/uT[z],
(3) Je-li u ireducibilni, pak ju,(Y" o aiy') md koien v télese T[x]/uT[x].

Dikaz. (1) Minuly semestr jsme dokazali tvrzeni, Ze faktorovy okruh R/I je téleso
pravé tehdy, kdyz I je maximalni idedl, navic obor polynomit je oborem hlavnich
idedlt, proto sta¢i nahlédnout, 7e u je ireducibilni, pravé kdyz je uT'[z] maximalni
ideal.

Necht je u je ireducibilni a J idedl obsahujici uT'[z]. Podle existuje j € T[x]
J = jT[z], tedy diky j/u. Protoze je u ireducibilni, mame bud j||lu a tudiz
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uT'[z] = J nebo 1||j a tudiz jT[z] = T[z]. Je-li uT[z] maximalni idedl, dostavime
zavér primym pouzitim a definice ireducibility.

(2) Uvédomme si, ze zobrazeni p dostaneme jako slozeni homomorfismu i z 2)
a ptirozené projekce 7 : T'[x] — T[z]/uT[z], proto p = 7i je opét homomorfismus.
Jestlize koneénd pu(a) = u(b), pak u/az® — bz, tedy podle 4.3(3) musi byt az® — bz
nulovy polynom (v opa¢ném pifpadé by degu < deg(az® —bz?)), a tedy u je prosté.

(3) Stadi ovéfit, ze je X = z+uT[z] kofenem )+, a;y° nad okruhem T'[z]/uT[z].
Dosadime-li, dostavame jx (Y ,50aiy’) = Y ;so(aiz? + ul[z]) = (3,50 aiz’) +
uT[z] = u+uT[z] =0+ uT[x]. - - O

Pro kazdy ireducibilni polynom u ozna¢me symbolem (T'[z]), téleso T'[z]/uT[z].
Podle predchozi poznamky a 1. véty o izomorfismu muzeme ztotoznit téleso 7' a
jeho homomorfni obraz u(T), tedy téleso T budeme chapat jako podokruh télesa
(T[]}

V nésledujicim budeme uvazovat komutativni téleso U(+,-,—,0,1) a jeho po-
dokruh, ktery je zdroven télesem, tj. T'\ {0} je podgrupou multiplikativni grupy
U\ {0}(-) télesa U. V takovém piipadé budeme mluvit o rozsifeni téles T C U, v
némz se T nazyva podtéleso U a U nadtéleso télesa T

Vsimnéme si, Ze mnozina vSech podtéles komutativniho télesa tvoii uzévérovy
systém, tj. prinik libovolného systému podtéles néjakého télesa je opét podtéleso.
To ndm umoznuje zavést pro libovolné komutativni téleso U, jeho podtéleso T' a
podmnozinu S C U nésledujici znaceni:

e T'[S] je nejmensi podokruh U obsahujici mnozinu T'U S,
e T(S) je nejmensi podtéleso U obsahujici mnozinu T'U S.

Jestlize ai,...,a, € U budeme psat

e Tlay,...,ay] misto T[{aq,...,a,}] a
e T(ay,...,ap) misto T({ag,...,an}).

Poznamka 5.5. Je-li T C U rozsireni téles, a € U a S C U, pak
n
Tla] = {Z a;- o'l a; € T} = jo(T[x]), T[] CT(a) a T[S] C T(S).
i=0
Diikaz. Z¥ejmé {p(a)| p € T[z]} C T[a], nebot a € T[a] a T C T[a]. Naopak
{p(a)| p € T[]} = jo(T[z]) je podokruh U obsahujici a = j,(z) a t = j,(tz°) pro
viechna t € T, proto T[a] C {p(a)| p € T[x]}. Zbytek plyne okamzité z definice. [

Definice. Necht 7' C U jsou komutativni télesa a p € T'[z]. Rekneme, ze U je kofe-
nové nadtéleso polynomu p, jestlize U = T'(a) pro néjaky kofen o € U polynomu p
a U nazveme rozkladovgym nadtélesem polynomu p, je-li p = a(z — a;) ... (z — ay)
proa€eT aay,...,an€UalU=T({a,...,ay}).

Véta 5.6. Necht T'(+,-,—,0,1) je komutativni téleso a p € T[z], degp > 1.

(1) ezistuje kofenové nadtéleso polynomu p,
(2) existuje rozkladové nadtéleso polynomu p.

Diikaz. (1) Podle a [3.5] existuje (jednozna¢ny) ireducibilni rozklad polynomu
p, zvolime-li n&jaky ireducibilni polynom pi, ktery déli p, dostaneme podle [5.4]
nadtéleso U = (T[z]),,, v némz mé polynom p kofen a. Hledanym kofenovym
nadtélesem je potom téleso T'(a).
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(2) Indukci podle n = deg p dokédZeme, Ze existuje komutativni nadtéleso V télesa
T, nad nimZ se p rozklad4 na kofenové €initele. Podle (1) existuje nadtéleso U, v
némz ma p kofen a € U. Oznacime-li p inkluzi T' do U, pak p = u.(p) € Ulz] je
polynom stupné n a podle (1) existuje polynom v € U[z] stupné n — 1, pro ktery
u = (x — a) - v. Podle indukéniho pfedpokladu existuje nadtéleso V' télesa U, nad
nimz se v a tedy i p rozklada na kofenové cinitele.

Dokézali jsme, ze existuji prvky a € U a aq,...,a, € V, pro néz p = a(z —
ay)...(z — ay,). Protoze je p € T[z], mdme a € T, tedy rozkladovym nadtélesem
polynomu p je pravé téleso T'({as,...,an}). O

Priklad 5.7. Téleso komplexnich ¢isel je kofenovym i rozkladovym nadtélesem
polynomu z2 + 1 nad R, [C: R] = 2, tedy C = R[i] = R(3).

6. MINIMALNI POLYNOMY ALGEBRAICKYCH PRVKU

Nyni se podivame na existujici (napiiklad zkonstruované) rozsiteni téles T C U
a budeme zkoumat mnozinu kotenii polynomu s koeficienty v 7T, které lezi v U.
Predevsim si v§imneme, Ze stupenn minimalniho polynomu algebraického prvku a
stupen prislusného jednoduchého rozsiteni splyva.

Definice. Necht T C U je rozgiieni téles a a € U. Rekneme, ze a je algebraicky pr-
vek nad T', existuje-li nenulovy polynom p € T'[z], jehoZ je a kofenem, tj. j,(p) = 0.
V opa¢ném pripadé mluvime o transcendentnim prvku. Téleso U nazveme algebraic-
kym rozsirenim télesa T, jsou-li vSechny prvky a € U algebraické nad T'. Polynom
p=> a;z’ je monicky, je-li ageg, = 1.

Véta 6.1. Bud' T C U rozsiveni téles a o € U je algebraicky prvek nad T. Pak
existuje pravé jeden takovy monicky polynom m € T'[z]\{0}, Ze pro kazdé p € T[z]\
{0} plati, Ze jo(p) =0, prdvé kdyZ m/p. Navic m je ireducibilni, (T'[x])m = T(a) a
Tla] =T ().

Diikaz. Vezméme mnozinu Ker j, = {p € T[z] | jo(p) = 0} = j;*(0) vSech poly-
nomd, které maji kofen a. Protoze je j, homomorfismus podle [£.4] vidime, Ze je
Ker j, jako tplny vzor nulové podgrupy podgrupou grupy T[z](+,—,0). Jestlize
p € Ker j, aq € T[z], mame j,(pq) = 0-j.(q) = 0, tedy p-q € Ker j,. Nahlédli jsme,
ze je Ker j, idedl, tedy podle existuje jeho generdtor a = Y anz™ € Ker j,.
Protoze je prvek a algebraicky nad T, obsahuje I = aT[z] nenulovy polynom a
proto je nenulovy i polynom a € Ker j,. Je-li n = dega, polozme m = a;'a. Nyni
je m monicky, plati Ker j, = mT[z], tedy p(o) = 0 < p € I & m/p, a ziejmé je
takovy monicky polynom urcen jednoznacné.

Nyni predpokladejme, ze m = a - b, kde a,b € T[z]. Potom podle ala) =0a
pak m|la nebo b(a) = 0 a pak m||b, tedy m je ireducibilni. Kone¢né si v8imnéme,
Ze diky 1. vété o izomorfismu a|5.5(1) je

(T[z]))m = Tlz]/mT|z] = T[z]/ker jo = jo(T|z]) = T|a].
Protoze je T[z]/mT[z] podle téleso, je i T'a] téleso, proto T[a] = T'(a). O
Definice. Bud T' C U rozsiteni téles. Polynom z predchozi véty nazveme minimal-
nim polynomem algebraického prvku a € U, budeme ho znadit m,. Stupen rozsiveni

U nad T definujeme jako [U : T] = dim¢ U, kde U chapeme jako vektorovy prostor
nad télesem T'.

Nejprve ucinme drobné linedrné algebraické pozorovani.
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Poznamka 6.2. Necht T C U CV jsou do sebe zatazend rozsireni téles. Potom
V:T)=[V:UJU:T).

Dikaz. Je-li (v;) baze prostoru V nad télesem U a (u;) baze prostoru U nad télesem
T, ukdzeme, 7e (u;v;) je baze prostoru V nad télesem T'. Vezmeme-li libovolné
a € V, pak existuje linearni kombinace a = ), d;v;, kde d; € U. Proto pro kazdé i
existuji linedrni kombinace d; = Zj ciju;, kde ¢;; € T'. Vidime, ze a = Zij CijW; Vi,
tedy (u;v;) generuje V nad T'. Podobné jestlize 0 = Zij Ciju;V; = EZ(Z] Ciju;)v;
pro néjaka ¢;; € T, dostdvame z linedrni nezavislosti (v;) nad U, ze Ej ciju; =0
a z linedrni nezavislosti (u;) nad T plyne, ze vSechna c;; jsou nulova. Tim jsme
ovérili, ze (u;v;) je linedrné nezavisla generujici mnozina, tedy béze. Proto [V :
T) = |(wiv))| = l(w)l|(v;) = [V : UJU : 7). o

Popisme algebraicka rozsifeni pomoci pojmu stupen rozsifeni, tedy linearné al-
gebraickymi prostiedky.

Véta 6.3. Necht T C U je rozsiteni téles a a,aq,...,ap € U.
(1) Je-li « algebraicky, pak [T (a) : T] = degmy,,
(2) je-li [U : T) konecné, pak je U algebraické rozsiieni télesa T,
3) T'(a,...,an) = Tlas,...,a,] je rozsitenim konecného stupné tedy alge-
braickym rozsirenim télesa T, jsou-li oy, ..., ay algebraické nad T .

Diikaz. (1) Polozme n = degm, a pfipomenme, Zze T[a] = T(a) podle Véty
Dokézeme, ze mnozina {a‘| i = 0,1,...,n—1} je bézi T[] nad télesem T'. Vezméme
prvek ¢t € T[a], o némz z vime, ze je tvaru ¢ = p(a) pro vhodny polynom
p € T[z]. Vydélime-li nyni se zbytkem polynom p polynomem m,, dostaneme ([3.4)
p=qmg +7 pro q,r € T[z] a degr < n. Nyn{ vidime, Ze t = p(a) = g(@)mq(a) +
r(a) = r(a), protoze je a kofenem my, tedy t = r(a) = >, ,, i’ je T-linedrni
kombinaci prvki {a| i = 0,1,...,n —1}. Je-li nyni Y, c;a' = 0, kde ¢; € T,
je a kofenem polynomu ¢ = >, c;z! = 0 stupné mensiho nez n. Protoze podle
my/c, dostavdme, ze ¢ = 0, tudiz {a’| i = 0,1,...,n — 1} je linedrné nezavisla
mnozina.

(2) Vezméme libovolné a € U. Potom je T'(a) podprostor koneéné generova-
ného vektorového prostoru U nad té€lesem T, tedy [T'(a) : T] je konecné. Proto
je mnozina {a!| i > 0} line4drné z4visld, tudiz existuje netrividln{ linedrni kombi-
nace Y., d;a’ = 0, tedy a je kofenem nenulového polynomu Y, d;z’. Tim jsme
dokézali, Ze je o algebraicky prvek nad T'. B

(3) Tvrzeni dokdZeme indukci podle n, pficem? jsme tvrzeni pro n = 1 do-
kézali v navic [T'(a) : T] je kone¢né podle (1). Predpokliddejme, Ze tvrzeni
plati pro n — 1. Nyni T'[ay,...,an] = Tag, ... ,an_1][an] = T(aq,...,an—1)[an] a
T(ai,-.-,a,_1) je koneéného stupné nad T podle indukéniho piedpokladu. Protoze
je prvek a, algebraicky nad télesem T'(ay,...,q, 1), vidime diky ze

T(ay,...,qn—1)ay] =T(aq,...,an_1)(a,) =T(aq,...,a).
Konecné diky (1), indukénimu pfedpokladu a dostavame
[T(a,...,0n-1)(ay):T] =

=[T(aa,...,an—1)(an) : T(ag,...;an—1)][T(1,...,cn-1) : T].
ProtoZe jsou oba soudinitele vpravo koneéné, je i [T'(ay, ..., qn—1,ay) : T] konecny.
O
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Dusledek 6.4. Necht T je komutativni téleso, p € T[x] a necht je U rozkladové
nadtéleso polynomu p. Jsou-li ay,...,a, € U vSechny koreny polynomu p v télese
U, pak U =T|aa, ..., a).

Piiklad 6.5. (1) Q(v/2) = Q[v2] = {z + yV2 + 2V4| z,y,2 € Q} je kofenové
nadté&leso polynomu z° —2 nad Q a [Q(+/2) : Q] = 3, tedy x> —2 je monicky polynom
stupné 3, a proto jde podle[6.3(1) a[6.1] prévé o minimélni polynom algebraického
prvku /2 nad Q. V§imnéme si, 7e zatimco nad Q je polynom z* — 2 ireducibilni,
nad R mame ireducibilni rozklad z® — 2 = (z — V/2) (2 + v/2z + V/4) a nad C se
polynom rozklada na korenové cinitele.

(2) Nechf k € Z a vk € C\ Q. Pak Q(Wk) # Q a vk je kofenem polynomu
a® — k, proto je m_ gz = x> — k diky [5.5{nutné minimalni polynom a [Q(v/k) : Q] =
degm s = 2 podle (1) Q(VE) je tzv. kvadratické rozsiteni télesa Q.

(3) Prvek V/3 je kofenem polynomu z® — 3 € Q[z] a prvek v/11 kofenem po-
lynomu z” — 11 € Q[x], tedy oba jsou algebraické nad Q. Podle Poznamky 4)
je Q(+/3,v/11) = Q[+/3, v/11] algebraické rozsiteni. Z toho plyne, Ze napiiklad pro
prvek a = 5¢/3 + 2V/11 — ¥/27V/11 — 3 existuje polynom p € Q[z], jehoZ je a
kofenem.

7. JEDNOZNACNOST NADTELES

Cilem této sekce je jednak dikaz tvrzeni o jednoznacnosti existence rozkladovych
nadtéles a poté konstrukce algebraického uzévéru, tedy algebraického rozsireni, nad
nimz se vSechny polynomy rozkladaji na kofenové Cinitele.

Poznamka 7.1. Bud T\ C U; a Ty C Us rozsifeni téles , bud f : Ty — Ty
izomorfismus a necht a € Uy je algebraicky prvek nad Ty a B € Us je algebraicky
prvek nad Ts. Pak existuje takovy izomorfismus g : T (a) = T2(8), Ze g(a) = B a
g(t) = f(t) pro vSechna t € Ty, prdvé kdyZ f,(mq) = mg.

Diikaz. (=) Poznamenejme, ze f, je podle Pozndmky [5.3|(3) izomorfismus okruhi
Ti[z] a T»[z], proto je f.(ms) ireducibilni. Dale jy(a)fe(Mma) = Jg(a)9e(Ma) =
9(ja(ma)) = g(0) = 0 podle Poznamky [5.3(4), tedy 8 = g(«) je kofenem polynomu
fo(my) € Tolz] C Uslz]. Podle Véty[6.1|mg/ f, (mq). Protoze je f,(mg) ireducibilni
a monicky, dostavame nutné mg = f;(my).

(<) Stadi si uvédomit, ze Véta [6.1| zaru¢uje existenci izomorfismu

i Tifal/(maTy[e]) = T1(0),  is : Tola/(msThla]) — Ta(8)

a ze izomorfismus f, indukuje podle pfedpokladu izomorfismus faktorovych okruhi
fo : Thfz]/(maTh[z]) = To[z]/(mpT2[z]), kde fi(p + moTi[z]) = fo(p) + mgTs[x].
Slozime-li izomorfismy dostavame

Ti(e) = (Th[z])m,, = (Tale])m, = To(8),
tedy mame izomorfismus g = iz f,i;'. Nyni zbyvd spocitat
9(t) = igfain' () = igfo(ta® + maTi[z]) = ig(f(t)2° + msTa[z]) = £(2)
pro kazdé t € T} a podobné
9(a) = igfoig' (@) = igfo(a’ + maTi[a]) = ig(a' + mpT[z]) = B.
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Necht T' C U je rozsiteni komutativnich téles. Zobrazeni o : U — U se nazyva
T-izomorfismus, je-li to takovy izomorfismus téles, ze o(t) =t pro kazdé t € T'.
Pouzijeme-li [7.3] pro f = Id dostdvame

Dausledek 7.2. NechtT je komutativni téleso, m € T[z] ireducibilni polynom. Pak
existuje az na T-izomorfismus prdvé jedno korenové nadtéleso polynomu p.

Dikaz. Je-li T(a) rozkladové nadtéleso polynomu m nad T, kde je « kofen m,
staci si uvédomit, ze m/mqr, a proto m||mgyr. Tedy je T'(«) rozkladové nadtéleso
polynomu mg,r. Uvazime-li nyni jiné rozkladové nadtéleso T(f) polynomu mg,p
pro koten f, ddvd nam pozadovany T-izomorfismus Poznamka pouzitd na f =
idy. O

Véta 7.3. Necht Ty a T jsou komutativni télesa, f : Ty — Ts je izomorfismus a
necht Uy je rozkladové nadtéleso polynomu p € Ti[z] a Us je rozkladové nadtéleso
polynomu f,(p) € Trlz]. Oznaéme aq,...,a, vsechny kofeny polynomu p v Uy a
B, ..., Pm vSechny koteny polynomu f,(p) v Us. Potomn = m a existuje permutace
o a izomorfismus g : Uy — Uy tak, Ze g(o;) = By proi =1,...,n a g(t) = f(t)
pro vSechna t € T7.

Diikaz. Znovu si v8imnéme, Z%e f, je izomorfismus okruhd Ti[z] a Th[z]. Tvrzeni
dokézeme indukei podle stupné k = degp = deg f.(p). Protoze je rozkladové nad-
téleso polynomu stupné 1 nad télesem 77 (T%) rovno Ty (T5) staéi pro k = 1 polozit
g=1f.

Predpokladejme, ze tvrzeni plati pro kazdou dvojici téles T} a T5 a kazdy po-
lynom stupné k — 1 nad télesem 77 a méjme polynom p € Ti[z] C U;[z] stupné
k. Protoze a,, € U; je kofenem p, minimalni polynom m,, déli p podle @, a
proto f(me,, ) déli f.(p). Poznamenejme, 7e degm,, = deg f.(mq,) > 0 a Ze
rozklad na ireducibilni prvky je podle a v okruhu Us[z] jednoznaény aZ na
asociovanost, proto existuje (ireducibilni polynom) = — 3;, ktery déli f,(m,,,), bez
1jmy na obecnosti mizeme piedpoklddat, ze i = n. Pouzijeme-li opét Vétu
vidime, 7e je polynom f,(m,, ) ireducibilni (nad T%) a monicky, S, je jeho kofen
(nad Us), a proto fr(mg,) = mg, . Nyni podle existuje izomorfismus téles
h: Ty (an) = To(Bm), pro néjz plati, ze h(ay) = Bm a h(t) = f(t) pro vSechna
t € Ty. Zaroveh mtzeme v okruhu T} (a,)[z] vydélit polynom p polynomem z — a,,
tedy najdeme polynom ¢ € T7(ay,)[z] stupné k — 1, pro ktery p = (z — a,)q, a tudiz
fe(0) = folz — an) fe(q) = (x — Bm) fz(q)- VyuZzijeme-li nyni indukéniho predpo-
kladu pro télesa T} (o) a Ts(Bm), jejich izomorfismus h a polynom ¢, dostdvéame, Ze
n—1=m — 1, existuje permutace ¢’ na S,_1 a takovy izomorfismus g : Uy — Us,
ze g(a;) = By proi =1,...,n —1 a g(s) = h(s) pro viechna s € Ti(a,). Zfejmé
tedy n =m, g(t) = h(t) = f(t) pro vSechna s € T} a g(a,) = Bm. O

Pouzijeme-li pro f = Id dostavame

Dusledek 7.4. Necht T je komutativni téleso, p € T|x]. Pak existuje aZ na T-
izomorfismus pravé jedno rozkladové nadtéleso polynomu p.

8. Uvobp Do GALOISOVY TEORIE

Cilem této kapitoly je tvod do klasické Galoisovy teorie, kterd popisuje vlast-
nosti rozsifeni pomoci takzvanych Galoisovych grup. V nasledujici kapitole posléze
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pomoci prekladu vlastnosti rozkladovych nadtéles polynomt do pfislusné Galoi-
sovy grupy dokézeme, ze pro polynomy stupné vétsiho nez ¢tyfi nemusi existovat
zadny zptisob jak pomoci obvyklych operaci v télese a odmochovani vyjadrit koreny
polynomu.

Nejprve definujme centralni pojem této kapitoly.

Definice. Necht T' C U je rozsifeni komutativnich téles. Grupu Gal(U/T') vSech
T-izomorfismit U — U budeme nazyvat Galoisovou grupou.

Poznamka 8.1. Necht T C U je rozsifeni komutativnich téles, f € T[z], o €
Gal(U/T) a A={a € U|f(a) =0}.
(1) o|a je permutace na mnoZiné A,

(2) jestlize S C U je rozkladové nadtéleso polynomu f nad télesem T, pak
o(S)=S5.

Diikaz. (1) Sta¢i si vSimnout, ze pro kazdé @ € A mame 0 = o(0) = o(f(a)) =
flo(a)), tedy o(a) € A. ProtoZe je o prosté zobrazeni a A je konefna mnozina,
tvoii o|4 permutaci na mnoziné A.

(2) Jsou-li ay,...,q, pravé viechny kofeny f v rozkladovém nadtélese U pak
podle (1) plati, ze

o(S)=c(T(a1,...,an)) =T(c(ar),...,0(an)) =T(ar,...,an) =S.
O

Dusledek 8.2. Pro kaZdé rozkladové nadtéleso U polynomu f € T[X] nad téle-
sem T existuje prosty grupovy homomorfismus grupy Gal(U/T) do grupy permutaci
vsech rizngjch koteni polynomu f, a tudiz i do grupy permutaci Sqeg f.

Priklad 8.3. (1) ProtoZe je téleso komplexnich ¢isel C rozkladovym nadtélesem
polynomu z2 + 1 nad R a tento polynomu md pravé dva kofeny i a —i, existuje
nejvice tolik homomorfismi Galoisovy grupy Gal(C/R), kolik existuje permutaci na
mnoziné {i, —i}. Pfitom snadno ovéfime, ze zobrazeni id dané id(a + bi) = a — bi
pro a,b € R, je R-homomorfismus, proto Gal(C/R) = {id,id} = Z,.

(2) Podobné je Q(v/2) rozkladovym nadtélesem polynomu z2 — 2 nad Q, a proto
Gal(Q(v2/Q) = {id, ¢} = Zs, kde Q-izomorfismus o(a + by/2) = a — b\/2 pro
a,b e Q.

(3) Gal(Q(¥/2)/Q) = {id}, nebot polynom z* — 2, jehoz je ¥/2 kofenem, ma v
télese Q(+/2) pouze tento kofen, zbylé dva jdou komplexni.

Definice. Necht T C U je rozsifeni komutativnich téles charakteristiky 0. Rekne-
me, ze se jednd o Galoisovo rozsiieni je-li U rozkladové nadtéleso néjakého poly-
nomu z T[z], ktery v U nemd 7adné vicendsobné koteny.

Poznamka 8.4. Rozkladové nadtéleso libovolného polynomu nad télesem charak-
teristiky 0 je vidy Galoisovo.

Dikaz. Bud U rozkladové nadtéleso polynomu f € T[z] nad télesem T. Potom
existuje ireducibilni rozklad polynomu f = a[], m;* v eukleidovském oboru T'[z],
kde a € T, ¢; € N, m; € T[z] jsou monické polynomy a m; # m; pro i # j. Z
ireducibility plyne, ze pro ¢ # j nemaji polynomy m; a m; v U Zadny spolecny
koten, nebot jde o minimélni polynomy nad 7" kazdého jejich kofenu, a navic zadny
z polynomi m; nema vicendsobny kofen, protoze degm) = degm; — 1 > 0 a tudiz
mj a m; jsou nesoudélné. To znamend, Ze polynom g = [], m;, ktery ma stejné
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koteny jako f, nemd zadny vicenasobny kofen. Protoze je U ziejmé rozkladové
nadtéleso polynomu g, jedna se o Galoisovo rozsifeni télesa T'. O

Nadéle néds budou zajimat predevsim Galoisovy grupy Galoisovych rozsifeni.
Nejprve si vSimnéme, ze pro hledani rozkladovych nadtéles ireducibilnich polynomu
nam mohou poslouzit rozkladova nadtélesa jinych polynomi.

Poznamka 8.5. Necht T C U je Galoisovo rozsifeni komutativnich téles a m €
T[z] ireducibilni polynom.
(1) Pro kazdé dva koteny o, B € U polynomu m existuje takovy homomorfismus
[ € Gal(U/T), Ze f(a) = f(B)-
(2) Jestlize v U lezi néjaky kofen m, pak se m rozklddd nad U na korenové
Cinitele.
Dikaz. (1) MaZeme piedpoklddat, Ze je m monicky a tudiz se jednd pravé o mi-
niméalni polynom obou svych kofenti a i 8 nad télesem T'. Tedy podle existuje
takovy T-izomorfismus ¢ : T'(a) — T'(8), ze p(a) = S. Nyni zbyva, abychom pouzili
Vétupro T1 = T(Oé), T2 = T(B) a U1 = U2 =U.
(2) Necht je U rozkladové nadtéleso polynomu f € T'[z] nad télesem T a ozname
V rozkladové nadtéleso polynomu fm nad télesem T'. Ziejmé T' C U C V. Necht
a, 8 € V jsou dva kofeny polynomu m, z nichz prvni lezi v U. Ukédzeme, ze € U.
Stejné jako v (1) dostaneme T-izomorfismus ¢ : T'(a) — T(8), ktery lze diky Vété
roz§ifit na T-izomorfismus ¢ € Gal(U/T), pro ktery ¢(a) = . OvSem podle
(2) mame ¢(U) = U a tudiz g = @g(a) € U. O

Poznamenejme, ze predchozi tvrzeni slouzi jako uziteény ndastroj pfi vypoctu
Galoisovych grup.

Nyni vyslovime ¢ast tak zvané Hlavni véty Galoisovy teorie (jeji dalsi ¢asti, které
popisuji jednoznacnou korespondenci mezi Galoisovymi rozsifenimi a normdalnimi
podgrupami Galoisovy grupy, nebudeme v nésledujicim potiebovat).

Véta 8.6. Jsou-li T C U a U CV Galoisova rozsiteni komutativnich téles, pak
Gal(V/U) je normdlni podgrupa grupy Gal(V/T) a plati, Ze Gal(V/T)/Gal(V/U)
je izomorfni Gal(U/T).

Diikaz. Definujme zobrazeni ® : Gal(V/T) — Gal(U/T) predpisem ®(c) = o|y.
Potom podle B.1|2) jde o korektné definované zobrazenti, jez je podle Véty [7.3] na.
Snadno nahlédneme, Ze se jedna o grupovy homomorfismus jehoz jadro je pravé
mnozina Gal(V/U). Nyni uZ zavér pfimocate plyne z 1. véty o izomorfismu pro
grupy. O

Grupa G(-) se nazyva metabelovskd, pokud obsahuje takovou norméalni podgrupu
N, 7e obé grupy G/N(-) i N(-) jsou komutativni.

Priklad 8.7. (1) KaZd4 komutativni grupa je metabelovska.

(2) Grupa S; je metabelovskd, protoZe jeji podgrupa sudych permutaci Aj je
normélni podgrupou a obé grupy Ss/As = Zs a As = Zs jsou cyklické a tudiz
komutativni.

Poznamka 8.8. Necht T je téleso charakteristiky 0, a a € T a U bud rozkladové
nadtéleso polynomu ™ — a nad T. Pak Gal(U/T) je metabelovskd a pro a = 1
dokonce komutativni.
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Dikaz. Nejprve uvazujme rozkladové nadtéleso U polynomu z” — 1 nad télesem 7.
Nad télesem charakteristiky O tvoii mnozina vSech kofend polynomu z™ — 1 grupu
tfadu n, kterd je podle Véty cyklickd. Ozna¢me « néjaky jeji generator. Potom
je kazdy homomorfismus ¢ € Gal(U/T') jednozna¢né urcen hodnotou ¢(a) a navic
o(a) € (a), tedy existuje takové k € Z,, 7ze p(a) = a¥. Vezmeme-li nyni pro
¢, € Gal(U/T) &sla k,l € Z,, pro néz p(a) = af a (a) = o! a jejichz existenci
jsme pravé dokazali, pak

py(a) = pla’) = o' = p(a*) = Pip(a),

a proto v = Yy, tedy Gal(U/T) je komutativni grupa.

Nyni uvazujme rozkladové nadtéleso U polynomu 2™ —a nad télesem T' a oznacme
B néjaky kotfen polynomu z® — a. Vidime, 7e Ba¥, k € Z,, jsou pro generator «
cyklické grupy (a) vSech kofenti polynomu z™ — 1 pravé vechny kofeny polynomu
™ — a. Polozme U = T(a) aV =U(B) = T(a,B). Pak T C U a U C V jsou
Galoisova rozsiteni a z Véty dostavame izomorfismus Gal(V/T)/Gal(V/U) =
Gal(U/T). Uz jsme dokazali, ze je Gal(U/T) komutativni, zbyva dokézat, Ze je
komutativni i grupa Gal(V/U). Tentokrat vidime, Ze je kazdy homomorfismus ¢ €
Gal(V/U) jednozna¢né urc¢en hodnotou ¢(f) a navic ¢(f3) je opét koten polynomu
" — a, tedy existuje ¢islo k € Zy,, 7e p(B) = pa*. Vezmeme-li si tedy ¢, €
Gal(V/U) dostaneme éisla k,l € Z,, pro néz je ¢(B) = Ba* a ¢(B) = fa! a plati

P (B) = p(Ba') = B! = p(Ba*) = vp(B),

a proto v = Y a grupa Gal(V/U) je obdobné jako grupa Gal(U/T') komutativni.
O

Nahlédnéme smysl predchoziho tvrzeni na dvou prikladech.

Priklad 8.9. (1) Necht p je prvoéislo. Protoze jsou vSechny kofeny polynomu

zP — 1 mocniny kofenu e%, je @(6%) rozkladové nadtéleso polynomu z? — 1 nad

Q. Kazdy Q-izomorfismus z Galoisovy grupy Gal((@(e%ﬂ)/(@) je tedy urcen obra-

zem kofenu e# na ostatni koteny e%, tedy z avah ptredchoziho dikazu vidime,

ze je Gal(@(e%ﬂ)/(@) izomorfni podgrupé grupy Zy(-), coz je cyklickd grupa féadu

p—1, tedy i Gal(@(e%ﬂl) /Q) je cyklickd. Kdybychom dokazali, Ze je cyklotomicky
zP—1 p—

polynom = = > x! ireducibilni nad Q (coz opravdu plati, ale ditkaz zde

uvadét nebudeme), pak bychom diky (1) dostali dokonce grupovy izomorfismus
Gal(Q(e ¥ )/Q) 2 Z, .

(2) Oznat¢me U = Q(+/2,e ). Neni t&7ké nahlédnout, ze je U pravé rozkladové
nadtéleso polynomu z3 — 2 nad Q, které ma pravé tii riizné komplexni kofeny. To
znamend, ze je Gal(U/Q) izomorfni néjaké podgrupé grupy permutaci Ss. Ziejmé

id,id} C Gal(U/Q). Uvédomime-li si, 7e z° — 2 je v Q[z] ireducibilni, a proto podle
(1) existuji homomorfismy ¢1, s € Gal(U/Q), pro néz p;(¥/2) = V2e%5 | nasli
jsme ¢tyfi razné prvky Gal(U/Q) a tudiz je podle Lagrangeovy véty Gal(U/Q) = Ss.

9. ABELOVA-RUFFINIHO VETA

Nyni nejprve formalizujeme vlastnost polynomu, Ze jeho kofeny nelze vyjadrit
pomoci koeficient a operaci v télese spolu s odmocninami a poté vyslovime verzi
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Abelovy-Ruffiniho véty, ktera 1ika, ze pro kazdé pfirozené n > 5 existuji polynomy
stupné n s racionalnimi koeficienty pro néz neexistuje vzorec na vypocet korent.

O grupé G(-) fekneme, Ze je FeSitelnd, jestliZe existuje takova posloupnost normal-
nich podgrup {1} = Ny C N; C --- C N = G grupy G(-), 7e je faktorova grupa
N;/N;_1(-) komutativni pro vSechna i =1,... k.

Priklad 9.1. (1) KaZd4 komutativni i metabelovska grupa je feSitelnd.
(2) Permutac¢ni grupy Ss(o) a S4(o) jsou Fesitelné. Prvni je dokonce metabelov-
skd, v druhé staci uvazit posloupnost normalnich podgrup

{1} C {id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} C A4 C Su.

(3) Grupa Ss(o) (stejné jako vSechny ostatni grupy S, (o) pro n > 5) obsahuje
pouze tii normdlni podgrupy {1}, A5 a Ss, jak lze ukdzat elementdrnimi prostredky.
A protoze As(o) zfejmé neni komutativni grupa, nemize byt S;(o) Fesitelna.

Dikaz nasledujicich zakladnich faktd z pokrodilejsi teorie grup z ¢asovych di-
vodil vynechame (Poznamenejme, Ze jejich dikaz neni pili§ tézky a jsou k nalezeni
v témér kazdé ucebnici teorie grup).

Pozndmka 9.2. Je-li G(-) grupa a {1} = Ny C Ny C --- C Ni, = G posloupnost
jejich normdlnich podgrup, pak je G(-) Tesitelnd, prdvé kdyz jsou grupy N;/N;_1(-)
resitelné pro vsechna i =1,... k.

Poznamka 9.3 (Cauchy). Je-li G(-) koneénd grupa, jejiz fad déli prvocislo p, pak
existuje prvek g € G fadu p tj. |{g)| = p.

Je-li p prvodislo, pak jsou v permutacni grupé S, prvky radu p pravé p-cykly.

Rekneme, 7e polynom f € T[z] je iesitelny v radikdlech nad télesem T, jestlize
existuje posloupnost rozsiteni ' = Uy C Uy C - -+ C U,, pro niz je U;41 rozkladové
nadtéleso néjakého polynomu z™ — a; pro a; € U; nad télesem U; pro vSechna
i=0,...,n— 1, a rozkladové nadtéleso polynomu f lezi v U,,.

Poznamenejme, Ze je znamym faktem, ze vSechny komplexni polynomy stupné
nejvyse Ctyti jsou reSitelné v radikdlech nad podtélesem generovanym jeho koefici-
enty (a prislusné vzorce zndme nebo mizeme najit v tabulkach).

Nejprve vyslovime jedno technické pozorovani:

Poznamka 9.4. Je-li T téleso charakteristiky 0, T C U Galoisovo rozsiteni a V
rozkladové nadtéleso polynomu z™ — a € Ulz] nad télesem U. Pak existuje takové
rozsiteni V.C W, Ze T C W je Galoisovo rozsitent a Gal(W/U) je feSitelnd grupa.

Dikaz. Vezméme si néjaky polynom f € T[z], jehoZ rozkladové nadtéleso je pravé
U, oznat¢me m, € T[z] minimélni polynom prvku a nad T' a polozme g := m,(z").
Nyni si ozna¢me W rozkladové nadtéleso polynomu fg nad T'. Protoze (z — a)/m,
plati, ze (2" — a)/g v oboru Ulz], tudiZ se polynom z" — a rozkldda nad télesem
W na kofenové cinitele.

Nyni pomoci dokazeme, Ze je grupa Gal(W/U) feSitelnd. Dfiv nez sestro-
jime posloupnost rozsiteni jejichz Galoisovy grupy budou tvofit feSitelné normal-
ni podgrupy grupy Gal(W/U), vSimneme si, Ze je kofen ireducibilniho polynomu
m, € T[x] obsazen v Galoisové rozsifeni U, coZ podle znamend, ze se m,
nad U rozklada na kofenové Cinitele. Ozna¢me tyto kofeny ai,...,q; € U, tedy
mg = [[;(z —a;) atudiz g = [[,(z" — ;) € Ulz]. Nyni indukei definujme podtéleso
W; télesa W podminkou, ze Wy = U a W; je pravé rozkladové nadtéleso polynomu
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" —q; nad télesem W;_; pro¢ =1,..., k. Nyni vidime, Ze se polynom fg nad téle-
sem W}, rozklada na kofenové Cinitele, dale zZe rozsifeni W; je rozkladové nadtéleso
polynomu g = Hj<i($” —a; ) nad U, tedy U C W; je Galoisovo rozsifeni a ze podle
je Gal(W;/W;_) fefitelnd. PouZijeme-li nyni opakované Vétu dostavame,
Ze vSechny grupy v retézci

Gal(W/Wy) C Gal(W/Wy_1) C --- C Gal(W/W7) C Gal(W/Wy) = Gal(W/U)
jsou normélni pogrupy grupy Gal(W/U) a déle, 7e
Gal(W;/W;_1) =2 Gal(W/W,;_1)/Gal(W;/W;).
To podle uz nutné znamend, Ze je grupa Gal(WW/U) fesitelna. O

Véta 9.5. Je-li T téleso charakteristiky 0 a 'V rozkladové nadtéleso polynomu f €
T[z] nad T, pak |Gal(V/T)| = [V : T] a je-li polynom f ieitelny v radikdlech nad
T, pak je grupa Gal(V/T) resitelnd.

Diikaz. Nejprve si vSimnéme, ze T C V je podle (4) rozsireni kone¢ného stupné.
Dale dokézeme, Ze existuje prvek v € V', pro ktery T(v) = V.

Budeme ke sporu piedpokladat, ze existuje takovd dvojice prvka «a,8 € V, ze
T(a,B) € T(7) pro vSechna v € V. Ozna¢me m, a mg minimalni polynomy prvki
aa fnad T. Podle (2) se oba polynomy m, i mg rozklddaji nad V na kotenové ¢i-
nitele, oznaéme ay, ..., a, € V vSechny koteny mq a 1, ..., 0 € V vSechny kotfeny
mg. ProtoZe existuje pro kazdou ¢tvetici 4, §, k, I, pro niz (i, j) # (k,1) nejvyse jedno
feSeni linedrni rovnice a; + z3; = ay, + xf; a protoze je téleso charakteristiky 0 ne-
konecné, existuje takové ¢t € T, ze a; + tf; # o + tf; pro (i,j) # (k,1). Zvolme
jedno takové ¢ a polozme 7y := a+tf a p := my(y—tz). Potom p(8) = 0ap(B;) # 0
pro f; # (. Nyni vezméme monicky nejvétsi spole¢ny délitel polynomt p a mg v
oboru T'(y)[z], ozna¢me ho g. Potom nutné = — § = q € T'(y)[z], proto 5 € T(7), a
tudiz i @ € T'(y). Tedy T(«, 8) C T'(y), obdrzeli jsme spor.

Vezméme tedy takové v € V, ze T'(y) = V, a jeho minimdln{ polynom m., nad T'.
Podle (2) se m. rozklada ve T' na kofenové cinitele a podle m., nemd zadné
vicendsobné kofeny. Ziejmeé je kazdy T-homomorfismus z Gal(V/T) uréen obrazem
prvku v, ten se pfitom musi zobrazit opét na kofen polynomu m.. Kone¢né podle
(2) obraz prvku 7 na kazdy kofen m., 1ze rozsitit T-homomorfismus z Gal(V/T),
coz znamena, ze

|Gal(V/T)| =degm~ =[T'(y) : T] =[V : T].

Nyni predpokladejme, 7e je f fesitelny v radikalech nad 7', a vezméme piislusnou
posloupnost rozsiteni ' = Uy C Uy C -+ C Uy, pro niz je U;4; rozkladové nadtéleso
néjakého polynomu z™ — a; nad télesem U; pro a; € U;, kde proi =1,...,n, pro
niz mame V C U,.

Zkonstruujeme nyni pomoci predchozi poznamky dvé posloupnosti rozsiteni

T:VOQVIQ"'ganlgVna

T:W(]gwlg"'gwnfl gVn
tak, aby platilo, ze U; C V; C W,;, T C W; bylo Galoisovo rozsifeni a grupa
Gal(W;/W;_1) byla Tesitelnd. K tomu ovSem stadi vzit Vo = Wy := Uy =T, a déle
V; jako rozkladové nadtéleso polynomu z™ — a; nad télesem W;_; a kone¢né W;
jako téleso, jehoZ existenci (a potifebné vlastnosti) ndm zarucuje Poznamka
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Nyni zbyvé podobné jako v pfedchozi pozndmce vyuzit Vétu [8.6] a Pozndmku
podle nichz jsou v8echny normélni podgrupy Gal(W,, /W;) grupy Gal(W,,/T)
fesitelné, a proto je fesitelnd i grupa Gal(W,,/T).

Kone¢ng Gal(V/T) = Gal(W,,/T)/Gal(W,,/V) je podle[0.2rovnéZ Fesitelnd, ¢im?
jsme dokoncili dikaz. O

Pro tplnost poznamenejme, Ze lze dokazat i obracenou implikaci z predchozi
véty.

Platnost nésledujiciho tvrzeni jsme provérili pro n = 2 a 3 v Ptikladech a
3.9

Pozndmka 9.6. Bud p prvodislo a f € Q[z] ireducibilni polynom stupné p, ktery
ma p — 2 redlnych a 2 imagindarni koteny. Je-li U rozkladové nadtéleso polynomu f

nad Q, pak Gal(U/Q) = S,.

Diikaz. Nejprve si véimnéme, ze Q-izomorfismus id € Gal(U/Q) je pravé transpo-
zice dvou komplexnich kofent. Déle podle [0.5 a [6.2] plati pro kazdy prvek o € U

Gal(U/Q)| = |U : Q(a)] - [Q(c) : Q.

Vezmeme-li a € U jako kofen polynomu f, pak podle 3) |Q(a) : Q| = deg f = p,
a proto p/|Gal(U/Q)|. To ovSem podle znamend, 7e existuje prvek Galoisovy
grupy Gal(U/Q) fadu p. Uvédomime-li si, ze diky [8.2] je Gal(U/Q) je izomorfni
podgrupé symetrické grupy S, a Ze libovolna transpozice a libovolny prvek fddu p,
tedy pravé p-cyklus uz celou grupu S, generuji, dostavidme zavér, ze Gal(U/Q) =
Sp- O

Priklad 9.7. M&me polynom f = 2° — 4z + 2 € Q[z]. Snadno spocitame, 7e jeho

prvni derivace f' = 5z* — 4 m4 pravé dva redlné koieny i(‘/% , pro které mame

f(= {*/g) >0> f({‘/g), tudiz f ma pravé tii realné a dva komplexni koreny. Déle si
uvédomme, Ze reducibilita polynomu f by znamenala i reducibilitu téhoz polynomu
s koeficienty upravenymi modulo 3 v oboru polynom Zs[z]. OvSem okamZité vidime,
7e f = 2°+2x+2 € Zs3[r] nem4 74dné koreny v Zs a napifklad hrubou silou bychom
rychle zjistili, Ze ho nedéli zddny polynom stupné 2 nad Zs[z], coz znamena, Ze je
v okruhu Zs[z] a tudiz i v Q[z] ireducibilni. Nyni ndm pfedchozi poznadmka ¥ik4,
ze je Galoisova grupa polynomu f, prévé celd permuta¢ni grupa S, a proto podle
Pozndmky [8.8] a Véty [0.5] polynom f neni fesitelny v radikélech.

Predchozi priklad ukazuje platnost nasledujici klasické véty:

Véta 9.8 (Abel-Ruffini). Pro kaZdé piirozené éislo n > 5 existuji raciondlni poly-
nomy stupné n které nejsou resitelné v radikdlech nad télesem Q.

Diikaz. Pro kazdé n > 5 staci uvazit polynom f = z" — 4z 4 + 22" % € Q[z],
ktery podle Piikladu neni FeSitelny v radikdlech nad télesem Q. O
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10. KONEGNA TELESA PODRUHE

Konec¢na télesa se ndm podarilo minuly semestr zkonstruovat za predpokladu,
ze existuji jisté ireducibilni polynomy. V této kapitole predvedeme obecné fungu-
jici konstrukcei opirajici se o kofenova nadtélesa polynomil. Jejim disledkem bude i
ditkaz existence ireducibilnich polynomu potiebnych ke standardnimu chapani ko-
necnych téles. Pozorovani tykajici se jejich vlastnosti vyuzijeme poté v dalsi kapitole
k jejich algoritmickému nalezeni.

Platnost nésledujiciho pozorovani jsme si z¢asti uvédomili uz minuly semestr.

Poznamka 10.1. Bud' T komutativni téleso (prvociselné) kladné charakteristiky p,
a necht n je prirozené cislo. Definugme zobrazeni fpn : T — T predpisem fyn(a) =
a”" a mnoZiny P := {k x 1| k € N}, kde k x 1 je soucet k kopii prvku 1 v télese T.
a @ :={teT| fn(t) =t}. Pak plati:

(a) P C Q jsou podtélesa télesa T,

(b) P = ZP7
(€) fom je Q-homomorfismus.

Diikaz. Nejprve uvazime, ze f, : T — T, fy(a) = a je okruhovy homomorfismus.
Okamzité vidime, ze 0° = 0, 17 = 1, (a-b)? = a?-b*. Dale (a+b)? = 7 (¥) x (a’-
bP~%) = aP+bP, protoze p/ (V) prokazdéi =1,...,p—1, tedy sl (P) x (a’-bP~%) =
0. Indukénim argumentem zjistime, ze f,; = fpi-1f, je homomorfismus okruhii
pro kazdé kladné i, Pfitom se f,: chova identicky na P, nebot f,:(1) = 1. Proto
(@+ 87 = forla+b) = fpm(a) + fpn(B) = " + ", podobné (-a)”" = —a",
(a-b)P" =aP" -b"" a napiiklad pfimym vypoctem zjistime, ze (a=1)P" = (a?")~"
pro kazdé nenulové a.

Mé&jme nyni a,b € Q, tj a?" = a, b¥»" = b. Pak (a +b)?" =a?" + 0" =a+0b
a podobné (a-b)P" = a?" - """ =a-b, (—a)?’" = —a?". Je-li navic a # 0, potom
(a=)P" = (a?")~! = a~'. dmz jsme ovérili, Ze a + b,a - b,—a,a”' € Q. Protoze
0,1 € Q zfejmé, vidime, ze @ je podtéleso télesa T'. Z definice () navic plyne, Ze
fpn je P-homomorfismus.

Pomoci homomorfismu ¢ : Z — T, ¢(z) = z x 1 a Prvni véty o izomorfismu
nahlédneme, ze P & Z/pZ = Z,, proto je P téleso. O

Véta 10.2. Necht q € N. Pak existuje komutativni téleso o q prvcich, prave kdyz
q = p" pro néjaké prvocislo p a prirozené cislo n. Téleso o p™ prvcich je izomorfni
rozkladovému nadtélesu polynomu =" — x nad Loy

Diikaz. (=) Vezmeme-li téleso T adu q a polozime P = {k x 1| k € N}. Protoze je
P podmnozina kone¢né mnoziny 7', tedy P musi byt konecné téleso prvociselného
fddu p. Nyni vime z[10.1] ze 7' m4 strukturu kone¢ného vektorového prostoru nad
P. Je-li n = dimp(T), dostavame, ze |T| = |P|™ = p™.

(«) UkdZeme, Ze rozkladové nadtéleso T polynomu z?" — z nad Z, ma pravé
p™ prvki. Protoze p nedéli p” — 1, nemé polynom zP" — z podle 3) zédny
vicendsobny kofen. Téleso T' tedy obsahuje aspon p” prvki. V disledku [10]] je
mnozina Q = {t € T| t*" = t} podtélesem, navic t*" = t pravé kdyz je t koten
polynomu z?" — z, tedy |Q| = p" (opét podle aQ="T.

Vezmeme-li nyni libovolné téleso U o p” prvcich, pak pro kazdé u € U \ {0}
uP" 1 = 1 podle diky pozorovéni z minulého semestru, ze prvek umocnény na Fad
grupy je roven jednotce, a proto u?" = u pro viechna u € U. Vyuzijeme-li déle
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10.1] dostaneme, Ze viechny prvky U jsou kofenem polynomu z?” — z nad télesem
P ={k x 1| k € N} = Z,, tedy U je rozkladové nadtéleso polynomu zP" — z nad
télesem P. Zavér potom plyne z O

Jednozna¢né (az na izomorfismus) uréené téleso o p™ prvcich se zpravidla znaci
GF(p") (GF = Galois field) nebo Fy»

Poznamka 10.3. Necht p je prvocislo, k, n, r pFirozend ¢isla, ¢ = p" a T komu-
tativni téleso. Pak jsou ndsledujict tvrzeni ekvivalentni:

(a) k/n v oboru 7,

(®) (p* —1)/(p™ — 1) v oboru Z,

(¢) (¢¥ —1)/(¢" — 1) v oboru 7Z,
(d) (a:q z)/(z?" — x) v oboru T[z].

Dikaz. (a)=(b) Jesthze n = kd, snadno sp0c1tame zept—1=(pF-1) Z?;()l pik.
( )=>(a) Necht (p¥ —1)/(p" —1) an = kd+r, kde 0 < r < k. Vime, 7e
—1=(p"-1) Y, p™*, tedy (pF — 1)/((p” —1) = (p* —1)). Protoze (p" —1) —
(pkd 1) = pkd(p" — 1) a ¢isla p* — 1 a p*? jsou nesoudélnd, méme (p* —1)/(p" —1).
Ovsem r < k, proto r = 0.
(a)e(c) Staci uvazit, ze k/n < rk/rn a to je dle dokdzané ekvivalence ekviva-
lentni tvrzeni (¢F — 1)/(¢g" — 1).
(¢)&(d) Pouzijeme obdobny argument jako v dikazu (a)<(b), je-li totiz (¢ —
1) = s(¢" — 1), pak (27" —2) = 2(z?" L — 1) Y5 #id" D), O

Poznamka 10.4. Necht p je prvocislo a n, q prirozend ¢isla. Pro koneéné komu-
tativni téleso T welikosti p™ jsou ndsledujici turzeni ekvivalentni:

(a) FEmistuje podtéleso télesa T o q prucich,

(b) ¢/|T| aq—1/|T| -1,

(c) existuje k/n, Ze q = p*.

Podtéleso dané velikosti je urceno jednoznacné.

Diikaz. (a)=(b) plyne z Lagrangeovy véty pouzité pro grupy T'(+) a T\ {0}(-).
(b)=>(c) plyne z
(c)=(a) Podle T sestava z kofentit polynomu z?" — z. Protoze diky [10.3|plati
nad télesem 7T, ze (2P — z)/(2P" — 1), obsahuje mnozina Q := {t € T| fr(t) =t}
pravé ¢ = p* prvki. Nyni si sta¢i uvédomit, Ze @ je podle [10.2) _ podtéleso télesa T.
Kone¢né jednoznac¢nost podtélesa plyne napiiklad z faktu, Ze podle [5.1] je mul-
tiplikativni grupa télesa T'\ {0}(-) cyklickd a plati pro ni, Ze pro kazdy dehtel qg—1
radu p™ — 1 existuje jedina podgrupa fadu q — 1. O

Spojenim charakterizace kone¢nych téles [10.2] a dvou predchozich technickych
pozorovani ukazeme, ze konstrukce konec¢nych téles pomoci ireducibilnich polynom
zavedend v minulém semestru bude vzdy k dispozici.

Véta 10.5. Pro kaZdé konecné komutativni téleso T a pTirozené€ cislo n existuje
nad T ireducibilni polynom stupné n.

Dikaz. Z vime, 7e |T| = p* pro vhodné piirozené k a Ze existuje téleso U,
které méa p™* prvkd. Navic (p* — 1)/(p™* — 1) podle proto diky a
obsahuje U podtéleso izomorfni T', bez (ijmy na obecnosti mizeme toto podtéleso
s télesem T ztotoznit. Nyni si sta¢i uvédomit, ze U \ {0}(:) je cyklickd grupa, a
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zvolit n&jaky generdtor o grupy U \ {0}. Prvek a je podle [6.3|(3) algebraicky a
U\ {0} = (@) C T(a), proto T(a) = U a deg(my) = [U : T] = n podle [6.3{1),
kde m, je minimdlni polynom algebraického prvku a nad 7. Kone¢né m, je nad
T ireducibilni podle O

11. KONSTRUKCE TELES
11.1. Ireducibilni rozklad polynomn.

Poznamka 11.1. Necht' T je koneéné komutativni téleso. KazZdy ireducibilni poly-
nom stupné n z okruhu T[z] déli polynom =" — z.

Diikaz. Necht m € T[z] ireducibilni polynom stupné n, bez Gjmy na obecnosti
miizeme predpoklddat, Ze je m monicky. Polozme ¢ = |T| = p* pro vhodné prvoéislo
p a vhodné pfirozené k a bud U téleso o p*” prveich. Podobné jako v diikazu m
muzeme bez ijmy na obecnosti ztotoznit téleso T' s izomorfnim podtélesem télesa U,
které existuje podle[TI0.4] Téleso U je podle[10.2]rozkladovym nadtélesem polynomu
27" — z nejen nad télesem Fp, nybrz i nad kazdym vétsim podtélesem, tedy i nad
télesem T'. Déale podle |5.4]je (T[z]),, komutativni t&leso o p*” prvcich, v némz m4
polynom m koten. Protoze (T[z]),, =2 U a izomorfismus lze diky vzit tak, aby
byl na podtélesech T identicky, ma m kotfen v U, oznac¢me ho a. Snadno s pomoci
[6-1 nahlédneme, ze m je miniméalnim polynomem prvku « nad télesem T, a protoze
je a kofenem polynomu z¢" — z, mdme m/(z? — z) v okruhu T[z]. O

Nyni pfedvedeme algoritmus na ireducibilni rozklad polynomi nad kone¢nymi
télesy, ktery ndm umozni efektivné najit ireducibilni polynomy daného stupné n
nad koneénym télesem Fadu ¢ jako ireducibilni faktory polynomu z? — z.

Definice. Rekneme, Ze polynom f je bez ctverci, jestlize neexistuje zadny takovy
polynom g (nad tymz télesem) kladného stupné, aby ¢*/f. Je-li f = [, f, kde
vSechny polynomy f; jsou bez ¢tvercii, mluvime o bezétvercovém rozkladu polynomu
f.

Pozndmka 11.2. Necht T je komutativni téleso a f € T[x].

(1) Ezistuje (aZ na asociovanost jednoznacény) bezétvercovy rozklad f,
(2) f je bez ctverci prave kdyZ 1 je GCD(f, f').

Diikaz. (1) Bezprostiedni disledek spolu s

(2) Jestlize f = g*h, pak podle 3) f'=g-(gh) +4¢' -gh=g-((gh) +g'h),
tedy g/f'.

Predpoklddejme, 7e 1 neni GCD(f, f'), tedy [f.7(2) existuje ireducibilni polynom
g, ktery déli f'i f.tj. f=g-a,f' =g-b. Protoze g-b=f' =(g9-a) =g-a’'+4¢ -a
a protoZe g a g' jsou nesoudélné, dostavame, Ze g/a a tedy g2/ f. O

Bezcétvercovy rozklad polynomu nad télesem kladné charakteristiky
VSTUP: f € T[z]\ T, pro p= charakteristika T'
VYSTUP: fi,...,fx, pro které f=[[;_, f} je bez&tvercovy rozklad.

0. ¢ :=GCD(f, f); g1:=2L; i:=1;

1. while deg(g; > 0) do {gis1 := GCD(ci, gi); i1 1= 5oy fi = ;E3i% T}
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2. ci=ci1 = ZZ a;z’;
3. if degc >0 then (fp, fop,...) := zavolej rekurzivn& algoritmus

pro vstup {/c =), g/apz’;

4. return fi, fo,...

Poznamka 11.3. Algoritmus bezcétvercového rozklad polynomu nad télesem kladné
charakteristiky funguje sprdvné.

Diikaz. Necht f =T]7 , fi je bezétvercovy rozklad. Potom
DD E | G AR |
i pN jEpNU{:} iepN
a proto
e =GOD(f. /M) =[] #7711 £
jépN i€pN
Odtud dostavame, ze g; = HMPN fiag = HQQJ@N fi
Podobné nahlédneme, ze

a=0 I #(I] £

j>k,j¢pN iepN

aze g = [[;5y jepn fi- Odtud vidime, Ze gfil = f; pokud p nedéli k a gi’% =1
v opacném pripadé. Tedy nasli jsme c¢leny bezétvercového rozkladu pro vsechna ¢,

jez nejsou délena ¢islem p. Navic po konec¢né krocich dostaneme polynom

Cm = [H 1= Zaipxip = (Z Mxi)p-
i€pN i i
Poznamenejme, ze v télese Z, Frobenitiv endomorfismus a — a” pisobi jako iden-
tické zobrazeni, a proto je v takovém pripadé odmocnina ¢/@;, = aip.
Zbytek uz plyne z rekurze algoritmu pouzité na polynom ), a;z', kdy najdeme
¢leny f; bezétvercového rozklad pro p/i, jestlize p*> nedéli i. O

Véta 11.4. Bud' T konecné komutativni téleso a f monicky bezctvercovy polynom.
Oznacme V = T[z]/fT[z] a W = {u € V| u/T! = u}.
(1) V je vektorovy prostor nad télesem T a W jeho podprostor.
(2) Je-li f soucinem k ireducibilnich polynomi, pak dimrW = k.
(3) Je-li [uly € W a1 < degu < degf, potom f=]],.; GCD(u — s, f).
(4) Je-li [u1]y ... [ug]s baze vektorového prostoru W a g a h dva neasociované
ireducibilni faktory f, potom existuje takovéi < k a s € T, Ze g déli (u; — s)
a h nedéli (u; — s).

Diikaz. K dikazu vyuzijeme Cinskou vétu o zbytcich pro polynomy, jiz lze dokazat
obdobné jako Cinskou vétu o zbytcich pro piirozend éisla:

Lemma (Cinskd véta o zbytcich). M&me kone¢né komutativni t&leso 7', navza-
jem nesoudélné ireducibilni polynomy fi,..., f, € T[z] a polozme f = [\, f;.
Pak je zobrazeni ¢ : T[z]/fT[z] — [I;-, T[z]/f;T|z] dané pfedpisem ¢([g]f) =
([(9)mod f1],...[(g)mod f,]) okruhovy izomorfismus.

(1) V je komutativni grupou s pfirozené definovanym nédsobenim skalarem, o
némz snadno nahlédneme, Ze tvoii na V strukturu vektorového prostoru. Abychom
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dokézali, ze je W jeho podprostor, sta¢l podobné jako v [I0.1] vyuzit toho, ze zob-
razeni u — ul”! tvoii endomorfismus na T'[z] a tedy i na V = T[]/ fT[x]. Oviem z
[10.2] plyne, 7e 171 = ¢ prokazdé ¢ € T a (a+b)? = a? +b”, kde a,b € T[z] a |T| = p”
pro prvoéislo p, protoZe je p charakteristika okruhu T'[z], tudiz i (a+b)P" = a?” +bP".

(2) Bud f = f1 -+ fr rozklad f na monické ireducibilni polynomy a ozna-
¢me Vi = Tlx]/fiT[z] a Wi = {u € Vi| ul”l = u}. Podle Cinské véty o zbyt-
cich pro polynomy je zobrazeni ¢ : V — HleVi dané predpisem ¢([v]r) =
([(vymod fi],...[(v)mod f,]) izomorfismus okruhi (a zfejmé i vektorovych pro-
storl) V a Hle V;. Vidime, ze (W) C Hle W; (C Hle V;). Protoze ddle pro
kazdé (wy,...,wg) € Hle W;, existuje vzor w € V, tj. p(w) = (wi,...,wg),
piicemz @(w!T!) = (wllTl, e ,wLTl) = (wy,...,wk) = p(w), tedy p(W) = Hle W;.
Kone¢né si vSimnéme, ze kazdy okruh V; je téleso a W; jeho podtéleso o nejvyse |T|
prvcich diky a zaroveh je W; nenulovy vektorovy |T'|-prostor, ma tedy pravé
|T| prvki. Tim jsme ovéili, 7e [W| = |[Ti, Wi| = |T|¥, proto je dimy(W) = k.

(3) Vyuzijeme-li faktu, ze okruhy W; jsou |T|-prvkova télesa a ¢ indukuje okru-
hovy izomorfismus W a Hle Wi, pro kazdy prvek w € W dostavame w!”! —w =
[Tyer(w —s) = 0, kde ztotoznime prvky télesa 7' a rozkladové tiidy [sz°]s. Je-li
tedy [u]; = w € W, plati, Ze f/[[,cr(u—s), proto f/[[,cr GCD(u —s, f). Jelikoz
jsou polynomy u—s au—t pro t # s nesoudélné, dostavame [[, . GCD(u—s, f)/ f,
a protoze jsou oba polynomy monické dostavdme dokonce rovnost.

(4) Bez jmy na obecnosti oddélime napiiklad polynomy f; a fo. Protoze w =
([1],10],...,[0]) € Hle W;, existuje polynom w, pro néjz [u] € W a ¢([u]) = w. To
znamend, ze fi/u —1 a fo/u, proto fo nedéli u — 1. Podle (3) plyne, Ze f; nedéli
u—s pro zadné s € T'\ {1}, tedy f1 f> nedéli u—s pro zadné s € T'. Pfedpokladejme
nyni, Ze pro kazdé i existuje takové s; € T, Ze fi1 fa/(u; — s;) a vezméme T-linedrni
kombinaci u = Zle a;u;. Potom flfg/Zle a;(u; — s;) = u — Zle a;s;, ¢imz
dostavame spor. Dokézali jsme, Ze existuje takové i, Ze fifo nedéli (u; — s) pro
7zadné s € T. Nyni zbyva pomoci (3) zvolit s € T, pro né&jz fi/(u; — s). O

Nasledujici algoritmus vyuziva pfedchozi véty, konkrétné nalezeni baze vektoro-
vého prostoru W, k rozkladu bezctvercového polynomu nad koneénym télesem:

Berlekampuv algoritmus
VSTUP: f € T[z]\ T, bez &tvercd, kde T je kone&né té&leso.
VYSTUP: g¢1,...,gr, ireducibilni rozklad f.
0. n:=degf; q:=|T];
for j =1 to ¢ najdi g;;, aby Y1, gz~ " := (z9U~Y) mod f;
1. spo&itej bazi (ui,...,ur) ¥edSeni soustavy rovnic (@ — I,)u = 0,
kde u; = (1,0,...,0)T;
2. 1:=2; F:={f}
3. while |F| < k do {nahrad kaZdé g € F' netrivialnimi faktory
rozkladu g = [[,.7 GCD(u; — s,9); i"7}
4. return F

seT

Piiklad 11.5. (1) Hleddme-li nerozlozitelné polynomy z Fa[z] stupné 4, vime z
11.1} Ze v8echny musi délit polynom z'® — z, resp. z'®> — 1. Déle nim iika,
7e nerozlozitelny polynom stupné k (< 4) déli polynom x'® — z pravé kdyz k/4
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(tj. pravé kdyz existuje podtéleso Sestnéctiprvkového télesa o 2% prvcich). Tudiz
polynom 2! — 2z budou délit pravé viechny nerozlozitelné polynomy stupné 1, 2 a 4.
Jedinym nerozlozitelnym polynomem stupné 2 nad télesem F5 je polynom 2% +z+1.
Snadno spocitdme, 7e 2! —z = z(z — 1)(2® + z + 1) (212 + 2° + 25 + 2% + 1), tedy
polynom z'? 4+ 2% + 2% 4+ 2% + 1 uZ nutné musi byt souc¢inem viech nerozlozitelnych
polynomti stupné 4 (ziejmé existuji pravé 3). Dopoéitame, ze z'2 +2° + 28 +23+1 =
(*+ 22+ 22+ + D@+ 22 + D@ + 2+ 1).

(2) Protoze téleso o 27 prvcich obsahuje pouze vlastni podtéleso o 2 prvcich (7
je totiz prvoéislo), je polynom z'?® — x nad Fy soucinem pravé vsech ireducibilnich
polynomii stupné 1 (takové jsou pravé 2) a stupné 7. Proto nad Fy existuje pravé
18 = % nerozlozitelnych polynomi stupné 7.

(3) Spocitame pomoci a neasociované nerozlozitelné polynomy stupné
Sest nad télesem Fs. Vime, ze polynom x72° — z se rozklada na souéin vech vza-
jemné neasociovanych (maji totiz rizné koreny) ireducibilnich polynomt stupné
k/6, tedy rozklad #7*° — z na ireducibilni ¢initele obsahuje pravé polynomy stupné
1, 2, 3 a 6. Zfejmé mame pravé 3 neasociované ireducibilni polynomy stupné 1 a
snadno spo¢teme (napf. stejnym postupem pro polynom z° — z), 7e existuji rovnéz
3 neasociované neireducibilni polynomy stupné 2. Kone¢né pomoci rozkladu poly-
nomu 227 — z na nerozlozitelné polynomy (stejnou metodou) zjistime, ze existuje
az na asociovanost 8 = 27%(31) neireducibilnich polynomt stupné 3. Tedy snadno
dopocitame, ze neasociovanych ireducibilnich polynomt stupné 6 nad Fs existuje

P 729—(3-143-248:3
pravé 116 = %.

11.2. Nekomutativni télesa. Pro téleso U budeme mnozinu
ZU)={a€U|at=taVt €U}

nazyvat centrem télesa U. Z¥ejmé, U je komutativni téleso, pravé kdyz Z(U) = U

Poznamka 11.6. Je-li U téleso, pak Z(T) je komutativni podtéleso télesa U.

Diikaz. Primocaré ovéreni uzavienosti na operace. O

Vyslovme tvrzeni, které iikd, ze nekomutativni konecnd télesa neexistuji, coz
znamend, ze v charakterizaci [L0.2] mizeme vypustit pfedpoklad komutativity.

Véta 11.7 (Wedderburn). Konecné téleso je nutné komutativni.

Diikaz. ...
O

Struktura nekomutativnich téles je mnohem méné probadana, nez je tomu v ko-
mutativnim pripadé. Uvedeme konstruktivni tvrzeni, jehoz dikaz vyzaduje zavedeni
netrividlnich homologickych nastrojt, a proto se o néj nebudeme pokouset.

Nejprve zavedeme jako uziteény nastroj pro praci s komutativnimi télesy pojem
normy rozsifeni téles. Necht 7' C U je rozsifeni téles stupné n a (ay, ... ay) baze U
jako vektorového prostoru nad 7. Je-li a € U, pak snadno nahlédneme, ze zobrazeni
u — a-u dané nasobenim prvkem a je linearni operator na mnoziné U. Tedy mtzeme
definovat normu Nyjr(a) = det[a-](q,;) jako determinant matice tohoto linedrniho
operatoru vzhledem k bazi (;). VSimnéme si, Ze definice nezélezi na volbé baze, a
vyslovme dilezité vlastnosti tohoto pojmu:

Poznamka 11.8. Necht T C U je rozsireni téles konecného stupmé n.
(1) Ny|r tvori homomorfismus multiplikativnich grup téles U™ a T,
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(2) Nyjp(t) =t" pro kazdét € T,
(3) Nujr(U*) je podgrupa grupy T*.

Diikaz. (1) Protoze je zobrazeni u — a-u pro kazdé a € U* bijekce, je matice [a-](4,),

jejiz viechny prvky lezi v télese T', regularni, a tudiz det[a-](;) € 7. Slucitelnost

normy s nasobenim dostavame okamzité z linedrnéalgebraickych tvrzeni o matici

slozeného linedrniho zobrazeni a determinantu soucinu matic Ny jr(a - b) =

= det[a - b-](ai) = det([a-](ai) . [b-](m)) = det[a-](ai) det[b-](ai) = NU‘T((J,) . NU|T(b).
(2) Staci si uvédomit, ze [t-](q;) =t - I, kde I, oznacuje jednotkovou matici.
(3) Trividlni dusledek obecného faktu, Ze homomorfni obraz podalgebry je opét

podalgebra. O

Vé&ta 11.9 (Dickson). Necht T C U je Galoisovo rozsiieni s cyklickou Galoisovou
grupou (o) = Gal(U/T) fddu n > 1 a necht existuje a € T* které je modulo
podgrupa Ny|r(U*) rovnéz fddu n. Potom je vektorovy prostor @?:_Olu"U, ktery ma
nad U dimenzin (a nad T dimenzi n®) s ndsobenim danym vztahem

n—1 n—1 n—1n—1
§ :UZCi § :u]dj — § : Z u(2+j)m0(lna(z+j)(llv n i (Ci)dj
i=0 j=0 i=0 j=0

nekomutativnim télesem s centrem izomorfnim T .

Priklad 11.10. VSimnéme si, ze nam predchozi konstrukce poskytne téleso kva-
terniontt H. K tmu stac¢i vzit Galoisovou rozsiteni R C C s cyklickou Galoisovou
grupou

Gal(C/R) = {id, id} = (id)

a prvkem a = —1 ¢ Ng(C*) = R, ktery je modulo R pravé fadu 2.
Viimnéme si, ze R = u°R je pravé centrum H. Oznadime-li

pak snadno nahlédneme, Ze posloupnost (1,1, j, k) tvoii bazi H jako redlného vekto-
rového prostoru a snadno spocitdme, ze plati zndma pravidla pro ,,jednotky”s, j, k:

i-j=ul uti=ubii=utl =k,

jri=u'i uli=ulii = —u'l = -k,
j-k=uli-u'l=u’(-1)"1 = u' =,
E-j=u'l-u'i =u(-1)'Ti = —u% = —i,
kei=u'l wi=u'li=u"i=j,

1

i-k=ul-u'l=ul=—uli=—j
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12. VOLNE ALGEBRY A VARIETY ALGEBER

V posledni kapitole celého kurzu se vratime k obecnému konceptu obecnych al-
geber daného typu a ukazeme, ze kazdou algebru mtizeme dostat faktorizaci zéklad-
niho typu algeber, jimz se fikd volné. Na zavér ukazeme, ze tiidy algeber spliujicich
néjaky systém rovnosti lze charakterizovat pravé jako tfidy uzaviené na podalgebry,
homomorfni obrazy a souciny.

Pfipomenme, Ze pro mnoZinu I se zobrazeni ) : I — N{ika typ. Algebra A(«o;|i €
I) je typu Q, pokud pro kazdé i € I je a; pravé 2(i)-arni operaci.

Definice. Bud Q2 : I — N néjaky typ, X mnozina a necht indexovand mnoZina
symboli operaci {a;| i € I} je disjunktni s X. Definujme indukeci posloupnost
mnozin W;:

Wo={a;] i € ,Q>G) =0}UX a

Wn+1 = {(aiawla v 7wQ(2))| i€ Ia wj € WTH Q(Z) 7é 0} U Wn

Polozme Wq(X) = U, ey Wa a definujme pro kazdé i € I na mnoziné W (X)
Q(i)-arni operaci a; piedpisem a;(wy, ..., wo)) = (i, w1, . .., Wa;) ). Potom alge-
bru Wo(X)(ay| i € I) (typu Q) nazveme (absolutné volnou) algebrou termai nad X
typu €.

Priklad 12.1. Bud X = {z} jednoprvkovd mnozina pismen, I = {x} a Q(x) =1,
tedy uvazujeme jednu unarni operaci. Potom W (X) = {z, (ax, x), (o, ay, ), ... },
proto je Wq(X) nekoneéné.

Poznamka 12.2. Necht ) : I — Ny néjaky typ a X je mnozina. Potom X generuje
algebru termai Wq(X)(oy| i € I).

Diikaz. Dokédzeme indukci podle n, ze W,, C (X). Zfejmé Wy C (X). Necht W,, C
(X). Vezmeme-li i € I, pro néz Q(i) # 0, a wy,...,wau € W, C (X), pak
(@i, wi, ..., wae) = ai(ws, ..., way) € (X), proto W1 C (X). L

Poznamka 12.3. Bud ) : I — Ny typ, X mnoZina a A(a;| i € I) algebra typu
Q. Pak pro kaZdé zobrazeni ¢ : X — A existuje prdvé jeden homomorfismus P :
Wa(X) — A tak, Ze §|x = ¢.

Diikaz. Budeme induktivné rozsifovat zobrazeni ¢ na mnoziny W,. Nejprve defi-
nujme g : Wy — A predpisem pg(z) = ¢(z) pro viechna z € X a ¢o(a;) = a; pro
vBechna takova 4, pro néz Qi) = 0. Mame-li definovano ¢, : W,, — A rozsifime ho
na @, : Wypi1 — A predpisem

Pn+1 (aia Wy, ... JwQ(’L)) = ai((pn(wl)i tee (Pn(wﬂ(z)));
jestlize i € I, Qi) # 0 a wy,...,woy) € Wy. Koneéné polozme @ = J, vn, Z

konstrukce je zjevné, ze jde o jedinou moznou definici rozsifujictho homomorfismu.
O

Véta 12.4. KaZdd algebra daného typu Q je homomorfnim obrazem algebry Wq (X)
pro néjakou mnozinu X .

Diikaz. Stadi vzit za X libovolnou mnozinu generdtori (napiiklad celou algebru) a
identitu na X rozsifit podle [12:3 na p¥isluiny homomorfismus. O

Poznamka 12.5. Necht Q) je typ a X a' Y mnoZiny. Pak je algebra termi W (X)
nad X izomorfni algebie termi Wq(Y) nad Y prdvé tehdy, kdyz existuje bijekce
mezi X oY (tj. |X| = 1Y)
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Diikaz. (=) Vezméme né&jaky izomorfismus ¢ : Wq(X) — Wq(Y). Nejprve doké-
zeme, ze p(X) C Y. Predpokladejme, Ze existuje z € X, pro které p(z) =w ¢ Y,
tj. bud existuje ¢ € I, pro néz Q(i) = 0 a w = «a; nebo existuje n > 0, pro
néz w € W, \ W,_;. Prvni moZnost je ovem ve sporu s prostotou ¢, protoze
o(z) = p(a;), a protoze w = a;j(wy, ..., wo)) pro j € I awi, ..., woi € Wy_1,
dostavame z = (¢ ' (w1),..., ¢ Hwq))) € Wo, coz rovnéz neni mozné. Tedy
©(X) CY astejnym argumentem pro inverzni izomorfismus obdrzime (V) C X,
tudiz ¢ indukuje bijekci mezi X a Y

(<) Méme-li bijekei b : X — Y miizeme ji podle [[2.3|rozsf¥it na homomorfismus
0 Wq(X) = Wq(Y) ajeji inverz b= : ¥ — X na homomorfismus ¢ : Wq(Y) —
Wa(X). Z jednoznacnosti rozsiteni identity na X resp. ¥ na endomorfismus na
Wa(X), resp. Wq(Y) plyne, ze oy = Id a ¥ = Id, tedy ¢ je izomorfismus. O

Pripomenme definici sou¢inové algebry. Méjme n € N, neprazdny systém mnozin
A;, j € J a systém n-arnich operaci a; na A;. Definujme operaci HjeJ a; na
[1;c; Aj vztahem

] es(frs- - Fa@)I() = sl £1(3), - - faw (3),
jet
kde f; € HjEJ Aj.
Snadno nahlédneme, Ze [];c; A4;(I[;c; sl @ € I) opét algebra typu © (mluvime
o soucinu algeber), je-li A;(a;| i € I') neprazdny systém algeber stejného typu €.

Definice. Necht 2 je typ a X je nekoneénd spocetnd mnozina. Identitou nazveme
libovolnou dvojici (u,w) € Wq(X) x Wq(X). Rekneme, 7e algebra A typu Q spliiuje
identitu (u,w), pokud pro kazdy homomorfismus ¢ : W (X) = A je o(u) = o(w).
Ttidu V algeber typu ) nazveme warietou, existuje-li mnozina identit M tak, ze V
je tvofena pravé vSemi algebrami typu  spliujicimi v8echny identity z M.

Priklad 12.6. 1) Ttida v8ech grup tvoii varietu (pfitom tato varieta spliiuje iden-
tity (.CE ’ (y ’ Z): (m : y) : Z)a (.CE ’ ].,.Z'), (]- '.CE,Q?) a (ZE : m_la 1))

2) T¥{da v8ech komutativnich grup tvor{ varietu (k identitdm grupy p¥ibude jesté
komutativita: (z - y,y - x)).

3) Trida vSech okruhi tvori varietu.

Véta 12.7 (Birkhoff). T¥ida V algeber typu Q je varieta pravé tehdy, kdyz je V
uzaviend na vsechny podalgebry, homomorfni obrazy a souciny algeber z V.

Diikaz. (=) Necht V je varieta s mnozinou identit M. Zvolme A € V a vezméme
néjakou podalgebru B algebry A. Oznacme i : B — A inkluzi mnozin a v§imnéme
si, ze je i homomorfismus. Mdme-li nyni (u,w) € M a libovolny homomorfismus
¢ Wq(X) — B, pak i¢ je homomorfismus Wq(X) do A, proto ip(u) = ip(w).
OvSem i je prosté zobrazeni, tedy ¢(u) = p(w).

Nyni vezméme homomorfismus ¢ : A — B, kde opét A € V, (u,w) € M a
homomorfismus ¢ : Wq(X) — 9(B). Pro kazdé z € X definujme zobrazeni p :
X — A podminkou pu(x) € 9(p(x))~!. Zobrazeni u mizeme podle roz8ifit na
homomorfismus @ : X — 1(B), pro néjz ¥ = ¢. Protoze fi(u) = f(w), dostavame
1 o(u) = ¢u(u) = Yp(w) = p(w), tedy (B) € V.

Kone¢né méjme systém algeber 4; € V, kde j € J, a homomorfismus ¢ :
Wa(X) = [l;es4; a (u,w) € M. Oznacme 7y : [[;c; A; — Ay pro kazdé k € J
prirozenou projekci na k-tou slozku a v8imnéme si, ze se jednd o homomorfismus.
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Protoze mpp(u) = mrp(w) pro kazdé k € J, je podle definice soudinu algeber
p(u) = p(w).

(<) Vezméme mnozinu vsech identit M, které spliiuje kazda algebra a déle
oznacme U varietu vSech algeber spliujicich M. Ztejmé V C U.

Nejprve zvolme libovolnou algebru A € Y. Diky [12.4] existuje mnozina ¥~ a ho-
momorfismus p : Wq(Y) — A na celou algebru A. Uvazime mnozinu R v8ech kon-
gruenci p na Wo(Y'), pro néz Wa(Y)/p € V. Vidime, Ze [[ . g Wa(Y)/p € V podle
predpokladu a déle pfirozené definované zobrazeni ¢ : W (V) — [] pCR Wa(Y)/p
je homomorfismus. Proto pro kongruenci py = ﬂpERp pomoci 1. véty o izomor-
fismu dostédvame vztah Wq(Y)/py = W (V) /ker ¢ = p(Wq(Y)), tedy W (Y)/py
je podalgebra souéinové algebry z V, tedy i Wo(Y)/py € V a py je nejmensi kon-
gruence na Wq(Y), pro niz Wo(Y)/py € V.

Nyni obménou ukazeme, ze py C ker p, kde p : Wq(Y) — A je homomorfis-
mus na zaruceny Vétou Vezméme (a,b), aby platilo, 7e p(a) # p(b) a nechf
X je spocCetnd (staci samoziejmé koneénd) podmnozina Y, kterd obsahuje vSechna
pismena termi z a a b. Protoze Wq(X) C Wq(Y) a restrikce p na Wqo(X) indu-
kuje homomorfismus W (X) — A, identita (a,b) na A neni splnéna, proto existuje
algebra B € V a takovy homomorfismus f : Wq(X) — B, ze f(a) # f(b), ktery
miizeme diky roz§ifit (na Y \ X zobrazeni dodefinujeme libovolné) na homo-
morfismus f : Wqo(Y) — B. To znamend, Ze (a,b) ¢ py a inkluzi py C ker p tim
mame ovéfenu.

Koneéné pouzitim 1. véty o izomorfismu dostavame, ze A = Wq(Y)/ker p. Ta
je ovSem izomorfni faktorové algebie algebry Wq(Y)/py, konkrétné diky 2. vété o
izomorfismu mame

A= Wo(Y)/ker p= (Wao(Y)/py)/(ker p/py)

Proto z uzavienosti V na faktory dostavime, ze A € V. O

Uvédomime-li si, ze homomorfni obraz algebry je podle Prvni véty o izomorfismu
izomorfni faktoru pivodni algebry, dostavame reformulaci Birkhoffovy véty:

Dusledek 12.8. TFida V algeber typu Q je varieta prave tehdy, kdyZ je V uzaviend
na vSechny podalgebry, souciny a faktorizaci.

Priklad 12.9. (1) Tfida vSech téles neni podle Birkhoffovy véty varietou, nebot
soucin dvou téles (napf. Zs X Zs) neni télesem.

(2) T¥idy v8ech grup chépanych jako algebry typu (1, 1,1), komutativnich grup,
¢i okruht jsou variety, protoze jsou uzaviené na souciny, podalgebry i homomorfni
obrazy.
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