7. LINEARNI REKURENTNI POSLOUPNOSTI

Nekone¢nou posloupnost {s;};>0 € [y nazveme linedrni rekurentni posloupnosti

rddu k, jestlize existuji prvky ao,...,ax,a € F, splitujici pro kazdé n > 0 rekurentni
vztah
k—1
(%) Spyr=a+ Z ;Spti
i=0

Jestlize je a = 0 mluvime o homogenni linedrni rekurentni posloupnosti.

Priklad 7.1. (1) Konstantni posloupnost je homogenni linedrni rekurentni po-
sloupnosti fadu 1 s rekurentnim vztahem s,11 = s,.

(2) Posloupnost {1,1,0,1,1,0,...} nad télesem Fy je homogenn{ linedrni reku-
rentni posloupnosti s rekurentnim vztahem s,y9 = s, + Spy1.

Vsimnéme si, 7ze u fadu linedrni rekurentni posloupnosti nevyzadujeme zadnou
podminku minimality, konstantni posloupnost tak muzeme samoziejmé povazovat
za linearni rekurentni posloupnosti s rekurentnim vztahem s, = s, pro libovolné
k.

Posloupnost {s;}i>o € Fy se nazyvé skoro periodickd s periodou r, jestlize exis-
tuje takové ng, ze s, 1, = s, pro kazdé n > ng. Nejmensimu takovému r budeme
fikat nejmensi perioda. Posloupnost {s;}i>0 € F% je periodickd, existuje-li perioda
r tak, ze Sp4r = s, pro kazdé n > 0.

Pozorovéni. Necht {s;}i>0 € F? je skoro periodicka posloupnost s nejmensi peri-
odou r;. Pak

(1) ry deéli kazdou periodu {s;},

(2) {si} je periodickd, prave kdyz s,4,, = s, pro kazdé n > 0.

Dikaz. (1) Pro periodu 7 vydélime se zbytkem polynomy r = grq + ¢, kde ¢t < 7.
Pak existuje takové ng, ze pro kazdé n > ng

Sn = Sn4r = Sndqri+t = 5n+(q71)r1+t == Sp4t-

7 minimality r; plyne, ze t = 0, tedy ry déli r.

(2) Stac¢i dokdzat pifmou implikaci.

Ukézeme, 7e S;, = Spir, pro kazdé n > 0. Je-li r perioda {s;} jako periodické
posloupnosti, existuje ng, ze s, = Spyr, Pro kazdé n > ng. Zvolime-li libovolné
n > 0, pak existuje m > ng, pro které n = m(mod r). Proto n+ry = m+ry(mod r)
a tudiz

Sn+ri = Sm4ry = Sm = Sn.

pro kazdé n > 0. ]

s v

Poznamka 7.2. Je-li {s;};>0 € IE‘Z’ linedrni rekurentni posloupnosti rddu k s re-
kurentnim vztahem sp = a + Zf;ol G;Sp+i, pak

(1) {s;} je skoro periodickd posloupnost s nejmensi periodou < q*,

(2) je-li {s;} homogenni md nejmensi periodu < ¢* — 1,

(3) jestlize ag # 0, je {s;} periodickd.

Diikaz. (1) Oznacme s, := (Sp,...,Snyk—1) € Fy n-ty stavovy vektor linedrni re-
kurentni posloupnosti. Pak |{s,|n > 0} < [F}| = ¢", proto existuje u < v, pro néz
1



v—u < q"as, =s,. Proto

k—1 k-1
Su+k = a+ Z A;Sy+i = a + Z AiSy+i = Sytk-
i=0 i=0

Protoze syt = Sytk, MAme Sy 1 = Sy41. Indukénim argumentem dostavame, ze
Sy+1 = Sy+1 pro kazdé I > 0. Polozime-li nyni r := v — u, vidime, ze s,, = S;4, pro
kazdé n > u.

(2) Existuje-li stavovy vektor s, := (0,...,0), pak je posloupnost skoro kon-
stantn{, tedy ma periodu 1. V opatném pripadé zopakujeme dukaz (1) pro u < v,
pro které v —u < [{s, }| < [Fy \ {0} =¢" — T as, =s,.

(3) Bud' 71 nejmensi perioda a ng nejmensi takové, ze s, = Spip, pro kazdé
n > ng. Kdyby ng > 0, pak by spo41-1 =a+ Zf;ol @iSpg4i—1, & Proto by sp,_1 =

k—1 k-1
_ -1 _ -1 _
= g (Snoth—1 == Y QiSngyio1) = Ay (Smotrth—1 — Q= Y QiSngpr, i1) =
i=1 i=1
= Spy—1+ry, COZ by bylo ve sporu s minimalitou ng O

Pozorovani. Uvazujme posloupnost {s;};>o0 € Iy
(1) Jestlize so # 0 a s; = 0 pro ¢ > 0, je {s;} homogenni skoro periodicka
posloupnost linedrni rekurentni posloupnost fadu 2 s rekurentnim vztahem
Sp+2 = Sp41, Kterd neni periodicka.
(2) Je-li {s;} skoro periodickd posloupnost spliujici s, = sp4, pro vsechna
n > ng je linedrni rekurentni posloupnosti s rekurentnim vztahem s,4,, =

Sn+n0+’r~
(3) {si} je linedrni rekurentni posloupnost, pravé kdyz je skoro periodicka.

Je-li {s;i}i>0 € Fy homogenni linearni rekurentni posloupnosti s rekurentnim
k-1 ] k-1 4 .y
vztahem s, p = ). GiSpys, Pak ¢ = zk — Yoo a;x' € Fy[z] se nazyva charak-

teristicky polynom {s;}.

Véta 7.3. Jestlize charakteristicky polynom ¢ homogenni linedrni rekurentni po-

, , k-1 , ,
sloupnosti {s,} s rekurentnim vztahem spip = Y., § @iSpy; nemd v rozkladovém
nadtélese K vicendsobné koreny a aq, - ..ay € K jsou vsechny koreny ¢, pak existuji

takovd By ...,0r € K, Ze s, = Zle Bjal pro vsechna n > 0.

0 0 0
a% a% a,f
aj ay ... o
Diikaz. Polozme sy := (so,.--,5¢-1) € Fj a A :=
k-1 k-1 k-1
af a; Ay

Protoze je Vandermondova matice A reguldrni, existuje (jednozna¢né urceny) vek-
tor 8= (B1,...,Bk) € KF, pro ktery AT =st.

Vidime, ze s, = Z?Zl Bjaf pro vSechna n < k. Nyni vyuZijeme indukci a za
predpokladu, ze tento vztah plati pro vSechny hodnoty mensi nez n + k, dokdzeme
jeho platnost pro n + k:

k k k—1
n+k _ E n+k § _
E ,Bjaj — Sn+k = ,Bjaj — AiSp+ti =
j=1 j=1 =0



k k—1 k k
k .
= Bt =3 aiy Biajti =3 piaje(a;) =0.
j=1 i=0 j=1 j=1

O

Priiklad 7.4. Uvazujme homogenni linedrni rekurentni posloupnosti s rekurentnim
vztahem s, 1o = 8,.1+8, nad télesem Fy. Jeji charakteristicky polynom je z2+z+1
s rozkladovym nadtélesem Fy = () a kofeny a, a+ 1. Nyni stejné jako v dukazu
predchozi Véty vyteSime soustavu

11 (B
a a+1 B2)  \1
a dostaneme f; = a a ffs = a + 1. Proto s, = o™ + (o + 1)"F1.

Véta 7.5. Necht ¢ = z* — Zf;ol a;z' € Fy[z] je charakteristicky polynom nenulové
homogenni linedrni rekurentni posloupnosti {s;} € Fy . Jestlize je c ireducibilni nad
F, a o jeho koten v kofenovém nadtélese K, ktery md v grupé K* rdd r, potom je
{s:} periodickd s nejmensi periodou rovnou r.

Diikaz. Protoze je posloupnost {s;} nenulova a ¢ ireducibiln{, 0 neni kofenem ¢ a
podle 7.2(3) je posloupnost {s;} periodickd. Z Pozndmky 3.1 vime, Ze ¢ = mq,r, =
H;:Ol (z — a?), proto K = Fy(a) = F je rozkladové nadtéleso polynomu c¢ a
vSechny jeho koteny maji stejny rad v grupé K*.

Protoze ireducibilni polynomy nad kone¢nym télesem nemaji zadné vicenasobné
kofeny, muzeme pro aiaqlfl, 1=1,...,k, pouzit Vétu 7.3, kterd zarucuje existenci
takovych ¢isel f; ..., B € K, ze pro véechnan > 0 s, = Z?Zl Bjaf. Z predpokladu
nenulovosti {s;} potom plyne, ze alesponl jedno f;, je nenulové.

Vsimnéme si, ze t je perioda, pravé kdyz pro kazdé n > 0 plati

k k
t
0=5ptt — Sy = Zﬁja;” - Bja} = Zﬁja?(oé —1).
Jj=1 Jj=1

Odtud okamzité vidime, ze r je perioda, nebot o —1 =0,

Naopak zapiseme-li vztah 0 = s+ — s, pron = 0,...,k — 1 pro libovolnou
periodu maticové, dostaneme soucin
af ay ... ) Bi(at —1) 0
ai ay ... o Ba(ad — 1) 0
P Br(at — 1) 0

Soucin muzeme interpretovat jako matici homogenni soustavy rovnic s reguldrni
(Vandermondovou) matici levych stran. Ta ma pouze trividlni feseni, proto pro

viechna i = 1,...,k dostdvame, ze B;(al — 1). Zbyva pfipomenout, ze f;, # 0,
a proto aﬁo = 1) a tudiz ¥a4d r déli ¢. Tim jsme ovéiili, Ze r je nejmensi perioda
homogenni linedrni rekurentni posloupnosti {s;} O

Disledek 7.6. Je-li a primitivni prvek télesa For a ¢ = mq r, minimdlni polynom
a nad télesem Fy, pak je kaZdd nenulové homogenni linedrni rekurentni posloup-
nosti {s;} € Fy s charakteristickym polynomem c periodickd s (mazimdlni moznou)
nejmensd periodou ¢® — 1.



Piiklad 7.7. Nad télesem s mdame pravé tii ireducibilni polynomy stupné 4:
ca=2+x+1, =2 +2°+1,c5g = 2* + 2% + 22 + 2 + 1 Spocitdme tady
kofenti a jednotlivych polynomu v multiplikativni grupé rozkladového nadtélesa
Fy(a)* = Fi4: Podle Lagrangeovy véty staci spocitat a® a . Ziejmé piitom a® # 1
pro zadny kofen o a a® = 1 pro kofeny polynomu c3 nebot
O=ala*+a®+a’+a+1l)=a’+1+a* +*+a’+a+1=a"+1.

To znamend, ze Ctyfi kofeny polynomu c3 jsou pravé vsechny prvky fadu 5 v
patnactiprvkové cyklické grupé Fiy, tudiz osm kofent polynomi c¢; a ¢z jsou praveé
fddu vsechny generdtory grupy Fjs. Tedy podle Dusledku 7.6. Je kazd4 homo-
genni linedrni rekurentni posloupnosti s nenulovymi pocate¢nimi podminkami a
rekurentnim vztahem s,.4 = Sp41 + Sy 1€bO Spta = Spts + s,, které odpovidaji
charakteristickym polynomum ¢; a cg, periodickd s periodou 15.

Oznacme K[[z]] okruh formélnich mocninnych fad nad télesem K Okruh poly-
nomu K[z] budeme chdpejme v pfirozeném smyslu jako podokruh okruhu K[[z]]
(tj- polynomy jsou ty forméln{ mocninné rady, které maji skoro viechny koeficienty
nulové). Piipomenme dobie zndmy fakt z pocitacové algebry:

Pozorovani. Mocninna fada ) -, a,z" € K[[z]] nad télesem K je invertibilni,
pravé kdyz ag # 0. -

Piipomenme pro libovolny polynom f = Zi:o fnz™ stupné d > 0 znaleni f* =
ZZ:O frn_azx™. Z predchoziho pozorovani plyne, ze pro kazdy nenulovy polynom
f € K[z] existuje inverzni formalni mocninnd tada (f*)~! € K[[z]]

Necht {s;} € [y je homogenni linedrni rekurentni posloupnost. Potom moc-
ninnou fadu ), <, 5,2" € F,[[z]] nazveme generujici funkci linedrni rekurentni
posloupnosti.

Nésledujici tvrzeni ndm umoznuje spocitat generujici funkci pomoci invertovani
v oboru mocninnych rad, tedy mimo jiné pomoci (mirné modifikovaného) algoritmu
déleni se zbytkem.

Véta 7.8. Necht ¢ = z* — Zf:_ol a;z’ € Fy[z]\ {0} a polozme aj, = —1.
(1) Jestlize G je generujici funkce homogenni linedrni rekurentni posloupnosti
Siti>o0 nad télesem F, s charakteristickym polynomem c a plati-li, Ze g =
> d tel F, s charakteristicky l lati-li, Z
E—1 j -
=2 im0 (Xi—o @ivk—jsi)a’, pak G =g - (c*)7".
(2) Je-li g € Fylz] a degg < k, pak G = g- (c*)~! je generujici funkce homo-
genni linedrni rekurentni posloupnosti s charakteristickym polynomem c.

Dikaz. (1) Vidime, ze ¢* = — Zf:o ap_;z'. Staci, abychom ovéfili, ze G - ¢* = g:
k J
G-c* == snx™) - O _ar—im’) =g—> (D aipr_jsi)a’ =g,
n>0 i=0 >k i=j—k

nebot’ Zg:jfk it k—jSi = Sj — Zlkj;(l) Ak —ySj—k+v = 0 pro kazdé ]Z k

(2) Definujeme-li pro g = Zf;ol giz' induktivné s; := g; + Zi;g Qitk—;Si, pak
z posledniho vypoctu v (1) plyne, ze s; = Zf;é Ak—ySj—ktv Pro kazdé j > k, tedy
7e je G generujici funkce homogenni{ linedrni rekurentni posloupnosti s charakteris-
tickym polynomem c. O



