
P�ISEMKY Z LINE�ARN�I ALGEBRY 2

�Uloha 1 (5.3). (cvi�cen�� od 9:00): M�ejme standardn�� skal�arn�� sou�cin � na re�aln�em

line�arn��m prostoru R4 a necht' u =

0
BB@
1
1
1
2

1
CCA, v =

0
BB@
3
2
0
1

1
CCA 2 R

4. Spo�c��tejte ku k, kv k

�uhel, kter�y sv��raj�� vektory u a v, a najd�ete b�azi podprostoru v�sech vektor�u prostoru
R
4, kter�e jsou kolm�e na u a v,
(cvi�cen�� od 10:40): Uva�zujme standardn�� skal�arn�� sou�cin � na re�aln�em line�arn��m

prostoru R3 a necht' u =

0
@ 1
�2
1

1
A, v =

0
@�2

1
1

1
A 2 R

3. Spo�c��tejte ku k, kv k �uhel,

kter�y sv��raj�� vektory u a v, a najd�ete b�aze podprostoru v�sech vektor�u prostoru R3,
kter�e jsou kolm�e a) na u a b) na u a v,

�Re�sen��.

(cvi�cen�� od 9:00):
Vypo�c��t�ame nejprve podle de�nice normy a skal�arn�� sou�cin:

ku k =
p
12 + 12 + 12 + 22 =

p
7; kv k =

p
32 + 22 + 02 + 12 =

p
14;

u �v = 1 � 3 + 1 � 2 + 1 � 0 + 2 � 1 = 7:

Ozna�c��me-li ' �uhel, kter�y sv��raj�� vektory u a v, okam�zit�e dost�av�ame hodnotu

cos' =
u �v

ku kkv k =
7p
14
p
7
=

1p
2
;

a proto ' = �
4 . D�ale hled�ame b�azi mno�ziny v�sech �re�sen�� homogenn�� soustavy rovnic

s matic�� �
uT

vT

�
=

�
1 1 1 2
3 2 0 1

�
�
�
1 1 1 2
0 1 3 5

�
:

Vid��me, �ze po�zadovanou b�az�� je nap�r��klad posloupnost (

0
BB@

2
�3
1
0

1
CCA ;

0
BB@

3
�5
0
1

1
CCA).

(cvi�cen�� od 10:40):
Vypo�c��t�ame nejprve podle de�nice normy a skal�arn�� sou�cin:

ku k =
p
12 + 22 + 12 =

p
6; kv k =

p
22 + 12 + 12 =

p
6;

u �v = 1 � (�2) + (�2) � 1 + 1 � 1 = �3:
Ozna�c��me-li ' �uhel, kter�y sv��raj�� vektory u a v, snadno spo�c��t�ame hodnotu

cos' =
u �v

ku kkv k =
�3p
6
p
6
=

1

2
;

1
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a tud���z ' = �
3 . Nyn�� hled�ame b�azi mno�ziny v�sech �re�sen�� homogenn�� soustavy rovnic

s matic�� (1;�2; 1), ji�z tvo�r�� posloupnost (

0
@2
1
0

1
A ;

0
@�1

0
1

1
A), a d�ale �re�s��me soustavu

line�arn��ch rovnic s matic��
�
uT

vT

�
=

�
1 �2 1
�2 1 1

�
�
�
1 �2 1
0 �3 3

�
:

Vid��me, �ze hledanou jednoprvkovou b�azi tvo�r�� nap�r��klad vektor

0
@1
1
1

1
A. �

�Uloha 2 (12.3). (cvi�cen�� od 9:00): Uva�zujme standardn�� skal�arn�� sou�cin na re�aln�em

vektorov�em prostoru R3 jeho podprostor U = h
0
@2
1
1

1
A ;

0
@1
2
1

1
Ai. Najd�ete vektor u 2 U

a u? 2 U?, aby

0
@ 2

6
�1

1
A = u+u?.

(cvi�cen�� od 10:40): Uva�zujme standardn�� skal�arn�� sou�cin na re�aln�em aritmetick�em
vektorov�em prostoru R4 a posloupnost vektor�u:

b1 =
1

2

0
BB@

1
�1
�1
1

1
CCA ;b2 =

1

2

0
BB@
1
1
1
1

1
CCA ;b3 =

1

2

0
BB@
�1
�1
1
1

1
CCA ;b4 =

1

2

0
BB@
�1
1
�1
1

1
CCA ; c =

0
BB@

2
1
0
�1

1
CCA 2 R4:

Ov�e�rte, �ze B = (b1;b2;b3;b4) je ortonorm�aln�� b�aze R4, spo�c��tejte sou�radnice [c]B ,
a ur�cete ortogon�aln�� projekci vektoru c, do podprostoru U = hb2;b3i.

�Re�sen��.

(cvi�cen�� od 9:00):

Ozna�cme nejprve u1 =

0
@2
1
1

1
A ;u2 =

0
@1
2
1

1
A a v =

0
@ 2

6
�1

1
A. Hled�ame takov�e skal�ary

x; y 2 R, aby byla line�arn�� kombinace u? = v�xu1�y v2 kolm�a na oba vektory
u1 a u2, co�z vede k soustav�e rovnic s matic��

�
u1 �u1 u1 �u2

?? u1 �v
u2 �u1 u2 �u2

?? u1 �v
�
=

�
6 5

?? 9
5 6

?? 13

�
�
�
1 �1 ?? �4
0 11

?? 33

�
:

Vid��me �ze y = 3 a x = �1, proto u = �1u1+3v2 = �
0
@2
1
1

1
A +

0
@3
6
3

1
A =

0
@1
5
2

1
A a

u? = v�u =

0
@ 2

6
�1

1
A�

0
@1
5
2

1
A =

0
@ 1

1
�3

1
A.
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(cvi�cen�� od 10:40):
Nejprve p�r��mo�ca�re spo�cteme

bi � bi = 4�12
2�2 = 1 pro v�sechna i a

bi � bj = 1+1�1�1
2�2 = 0 pro v�sechna i < j,

tedy B je ortonorm�aln�� posloupnost, a tud���z i b�aze R4. D�ale spo�c��t�ame Fourierovy
koe�cienty vektoru c vzhledem k b�azi B:

[c]B =

0
BB@
b1 � c
b2 � c
b3 � c
b4 � c

1
CCA =

0
BB@

0
1
�2
�1

1
CCA :

Nyn�� zb�yv�a ur�cit ortogon�aln�� projekci pomoc�� druh�e a t�ret�� slo�zky sou�radnicov�eho
vektor�u jako

u = 1 � b2 � 2 � b3 = 1

2

0
BB@
1
1
1
1

1
CCA�

0
BB@
�1
�1
1
1

1
CCA =

1

2

0
BB@

3
3
�1
�1

1
CCA :

�

�Uloha 3 (19.3). (cvi�cen�� od 9:00): Najd�ete ortonorm�aln�� b�azi podprostoru U =

h

0
BB@
2
0
1
1

1
CCA ;

0
BB@
1
1
0
1

1
CCA ;

0
BB@
1
2
1
0

1
CCAi line�arn��ho prostoru R4 standardn��m skal�arn��m sou�cinem.

(cvi�cen�� od 10:40): Najd�ete QR rozklad re�aln�e matice A =

0
@1 1 1
1 1 �1
2 1 1

1
A

�Re�sen��.

(cvi�cen�� od 9:00):
Nejprve najdeme b�azi U , snadno nahl�edneme, �ze posloupnost (u1;u2;u3) =

(

0
BB@
1
1
0
1

1
CCA ;

0
BB@
2
0
1
1

1
CCA ;

0
BB@
1
2
1
0

1
CCA) je b�aze, z n���z ortonorm�aln�� b�azi vytvo�r��me pomoc�� Gramovy-

Schmidtovy ortogonalizace:

1. Proto�ze kv1 k =
p
3, je v1 =

1p
3

0
BB@
1
1
0
1

1
CCA.

2. D�ale spo�c��t�ame skal�arn�� sou�cin v1 �u2 =
p
3 a pou�zijeme druh�y krok al-

goritmu v02 =

0
BB@
2
0
1
1

1
CCA �

p
3p
3

0
BB@
1
1
0
1

1
CCA =

0
BB@

1
�1
1
0

1
CCA, tedy v2 = 1p

3

0
BB@

1
�1
1
0

1
CCA, nebot'

kv02 k =
p
3 .
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3. Nyn�� nejprve spo�c��t�ame skal�arn�� sou�ciny v1 �u3 =
p
3 a v2 �u3 = 0 a pot�e

zjist��me, �ze v03 =

0
BB@
1
2
1
0

1
CCA�

0
BB@
1
1
0
1

1
CCA =

0
BB@

0
1
1
�1

1
CCA, a proto v3 =

1p
3

0
BB@

0
1
1
�1

1
CCA

Na�sli jsme ortonorm�aln�� b�azi ( 1p
3

0
BB@
1
1
0
1

1
CCA ; 1p

3

0
BB@

1
�1
1
0

1
CCA ; 1p

3

0
BB@

0
1
1
�1

1
CCA) prostoru U .

(cvi�cen�� od 10:40):
Ozna�c��me-li si a1, a2, a3 sloupce maticeA, pak pot�rebujeme vytvo�rit Gramovou-

Schmidtovou ortogonalizac�� ortonorm�aln�� b�azi (q1, q2, q3). Hledan�e matice roz-
kladu bude tvo�rit matice Q = (q1jq2jq3) a horn�� troj�uheln��kovou matici R = (rij),
kterou ur�c�� �udaje z��skan�e Gramovou-Schmidtovou ortogonalizac�� rij = qi � aj pro
i < j a rii = kq0ik. Tedy po�c��t�ame:

1. r11 = ka1k =
p
6 a q1 =

1p
6

0
@1
1
2

1
A.

2. D�ale spo�c��t�ame r12 = q1 � a2 = 4p
6
a pou�zijeme druh�y krok algoritmu

q02 =

0
@1
1
1

1
A� 2

3

0
@1
1
2

1
A = 1

3

0
@ 1

1
�1

1
A, tedy r22 = kq02k = 1p

3
a q2 =

1p
3

0
@ 1

1
�1

1
A.

3. Kone�cn�e r13 = q1 � a3 = 2p
6
a r23 = q2 � a3 = � 1p

3
a tud���z dost�av�ame

q03 =

0
@ 1
�1
1

1
A� 1

3

0
@1
1
2

1
A+ 1

3

0
@ 1

1
�1

1
A =

0
@ 1
�1
0

1
A a d�ale q2 =

1p
2

0
@ 1
�1
0

1
A, nebot'

r33 = kq03k =
p
2

Spo�c��tali jsme, �ze A = Q �R pro Q =

0
B@

1p
6

1p
3

1p
2

1p
6

1p
3

� 1p
2

2p
6

�1p
3

0

1
CA R =

0
B@
p
6 4p

6
2p
6

0 1p
3

� 1p
3

0 0
p
6

1
CA.

�

�Uloha 4 (26.3). (cvi�cen�� od 9:00): Najd�ete matici ortogon�aln�� projekce re�aln�eho

vektorov�eho prostoru R2 se standardn��m skal�arn��m sou�cinem na p�r��mku h
�

3
�1
�
i

vzhledem ke kanonick�ym b�az��m.

(cvi�cen�� od 10:40): Pro re�alnou maticiA =

0
BB@
1 1
1 0
3 1
2 2

1
CCA a vektor v =

0
BB@
�1
2
�1
1

1
CCA najd�ete

metodou nejmen�s��ch �ctverc�u p�ribli�zn�e �re�sen�� soustavy rovnic Ax = v.
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�Re�sen��.

(cvi�cen�� od 9:00):

Nejprve vezmeme ortonorm�aln�� b�azi B = ( 1p
10

�
3
�1
�
; 1p

10

�
1
3

�
) prostoru R2,

jej���z prvn�� vektor generuje pr�av�e p�r��mku h
�

3
�1
�
i, Proto�ze v��me, �ze [P ]BB =

�
1 0
0 0

�
,

zb�yv�a spo�c��tat spo�c��t�ame matici [P ]K2

K2
= [Id]BK2

[P ]BB [Id]
K2

B . P�ri v�ypo�ctu pou�zijeme

fakt, �ze je matice p�rechodu [Id]K2

B je ortogon�aln��, tedy

[P ]K2

K2
= [Id]BK2

[P ]BB([Id]
B
K2

)T =
1p
10

�
3 1
�1 3

�
�
�
1 0
0 0

�
� 1p

10

�
3 �1
1 3

�
=

= 1
10

�
9 �3
�3 1

�
.

(cvi�cen�� od 10:40):
Nejprve spo�c��t�ame Grammovu matici nov�e soustavy

(A�AjA� v) =
�
15 8

?? 0
8 6

?? 0

�

a tu je trivi�aln�� vy�re�sit:�
15 8

?? 0
8 6

?? 0

�
�
�
1 0

?? 0
0 1

?? 0

�
;

Zjistili jsme, �ze hledan�e p�ribli�zn�e �re�sen�� je pr�av�e

�
x

y

�
=

�
0
0

�
. �

�Uloha 5 (2.4.). (cvi�cen�� od 9:00): Spo�c��tejte v�sechna vlastn�� �c��sla a v�sechny vlastn��
vektory line�arn��ho oper�atoru ' na re�aln�em vektorov�em prostoru R2 s matic�� [']K2

=�
1 3
4 5

�
vzhledem ke kanonick�e b�azi K2 a najd�ete b�azi B a matici [']B , aby byla

[']B diagon�aln��.
(cvi�cen�� od 10:40): Najd�ete v�sechna vlastn�� �c��sla a v�sechny vlastn�� vektory re�aln�e

matice A =

�
4 1
3 6

�
a ur�cete regul�arn�� matici R a diagon�aln�� matici D spl�nuj��c��

D = R�1AR.

�Re�sen��.

(cvi�cen�� od 9:00):
Abychom na�sli vlastn�� �c��sla line�arn��ho oper�atoru ', spo�c��t�ame nejprve charakte-

ristick�y polynom jeho matice

det([']K2
� �I2) = det

�
1� � 3
4 5� �

�
= �2 � 6�� 7 = (�+ 1)(�� 7):

Vlastn�� �c��sla matice [']K2
jsou ko�reny charakteristick�eho polynomu, tedy

� 2 f�1; 7g:
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Nyn�� dosad��me do matice [']K2
� �I2 nalezen�a vlastn�� �c��sla a �re�s��me homogenn��ch

soustav rovnic s maticemi, kter�a tvo�r�� pr�av�e sou�radnicov�e vektory vlastn��ch vektor�u
oper�atoru ':

[']K2
+ 1 � I2 =

�
2 3
4 6

�
; [']K2

� 7 � I2 =
��6 3

4 �2
�
:

Snadno najdeme v�sechna �re�sen�� obou soustav, kter�a jsou pr�av�e mno�zinou

h
��3

2

�
i [ h

�
1
2

�
i

v�sech vlastn��ch vektor�u '. Proto�ze z vlastn��ch vektor�u m�u�zeme sestavit b�azi B =

(

��3
2

�
;

�
1
2

�
), dost�av�ame p�r��mo�ca�re odpov�ed' na druhou ot�azku, proto�ze [']B =��1 0

0 7

�
vzhledem k b�azi B.

(cvi�cen�� od 10:40):
Vlastn�� �c��sla spo�c��t�ame jako ko�reny charakteristick�eho polynomu matice

A� �I2) = det

�
4� � 1
3 6� �

�
= �2 � 10�� 21 = (�� 3)(�� 7);

tedy vid��me, �ze � 2 f3; 7g:
Abychom na�sli vlastn�� vektory, mus��me vy�re�sit homogenn�� soustavy rovnic s

maticemi

A� 3 � I2 =
�
1 1
3 3

�
; A� 7 � I2 =

��3 1
3 �1

�
:

Obvykl�ym zp�usobem soustavy vy�re�s��me a spo�c��t�ame tak mno�zinu v�sech vlastn��ch
vektor�u

h
��1

1

�
i [ h

�
1
3

�
i:

De�nujeme-li line�arn�� oper�ator  podm��nkou [ ]K2
= A, v��me, �ze pro b�azi C =

(

��1
1

�
;

�
1
3

�
) slou�zenou z vlastn��ch vektor�u m�ame D := [ ]C =

�
3 0
0 7

�
. Proto�ze

[ ]C = [Id]K2

C [ ]K3

K3
[Id]CK2

, sta�c�� polo�zit R := [Id]CK2
=

��1 1
1 3

�
, abychom dostali�

3 0
0 7

�
= D = R�1AR: �

�Uloha 6 (9.4.). (cvi�cen�� od 9:00): Uva�zujme re�alnou matici A =

0
@0 2 1
2 3 2
2 1 1

1
A

Spo�c��tejte v�sechna vlastn�� �c��sla a v�sechny vlastn�� vektory matic A a A4 a roz-
hodn�ete, zda jsou matice diagonalizovateln�e.

(cvi�cen�� od 10:40): Je-li ' line�arn�� oper�ator na vektorov�em prostoru Z
3
5 nad

t�elesem Z5 s matic�� [']K3
=

0
@0 1 2
3 1 2
2 1 0

1
A vzhledem ke kanonick�e b�azi K3, ov�e�rte,
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�ze je ' bijekce a najd�ete v�sechna vlastn�� �c��sla a v�sechny vlastn�� vektory oper�ator�u
' a '�1 a rozhodn�ete, zda jsou oper�atory diagonalizovateln�e.

�Re�sen��.

(cvi�cen�� od 9:00):
Nejprve ur�c��me charakteristick�y polynom matice A:

det(A� �I3) = det

0
@�� 2 1

2 3� � 2
2 1 1� �

1
A = ��(�2 � 4�� 5) = ��(�� 5)(�+ 1);

tedy vid��me, �ze vlastn�� �c��sla jsou pr�av�e� 2 f0;�1; 5g: Pro nalezen�� vlastn��ch vektor�u
�re�s��me homogenn�� soustavy rovnic s maticemi

A =

0
@0 2 1
2 3 2
2 1 1

1
A ;A+ 1 � I3 =

0
@1 2 1
2 4 2
2 1 2

1
A ;A� 5 � I3 =

0
@�5 2 1

2 �2 2
2 1 �4

1
A :

Obvykl�ym zp�usobem soustavy vy�re�s��me a spo�c��t�ame tak mno�zinu v�sech vlastn��ch
vektor�u

K = h
0
@ 1

2
�4

1
Ai [ h

0
@ 1

0
�1

1
Ai [ h

0
@1
2
1

1
Ai:

Proto�ze A4 v = �4 v pro ka�zd�e vlastn�� �c��slo � a jemu p�r��slu�sn�y vlastn�� vektor v,
jsou f0; 1; 625g v�sechna vlastn�� �c��sla maticeA4 a mno�zina vlastn��ch vektor�u z�ust�av�a
stejn�a jako u matice A, tedy K. Proto�ze m�ame v obou p�r��padech t�ri r�uzn�a vlastn��
�c��sla, jedn�a se o diagonalizovateln�e matice.

(cvi�cen�� od 10:40):
Nejprve ur�c��me charakteristick�y polynom Abychom na�sli vlastn�� �c��sla line�arn��ho

oper�atoru ', spo�c��t�ame nejprve charakteristick�y polynom jeho matice

det([']K3
� �I3) = det

0
@�� 1 2

3 1� � 2
2 1 ��

1
A = (1� �)(�2 + 1):

Dosazen��m za � v�sech hodnot t�elesa Z5 zjist��me, �ze vlastn�� �c��sla tvo�r�� pr�av�e hod-
noty f1; 2; 3g. Nyn�� dosad��me do matice [']K2

� �I2 nalezen�a vlastn�� �c��sla a �re�s��me
homogenn��ch soustav rovnic s maticemi,

[']K3
�1�I3 =

0
@4 1 2
3 0 2
2 1 4

1
A ; [']K3

�2�I3 =
0
@3 1 2
3 4 2
2 1 3

1
A ; [']K3

�3�I3 =
0
@2 1 2
3 3 2
2 1 2

1
A :

Nalezen�e sou�radnicov�e vektory jsou pr�av�e v�sechny vlastn�� vektory oper�atoru ':

K = h
0
@1
4
1

1
Ai [ h

0
@4
0
1

1
Ai [ h

0
@1
2
3

1
Ai:

M�ame spo�c��t�ano, �ze nula nen�� vlastn�� �c��slo, proto je j�adro oper�atoru nulov�e a tud���z
je ' bujektivn9. Proto�ze �'�1(v) = '�1(�v) = v pro ka�zd�e vlastn�� �c��slo � a jemu
p�r��slu�sn�y vlastn�� vektor v, jsou f1�1; 2�1; 3�1g = f1; 3; 2g op�et v�sechna vlastn��
�c��sla matice line�arn��ho oper�atoru '�1 a tak�e mno�zina vlastn��ch vektor�u z�ust�av�a
stejn�a, t.j. K. Jeliko�z m�ame v obou p�r��padech t�ri r�uzn�a vlastn�� �c��sla, jedn�a se o
diagonalizovateln�e oper�atory. �
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�Uloha 7 (16.4.). (cvi�cen�� od 9:00): Je-li ' line�arn�� oper�ator na vektorov�em prostoru

Z37 s matic�� [']K3

K3
=

0
@5 0 0
3 2 0
6 1 1

1
A vzhledem ke kanonick�e b�azi K3, najd�ete v�sechny

invariantn�� podprostory line�arn��ch oper�ator�u ' a '2.
(cvi�cen�� od 10:40): Bud' ' line�arn�� oper�ator na racion�aln��m vektorov�em prostoru

Q3 dan�y obrazy '(

0
@1
2
3

1
A) =

0
@1
2
3

1
A, '(

0
@1
1
0

1
A) =

0
@2
2
0

1
A a '(

0
@1
2
0

1
A) =

0
@�1
�2
0

1
A. Najd�ete

v�sechny invariantn�� podprostory line�arn��ch oper�ator�u ' a '100.

�Re�sen��.

(cvi�cen�� od 9:00):
Nejprve poznamenejme, �ze fog a Z37 jsou invariantn�� podprostory obou endo-

mor�sm�u ' i '2. Zb�yv�a naj��t v�sechny invariantn�� podprostory dimenze 1 a 2.
Snadno p�r��mo z (troj�uheln��kov�e) matice zjist��me, �ze ' m�a vlastn�� �c��sla 1; 2; 5,

tedy se jedn�a o diagonalizovateln�y endomor�smus. Obvykl�ym zp�usobem spo�c��t�ame
vlastn�� vektory:

h
0
@0
0
1

1
Ai [ h

0
@0
1
1

1
Ai [ h

0
@1
1
0

1
Ai

Tedy ' m�a pr�av�e 3 invariantn�� p�r��mky a pr�av�e 3 invariantn�� roviny:

h
0
@0
0
1

1
Ai; h

0
@0
1
1

1
Ai; h

0
@1
1
0

1
Ai; h

0
@0
0
1

1
A ;

0
@0
1
1

1
Ai; h

0
@0
1
1

1
A ;

0
@1
1
0

1
Ai; h

0
@1
1
0

1
A ;

0
@0
0
1

1
Ai:

Proto�ze 22 = 52 = 4 a 12 = 1 m�a line�arn�� oper�ator '2 pouze dv�e vlastn�� �c��sla.
Vlastn�� �c��slo 4 m�a ov�sem geometrickou n�asobnost 2, proto podprostor vlastn��ch

vektor�u pro n�ej tvo�r�� h
0
@0
1
1

1
A ;

0
@1
1
0

1
Ai.

Proto m�a '2 invariantn�� p�r��mky (je jich 9)

h
0
@0
0
1

1
Ai a hvi; kde v 2 h

0
@0
1
1

1
A ;

0
@1
1
0

1
Ai n fog:

a invariantn�� roviny (op�et je jich 9) '2 jsou:

h
0
@0
1
1

1
A ;

0
@1
1
0

1
Ai a h

0
@0
0
1

1
A ;vi; kde v 2 h

0
@0
1
1

1
A ;

0
@1
1
0

1
Ai n fog:

(cvi�cen�� od 10:40):
Nejprve poznamenejme, �ze fog a Z37 jsou invariantn�� podprostory obou endo-

mor�sm�u ' a '100. Zb�yv�a naj��t v�sechny invariantn�� podprostory dimenze 1 a 2.
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Nejprve si hned z de�nice ' v�simn�eme, �ze b�aze B = (

0
@1
2
3

1
A ;

0
@1
1
0

1
A ;

0
@1
2
0

1
A) sest�av�a

z vlastn��ch vektor�u a [']BB =

0
@1 0 0
0 2 0
0 0 �1

1
A. Proto ['100]BB =

0
@1 0 0
0 2100 0
0 0 1

1
A. Odtud

vid��me, �ze 1; 2;�1 jsou vlastn�� �c��sla endomor�smu ' a 1; 2100 jsou vlastn�� �c��sla
endomor�smu '100 Tedy ' m�a pr�av�e 3 invariantn�� p�r��mky a pr�av�e 3 invariantn��
roviny:

h
0
@1
2
3

1
Ai; h

0
@1
1
0

1
Ai; h

0
@1
2
0

1
Ai; h

0
@1
2
3

1
A ;

0
@1
1
0

1
Ai; h

0
@1
1
0

1
A ;

0
@1
2
0

1
Ai; h

0
@1
2
0

1
A ;

0
@1
2
3

1
Ai:

Proto�ze vlastn�� �c��slo 1 line�arn�� oper�ator '100 m�a geometrickou n�asobnost 2, je

mno�zina v�sech vlastn��ch vektor�u '100 tvaru h
0
@1
2
0

1
A ;

0
@1
2
3

1
Ai [ h

0
@1
1
0

1
Ai n fog.

Tud���z m�a '100 nekone�cn�e invariantn��ch p�r��mek

h
0
@1
1
0

1
Ai a hvi; kde v 2 h

0
@1
2
0

1
A ;

0
@1
2
3

1
Ai n fog:

a nekone�cn�e invariantn��ch rovin

h
0
@1
2
0

1
A ;

0
@1
2
3

1
Ai a h

0
@1
1
0

1
A ;vi; kde v 2 h

0
@1
2
0

1
A ;

0
@1
2
3

1
Ai n fog:

�

�Uloha 8 (23.4). (cvi�cen�� od 9:00): Najd�ete Jordan�uv kanonick�y tvar komplexn��

matice A =

�
3 �2
2 7

�
, spo�c��tejte regul�arn�� komplexn�� matici P, aby P�1AP byla

Jordanova a sou�cin P�1AP ur�cete.
(cvi�cen�� od 10:40): Najd�ete Jordan�uv kanonick�y tvar komplexn�� matice B =�
3 2
�2 �1

�
, ur�cete regul�arn�� komplexn�� matici P, aby P�1BP byla Jordanova.

�Re�sen��.

(cvi�cen�� od 9:00):
Nejprve spo�c��t�ame charakteristick�y polynom matice A a zjist��me, �ze det(A �

�I2) = �2� 10�+25 = (�� 5)2. Proto�ze je nav��c hodnost matice A� 5I2 rovna 1,
m�a vlastn�� �c��slo 5 algebraickou n�asobnost 2 a geometrickou n�asobnost 1. To nutn�e
znamen�a, �ze Jordan�uv kanonick�y tvar matice A m�a na diagon�ale vlastn�� �c��slo 5
geometrick�e n�asobnosti 1, tedy Jordan�uv kanonick�y tvar p�redstavuje pr�av�e matice

J =

�
5 1
0 5

�
.
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Nyn�� nejprve hled�ame vlastn�� vektor matice A, j��m�z je nap�r��klad v1 =

��1
1

�
,

kter�y �re�s�� homogenn�� soustavu s matic�� A � 5I2 =

��2 �2
2 2

�
a pot�e po�c��t�ame

nehomogenn�� soustavu rovnic s matic��

��2 �2 ?? �1
2 2

?? 1

�
, kterou �re�s�� nap�r��klad

vektor v2 =

�
1
2
0

�
. Spo�c��tali jsme Jordan�uv �ret��zek v1;v2, proto je hledan�a matice

nap�r��klad tvaru P = [Id]
(vi)
K2

=

��1 1
2

1 0

�
. Kone�cn�e ze zp�usobu, jak jsme matici P

z��skali, okam�zit�e plyne rovnost P�1AP =

�
5 1
0 5

�
.

(cvi�cen�� od 10:40):
Spo�c��t�ame-li charakteristick�y polynom det(B � �I2) = �2 � 2� + 1 = (� � 1)2

matice B, vid��me, �ze 1 je jedin�e vlastn�� �c��slo A algebraick�e n�asobnosti 2. Proto�ze
matice B nen�� diagon�aln��, jedn�a se o vlastn�� �c��slo geometrick�e n�asobnosti 1. To
znamen�a, �ze Jordan�uv kanonick�y tvar matice A m�a na diagon�ale vlastn�� �c��slo 1

geometrick�e n�asobnosti 1, a proto je j��m pr�av�e matice

�
1 1
0 1

�
.

Nyn�� nejprve hled�ame vlastn�� vektor matice, kter�y �re�s�� homogenn�� soustavu s

matic�� B � 1I2 =

�
2 2
�2 �2

�
B, j��m�z je nap�r��klad v1 =

��2
2

�
, a pot�e po�c��t�ame

nehomogenn�� soustavu rovnic s matic��

�
2 2

?? �2
�2 �2 ?? 2

�
. Druh�y hledan�y bazick�y

vektor je tud���z nap�r��klad vektor v2 =

��1
0

�
. Spo�c��tali jsme Jordan�uv �ret��zek v1;v2,

proto je hledan�a matice nap�r��klad tvaru P = [Id]
(vi)
K2

=

��2 �1
2 0

�
. �

�Uloha 9 (30.4). (cvi�cen�� od 9:00): Najd�ete Jordan�uv kanonick�y tvar matice A =0
@4 0 0
3 4 0
2 1 1

1
A nad t�elesem Z5 , rozhodn�ete, zda jsou matice A a A�1 podobn�e a

spo�c��tejte A100.

(cvi�cen�� od 10:40): Je-li B =

0
@1 1 3
4 2 3
4 4 2

1
A matice nad t�elesem Z5, rozhodn�ete,

zda a) existuje takov�e p�rirozen�e n, �ze Bn = 0 b) B100 = 0.

�Re�sen��.

(cvi�cen�� od 9:00):
Vid��me, �ze charakteristick�y polynom matice A je (� � 4)2(� � 1), proto je Jor-

dan�uv kanonick�y tvar matice A jedna z matic

J1 =

0
@4 0 0
0 4 0
0 0 1

1
A nebo J2 =

0
@4 1 0
0 4 0
0 0 1

1
A :
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Zjist��me-li, �ze rank(A� 4I3) = 2 = rank(J2 � 4I3), pak nutn�e Jordan�uv kanonick�y
tvar maticeA tvo�r�� pr�av�e matice J2. Proto�ze 4

�1 = 4, m�a maticeA�1 stejn�a vlastn��
�c��sla ve stejn�e algebraick�e a geometrick�e n�asobnosti, proto je Jordan�uv kanonick�y
tvar matice A�1 op�et matice J2, tud���z jsou matice A a A�1 podobn�e.

Kone�cn�e spo�c��tejme nejprve

J1002 =

0
@4100

�
100
1

�
499 0

0 4100 0
0 0 1100

1
A =

0
@1 0 0
0 1 0
0 0 1

1
A :

Proto�ze existuje regul�arn�� matice P, pro n���z

A100 = PJ1002 P�1 = PI3P
�1 = I3;

je matice A100pr�av�e jednotkov�a.

(cvi�cen�� od 10:40):
Pot�rebujeme spo�c��tat charakteristick�y polynom matice B:

det(B� �I3) = det

0
@1� � 1 3

4 2� � 3
4 4 2� �

1
A =

= (1� �)(2� �)2 + 2 + 3 + 2(�� 1) + (2 + 4)(�� 2) = ��3:
Proto�ze m�a matice B vlastn�� �c��slo nula algebraick�e n�asobnosti 3, je nutn�e nilpo-
tentn��, tedy existuje �c��slo p�rirozen�e n, �ze Bn = 0. Nav��c v��me, �ze ur�cit�e B3 = 0,
tedy rovn�e�z B100 = 0. �

�Uloha 10 (7.5). (cvi�cen�� od 9:00): Uka�zte, �ze je re�aln�a matice A =

0
@3 3 3
3 3 3
3 3 3

1
A

unit�arn�e diagonalizovateln�a, najd�ete re�alnou ortogon�aln�� maticiU, pro n���z jeUTAU

diagon�aln�� a sou�cin UTAU ur�cete.

(cvi�cen�� od 10:40): Uva�zujme endomor�smus '

0
@xy
z

1
A =

0
@�2x+ y + z

x� 2y + z

x+ y � 2z

1
A na re�aln�em

vektorov�em prostoru R3 se standardn��m skal�arn��m sou�cinem. Najd�ete takovou or-
tonorm�aln�� b�azi B, aby byla matice [']BB diagon�aln�� a tuto matici najd�ete.

�Re�sen��.

(cvi�cen�� od 9:00):
Matice A je zjevn�e symetrick�a, proto norm�aln�� a tedy unit�arn�e diagonalizova-

teln�a. Matice je nav��c singul�arn��, proto je 0 jej�� vlastn�� �c��slo. Vid��me, �ze je vek-

tor

0
@1
1
1

1
A kolm�y na dvoudimenzion�aln�� podprostor vlastn��ch vektor�u p�r��slu�sn�ych

vlastn��mu �c��slu 0, tedy se jedn�a o vlastn�� vektor p�r��slu�sn�y vlastn��mu �c��slu

(3; 3; 3) �
0
@1
1
1

1
A = 9:
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Snadno tak�e najdeme kolm�e vlastn�� vektory p�r��slu�sn�e vlastn��mu �c��slu 0 nejprve na-

jdeme jeden nenulov�y vektor kolm�y na vektor

0
@1
1
1

1
A, tedy jedno netrivi�aln�� �re�sen��

homogenn�� soustavy s matic��
�
1 1 1

�
, j��m�z je nap�r��klad vektor

0
@ 1
�1
0

1
A a pot�e

hled�ame nenulov�y vektor kolm�y na nalezen�e dva vlastn�� vektory, tedy jedno ne-

trivi�aln�� �re�sen�� homogenn�� soustavy s matic��

�
1 1 1
1 �1 0

�
, j��m�z je nap�r��klad vektor0

@ 1
1
�2

1
A.

Nyn�� zb�yv�a nalezen�e ortogon�aln�� vlastn�� vektory normovat a sestavit do sloupc�u

matice U =

0
B@

1p
3

1p
2

1p
6

1p
3

�1p
2

1p
6

1p
3

0 �2p
6

1
CA. Nakonec (samoz�rejm�e bez po�c��t�an��) ur�c��me dia-

gon�aln�� matici s vlastn��mi �c��sly na diagon�ale

UTAU =

0
B@

1p
3

1p
3

1p
3

1p
2

�1p
2

0
1p
6

1p
6

�2p
6

1
CA
0
@3 3 3
3 3 3
3 3 3

1
A
0
B@

1p
3

1p
2

1p
6

1p
3

�1p
2

1p
6

1p
3

0 �2p
6

1
CA =

0
@9 0 0
0 0 0
0 0 0

1
A :

(cvi�cen�� od 10:40):

Nejprve ur�c��me matici [']K3

K3
=

0
@�2 1 1

1 �2 1
1 1 �2

1
A, pro n���z snadno najdeme vlastn��

�c��sla 0 a�3. Nejprve najdeme normovan�y vlastn�� vektor 1p
3

0
@1
1
1

1
A p�r��slu�sn�y vlastn��mu

�c��slu 0. Podprostor vlastn��ch vektor�u p�r��slu�sn�y vlastn��mu �c��slu �3, tedy prostor

Ker

0
@1 1 1
1 1 1
1 1 1

1
A je z�rejm�e dvoudimenzion�aln��, budeme tedy hledat dva kolm�e nor-

movan�e vlastn�� vektory. Nejprve snadno najdeme jeden, nap�r��klad vektor 1p
2

0
@ 1
�1
0

1
A

a pot�e druh�y, nap�r��klad 1p
6

0
@ 1

1
�2

1
A jako �re�sen�� homogenn�� soustavy rovnic s matic��

�
1 1 1
1 �1 0

�
. Na�sli jsme ortonorm�aln�� b�azi

B = (
1p
3

0
@1
1
1

1
A ;

1p
2

0
@ 1
�1
0

1
A ;

1p
6

0
@ 1

1
�2

1
A);

pro n���z [']BB =

0
@0 0 0
0 �3 0
0 0 �3

1
A �


