2.a 9.10.

1. KONGRUENCE CELYCH CISEL A EUKLIDUV ALGORITMUS

Necht a, b jsou dvé prirozena Cisla. Pfipomenme Euklidtav algoritmus hledani
nejvét§iho spolecného délitele ¢isel a a b:

gcd(a,b)

if b = 0 return a

else return gcd(b, a mod b)

Postupné tedy pocitdme hodnoty a;, kdy ag = a a a1 = b, pro néz plati a;41 =
(a;_1)mod a;. Tedy vime, 7e existuje takové ¢; € N 7Ze a;_1 = q;a; + aj11 a
ai+1 < a;. Algoritmus skondi, kdyZz a,41 = 0, potom a,, = ged(ag, aq).

1.1. Najdéte pomoci Euklidova algoritmu
(a) ged(4116,2849),
(b) ged(71000 — 1, 7999 1),

(a) Mezivysledky v béhu Euklidova algoritmu budeme stejné jako vyse oznacovat
;.

ap = 4116,

ay = 28497

as = 4116 — 2849 = 1267,

az = 2849 — 2 - 1267 = 315,

aqy = 1267 — 4 - 315 = 7 =gcd(4116,2849),

as =315—-45-7=0.

Spocitali jsme, 7e nejvétsi spoleény délitel cisel 4116 a 2849 je 7.

(b) Vimnéme si, 7e 7- (7999 — 1) — (71099 — 1) = 6 a oznacime ¢ = ged (71990 —
1,799 — 1) a d = ged(6,7%°? — 1). Protoze jisté ¢|79%? — 1 a ¢[710%0 — 1 plati, Ze
|6 =7 (7799 — 1) — (71990 — 1). Tedy ¢ je spolecny délitel ¢isel 6 i 799 — 1, proto
cld.

Naopak ¢islo d déli hodnotu 6 i 7999 — 1, proto déli i &slo (7190 — 1) = 7.
(7999 — 1) — 6, tudiz d|c. Vidime, Ze misto ged(7'90% — 1,799 — 1) sta¢i spocitat
ged(6, 7999 —1). Protoze ovSem obecné a”*! —1 = (a—1) " ; a’ a v nafem pifpadé
7999 1 = (7 - 1) 28 74, vidime, 6/79%9 — 1, a proto ged(7'00° — 1,799 — 1) =
ged(6,7°%9 — 1) = 6. O

Na bodu (b) ptedchoziho pfikladu si lze snadno uvédomit, ze obdobné funguje
indukéni krok dikaz Euklidova algoritmu.

1.2. Za predpkladu, 7ze pro vSechna a,b,c € N plati podminka c/a a ¢/b —
¢/NSD(a,b), dokazte, Ze Euklidiv algoritmus pro nalezeni nejvét§iho spoleéného
délitele dvou prirozenych ¢isel pracuje spravneé.

Budeme pouzivat znaceni mezivysledki Euklidova algoritmu zavedené vyse.

Nejprve si v8imnéme, ze a, = ged(an—1,ay), nebot a,/a,—1 a poté dokdZeme,
7e ged(ag, aiv1) = ged(ai_1, aq).

Polozme ¢ = NSD(a;_1,a;) a d = NSD(a;,a;+1). Protoze d/a; a d/a;+1, plati,
7e d/q-ai+aj1 = a;_1, tudiz d/c. Podobné nahlédneme, 7e c/a;+1 = a;—1 —q - ai,
tedy ¢ = d. Tim jsme ovérili, ze

an = ged(ap, an—1) = - - = ged(az, a1) = ged(ay, ag).
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1.3. Najdéte pomoci Euklidova algoritmu cela ¢isla z a y, aby z bylo kladné a
(a) 30z + 101y =1,
(b) 18z + 25y = 1.

(a) Nejprve si v8imnéme, Ze ¢islo 101 je prvodcislo, tedy nejvétsi spolecny délitel
¢isel 30 a 101 je zcela jisté roven jedné. Euklidiv algoritmus na nalezeni nejvét-
Stho spole¢ného délitele ¢isel 30 a 101 ndm tedy samoziejmé musi dat vysledek 1.
Presto ho pouzijeme a budeme vénovat pozornost vztahu piedchozich a nasleduji-
cich prvki:

ag = 101,

a; = 30,

az =101 -3 -30 =11,

a3 =30—2-11=8,

ay =11 -8 =3,

a5 =8—-2-3=2,

ag =3 —2=1=ged(101, 30).

Vidime, ze kazdé a;y; je celociselnou kombinaci prvkt a; a a;—1, budeme-li
postupné dosazovat predchozi vyjadieni do nasledujicich vyrazi, dostaneme kazdé
a;+1 jako celoc¢iselnou kombinaci prvki ag a a;:

as = 11 =101 — 3 - 30, (to je vyjadfeni vyuZivajici pfimo hodnot 30 a 101)

a3 =8=30—-2-11=30-2-(101-3-30) = 7-30—2- 101, (dosadime jen za 11)

ay=3=11-8=(101-3-30) — (7-30—2-101) = 3-101 — 10 - 30,

a; =2=8-2-3=(7-30—2-101)—2-(3-101 —10-30) =27-30 — 8- 101,

ag=1=3-2=(3-101-10-30) — (27-30—-8-101) = 11-101 — 37 - 30.

Nasli jsme tfeSeni x = —37 a y = 11, které ovSem nevyhovuje pozadavku na
kladnost z. Upravime-li rovnost

1=11-101—-37-30+c-101-30 — cc-101-30 = (11 + 30¢) - 101 — (37 + 101c) - 30

vidime, 7e feSenim tlohy jsou hodnoty x = —37 — 101c a y = 11 + 30c¢ pro kazdé
celé c. Zvolime-li ¢ = —1 dostavame vyhovujici feSeni x = 64 a y = —19.

(b) Protoze gecd(18,25) = 1, zarucuje ndm Euklidiv algoritmus existenci poza-
dovanych ¢isel x,y € Z. Euklidav algoritmus pouZijeme (podobné jako v pfedchozi
tloze) i k jejich nalezeni:

ag = 25,

a; = 187

a9y = 7=25— 18,

a3=4=18-2-7=18—-2-(25-18)=3-18 — 225,

a,=3=7-4=25-18—-(3-18—-2-25)=3-25—-4-18,

as =gcd(25,18)=1=4-3=3-18—-2-25—-(3-25—-4-18)=7-18 —5-25.

Vidime, 7e x =7 a y = —5. O

Hodnotdm z a y,které jsme nasli pomoci Euklidova algoritmu se obvykle tika
Bezoutovy koeficienty. V nasledujici tloze ukazeme, 7e lze nalezeni Bezoutovych
koeficientti snadno formalizovat rekurentnim vzorcem.

1.4. UvaZujme hodnoty ag > a; > -+ > a;y1 > a; > ...an, = ged(ag, ay) zis-
kané béhem Euklidova algoritmu, tj. a;—1 = ¢;a; + ai+1 a aplan—1. Definujme
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posloupnosti z; a y; tak, ze zg = y1 = 1, 1 = yo = 0, a pro ¢ > 1 polozme
Tig1 = Ti1 — Ti Qi & Yiy1 = Yi1 — Yi - ¢;- Dokazte, Ze a; = x; - ag + y; - a1 pro
kazdé i = 0,...,n, a specidlng, 7e gcd(ag, a1) = Ty - ag + Y - Q1.

Platnost formule a; = x; - ag + y; - a1 dokazeme indukei podle i.

Pro i =0,1 dostavdme xg -ag+yo-a1 =1-a9g+0-a; =agazxy-ag+y; -a; =
0-ap+1-a1 =a.

Predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro ¢ — 1 a 4, tedy, ze plati

i1 =T;—1-0 +Yi—1-a1 A& QG =T; 0o+ Y;- a1

a dokdzeme, 7e tvrzeni plati i pro i + 1. Dosadime-li do (obecné platného) vyrazu
a;+1 = a; - ¢; — a;—1 hodnoty a; a a;—, z indukéniho predpokladu, dostaneme

Aiy1 = (Ti-ao+yi-a1) ¢ —Ti—1-ag+Yi—1-a1 =

= (Tic1 — i~ qi) a0 + (Yi1 — Yi - @) - @1 = Tig1 - Qo + Yir1 - Q1.
Tedy a;11 = xit1 - ag + Yiy1 - a1, coz jsme méli ovérit. O

1.5. Najdéte feSeni rovnice 30z = 1 (mod 101).

Hledame celd = a y, aby 30z + 101y = 1. Tuto Glohu jsme ovsem fesili v Prikladu
1.3, tedy 11-101 —37-30=1a30-(—37) =1 (mod 101), proto = = —37. O

1.6. Najdeéte cela c¢isla = a y, aby

(a) gcd(891,473) = 891z + 473y,
(b) ged(4321,1234) = 4321z + 1234y.

(a) Polozime aq = 891 a a; = 495 a pocitame stejné jako v tloze 1.3:

as = 418 = 891 — 473,

az = 55 =473 — 418 = 473 — (891 — 473) = 2 - 473 — 891,

a, =33=418—-7-55= (891 —473) —7-(2-473 —891) = 8- 891 — 15473,

a5 =22=55—-33=(2-473—-891) — (8-891 — 15-473) = 17-473 — 9 - 891,

ag=11=33-22=(8-891—15-473) — (17-473 —9-891) = 17-891 — 32 - 473.

Spoditali jsme, ze 11 = gcd(891,473) = 17- 891 — 32 - 473, proto tedy = = 17 a
y = —32.

(b) Tentokrat pouzijeme rekurentni vzorec. Nejprve oviem opét musime spocitat
celoc¢iselné zbytky i podily v pribéhu Euklidova algoritmu pro ag = 4321 a a; =
1234:

az =619 =4321 — 3 - 1234, tedy ¢ = 3,

az = 615 = 1234 — 619, tedy ¢» = 1,

as =4 =619 — 615, tedy ¢q3 = 1,

as =3 =0615—153 -4, tedy q4 = 153,

ag=1=4—-3, tedy g5 = 1,

Nyni polozime (zg,yo0) = (1,0) a (z1,y1) = (0,1) a poéitame:

rp=z0—qr1=1-3-0=1 a yp=yp-—qapn=0-3-1=-3,
t3=2 —qra=0-1-1=-1 a ys=y —qyp=1-1-(=3)=4,
Ta=To—qr3=1—-1-(=1)=2 a ys=ys—qays=-3—-1-4=-T7,
Ts =T3—qurg = —1-153-2=-307 a ys5=ys—quys =4—153-(=7)= 1075,
X =x4—qsxs =2—1-(—=307) =309 a ys=ys—qsys = —7—1-1075 = —1082,
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Spoéitali jsem, ze ged(4321,1234) = 1 = 4321 - 309 — 1234 - 1082, tedy = = 309 a
y = —1082. O

1.7. Najdéte x € Z splhuyjici
(a) 1234z =1 (mod 4321),
(b) 1234z =1 (mod 4321) a x > 0
(c) 1234z = 2 (mod 4321)

(a) Ulohu uz jsme vyiesili v pfedchozim pifkladu, kde jsme spoéitali, 7e
1234 - (—1082) = 1 (mod 4321),

proto feSenim je naptiklad x = —1082.
(b) Snadno nahlédneme, Ze nagi kongruenci fesi vSechny hodnoty

T =4321-a — 1082

pro libovolné celé a, tedy zadané podmince vyhovuje naptiklad feseni z = 4321 —
1082 = 3239.

(c) Tentokrat staci vynéssobit feSeni tlohy (a) nebo (b) dvojkou, tedy naptiklad
x = —2164. O

1.8. Najdéte posledni cifru ¢isla celd Cisla = a y, aby
(a) 7777,
(b) 153831,

(a) Zajim4 nds hodnota (777")mod 10. Po¢itejme:
(7" )mod 10 =7, (7*)mod 10 =9, (7*)mod 10 = (9 - 7)mod 10 = 3,
(7"Ymod 10 = (3 - 7)mod 10 = 1.
To znamena, ze
(7""Ymod 10 = (777 - )mod 10 = ((7*)"** - 7)mod 10 = (1'** - 7)mod 10 = 7.
(b) Stejné jako v pifpadé (a) nahlédneme, Ze (3*)mod 10 = 1, proto
(153**)mod 10 = (3%*")mod 10 = (3%?* - 3*)mod 10 = ((3*)*°" - 7)mod 10 = 7.
0

1.9. Dokate, 7e je cislo 1615 + 29" + 4213 délitelné cislem 13.
Potfebujeme dokaat, ze (16'° 4 2914 + 4213) = 0 (mod 13). Proto upravujme:
(16 429 4 4213) =315 1 314 4 313 =313 . (94 34+1)=3%.0=0 (mod 13)

¢imz jsme hotovi. O

3

1.10. Dokazte, ze n® — n? je délitelné ¢islem 60 pro kazdé piirozené n.

Nejprve upravime (n% — n?) = (n?> — V)n%(n? + 1) = (n — V)n(n + )n(n? + 1).
Protoze (n — 1), m, (n + 1) jsou tfi po sobé jdouci ¢isla, je pravé jedno z nich je
délitelné tfemi a spon jedno délitelné dvéma, proto 6|(n — 1)n(n + 1)|(n — n?).
Tedy

nS —n?=n?n* —1)= ®> - Dn*(*+1) = (n® — 1)n*(n® — 4) (mod 5)



adale (n®> —1)n*(n®> —4)=n(n—2)(n —Dnn+1)(n+2) =0 (mod 5).

Protoze (n—2), (n—1), n, (n+1), (n+2) je pét po sobé& jdoucich ¢isel, tudiz pravé
jedno z nich je délitelné péti. Tim jsme dokézali, 7e nejmensi spole¢ny nasobek ¢isel
3,4 a5, jimz je &slo 60, d&li n — n2. O

16.10.

1.11. Najdéte nejvétsiho spolec¢ného délitele redlnych polynomt
p=a'+2°+2%+z+1 a g=2>+2"+z+1.
Déle najdéte redlné polynomy a a b tak, aby ged(p, q) = a.p+ b.gq.

I tentokrat mtzeme podobné jako v pripadé pocitani v celych ¢islech k hledani
nejvétsiho spoleéného délitele dvou polynomit (tj. monického polynomu, ktery oba
polynomy déli a je nejvétsiho mozného stupné) pouzit Euklidiv algoritmus. Misto
celociselného déleni se zbytkem budeme ovSem pouzivat déleni polynomi se zbyt-
kem (pfipomenme, Ze zbytek po takovém déleni musi byt bud nulovy nebo musi
mit stupent mensi nez délitel). Neni tezké nahlédnout, Ze stejnym postupem jako v
uloze 1.2, Ize obecné ovérit korektnost algoritmu. Pocitejme:

ag =2 + 23 +22% + 2z + 1,

o=z +22+x+1,

ay=2>+1=at+23+222 +2+1-2.(2®+22+2+1),

az=0=a23+2>+2+1— (z+1)(z* +1).

Nejvétsim spoleénym délitelem polynomt 2% + 2% + 222 +x+1laad + 22 +2+1
je polynom 2 + 1. Rozsifeny Euklidiv algoritmus m4 tentokrat jediny krok, tedy
hledané polynomy jsoua =1ab= —z. O

1.12. Najdéte polynomy a,b € R[z] tak, aby 1 =a- (2 +2) + b (2* + 1).

Opét vyuzijme rozsifeného Euklidova algoritmu na polynomy ag = z° + 2 a
ap =z + 1:

as=-z+2=124+2—-z-(22+1),

az=>5=2+1+(x+2) - (—2+2) = (x+2) - (2® +2)+ (—2® —22+1)- (2> + 1),

Vydélenim ¢islem 5 dostdvéme 1 = L(z+2)- (2® +2) + 1 (—2” —2z+1)- (2? +1).
Spocitali jsme, 7e a = %ﬁ ab= @ O

2. RESENI SOUSTAV LINEARNICH ROVNIC

2.1. Najdéte redlné reSeni soustavy rovnic:

z + 2y + z =1
2z 4+ y 4+ 2z = 2
r + 3y — z =0

Nejprve si soustavu zapiSeme do rozsifené matice (stejné jako v sekci 2.3.2 na
prednésce) a poté ji pomoci pii¢teni vhodného nasobku jedné rovnice k rovnici
druhé upravime (na st¥edni $kole se tento zptisob upravovani obvykle nazyva ,séi-
taci metoda”), vSe si budeme zapisovat pomoci maticového zapisu. Pfipomeinime,
7e soustava rovnic na levo od symbolu ~ ma stejnou mnozinu reseni jako soustava



rovnic napravo od néj:

1 2 1 1 1 2 1 1 1 2 1 1
-2 1 2 2| ~10 5 4 4 | ~[0 1 -2 —1] ~
1 3 -1 |0 0 1 -2 -1 0 5 4 4

Druhy radek prvni upravené matice, ktery odpovida rovnici Sy+4z = 4, jsme dostali
pri¢tenim dvojnasobku rovnice z + 2y + z = 1 k rovnici —2z + y + 2z = 2 (tedy
pri¢tenim dvojnasobku rddku (1 2 1 | 1) k radku (—2 1 2 | 2)) a podobné treti
tadek vznikl z ptivodniho tfettho fadku odec¢tenim prvniho. V dalsim kroku jsme
jen piehodili fadky (tedy rovnice), pokracujme v tpravich déle:

1 2 1 1 1 2 1 1
~10 1 =2 1] ~{0 1 -2 -1 ~

9

0 0 14 9 0 0 1 1

121 1 100 -
4 2
~10 1 0 i ~10 1 0 i

0 01 17 0 01 I

Odectenim pétinasobku druhého Fadku od tretiho uZ jsme mohli skoncit a poté

vyuzit zpétné substituce, ale uvédomme si, ze mtzeme k vysledku dospét i v ma-
ticovém zapisu, tj. mizeme levou stranu matice upravit az na jednotkovou matici.
To znamend, ze ve sloupci vpravo mame postupné jednoznacéné nalezené hodnoty
3 2,9
T="11Y=782= 11 =
2.2. Najdéte vSechna redlnd reSeni soustavy rovnic:
z + 2y + z =1
-2z + y + 2z = 2

Znovu si soustavu zapiSeme do matice a poté ji pomoci pric¢teni vhodného né-
sobku jedné rovnice k rovnici druhé upravime stejné jako v tiloze 1.1:

1 2 1 |1 1 2 1 |1

(2 1 2 ‘2)”(0 5 4 4)’
Snadno si uvédomime, 7ze dosadime-li za z libovolnou hodnotu, pak jednoznacéné
dopocitame y a x. Polozime-li naptiklad z = 0, pak z rovnice 5y+4-0 = 4 dostdvame,
7e Yy = % a z rovnice z + 2 - % + 0 = 1 spocitame, ze = = f%. Nasli jsme tedy
jedno feSeni dané soustavy, které mizeme zapsat do trojice (z,y,2)" = (—%, %, o).
Podobné jsme jiné feSeni mohli dostat po volbé z = 1 a jednozna¢ném dopocitani
y=2z=0.

Nzni si uvédomme geometricky vyznam feSeni dané soustavy: kazdou z rovnic
chapeme jako rovinu v R? (tvofenou vSemi trojicemi (,y,z2), které rovnici resi)
a mnozina teSeni celé soustavy je prinik téchto dvou rovin. VSimneme-li si navic,
7e roviny zjevné nejsou rovnobézné, musi mnozinu vSech feSeni tvorit primka, jejiz
jeden bod (—%7 %, 0) uz jsme nasli a jejiz smér je ddn vektorem (3, —4,5) (jde pravé o
netrividlni feSeni soustav rovnic se stejnymi levymi a nulovymi pravymi stranami).
Z geometrického nahledu tedy vidime, Ze mnozin vSechna feSeni je pirimka tvaru
{(-2+3t, 2 —4t,51)"| t € R} 0



Ptipomenme, ze Véta 2.14 z pfednésky dokazuje negeometricou argumentaci, ze
jsme v predchozi tiloze nagli v8echna feSeni soustavy. Zjevnou vyhodou analytického
ditkazu je to, ze se nemusime omezovat jen na rovnice o dvou ¢i tfech nezndmych.

2.3. Najdéte vSechna redlnd reSeni soustavy rovnic:

Ty + Ty — x4 = 1
To + 3 4+ x4 = 3
— x3 4+ 2x4 = 0

r3 + 3.’174 = 5

Soustavu si opét mtzeme zapsat do matice a poté ji (jedinou elementarni rad-
kovou tpravou) upravime na odstupfiovanou matici:

11 0 -1 |1 11 0 -1 |1
01 1 1 |3 01 1 1 |3
00 -1 2 Jol oo -1 2 Jo
00 1 3 |5 00 0 5 |5

Nyni uz snadno jednozna¢né dopocitdme neznadmé zpétnou substituci. Z posledniho
radku 5z4 = 5 dostavame, 7e x4 = 1, z predposledniho fadku —z3+2z4 = 0 vidime,
7e —x3+2 =0, tedy z3 = 2. Déle z druhé rovnice x5 + 3+ x4 = 3 obdrzime x5 = 0
a kone¢né z rovnice z; + xo — x4 = 1 dostaneme z; = 2. Vidime, Ze existuje jediné
feSeni soustavy (1,22, %3,24) = (2,0,2,1). O

2.4. Najdéte vSechna racionalni reSeni soustavy rovnic z tilohy 2.2.

Stac¢i si rozmyslet, ze z mnoziny fesSeni tlohy 2.2 musime vybrat ta, ktera jsou
ve v8ech slozkach raciondlni. Neni tezké nahlédnout, Ze soucin, soucet, i rozdil raci-
ondlnich &fsel je opét raciondlni, proto mnozina M = {(—2 + 3t,% — 4t,5t)"| t €
Q} jisté obsahuje raciondlni feSeni soustavy. ProtoZe soufin, soudet a rozdil ne-
nulového racionalniho a iraciondlniho ¢isla je zjevné iraciondlni, obsahuje vektor
(*g + 3t, % —4t,5t)T pro kazdé iracionalni ¢ iracionalni hodnoty, tudiz mnozina M
je pravé mnozinou vsech raciondlnich reseni soustavy. O

23.10.

3. KONECNA TELESA

Pfipomenme, na mnoZiné Z, definice operaci +,, a -, pfedpisem a +, b = (a +
b)jmod n a a-, b= (a-b)mod n, kde mod n znamend zbytek po celoéiselném déleni
hodnotou n.

3.1. Je-li n > 1 celé ¢islo, dokazte, ze Z,, spolu s operacemi +, a -, spliuje axiomy
(S1)—(S4), (N1), (N2), (N4), (D) a (=T) z definice télesa.
7 vlastnosti kongruenci, jednoznacnosti zbytku po celo¢iselném déleni a asocia-
tivity s¢itani na celych ¢islech spocitame, 7ze
(a+nb) +nc=((a+ bmod n + ¢)mod n=((a + b) + ¢)mod n =
(a+ (b+ ¢))mod n=((a + b)mod n + ¢)mod n = a +, (b +y, ¢).
Stejnou Gvahou pro nasobeni dostaneme

(a-nb)+nc=((a-b) c)mod n = (a-(b-c))mod n=a -, (b, c).
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Ukazali jsme, Ze jsou axiomy (S1) a (N1) splnény. Platnost komutativnich zakon,
tedy axiomu (S4) a (N4) plyne okam?Zité z definice operaci a komutativity piislus-
nych operaci na celych ¢islech, podobné snadno z definice operaci nahlédneme, Ze
0+,a =aal-,a=aprokazdéa € Z,, tedy i axiomy (S2) a (N2) plati. Ddle —0 =0
a —a = n —a pro viechna a € Z,, \ {0}, protoze (a +n —a)mod n = (n)mod n = 0.
odkud dostdvame platnost axiomu (S3). Distributivitu, tedy axiom (D), ovéfime
stejné jako asociativitu s vyuzitim distributivity na celych ¢islech:

(a+nb) ne=(la+b) -c)modn=(a-c+b-c)mod n=a -, c+,b-,c.
Konecéné axiom netriviality je zfejmy z predpokladu, ze n > 1. O

3.2. Jsou-li r,s € N, r > 1,s > 1 a polozme n = rs. Dokazte, 7e Z,, spolu s
operacemi 4+, a -, neni téleso.

Ukézali jsme, 7e Z, spliuje v8echny axiomy télesa s vyjimkou axiomu (N3).
ProtoZe vime, Ze v kazdém télese musi podle Tvrzeni 3.3(6) z pfednasky platit pro
a#0ab#0, 2z a-b#0, staci, abychom tuto podminku vyvratili. Polozime-li
a=rab=s, pak vidime, Ze a 0 a b # 0, oviem a - b = (n)mod n = 0. O

Jak bylo na pfednasce ukazano ve Vété 3.4 tvoii Z, pro p prvocislo téleso (v
dalsim budeme u operaci index , obvykle vynechavat). Pfipomeme, Ze nalezeni
inverzniho prvky je dokdzano konstruktivné pomoci Euklidova aldgoritmu:

3.3. Najdéte inverzni prvek k prvku 30 v télese Zg;.

Potiebujeme najit ¢islo © € Zig1, které by fesilo rovnici (30 - z)mod 101 = 1,
coz muzeme reformulovat tak, 7e hleddme celd x a y, z nichz x mé lezet v Zq1,
aby 30z 4+ 101y = 1. Tuto tlohu uz jsme ovsem vyftesili v Piikladu 1.3, nyni si staci
uvédomit, ze nalezené x, které nelezi v pozadovaném intervalu mutzeme posunout
pomoci vhodného nasobku ¢isla 101. Dostaneme tedy zbytek po celo¢iselném déleni
¢islem 101, tj. 307! = (=37)mod 101 = 101 — 37 = 64, protoZe

1=11-101-37-30=11-101-30-101+101-30—37-30 = (11-30)-101+(101—-37)-30.

Tedy jsme nasli dalsi a pro nas zajimavéjsi feSeni feseni 1 = 64-30—19-101 rovnice
z 1.3.

3.4. Najdéte nad t&lesem Zg; prvky 631, 201, 271, (20 - 63)~! a vyfeste nad
nim rovnici 20 191 z = 7.

U prvnich dvou hodnot postupujme stejné jako v piredchozich dvahéach, tedy
vyuzijeme Euklidiv algoritmus:

38 =101 — 63,

25=63—-38=2-63—101,

13=38-25=2-101—3-63,

12=25-13=5-63—-3-101,

1=13-12=5-101 — 8- 63.

Zjistili jsme, ze 6371 = (—8)mod 101 = 93.

Podobné uz v prvnim kroku Euklidova algoritmu zjistime, ze 1 = 101 — 5 - 20,
tedy 207" = (—5)mod 101 = 96
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P#i uréovéni hodnoty 27! miizeme udélat jednoduchou obecnou tivahu pro Z,,

kde p je liché prvocislo, 7e 2L e Z,aze (2- %)mod p=(p+ 1)mod p =1, tedy

2
271 = % = 51 v télese Z101.

Uvézime-li, Ze z axiomatiky télesa plyne (a-b) "t = a~1-b~! a (—a) (—b) = a-bpro
v8echny jeho prvky a a b (zkuste podrobné dokézat!), a vyuzijeme-li vypoc¢itanych
hodnot, pak

(20 101 63) ' =207" 101 637! = (—5) 101 (—8) = 40.

Protoze obvykly zptisob upravovani rovnic je ekvivalentni (tj. vratny) i pro rov-
nice nad obecnym télesem, zjistujeme, 7e hledané z je tvaru £ = 207! -1q; 7 =
96 -191 7 = 66. O

Nadale budeme sc¢itani a nasobeni v télese Z, pro prvocislo p psat bez indexu ,
tj. jen + a -.
3.5. Spocitejte v télesech Zs a Z7 hodnotu vyrazu (—2) " 1-((2+4)-(4+4)"1) +3.
Postupujeme podle definice operaci na Zs i Z7, nejprve pocitejme nad Zs:
(-2)7"(2+4)-4+49) H+3=3"(1-3"Y+3=2-2+3=2.
Podobné dostavame nad Zr:

(-2)7'(24+4)-@4+49) H+3=5"6-1"Y+3=3-6+3=0.

3.6. Najdéte nad télesem Zo = {0, 1} feSeni soustavy rovnic:

3 + x4 = 1
1 + 3 4+ x4 = 0
I + 14 =1
I + 9 + I3 =1

Soustavu si i v tomto piipadé zapiSeme do matice a s pocitdnim v GF(2) ji
budeme upravovat posloupnosti elementarnich aprav:

0011 |1 100 1 |1 100 1 |1
1011 |0 1011 |0 0010 |1
1t oo 1 (1] oo 11 |17 loo 11 (1]
1110 |1 1110 [1 01 1 1 |0
100 1 |1 100 1 |1 100 1 |1
0010 |1 0010 |1 0100 |1
“lo o 11 |t|7]oo o1 jolTf{oo0o 10 |1
0100 |1 0100 |1 000 1 |0

Nejprve jsme piehodili prvni a tfet{ fadek, a poté pfic¢etli (novy) prvni fadek k
druhému a ¢tvrtému. Déle jsme tieti fadek pricetli ke ctvrtému, pak druhy k tfetimu
a nakonec jsme zprehdazeli fddku a dostali jsme jediné TeSeni soustavy xz; = x5 =
Ir3 = la Ty — 0.

Poznamenejme, Ze jsme ke stejnému vysledku mohli dospét i jinou posloupnosti
elementarnich Gprav, napiiklad standardnim pouzitim Gaussovy eliminace. O



10

3.7. Najdéte nad télesem Zr vSechna rfeSeni soustavy rovnic Ax = b s matici
1 5 2
4 6
6 0

w

A=13 2 a)prob = (1,1,1)", b) pro b = (1,2,5)"

2 5
Opét upravime rozsifenou matici soustavy na odstupfiovanou matici.
a)

31 5 2 |1 31 5 2 |1 31 5 2 |1
3246 |1]~{0 16 4 (0|~|0 1 6 4 |0
2 5 6 0 |1 0 2 5 1 |5 0 0 0 0 |5

Protoze posledni faddek predstavuje rovnici 0 = 5, kterd neplati pro zadny vektor
neznamych, je mnozina v8ech feSeni soustavy prazdna.

b)
31 5 2 |1 31 5 2 1 31 5 2 |1
3 2 4 6 ~{0 1 6 4 |[1|~]0 1 6 4 |1
2 5 6 0 |5 02 5 1 |2 00 0 0 |0

Tentokrat feSeni soustavy existuje a my snadno najdeme jedno partikularni, napti-
klad (0, 1,0,0)”. Déle spoc¢itame zpétnou substituci feseni homogenni soustavy pro
volbu (z3,24) = (1,0) a (z3,24) = (0,1) a opét vyuzijeme Vétu 2.14, podle niz je
mnozina v8ech feSeni nehomogenni soustavy Ax = b pravé tvaru

3

3
+r- +s ] | r,s € Z7}.
1

)
1
1
0

—~
OO = O

O

ad télesem Zj vSechna feSeni homogenni soustavy rovnic s matici
2 4
2 1
1 3

Budeme standardné upravovat matici A posloupnosti elementirnich prav na

odstupniovanou matici. Nulovy vektor pravych stran, ktery se faddkovymi tipravami
nebude ménit, pritom nemusi do matice zaznamenavat:

311 2 4 311 2 4 3 1 1 2 4
1212 1]~(0 0 43 3]~|0 01 3 4
4 3 01 3 001 3 4 00 0 1 2

Vidime, ze bazické pozice jsou prvni, tieti a ¢tvrta a volné proménné jsou druhé
a pata. Vyuzijeme Véty 2.14, v niz jsme si ve 2.kapitole prednasky uvédomili, ze
sta¢i zvolit hodnoty za volné proménné x, a x5 a poté ostatni proménné jedno-
zna¢né dopoéitat zpétnou substituci. Tedy polozime nejprve (z2,z5) = (1,0) a
poté (xz9,x5) = (0,1) a postupné budeme dopodcitavat feseni. Pro z9 =1 a x5 =0
snadno najdeme vektor (3,1,0,0,0)7 fesici soustavu a podobné pro volbu z; = 0 a
x5 = 1 dostavame feseni (1,0,2,3,1)7.
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Spocitali jsme, ze mnozina v8ech feSeni homogenni soustavy rovnic s matici A
je tvaru

3 1
1 0
{s- |0 +t-[2]]s,teZs}
0 3
0 1
g
30.10.

3.9. Existuje néjaky vektor pravych stran b € Z3, pro ktery neexistuje zadné feSent
soustavy Ax = b, kde A je matice z lohy 3.87

Staci si uvédomit, ze pro kazdy vektor pravych stran bude mit odstupfiovana
matice soustavy na levé strané v kazdém radku nenulovy koeficient, tedy podle
Pozorovani 2.3 z pfednasky pro kazdy vektor pravych stran (a volbu hodnot volnych
proménnych) umime dopodéitat néjaké feSeni. Tedy je soustava Ax = b FeSitelnd
pro kazdy vektor b € Z3. O

3.10. Najdéte nad télesem Zjs viechna feSeni soustavy rovnic Ax = (1,2,4)T, kde
A je matice z tlohy 3.8.

Protoze uz jsme v tloze 3.8 nasli vSechna feSeni homogenni soustavy s matici
A zbyva nam podle Véty 2.14 najit uz jedno partikuldrni feSeni u nehomogenni
soustavy Ax = (1,2,4). Kazdé feseni potom budou pravé tvaru u + w pro vhodné
feSseni w homogenni soustavy Postupujeme analogicky vypoctu v prikladu 3.8. Nej-
prve rozsifenou matici stejnymi elementarnimi Gpravami upravime na odstupnova-
nou matici a poté dopocitame feseni pro volbu zo =0 a x5 = O:

31 1 2 4 1 31 1 2 4 1 3 1 1 2 4 1

1 21 2 1 21 ~10 0 4 3 3 0O]~[0 0 1 3 4 1

4 3 01 3 4 001 3 4 1 00 0 1 2 1
Soustavu tedy fesi napiiklad vektor (2,0,3,1,0). S vyuZitim hodnot spoc¢itanych v

3.8 dostavame mnozinu viech feSeni soustavy Ax = (1,2,4)7 ve tvaru

2 3 1
0 1 0
{13 +s-|0|+t-[2]]|s,teZs}
1 0 3
0 0 1

O

3.11. Najdéte v zavislosti na parametru a nad télesem a) Q, b) Zs, c¢) Z7 d) Z1;
feSeni soustavy rovnic:
r + y + 3z =
20 — ay + =z

|
—
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Soustavu si nejprve napiSeme v maticovém tvaru a upravime na odstuphovany
tvar:

1 1 3| a 1 1 3 a 1 1 3 a
2 —a 1| 1 0 —a—2 -5 1—2a 0 a+2 5| 2a—-1)°
Protoze leva strana posledni rovnice je vzdy nenulova, mé soustava pro vSechna a

feSeni. musi jen rozli§it situaci, kdy a + 2 = 0, tedy a = —2 a situaci, kdy a # —2.
Necht nejprve a = —2. Pak je y volna proménna a feSime soustavu s matici:

1 1 3 -2
0 0 5 -9

Polozime tedy y = 0 a dopoéitdme z = -1 axz = —-2—-3-(-1) = 1. Proy =
1 a dopocitdme hodnoty homogenni soustavy z = 0 a x = —1, tedy mnozina
viech feSeni je tvaru {(1,0,-1)T + ¢(~1,1,0)T| t € T} pro téleso T, jestlize je
charakteristika télesa T' rtizna od péti. V pfipadé b), kdy pracujeme s télesem Zx
se ndm modulo 5 druhy fadek soustavy vynuluje:

11 3 -2\ (1 1 3 3
005 -5) - \0 0 0 0

Vysge spocitané partikuldrni feSeni po tpravé modulo 5 zistéava v platnosti (a bude
tedy tvaru (1,0,4)7), snadno Ize ovéem také najit kanonické partikularni fegeni pro
nulové hodnoty obou volnych proménnych (3,0,0)7. Pri vypocétu fegeni homogenni
soustavy mame dvé volné proménné zs a zz. Obvyklym postupem nyni najdeme
nad Zs dvé feseni (4,1,0)7 a (2,0,1)T (jedno¢lené) homogenni soustavy, viechna
feSeni jsou tedy tvaru

(1,0,4)T +1t-(4,1,00T +5-(2,0,1)T  pro s,t € Zs.

Zjistili jsme , ze vSechna TeSeni tvoii pro a = —2 mnozina:
1 -1 1 4 2
a){[ 0|+t 1 ||teR}, b{[O])+t|1]|+s|0]]s,teZs},
-1 4 0 1
1 6 1 10
C){ 01 +t1(1 ‘ tEZ7}, d){ 0 +t 1 ‘ tEZH}.
6 0 10 0

Nyni necht a # —2. Potom je volnd proménnd z. a fe§ime soustavu s matici:

1 1 3 a
0 a+2 5| 2a-1

$1 _ %04 _ 2a—1 _ . 2a-1 _ a*41 -
Polozime tedy z = 0 a dopocitame y = o ar=a— S5 = T Konecné pro
_ e p _ 5 _ 5y

z =1 a dopotitdme hodnoty homogenni soustavy y = — 25 az = —(3 - a+2) =
f% a mnozina viech fedeni je tvaru

a’+1 _3a+1 a?41

o at? o 3a+1

a— _ j— a—

{ el Bl 4 | 1teTh={ |+t 5 |teT}

0 1 0 —a—2
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pro téleso T, konkrétné:

=) 3a+1 s 3a+ 1
{2l |+t 5 |[teR}), b{{Zd ) +t| 0 ||teZs})
0 —6—2 0 da +3
ﬂ2 a2
ﬁ 3a+1 ﬁ 3a+1
D28 | +e| 5 ||teZe}, b2l 4| 5 teZ)
0 6a +5 0 10a + 9

Zavérem poznamenejme, ze symbol 7 je v télese Z, vyraz, ktery je tfeba dopo-
citat , tedy 7ze g =c- d~—! (stejnétak by tomu bylo v p¥ipadé napiiklad télese raci-

ondlnich éisel, kdyby ¢ a d byly nikoli celé, nybrze obecné raciondlni hodnoty). O

4. PoCGITANI S MATICEMI

- . (1 2 (1 0 -1 (1 2 0
4.1. Uvazujme matice A = <3 5>7B— <1 9 1) aC = <3 5 1) nad

télesem R, Z7 a Zq;.
a) Spoditejte souéty B+ C, C+ B, BT + CT.
(a) Spocitej y : :
(b) Spocitejte souciny A -B, BT - AT BT-A, BT .-CaC”.B.
(c) Spocitejte A - (A —B-CT) + (C-BT - AT).

Ve vsech pripadech tlohu vyfesime nejprve v télese charakteristiky 0, tedy v
redlnych ¢islech a poté, obdobné jako tomu bylo v Ptikladu 3.11 vysledek pouze
upravime modulu prislusné prvocdislo.

(a) Postupujeme nejprve p¥imo podle definice sou¢tu matic:

(10 =1\ (12 0y _ (141 042 —14+0\ (2 2 -1
B+C_<1 2 1)*(3 5 1>_<1+3 245 1+1)_<4 7 2)'

Na prednésce bylo ukdzano, ze je scitani matic komutativni, nemusime samoziejmeé

druhy soucet pocitat a primo vidime, ze C+ B =B + C = (i 3 _21> nad R a
2 2 6 2 2 10

Podobné bylo na prednasce ovéteno, ze BT +CT = (B4+C)7, tedy nam staéi jen bez

2 4
dalstho poéitani transponovat matici B4+ C, abychom dostali B +C" = [ 2 7
-1 2
nad télesem realnych cisel,
2 4 2 4
B"+C"=(2 0| nadZ;, a BT"+CT"=[2 7] nad Zi:.
6 2 10 2

(b) Opét nejprve postupujme bezprostiedné podle definice, tentokrat se jedna o
definici nasobeni matic: A - B =

1 2y/1 0 -1y _(1-1+42-1 1-0+2-2 —-1-1+2-1\ (3 4 1
3 5 12 1) \3-1+5-1 3-0+5-2 —-3-1+5-1)  \8 10 2/
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Protoze bylo na piednésce ovéreno, ze (A - B)T = BT - AT vidime, ze

T 3 8
T a7 _ (3 4 1 B
B A" = <8 10 2) — ;1 120

To nam ovsem nepomtize pro vypocet BT - A, ktery opét provedeme podle definice:

1 1 L 9 4 7
BT - A=|0 2 -<3 5): 6 10
-1 1 2 3

P¥i vypoctu souéinu BT - C ndm pomtize rozklad matice C na dva bloky C =

(A|S), kde A je matice s kterou pracujeme a S = (?) Vypocet ndm usnadni

jednak to, Ze jsme jiz spoé¢itali sou¢in BT - A a dale pozorovani, ze sou¢in BT - S
pravé vybere z matice B” druhy sloupec:

1 1 1 2 0 4 7 1
B".c=B"-AB"-s)=( 0 2 -<3 5 1): 6 10 2
-1 1 2 3 1
4 6 2
Koneénd CT-B =C” - (B")" = (BT -C)" = [7 10 3]. Nagli jsme vysledky
1 2 1
v télese redlnych ¢isel a nyni je upravyme nad obéma koneénymi télesy:
3 4 1 4 0 4 0 1
A.B:(1 3 2), B" . A=1[6 3|, BT.-c=[6 3 2
2 3 2 31
4 6 2
aCT.-B=|0 3 3] vse nad télesem Z7 a
1 2 1
3 4 1 4 7 4 7 1
A-B:<8 10 2), BT . A=1[6 10|, BT.c=[6 10 2
2 3 2 3 1
4 6 2
aCT-B=|7 10 3] vie nad télesem Zi;.
1 2 1

(c) Vyuzijeme pocetnich pravidel a nejprve upravime:
A-(A-B-CH+(C-BT AT)-A=A-A-AB.CT+ AT . BNHT.CT-A =
—A (A-I,)-A-B-CT+A-B-.CT=A-(A-1,).

Nyni snadno dopocitame

s = (32 (Y- (5 B) wn

A'(A—Ig):<? g) nad Z7, a A'(A—Ig):<2 140> nad Zq;.
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3 1 1 1 0
zobrazeni ¢ : Z2 — Z2 a v : Z} — Z2 predpisy ¢(v) = Av a ¢(v) = Bv

4.2. Uvazujme matice A = (1 2) aB= <1 0 1) nad télesem Zj a definujme

(a) Rozhodnéte, zda je ¢ ¢ 1 prosté zobrazeni.
(b) Rozhodnéte, zda je ¢ ¢&i ¢ zobrazeni na.
¢) Najdéte viechny vektory v € Z2, pro néz je ¢(v 0,0
5
1.2

) ) = T
(d) Najdéte vSechny vektory v € Z3, pro néz je ¢(v) = (1,2)7

)
)

(a) Pfipomenme, 7e je zobrazeni ¢ prosté, jestlize p(u) = ¢(v) = u = v.
Protoze p(u) = p(v), pravé kdyz p(u — v) = ¢(u) — p(v) = 0, lze ekvivalentné
prostotu zobrazeni ¢ vyjadiit podminkou ¢(u) = 0 = u = 0. Tedy ndm staci
zjistit, zda maji soustavy rovnic Ax = (0,0)7 a Bx = (0,0)” né&jaké nenulové
feSeni. V obou pripadech po jediné ekvivalentni ipravé vidime, 7Ze nenulové feseni
existujf, v prvnim pifpadé napiiklad ¢((3,1)") = (0,0)” = ¢((0,0)") a v druhém
piikladé napiiklad +((4,1,1)7) = (0,0)T = +((0,0,0)7), proto zobrazeni ¢ ani ¢
neni podle definice prosté.

(b) Opét se tloha redukuje na otdzku FeSeni soustavy rovnic s danou matici.
Tentokrat se ptame, zda pro kazdou pravou stranu existuje feseni. V prvnim piipadé
vidime, 7e nikoli, naptiklad pro pravou stranu (1,0)” vidime, 7e feSeni soustavy
Ax = (1,0)" neexistuje. V druhém piipadé ndm stejnd tivaha jakou jsme provedli
v tloze 3.9 tik4, ze TeSeni vzdy existuje. Proto ¢ neni na, zatimco v je zobrazeni
na Z2.

(c) Staci, abychom obvyklym zptsobem vyf¥esili homogenni soustavu rovnic s

matici
1 0 1
BN(O 1 4)'

Obvyklym zpfisobem zjistime, Ze vektor v splije ¢(v) = (0,0)7, pravé kdyz lezi
4
vmnozing {¢t- [ 1] |t € Zs}.
1
(d) Tentokrét standardné fesime soustavu rovnic tvaru Bx = (1,2)7 s matico-
vym zapisem

1 0 1 1 1 01 1
1 1 0 2 0 1 4 1)°
Spocitame jedno partikularni feseni (1,1,0)” a vyuzijeme vysledku (c), vidime, 7e
1 4
v splije 1(v) = (0,0)7, praveé kdyz lezi v mnozing { [ 1 | +¢- [ 1] |t € Z5}. O
0 1

6.11.

4.3. Definujme zobrazeni fa : R? — Z2 pfedpisem fa(v) = Av pro redlnou matici
A= 2 3
T \3 4)
(a) Dokazte, 7e je fa bijekce.
(b) Najdéte matici B, pro niz plati fg o fa = fa o fs = Id, tedy fm = fo '

(a) Pfipomenme, Ze podle Véty 4.30, z pfedndsky mame dokazat, %e je matice
A regularni. Bod (5) zminéné véty dokonce davé jednoduchy névod, jak zjistit, zda



16

je ¢tvercova matice regularni, staci upravit Gaussovou eliminaci a zjistit, zda je ¢i
neniv odstupnovaném tvaru dané matice nulovy radek:

G3-62)

Protoze je odstupniovany tvar matice A bez nulovych radki, jedné se podle Véty
4.30 o regularni matici, ktera indukuje bijektivni zobrazeni fa.

(b) Nejprve si uvédomme, 7e fa o fg(v) = fa(B-v) = A -B v a podobné Ze
fBofa(v) =B-A-v. Chceme-li, aby fg = f;l, musi B = A™!, tedy potifebujeme
najit inverzni matici k matici A. K tomu vyuzijeme postup 4.7.2-3. z prednésky: je-
li A ¢tvercova matice fadu n, budeme elementarnimi pravami upravovat matici M
roz§ifenou o jednotkovou matici, tedy matici (M|I,,) tak, abychom dostali matici
(I,IN). Podafi-li se ndm to, bude matice N pravé inverzni matici k matici M,
protoze (I,/N) = (N-M|N-IL,) = N-(M|I,), v opa¢ném pfipadé dokonce zjsitime,
7e M nebyla regularni (to jsme ovSem uz zjistovali v bodu (a)). Upravujeme tedy
radky rozsifené matice:

2 3 |10 -1 -1 |1 -1 -1 -1 |1 -1
3 4 |0 1 3 4 0 1 0 1 3 -2
11 -1 1 10 -4 3
0 1 3 -2 01 3 =2/
Postupné jsme odcitali druhy radek od prvniho, pricitali trojndsobek prvniho fadku

ke druhému, vynasobili prvni fadek hodnotou —1 a odecetli druhy fadek od prvniho,

abychom zjsitili, 7e B = A~! = <34 _32> =

4.4. Existuje-li, najdéte inverzni matici k maticim

1 2 1
(a) B= [ -2 -3 1| nad télesem racionélnich ¢isel,
2 4 3

(b) C = (3 + 4i) nad télesem komplexnich ¢isel,
(c) D= <1 t 1 Z) nad télesem komplexnich ¢isel.

2 3-
2 2 .
(d) F= <3 1) nad télesem Zs,
(e) F nad télesem Z,
1 2 4
(f) G=[3 2 6| nad télesem Z7,
1 05
(g) GT nad télesem Z;
01 1 1
1 011 o
(h) H= 110 1 nad télesem Z,.
1 1 1 0
(a) Pocitdme obdobné jako v predchozi tloze:
1 2 1 1 00 1 2 1 1 0 0
-2 -3 1 |01 0]~|0 1 3 2 1 0|~
2 4 3 0 01 0 0 1 -2 0 1
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1 2 0 3 0 —1 1 00 -13 -2 5

~10 1 0 § 1 -3]~1(0 10 8 1 -3

0 01 -2 0 1 0 01 -2 0 1
-13 -2 5
Vidime, 7ze B~! = 8 1 -3
-2 0 1

(b) Snadno si z definice maticového nasobeni uvédomime, zZe mame za kol spo-
¢itat v télese komplexnich ¢isel hodnotu (3 + 4i)~! = ﬁ. Obvyklym zpiisobem
tedy rozsitime zlomky komplexné sdruzenou hodnotou a dostaneme

1 1 3—4i 3—4i 3 4 .

3+4i 3+4i 3-4i 3°+4° 25 25

Spoditali jsme, ze C™1 = ((3+4i)7") = (
(c) Postupujeme jako v bodech (a) a (b) s vyuzitim aritmetiky komplexnich ¢&isel:

1

141 1 1 0 +i 1 1 0
2 3—4 (0 1 0 2 -1+¢ 1

L . Lo i1
=R R =)

0 1 5 2 0 1 T
Tentokrat jsme postupné upravovali: 1) (1 —i)-nasobek prvniho faddku jsme ode-

¢etli od druhého, 2) prvniho fadek jsme vynésobili hodnotou %ﬂ a druhy radek

hodnotou % 3) 1T”'—nétsobek druhého tfadku jsme odecetli od prvniho. Spoditali

1-2i i1 o
= 2-4 -1
: seD ! = [ 2 _1
jsme, ze D7 = <121 ) 4<2i—2 9 )
(d) Upravujeme fadky rozgifené matice nad télesem Zs:

2 2 1 0 2 2 1 0 1 1 3 0 1 0 1 3

31 01 0 3 11 0 1 2 2 0 1 2 2
Postupné jsme 1) pficetli 1. fadek ke 2. (protoze —3 = 2 v Z5), 2) vynasobili 1.
fadek ¢islem 3 a 2. fddek ¢islem 2 (protoze 27! = 3 a 37! = 2 v Z5), 3) odefetli

2. fddek od 1. nebo ekvivalentné feceno pficetli 4-ndsobek 2. fadku k 1. (protoze
—-4=1v1Zs).

[N

1 .. , . .. . S 1
Nyni vidime, Ze inverzni matice k matici F existuje a ze F~! = (2 g) nad

télesem Zs.
(e) Upravujeme fadky stejné rozsifené matice tentokrat oviem nad télesem Zq:

2 2 1 0 2 2 1 0 2 0 3 1 1 0 5 4
3 1 (01 05 |21 05 |21 01 |6 3
Nyni jsme 1) pficetli 2-ndsobek 1. fddku ke 2. (protoze 2-2 = —3 v Z7), 2) pficetli

2. fadek k 1. (protoze 5 = —2 v Z7) 3) vynasobili 1. fadek ¢islem 4 a 2. fadek ¢islem
3 (protoze 27! =4 a5 1 =3 v Zy).

s s . , s 4 «
Spoditali jsme inverzni matici F~! = <5 ) nad télesem Zr.

6 3
(f) Pocitame opét nad Zz:

1 2 4 |1 00 105 |0 01 100 (2 5 5
326 |01 0)~f0O 2 5 |01 4(~]10 10 |1 3 4
105 |0 01 026 |1 06 0 01 1 6 2
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2 5 5
Dostali jsme G™' = [1 3 4
1 6 2

(g) Tentokrat nemusime nic poéitat a jenom vyuZzijeme piedchozi vysledek a
Tvrzeni 4.38(2) z prednésky, které ¥ika
T

2 55 2 1 1
GH =G "H"'=|13 4] =[5 3 6
1 6 2 5 4 2

(h) Postupujeme standardné, pfi¢emZ nejprve pfi¢teme v8echny niZe poloZzené
tadky k prvnimu a poté prvni fadek pricteme k nize polozenym Fadkiim:

0 1 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1
1 0 1 1 01 0 0 1 0 1 1 01 00
1 1 0 1 0 01 0 1 1 0 1 0 01 0
1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 O 01 1 1
01 0 O 1 0 1 1 01 0 O 1 0 1 1
0 0 10 1 1 0 1 0 010 1 1 0 1
0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1 0
01 1 1
Spocitali jsme, ze H! = H = 1 (1J (1) i O
1 1 1 0

4.5. Spocitejte souciny redlnych matic

WCEN G D) w(a Gy

(a) Oznaéme A = <§ i’) aB = <; g _11 _21> Rozsifime-li matici A o

matici B a budeme-li vzniklou matici (A|B) upravovat stejné jako v pfedchozich
tlohach takovymi elementarnimi Gpravami, abychom vlevo obdrzeli jednotkovou
matici, snadno nahlédneme, Ze

(AB) ~A™"-(AB) = (I]A"'B),

Tedy vpravo dostaneme hledany sou¢in A~'B. Poéitejme:

23 |13 1 -1 11 |2 0 -1 2
11 (2 0 -1 2 2 3

13 1 -1
11 2 0 - 2 1 0 5 -3 —4 7
0 1 -3 3 3 =5 01 -3 3 3 =5)°
s s . 13 1 -1y (5 -3 -4 7
Spocitali jsme, 7e 1 (2 0 -1 2 ) = <3 3 3 5). O
0 4
(b) Ozna¢me C = 1 3 = |5 3> Vyuzijeme-li Tvrzeni 4.22(4) a
2

1
4.38(2), dostaneme (C - D~ = (D")~' . C", a proto miizeme
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postupovat stejnym zptisobem jako v bodu (a), ov8em pro souéin transponovanych
matic v obraceném poradi:

3 2 2 -1 1 12 8 8 —4 4 3 2 2 -1 1
4 3 0o 3 2 12 9 0 9 6 0 1 -8 13 2
3 0 18 —-27 -3 1 0 6 -9 -1
0 1 -8 13 2 0 1 -8 13 2/
6 -9 -1 6 8
Zjistilijsme,ie(DT)1-CT:< ),aprotoC-Dlz -9 13|. O
-8 13 2
-1 2
k-krat

—
Ptipomehme pfirozenou definici k-té mocniny ¢tvercové matice A¥ = AA ... A.

4.6. Najdéte ¢tvercovou matici A nad télesem T Fadu n splinjici podminky A2 =
I, a A #1,, jestlize

(a) n=1aT=R
(b) n=2aT=R
(c) n=2aT=12Zs
(d) n=3aT=R,
(e) n=4aT=17,

(a) Ctvercové matice fadu 1 odpovidaji prvkiim téles, tedy se ptame, kdy a? = 1

a a # 1 nad redlnymi ¢isly. Okamzité vidime, 7e podminku spliiuje pouze matice
—1).

(b) V tiloze ndm muze pomoct geometricky nahled. Uvazime-li matici zobrazeni
fa, hleddme takova zobrazeni, kterd jsou sama k sobé inverzni. Ta ovSem snadno
najdeme mezi symetriemi, naptiklad osova soumérnost podle osy x ¢i y nebo sou-
mérnost podle priseciku os jsou zobrazeni sama k sobé inverzni. Nyni stac¢i nahléd-

nout, 7e A, = (é 01> je matici soumérnosti podle osy x, A, = <_01 (1)> je
-1

0 -1
pocatku soufadnic, a ze A2 = A? = A2 = I.

(c) V tomto piipadé nam sice geometricka piedstava chybi, ale algebraické di-
vody ukazuji, ze predchozi priklady matic

b 2)=69 (=6 (0 5)=6%

i nad télesem Zs spliuji podminku A% = I,. Poznamenejme ovSem, Ze existuji i

matici soumérnosti podle osy y a A, = < > je matici soumérnosti podle

dalf matice spliujf A? =1, napiiklad matice <f g)

(d) Tentokrat miazeme pouZit geometrickou tvahu z (b), abychom si uvédomili,
Ze osové soumeérnosti s maticemi

1 0 0 ~10 0 -1 0 0
0 -1 0|, 0o 1 0], 0 -1 0},
0 0 -1 0 0 -1 0 0 1
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symetrie podle rovin urcenych dvojici os s maticemi

1 0 0 1 -1 0 0
o1 0], 0 0 1 0
0 0 —1 0 0 0 1
—1 0
stejné jako stfedova symetrie s matici —1 0 nasi podminku spliuji.
(e) Nad télesem Zs plati, 7e —1 =1, tedy uvahu 7 (b vyuzit nemtzeme. Pfesto
01 1 1
- . 101 1| | ) ) .
napriklad matice H = 110 117 tlohy 4.4(h) podminku H*? = 1, spliuje.
1 1 1 0

O

4.7. Najdéte aspon 4 realné ¢tvercové matice A fadu 3, aby A2 = A a A # Is.

Podobné jako v predchozi Gloze mize vyuzit geometrického nahledu. Uvazime-li
matici zobrazeni fa, hleddme geometrickd zobrazeni, kterd se dvoji aplikaci ne-
zméni. Takovou podminku splhuji jisté kolmé projekce na rovinu ¢i primku, matice
projekci na rovinu uréenou dvojici os jsou potom tvaru

0 00 1 00 1 00

01 0], 0 0 0], 01 0],

0 0 1 0 01 0 0O
zatimco matice projekci na osy jsou

1 00 0 0O 0 0 O

0 0 0 01 0], 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 01

O

4.8. Mé&jme redlnou matici M = (2 0) fadu n > 1. Najdéte priklady (nekone¢né

1
mnoha) matic, které s M komutuji. ’
Uvédomime-li si, 7ze je skaldrni ndsobeni komutativni, dostaneme t¥idu matic
cl, = <8 2 ) pro , které zfejmé komutuji se vS§emi maticemi. D8le pfipomenme,
7e M-dM™! = ¢Iy = dM~! - M. Tedy matice dM ! pro kazdé d € R komutuje s
M, vezmem-li ¢ = 6d snadno spocitame, ze s M komutuji matice <3(; 0 ) pro

2c
kazdé c € R.
Déle pro kazdé ptirozené n mdme M- M"” = M"H =M" - M aM .- (M~ 1)" =
(M1t = (M~1)" . M, tedy matice M" i (M~1)" s M komutuji. O

15.11.
4.9. Najdéte nad télesem Z7 vSechny matice X splhujici rovnost A -X = B, jestlize

oAt m( 2 wan (Ym0 )
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(a) Nejprve si v8imneme si, Ze je matice A zjevné invertovatelnd, proto v piipadg,
7e néjaké feSeni maticové rovnice A - X = B existuje, potom muiizeme obé strany
této rovnosti vynasobit zleva matici A~! a dostaneme A~' - (A-X)=A"'-Ba
tuto rovnost mizeme dale upravovat:

A'"B=A"(A-X)=(A"A)X=1,-X =X,

kde druhda rovnost plati diky asociativité ndsobeni matic, tieti rovnost plyne z
definice inverzni matice a posledni rovnost dostavame z vlastnosti jednotkové matice
(tedy, Ze je Iy neutrdlni prvek vzhledem k nésobeni). Nahledli jsme, Ze existuje-li
X, nutné musi byt tvaru X = A~! - B a zbyva ovéfit, ze matice A~! - B spliuje
danou podminku. Tedy podobné jako vyse upravujeme

A- (A" B)=(A-A)-B=1,-B =B,
kde prvni rovnost dostavame z asociativity nasobeni matic, druhou z definice in-
verzni matice a posledni rovnost je opét dokdzanou vlastnosti jednotkové matice.
Nyni zbyva nékterym ze znamych zptisobii dopocitat jediné feSeni, pouzijeme

o , (5 5 |1 2 5
napiiklad metodu tlohy 4.5: <2 3 131 1> ~

5 5 |1 2 5 5 0 |2 1 3 10 (6 3 2
01 |4 3 6 01 |4 3 6 01 |4 3 6)°

6 3 2
e s s s —Al.B=
Zjistili jsme, ze X = A7 -B = <4 3 6)'

(b) Uvédomme si, 7e mame fakticky vziesit dvé soustavy rovnic Ax; = (0,0)" a
Axy = (1,2)T se stejnymi levymi stranami. Hledan4 matice X potom bude tvaru
X = (x1,x2). Podobné jako v algoritmu pro vypocet inverzni matice mizeme sou-
stavy zapsat do jedné matice s obéma vektory pravych stran vpravo a levé strany

upravime:
4 5 |0 1 1 3 |0 2
<1 3 10 2)”(0 0 |0 0)'
Nyni snadno obvyklym zptisobem dopocitdme, Zze prvni soustavu tesi pravé vektory

c-(4,1)T pro viechna ¢ € Z7 druhou soustavu fesi pravé vektory (2,0)” +d-(4,1)T
pro vSechna d € Z7. Tudiz X feSeni maticové rovnice A - X = B, pravé kdyz X lezi

v mnoziné {(x1,xz)|3¢c,d € Z7y : x; = c- (i) X2 = <3> a: <£11>} B

 (4c 2+4d
_{(C d >C7d€Z7}.

O

4.10. Rozhodnéte, pro kterd a z télesa je matice A, reguldrni a pro tato a spocitejte
matici A

(a) A, = <3 8) nad télesem Zr,

(b) A, = (1 a(i 1) nad télesem Q,

2

1 0

0 a | nad télesem Zs.
2 a

A
o
&
2
I
— = R
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Budeme obvyklym zptisobem pocitat inverzni matice a pfitom zaroven prove-
deme diskusi, pro kterd a inverzni matice existuje.

(a)
2 a |10 3 0 |0 1 1 0 [0 5
3 0 |01 2 a (1 0 0 a |1 4
Vidime, ze A, regularni, pravé kdyZ a # 0 a tehdy A1 = <a01 o >

4a7!
(b) Postupujeme stejné jako v (a):

1 a 1 0 1 a 1 0

a 2a—1 [0 1 0 2a—1-a? —-a 1
Tentokrét je ziejmé matice A, reguldrni, pravé kdyz 2a — 1 —a? = —(a — 1)? # 1,
tedy pravé kdyz a # 1. Pro a € Q \ {1} pokracujeme v tpravach:

(1 a 1 0 > (1 0] =% (aﬂn2>
~ a —1 ~ a —1
0 1 @—12 (a-1)° 0 1 ‘ a—12 (a—1)2

Zﬁaﬂiﬁnw7a,Aal____L__<1—2a a>-

= (a-1)? a -1
(c) Nejprve si v§imnéme, 7e pro a = 0 je posledni sloupec matice nulovy, tedy
matice Ay je singularni. Dale uvazujme jen a € Zs \ {0}:

a 1 0/1 0 O 1 0 a |0 1 0 1 0 a 0 1 0
1 0 /0 1 O)J~|1 2 a |0 0 1]~(0 2 0 0 4 1]~
1 2 a|0 0 1 a 1 0 |1 0 O 0 1 4a? 1 4a O
1 0 a 0 1 0 1 0 0 a!
~10 1 0 0 2 3 01 0 0
0 0 4a® 1 4a+3 2 0 0 4a? 1 4a+3
al 307! 247!
Nyni snadno dopoditame, ze A, = | 0 2 3 pro a € Zs \ {0}. O
4 at2 3
Al 0
0 x 1 0
Pripomenme, ze Jordanova bunika je matice tvaru Jy =
0 0 A1
0 0 0 A

4.11. Je-li J) Jordanova bunka fddu n nad obecnym télesem, dokazte, Ze

S ORI Y PP ) D

0 AR (AR (R ) A2
= : S :

0 0 D R () D

0 0 .0 Ak

kde definitoricky polozime (f))\’?ﬂ" =0pror >k.

(3
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Postupujeme indukci. Pro k = 1 tvrzeni zfejmé plati. Pfedpokladejme, Ze vzorec
plati pro k a dokazme ho pro k + 1. Budeme nasobit JA™' = J, - J% =

T E S P A
0 A 1 ...0 0 A (AR () ARt
0 0 Al 0 0 D U (D L
0 0 0 A 0 0 0 AF
MR IN (G BT () + (e
0 A ((7) + A" ((a52) + (Eg)AE
0 0 Akt (1) + A%
0 0 0 Ak+1
T G PO OO (14 U
0 Ak+1 (le)Ak o (kt;) /\Icfn+3
0 0 AR+ (’“Ti)x’c
0 0 0 Pl
kde jsme vyuzili znamého vztahu (f) + (rfl) = (kjl) O
20.11.
4.12. Spocitejte A™ pro
3 10
(a) n=45aA=|[0 3 1| nad télesem R,
0 0 3
1 3 0
(by n=45aA=|0 1 3| nad télesem R,
0 0 1
8 1 0 0
0 8 1 0 "
(c)n=13a A= 00 8 1 nad télesem Zj3.
0 0 0 8
(a) PouZijeme vzorecku odvozeného v tloze 4.11:
31 0\" 45-3% 990 . 3%
A% =10 3 1 345 45 - 344
0 0 3 315
3 10
(b) V&imnéme si, ze A = % 10 3 1], proto
0 0 3
L3 1 0\" | (3% 45.31 990.3%3 1 15 110
AV =— .0 3 1| =—-[0 3% 453" | =(0 1 15
345 345 45
0 0 3 0 0 3 0 0 1
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(c) Uvédomime-li si, Zze pro kazdé prvoéislo p a pfirozené ¢islo r < p je nad

télesem Z, hodnota kombinaéniho &sla (?) = ﬁi)! = 0 (mod p) a spocitame-
li 8'% = 8 (mod 13) (Mal4d Fermatova véta ndm dokonce obecné i{ka, Zze AP =
A (mod p) pro kazdé X € Z;3 \ {0}), dostavame diky 4.11
8 1.0 0\ (8000
A_ |08 10| _[os 00
00 81 0 0 8 0
0 0 0 8 0 0 0 8
g

Dalsi tlohy
(1) Najdéte nejvétsi spoleény délitel a Bezoutovy koeficienty ¢isel
(a) 972 a 1122,
(b) 42589 a 13548,
(c) 222 —1a 2™ -1,
(d) 31000 —1a 3999 _ 17
(e) 31000 4 143999 4 1.
(2) Spocitejte aspon jedno fedeni konruence
(a) 63z =1 (mod 80),
(b) 63z =5 (mod 80),
(c) 63z =9 (mod 81),
(d) 64z =3 (mod 81).
(3) Najdéte pro kazdé celé n (vSechna) feSeni konruence 857z = n (mod 1021)
(4) Najdéte viechna redlnd feSeni soustavy rovnic:

B r + y + z + u = 3
(a) 2: n Y t 222 } (b)y 2 + 2y + 3z + 4u = 0
y r + 4y =0

(5) Bud T téleso - a necht a,b € T. Jestlize a - a = b - b, dokazte z axiomatiky
télesa, 7e nutné a = b nebo a = —b.
(6) Spocitejte v télese Zgz hodnoty 157t a (371 +6-5371)~ L.

(7) Vyfeste v télese Zgy Tovnici 7-x +3 = 5171 + 17.
(8) Najdéte nad télesy Zs a Z- aspon vSechna soustavy rovuic:
r + y + z + uwu = 3
r + 2y + 3z + 4u = 0
r + 4y = 0
(9) Existuje-li, najdéte nad télesy R, Q, C, Z3, Z5 a Z7 viechna reSeni soustavy
rovnic:
20 — y 4+ 2z =1
r + y - z =1

(10) Vyfeste v télese Zy rovnici 5-2+3 =471 +4.
(11) Najdéte nad télesy R, Z5 a Z; vSechna feSeni homogenni soustavy rovnic
2 01
smatici [2 1 0
3 31
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Najdéte nad télesy Q, Z3 a Z7 vSechna feSeni nehomogenni soustavy rovnic
01 2 2 2)

.. (1
s matici
m ( 2

2 0 2 1 1

4 2 3 1

1 4 0 3] nad télesy T:

1 0 3 2

Q. Zs, Z+, Z1,. Pro kazdé téleso uvazujme zobrazeni ¢4 : T3 — T2, 14 :

T? = T3 op : T* — T3, g : T? — T* dané piedpisy pa(v) = Av,

wA(v) = ATV: ‘PB(V) = BV: d)B(v) =B"v.

(a) Rozhodnéte, kterd ze zobrazeni va, ¥a, vB, VB, paps, ¥Ba jsou
prosta.

(b) Rozhodnéte, kterd ze zobrazeni wa, ¥4, vB, VB, Yaps, YA jsou
na.

(c) Najdéte u zobrazeni pa, ¥4, B, V5, Yapn, YB1a viechny vektory,
které se zobrazi na nulovy vektor.

147 3—1 1
Pro komplexni matice A = | 2 —1 —i 1+ |,
1 1+25 1—2

_(1-3i 2430 1 (14 3 0
B_<2+i 1+ 2 i)ac_< —i 1)

- . (1 2 2 B
Uvazujme matice A = <3 1 4> aB =

(a) spocitejte B+C, BT + A-CT, A-B", B-A,B".-CaB-C7,
(b) existuje-li, najdéte matici inverzni k matici A a k matici B - C7,
(b) dokazte, Ze matice BT - C neni reguldrni,

(d) existuje-li, najdéte matici X spliujici rovnost X - A = C.
Rozhodnéte, zda jsou nad télesy Q, Zs3, Zs a Z7 regularni matice A =
0 1 1 1 1 2 1 2

121 1 1 1 0 2 2
2 1 0|,B= .C= AT B" aB-C.
9 1 9 1 0 1 1 0 1
1 1 0 1 0
déte t

Tam, kde je to mozne inverzni ma

e () (Y03

0
2
0 1
ice k maticim z predchozi Gilohy.
< g))l nad télesy R, Zs

aZ7.
11 12 8 99
Existuji-li najdéte inverzni matice k maticim , 19 8 9] a
13 14
9 9 8
15 16 3
9 0 5 nad télesy Z17, Zlg, Z53 a Z103.
12 0 15

Rozhodnéte, pro kterd a € C je matice A, reguldrni, a pro tato a spocitejte
matici A"
a+1l a+2
(a) Aq = <a+3 a+4)'

a—1 3
(b) Aa = <a+1 Qa)’
a 1 1

a a 0],
a 0 0

f\
o
&

>
Q
I
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a—1 a a+2
(d) A, =1 3a 1 a—1],
a+1 a-—1 0
(20) Rozhodnéte, pro kterd a € Z~ je matice A, reguldrni, a pro tato a spocitejte
matici A L

a 1 3
a+1 a+2 2a 3a

(a)Aa—<a+3 a+4>’(b)A"_<4a a+2>’(C)A“_ a 1 a
2a 3a 6

a+1 a a a+l1 ¢ “ “

D Au=| a a+2 a |, @A,=| @ @fl @ —a

a a a+3 a a a+1 a
a a a a+1

(21) Rozhodnéte, pro kterd a,b,c¢ € R je matice A, p . reguldrni, a pro tato a

spocitejte matici A;}) o

a b a+b 1
(a) Aa7b,c = (C a) 3 (b) Aa,b7c = < ¢ b) 3 (C) Aa,b7c =

— 0 Q
= o
—_ o0



