
2.a 9.10.1. Kongruen
e 
elý
h èísel a Euklidùv algoritmusNe
h» a, b jsou dvì pøirozená èísla. Pøipomeòme Euklidùv algoritmus hledánínejvìt¹ího spoleèného dìlitele èísel a a b:g
d(a,b)if b = 0 return aelse return g
d(b, a mod b)Postupnì tedy poèítáme hodnoty ai, kdy a0 = a a a1 = b, pro nì¾ platí ai+1 =(ai�1)mod ai. Tedy víme, ¾e existuje takové qi 2 N ¾e ai�1 = qiai + ai+1 aai+1 < ai. Algoritmus skonèí, kdy¾ an+1 = 0, potom an = g
d(a0; a1).1.1. Najdìte pomo
í Euklidova algoritmu(a) g
d(4116; 2849),(b) g
d(71000 � 1; 7999 � 1).(a) Mezivýsledky v bìhu Euklidova algoritmu budeme stejnì jako vý¹e oznaèovatai:a0 = 4116;a1 = 2849;a2 = 4116� 2849 = 1267;a3 = 2849� 2 � 1267 = 315;a4 = 1267� 4 � 315 = 7 =g
d(4116,2849);a5 = 315� 45 � 7 = 0:Spoèítali jsme, ¾e nejvìt¹í spoleèný dìlitel èísel 4116 a 2849 je 7.(b) V¹imnìme si, ¾e 7 � (7999 � 1)� (71000 � 1) = 6 a oznaèíme 
 = g
d(71000 �1; 7999 � 1) a d = g
d(6; 7999 � 1). Proto¾e jistì 
j7999 � 1 a 
j71000 � 1 platí, ¾e
j6 = 7 � (7999 � 1)� (71000 � 1). Tedy 
 je spoleèný dìlitel èísel 6 i 7999 � 1, proto
jd.Naopak èíslo d dìlí hodnotu 6 i 7999 � 1, proto dìlí i èíslo (71000 � 1) = 7 �(7999 � 1) � 6, tudí¾ dj
. Vidíme, ¾e místo g
d(71000 � 1; 7999 � 1) staèí spoèítatg
d(6; 7999�1). Proto¾e ov¹em obe
nì an+1�1 = (a�1)Pni=0 ai a v na¹em pøípadì7999 � 1 = (7 � 1)P998i=0 7i, vidíme, 6=7999 � 1, a proto g
d(71000 � 1; 7999 � 1) =g
d(6; 7999 � 1) = 6. �Na bodu (b) pøed
hozího pøíkladu si lze snadno uvìdomit, ¾e obdobnì fungujeindukèní krok dùkaz Euklidova algoritmu.1.2. Za pøedpkladu, ¾e pro v¹e
hna a; b; 
 2 N platí podmínka 
=a a 
=b !
=NSD(a; b), doka¾te, ¾e Euklidùv algoritmus pro nalezení nejvìt¹ího spoleènéhodìlitele dvou pøirozený
h èísel pra
uje správnì.Budeme pou¾ívat znaèení mezivýsledkù Euklidova algoritmu zavedené vý¹e.Nejprve si v¹imnìme, ¾e an = g
d(an�1; an), nebo» an=an�1 a poté doká¾eme,¾e g
d(ai; ai+1) = g
d(ai�1; ai).Polo¾me 
 = NSD(ai�1; ai) a d = NSD(ai; ai+1). Proto¾e d=ai a d=ai+1, platí,¾e d=q � ai+ai+1 = ai�1, tudí¾ d=
. Podobnì nahlédneme, ¾e 
=ai+1 = ai�1� q � ai,tedy 
 = d. Tím jsme ovìøili, ¾ean = g
d(an; an�1) = � � � = g
d(a2; a1) = g
d(a1; a0):1



2 �1.3. Najdìte pomo
í Euklidova algoritmu 
elá èísla x a y, aby x bylo kladné a(a) 30x+ 101y = 1,(b) 18x+ 25y = 1.(a) Nejprve si v¹imnìme, ¾e èíslo 101 je prvoèíslo, tedy nejvìt¹í spoleèný dìlitelèísel 30 a 101 je z
ela jistì roven jedné. Euklidùv algoritmus na nalezení nejvìt-¹ího spoleèného dìlitele èísel 30 a 101 nám tedy samozøejmì musí dát výsledek 1.Pøesto ho pou¾ijeme a budeme vìnovat pozornost vztahu pøed
hozí
h a následují-
í
h prvkù:a0 = 101;a1 = 30;a2 = 101� 3 � 30 = 11;a3 = 30� 2 � 11 = 8;a4 = 11� 8 = 3;a5 = 8� 2 � 3 = 2;a6 = 3� 2 = 1 = g
d(101; 30):Vidíme, ¾e ka¾dé ai+1 je 
eloèíselnou kombina
í prvkù ai a ai�1, budeme-lipostupnì dosazovat pøed
hozí vyjádøení do následují
í
h výrazù, dostaneme ka¾déai+1 jako 
eloèíselnou kombina
í prvkù a0 a a1:a2 = 11 = 101� 3 � 30, (to je vyjádøení vyu¾ívají
í pøímo hodnot 30 a 101)a3 = 8 = 30� 2 � 11 = 30� 2 � (101� 3 � 30) = 7 � 30� 2 � 101, (dosadíme jen za 11)a4 = 3 = 11� 8 = (101� 3 � 30)� (7 � 30� 2 � 101) = 3 � 101� 10 � 30;a5 = 2 = 8� 2 � 3 = (7 � 30� 2 � 101)� 2 � (3 � 101� 10 � 30) = 27 � 30� 8 � 101;a6 = 1 = 3� 2 = (3 � 101� 10 � 30)� (27 � 30� 8 � 101) = 11 � 101� 37 � 30.Na¹li jsme øe¹ení x = �37 a y = 11, které ov¹em nevyhovuje po¾adavku nakladnost x. Upravíme-li rovnost1 = 11 � 101� 37 � 30+ 
 � 101 � 30� 

 � 101 � 30 = (11+ 30
) � 101� (37 + 101
) � 30vidíme, ¾e øe¹ením úlohy jsou hodnoty x = �37� 101
 a y = 11 + 30
 pro ka¾dé
elé 
. Zvolíme-li 
 = �1 dostáváme vyhovují
í øe¹ení x = 64 a y = �19.(b) Proto¾e g
d(18; 25) = 1, zaruèuje nám Euklidùv algoritmus existen
i po¾a-dovaný
h èísel x; y 2 Z. Euklidùv algoritmus pou¾ijeme (podobnì jako v pøed
hozíúloze) i k jeji
h nalezení:a0 = 25;a1 = 18;a2 = 7 = 25� 18;a3 = 4 = 18� 2 � 7 = 18� 2 � (25� 18) = 3 � 18� 2 � 25;a4 = 3 = 7� 4 = 25� 18� (3 � 18� 2 � 25) = 3 � 25� 4 � 18;a5 = g
d(25; 18) = 1 = 4� 3 = 3 � 18� 2 � 25� (3 � 25� 4 � 18) = 7 � 18� 5 � 25:Vidíme, ¾e x = 7 a y = �5. �Hodnotám x a y,které jsme na¹li pomo
í Euklidova algoritmu se obvykle øíkáBezoutovy koe�
ienty. V následují
í úloze uká¾eme, ¾e lze nalezení Bezoutový
hkoe�
ientù snadno formalizovat rekurentním vzor
em.1.4. Uva¾ujme hodnoty a0 > a1 > � � � > ai+1 > ai > : : : an = g
d(a0; a1) zís-kané bìhem Euklidova algoritmu, tj. ai�1 = qiai + ai+1 a anjan�1. De�nujme



3posloupnosti xi a yi tak, ¾e x0 = y1 = 1, x1 = y0 = 0, a pro i � 1 polo¾mexi+1 = xi�1 � xi � qi a yi+1 = yi�1 � yi � qi. Doka¾te, ¾e ai = xi � a0 + yi � a1 proka¾dé i = 0; : : : ; n, a spe
iálnì, ¾e g
d(a0; a1) = xn � a0 + yn � a1.Platnost formule ai = xi � a0 + yi � a1 doká¾eme induk
í podle i.Pro i = 0; 1 dostáváme x0 � a0 + y0 � a1 = 1 � a0 + 0 � a1 = a0 a x1 � a0 + y1 � a1 =0 � a0 + 1 � a1 = a1.Pøedpokládejme, ¾e tvrzení platí pro i� 1 a i, tedy, ¾e platíai�1 = xi�1 � a0 + yi�1 � a1 a ai = xi � a0 + yi � a1a doká¾eme, ¾e tvrzení platí i pro i + 1. Dosadíme-li do (obe
nì platného) výrazuai+1 = ai � qi � ai�1 hodnoty ai a ai�1 z indukèního pøedpokladu, dostanemeai+1 = (xi � a0 + yi � a1) � qi � xi�1 � a0 + yi�1 � a1 == (xi�1 � xi � qi) � a0 + (yi�1 � yi � qi) � a1 = xi+1 � a0 + yi+1 � a1:Tedy ai+1 = xi+1 � a0 + yi+1 � a1, 
o¾ jsme mìli ovìøit. �1.5. Najdìte øe¹ení rovni
e 30x � 1 (mod 101).Hledáme 
elá x a y, aby 30x+101y = 1. Tuto úlohu jsme ov¹em øe¹ili v Pøíkladu1.3, tedy 11 � 101� 37 � 30 = 1 a 30 � (�37) � 1 (mod 101), proto x = �37. �1.6. Najdìte 
elá èísla x a y, aby(a) g
d(891; 473) = 891x+ 473y,(b) g
d(4321; 1234) = 4321x+ 1234y.(a) Polo¾íme a0 = 891 a a1 = 495 a poèítáme stejnì jako v úloze 1.3:a2 = 418 = 891� 473;a3 = 55 = 473� 418 = 473� (891� 473) = 2 � 473� 891;a4 = 33 = 418� 7 � 55 = (891� 473)� 7 � (2 � 473� 891) = 8 � 891� 15 � 473;a5 = 22 = 55� 33 = (2 � 473� 891)� (8 � 891� 15 � 473) = 17 � 473� 9 � 891;a6 = 11 = 33� 22 = (8 � 891� 15 � 473)� (17 � 473� 9 � 891) = 17 � 891� 32 � 473.Spoèítali jsme, ¾e 11 = g
d(891; 473) = 17 � 891� 32 � 473, proto tedy x = 17 ay = �32.(b) Tentokrát pou¾ijeme rekurentní vzore
. Nejprve ov¹em opìt musíme spoèítat
eloèíselné zbytky i podíly v prùbìhu Euklidova algoritmu pro a0 = 4321 a a1 =1234:a2 = 619 = 4321� 3 � 1234, tedy q1 = 3,a3 = 615 = 1234� 619, tedy q2 = 1,a4 = 4 = 619� 615, tedy q3 = 1,a5 = 3 = 615� 153 � 4, tedy q4 = 153,a6 = 1 = 4� 3, tedy q5 = 1,Nyní polo¾íme (x0; y0) = (1; 0) a (x1; y1) = (0; 1) a poèítáme:x2 = x0 � q1x1 = 1� 3 � 0 = 1 a y2 = y0 � q1y1 = 0� 3 � 1 = �3;x3 = x1 � q2x2 = 0� 1 � 1 = �1 a y3 = y1 � q2y2 = 1� 1 � (�3) = 4;x4 = x2 � q3x3 = 1� 1 � (�1) = 2 a y4 = y2 � q3y3 = �3� 1 � 4 = �7;x5 = x3�q4x4 = �1�153 �2 = �307 a y5 = y3�q4y4 = 4�153 � (�7) = 1075;x6 = x4�q5x5 = 2�1 �(�307) = 309 a y6 = y4�q5y5 = �7�1 �1075 = �1082;



4Spoèítali jsem, ¾e g
d(4321; 1234) = 1 = 4321 � 309� 1234 � 1082, tedy x = 309 ay = �1082. �1.7. Najdìte x 2 Z splòují
í(a) 1234x � 1 (mod 4321),(b) 1234x � 1 (mod 4321) a x > 0(
) 1234x � 2 (mod 4321),(a) Úlohu u¾ jsme vyøe¹ili v pøed
hozím pøíkladu, kde jsme spoèítali, ¾e1234 � (�1082) � 1 (mod 4321);proto øe¹ením je napøíklad x = �1082.(b) Snadno nahlédneme, ¾e na¹í kongruen
i øe¹í v¹e
hny hodnotyx = 4321 � a� 1082pro libovolné 
elé a, tedy zadané podmín
e vyhovuje napøíklad øe¹ení x = 4321�1082 = 3239.(
) Tentokrát staèí vynássobit øe¹ení úlohy (a) nebo (b) dvojkou, tedy napøíkladx = �2164. �1.8. Najdìte poslední 
ifru èísla 
elá èísla x a y, aby(a) 7777,(b) 153831.(a) Zajímá nás hodnota (7777)mod 10. Poèítejme:(71)mod 10 = 7; (72)mod 10 = 9; (73)mod 10 = (9 � 7)mod 10 = 3;(74)mod 10 = (3 � 7)mod 10 = 1:To znamená, ¾e(7777)mod 10 = (7776 � 7)mod 10 = ((74)194 � 7)mod 10 = (1194 � 7)mod 10 = 7:(b) Stejnì jako v pøípadì (a) nahlédneme, ¾e (34)mod 10 = 1, proto(153831)mod 10 = (3831)mod 10 = (3828 � 33)mod 10 = ((34)207 � 7)mod 10 = 7:�1.9. Doka¾te, ¾e je èíslo 1615 + 2914 + 4213 dìlitelné èíslem 13.Potøebujeme dokáat, ¾e (1615 + 2914 + 4213) � 0 (mod 13). Proto upravujme:(1615 + 2914 + 4213) � 315 + 314 + 313 � 313 � (9 + 3 + 1) � 313 � 0 � 0 (mod 13);èím¾ jsme hotovi. �1.10. Doka¾te, ¾e n6 � n2 je dìlitelné èíslem 60 pro ka¾dé pøirozené n.Nejprve upravíme (n6 � n2) = (n2 � 1)n2(n2 + 1) = (n � 1)n(n + 1)n(n2 + 1).Proto¾e (n � 1), n, (n + 1) jsou tøi po sobì jdou
í èísla, je právì jedno z ni
h jedìlitelné tøemi a spoò jedno dìlitelné dvìma, proto 6j(n � 1)n(n + 1)j(n6 � n2).Tedyn6 � n2 � n2(n4 � 1) � (n2 � 1)n2(n2 + 1) � (n2 � 1)n2(n2 � 4) (mod 5)



5a dále (n2 � 1)n2(n2 � 4) � n(n� 2)(n� 1)n(n+ 1)(n+ 2) � 0 (mod 5):Proto¾e (n�2), (n�1), n, (n+1), (n+2) je pìt po sobì jdou
í
h èísel, tudí¾ právìjedno z ni
h je dìlitelné pìti. Tím jsme dokázali, ¾e nejmen¹í spoleèný násobek èísel3, 4 a 5, jím¾ je èíslo 60, dìlí n6 � n2. �16.10.1.11. Najdìte nejvìt¹ího spoleèného dìlitele reálný
h polynomùp = x4 + x3 + 2x2 + x+ 1 a q = x3 + x2 + x+ 1:Dále najdìte reálné polynomy a a b tak, aby g
d(p; q) = a:p+ b:q.I tentokrát mù¾eme podobnì jako v pøípadì poèítání v 
elý
h èísle
h k hledánínejvìt¹ího spoleèného dìlitele dvou polynomù (tj. moni
kého polynomu, který obapolynomy dìlí a je nejvìt¹ího mo¾ného stupnì) pou¾ít Euklidùv algoritmus. Místo
eloèíselného dìlení se zbytkem budeme ov¹em pou¾ívat dìlení polynomù se zbyt-kem (pøipomeòme, ¾e zbytek po takovém dìlení musí být buï nulový nebo musímít stupeò men¹í ne¾ dìlitel). Není te¾ké nahlédnout, ¾e stejným postupem jako vúloze 1.2, lze obe
nì ovìøit korektnost algoritmu. Poèítejme:a0 = x4 + x3 + 2x2 + x+ 1;a1 = x3 + x2 + x+ 1;a2 = x2 + 1 = x4 + x3 + 2x2 + x+ 1� x:(x3 + x2 + x+ 1);a3 = 0 = x3 + x2 + x+ 1� (x + 1)(x2 + 1):Nejvìt¹ím spoleèným dìlitelem polynomù x4+x3+2x2+x+1 a x3+x2+x+1je polynom x2 + 1. Roz¹íøený Euklidùv algoritmus má tentokrát jediný krok, tedyhledané polynomy jsou a = 1 a b = �x. �1.12. Najdìte polynomy a; b 2 R[x℄ tak, aby 1 = a � (x3 + 2) + b � (x2 + 1).Opìt vyu¾ijme roz¹íøeného Euklidova algoritmu na polynomy a0 = x3 + 2 aa1 = x2 + 1:a2 = �x+ 2 = x3 + 2� x � (x2 + 1);a3 = 5 = x2+1+(x+2) � (�x+2) = (x+2) � (x3+2)+(�x2�2x+1) � (x2+1),Vydìlením èíslem 5 dostáváme 1 = 15 (x+2) � (x3+2)+ 15 (�x2�2x+1) � (x2+1).Spoèítali jsme, ¾e a = x+25 a b = �x2�2x+15 . �2. Øe¹ení soustav lineární
h rovni
2.1. Najdìte reálné re¹ení soustavy rovni
:x + 2y + z = 1�2x + y + 2z = 2x + 3y � z = 0Nejprve si soustavu zapí¹eme do roz¹íøené mati
e (stejnì jako v sek
i 2.3.2 napøedná¹
e) a poté ji pomo
í pøiètení vhodného násobku jedné rovni
e k rovni
idruhé upravíme (na støední ¹kole se tento zpùsob upravování obvykle nazývá þsèí-ta
í metoda"), v¹e si budeme zapisovat pomo
í mati
ového zápisu. Pøipomeòme,¾e soustava rovni
 na levo od symbolu � má stejnou mno¾inu øe¹eni jako soustava



6rovni
 napravo od nìj:0� 1 2 1 ??1�2 1 2 ??21 3 �1 ??01A � 0�1 2 1 ?? 10 5 4 ?? 40 1 �2 ?? �11A � 0�1 2 1 ?? 10 1 �2 ?? �10 5 4 ?? 4 1A �Druhý øádek první upravené mati
e, který odpovídá rovni
i 5y+4z = 4, jsme dostalipøiètením dvojnásobku rovni
e x + 2y + z = 1 k rovni
i �2x + y + 2z = 2 (tedypøiètením dvojnásobku øádku �1 2 1??1� k øádku ��2 1 2??2�) a podobnì tøetíøádek vznikl z pùvodního tøetího øádku odeètením prvního. V dal¹ím kroku jsmejen pøehodili øádky (tedy rovni
e), pokraèujme v úpravá
h dále:� 0�1 2 1 ?? 10 1 �2 ?? �10 0 14 ?? 9 1A � 0�1 2 1 ?? 10 1 �2 ?? �10 0 1 ?? 9141A �� 0�1 2 1 ?? 10 1 0 ?? 4140 0 1 ?? 9141A � 0�1 0 0 ?? � 3140 1 0 ?? 270 0 1 ?? 914 1A :Odeètením pìtinásobku druhého øádku od tøetího u¾ jsme mohli skonèit a potévyu¾ít zpìtné substitu
e, ale uvìdomme si, ¾e mù¾eme k výsledku dospìt i v ma-ti
ovém zápisu, tj. mù¾eme levou stranu mati
e upravit a¾ na jednotkovou mati
i.To znamená, ¾e ve sloup
i vpravo máme postupnì jednoznaènì nalezené hodnotyx = � 314 , y = 27 a z = 914 . �2.2. Najdìte v¹e
hna reálná re¹ení soustavy rovni
:x + 2y + z = 1�2x + y + 2z = 2Znovu si soustavu zapí¹eme do mati
e a poté ji pomo
í pøiètení vhodného ná-sobku jedné rovni
e k rovni
i druhé upravíme stejnì jako v úloze 1.1:� 1 2 1 ??1�2 1 2 ??2� � �1 2 1 ??10 5 4 ??4� ;Snadno si uvìdomíme, ¾e dosadíme-li za z libovolnou hodnotu, pak jednoznaènìdopoèítáme y a x. Polo¾íme-li napøíklad z = 0, pak z rovni
e 5y+4�0 = 4 dostáváme,¾e y = 45 a z rovni
e x + 2 � 45 + 0 = 1 spoèítáme, ¾e x = � 35 . Na¹li jsme tedyjedno øe¹ení dané soustavy, které mù¾eme zapsat do troji
e (x; y; z)T = (� 35 ; 45 ; 0)T .Podobnì jsme jiné øe¹ení mohli dostat po volbì z = 1 a jednoznaèném dopoèítáníy = x = 0.Nzní si uvìdomme geometri
ký význam øe¹ení dané soustavy: ka¾dou z rovni

hápeme jako rovinu v R3 (tvoøenou v¹emi troji
emi (x; y; z), které rovni
i øe¹í)a mno¾ina øe¹ení 
elé soustavy je prùnik tì
hto dvou rovin. V¹imneme-li si naví
,¾e roviny zjevnì nejsou rovnobì¾né, musí mno¾inu v¹e
h øe¹ení tvoøit pøímka, její¾jeden bod (� 35 ; 45 ; 0) u¾ jsme na¹li a její¾ smìr je dán vektorem (3;�4; 5) (jde právì onetriviální øe¹ení soustav rovni
 se stejnými levými a nulovými pravými stranami).Z geometri
kého náhledu tedy vidíme, ¾e mno¾in v¹e
hna øe¹ení je pøímka tvaruf(� 35 + 3t; 45 � 4t; 5t)T j t 2 Rg �



7Pøipomeòme, ¾e Vìta 2.14 z pøedná¹ky dokazuje negeometri
ou argumenta
í, ¾ejsme v pøed
hozí úloze na¹li v¹e
hna øe¹ení soustavy. Zjevnou výhodou analyti
kéhodùkazu je to, ¾e se nemusíme omezovat jen na rovni
e o dvou èi tøe
h neznámý
h.2.3. Najdìte v¹e
hna reálná re¹ení soustavy rovni
:x1 + x2 � x4 = 1x2 + x3 + x4 = 3� x3 + 2x4 = 0x3 + 3x4 = 5Soustavu si opìt mù¾eme zapsat do mati
e a poté ji (jedinou elementární øád-kovou úpravou) upravíme na odstupòovanou mati
i:0BB�1 1 0 �1 ??10 1 1 1 ??30 0 �1 2 ??00 0 1 3 ??51CCA � 0BB�1 1 0 �1 ??10 1 1 1 ??30 0 �1 2 ??00 0 0 5 ??51CCANyní u¾ snadno jednoznaènì dopoèítáme neznámé zpìtnou substitu
í. Z posledníhoøádku 5x4 = 5 dostáváme, ¾e x4 = 1, z pøedposledního øádku �x3+2x4 = 0 vidíme,¾e �x3+2 = 0, tedy x3 = 2. Dále z druhé rovni
e x2+x3+x4 = 3 obdr¾íme x2 = 0a koneènì z rovni
e x1 + x2 � x4 = 1 dostaneme x1 = 2. Vidíme, ¾e existuje jedinéøe¹ení soustavy (x1; x2; x3; x4) = (2; 0; 2; 1). �2.4. Najdìte v¹e
hna ra
ionální re¹ení soustavy rovni
 z úlohy 2.2.Staèí si rozmyslet, ¾e z mno¾iny øe¹ení úlohy 2.2 musíme vybrat ta, která jsouve v¹e
h slo¾ká
h ra
ionální. Není te¾ké nahlédnout, ¾e souèin, souèet i rozdíl ra
i-onální
h èísel je opìt ra
ionální, proto mno¾ina M = f(� 35 + 3t; 45 � 4t; 5t)T j t 2Qg jistì obsahuje ra
ionální øe¹ení soustavy. Proto¾e souèin, souèet a rozdíl ne-nulového ra
ionálního a ira
ionálního èísla je zjevnì ira
ionální, obsahuje vektor(� 35 +3t; 45 � 4t; 5t)T pro ka¾dé ira
ionální t ira
ionální hodnoty, tudí¾ mno¾ina Mje právì mno¾inou v¹e
h ra
ionální
h re¹ení soustavy. �23.10.3. Koneèná tìlesaPøipomeòme, na mno¾inì Zn de�ni
e opera
í +n a �n pøedpisem a +n b = (a +b)mod n a a �n b = (a � b)mod n, kde mod n znamená zbytek po 
eloèíselném dìleníhodnotou n.3.1. Je-li n > 1 
elé èíslo, doka¾te, ¾e Zn spolu s opera
emi +n a �n splòuje axiomy(S1){(S4), (N1), (N2), (N4), (D) a (:T) z de�ni
e tìlesa.Z vlastností kongruen
í, jednoznaènosti zbytku po 
eloèíselném dìlení a aso
ia-tivity sèítání na 
elý
h èísle
h spoèítáme, ¾e(a+n b) +n 
 = ((a+ b)mod n+ 
)mod n=((a+ b) + 
)mod n =(a+ (b+ 
))mod n=((a+ b)mod n+ 
)mod n = a+n (b+n 
):Stejnou úvahou pro násobení dostaneme(a �n b) +n 
=((a � b) � 
)mod n = (a � (b � 
))mod n=a �n (b �n 
):



8Ukázali jsme, ¾e jsou axiomy (S1) a (N1) splnìny. Platnost komutativní
h zákonù,tedy axiomù (S4) a (N4) plyne okam¾itì z de�ni
e opera
í a komutativity pøíslu¹-ný
h opera
í na 
elý
h èísle
h, podobnì snadno z de�ni
e opera
í nahlédneme, ¾e0+na = a a 1�na = a pro ka¾dé a 2 Zn, tedy i axiomy (S2) a (N2) platí. Dále�0 = 0a �a = n�a pro v¹e
hna a 2 Zn n f0g, proto¾e (a+n�a)mod n = (n)mod n = 0.odkud dostáváme platnost axiomu (S3). Distributivitu, tedy axiom (D), ovìøímestejnì jako aso
iativitu s vyu¾itím distributivity na 
elý
h èísle
h:(a+n b) �n 
=((a+ b) � 
)mod n = (a � 
+ b � 
)mod n=a �n 
+n b �n 
:Koneènì axiom netriviality je zøejmý z pøedpokladu, ¾e n > 1. �3.2. Jsou-li r; s 2 N, r > 1; s > 1 a polo¾me n = rs. Doka¾te, ¾e Zn spolu sopera
emi +n a �n není tìleso.Ukázali jsme, ¾e Zn splòuje v¹e
hny axiomy tìlesa s výjimkou axiomu (N3).Proto¾e víme, ¾e v ka¾dém tìlese musí podle Tvrzení 3.3(6) z pøedná¹ky platit proa 6= 0 a b 6= 0, ¾e a � b 6= 0, staèí, aby
hom tuto podmínku vyvrátili. Polo¾íme-lia = r a b = s, pak vidíme, ¾e a 6= 0 a b 6= 0, ov¹em a � b = (n)mod n = 0. �Jak bylo na pøedná¹
e ukázáno ve Vìtì 3.4 tvoøí Zp pro p prvoèíslo tìleso (vdal¹ím budeme u opera
í index p obvykle vyne
hávat). Pøipomeme, ¾e nalezeníinverzního prvky je dokázáno konstruktivnì pomo
í Euklidova alùgoritmu:3.3. Najdìte inverzní prvek k prvku 30 v tìlese Z101.Potøebujeme najít èíslo x 2 Z101, které by øe¹ilo rovni
i (30 � x)mod 101 = 1,
o¾ mù¾eme reformulovat tak, ¾e hledáme 
elá x a y, z ni
h¾ x má le¾et v Z101,aby 30x+101y = 1. Tuto úlohu u¾ jsme ov¹em vyøe¹ili v Pøíkladu 1.3, nyní si staèíuvìdomit, ¾e nalezené x, které nele¾í v po¾adovaném intervalu mù¾eme posunoutpomo
í vhodného násobku èísla 101. Dostaneme tedy zbytek po 
eloèíselném dìleníèíslem 101, tj. 30�1 = (�37)mod 101 = 101� 37 = 64, proto¾e1 = 11�101�37�30 = 11�101�30�101+101�30�37�30 = (11�30)�101+(101�37)�30:Tedy jsme na¹li dal¹í a pro nás zajímavìj¹í øe¹ení øe¹ení 1 = 64 �30�19 �101 rovni
ez 1.3.3.4. Najdìte nad tìlesem Z101 prvky 63�1, 20�1, 2�1, (20 � 63)�1 a vyøe¹te nadním rovni
i 20 �101 x = 7.U první
h dvou hodnot postupujme stejnì jako v pøed
hozí
h úvahá
h, tedyvyu¾ijeme Euklidùv algoritmus:38 = 101� 63;25 = 63� 38 = 2 � 63� 101;13 = 38� 25 = 2 � 101� 3 � 63;12 = 25� 13 = 5 � 63� 3 � 101;1 = 13� 12 = 5 � 101� 8 � 63:Zjistili jsme, ¾e 63�1 = (�8)mod 101 = 93.Podobnì u¾ v prvním kroku Euklidova algoritmu zjistíme, ¾e 1 = 101 � 5 � 20,tedy 20�1 = (�5)mod 101 = 96



9Pøi urèování hodnoty 2�1 mù¾eme udìlat jednodu
hou obe
nou úvahu pro Zp,kde p je li
hé prvoèíslo, ¾e p+12 2 Zp a ¾e (2 � p+12 )mod p = (p+ 1)mod p = 1, tedy2�1 = 101+12 = 51 v tìlese Z101.Uvá¾íme-li, ¾e z axiomatiky tìlesa plyne (a�b)�1 = a�1�b�1 a (�a)�(�b) = a�b prov¹e
hny jeho prvky a a b (zkuste podrobnì dokázat!), a vyu¾ijeme-li vypoèítaný
hhodnot, pak (20 �101 63)�1 = 20�1 �101 63�1 = (�5) �101 (�8) = 40:Proto¾e obvyklý zpùsob upravovaní rovni
 je ekvivalentní (tj. vratný) i pro rov-ni
e nad obe
ným tìlesem, zji¹»ujeme, ¾e hledané x je tvaru x = 20�1 �101 7 =96 �101 7 = 66. �Nadále budeme sèítání a násobení v tìlese Zp pro prvoèíslo p psát bez indexu p,tj. jen + a �.3.5. Spoèítejte v tìlese
h Z5 a Z7 hodnotu výrazu (�2)�1 � ((2+4) � (4+4)�1)+3.Postupujeme podle de�ni
e opera
í na Z5 i Z7, nejprve poèítejme nad Z5:(�2)�1 � ((2 + 4) � (4 + 4)�1) + 3 = 3�1 � (1 � 3�1) + 3 = 2 � 2 + 3 = 2:Podobnì dostáváme nad Z7:(�2)�1 � ((2 + 4) � (4 + 4)�1) + 3 = 5�1 � (6 � 1�1) + 3 = 3 � 6 + 3 = 0: �3.6. Najdìte nad tìlesem Z2 = f0; 1g øe¹ení soustavy rovni
:x3 + x4 = 1x1 + x3 + x4 = 0x1 + x4 = 1x1 + x2 + x3 = 1Soustavu si i v tomto pøípadì zapí¹eme do mati
e a s poèítáním v GF(2) jibudeme upravovat posloupností elementární
h úprav:0BB�0 0 1 1 ??11 0 1 1 ??01 0 0 1 ??11 1 1 0 ??11CCA � 0BB�1 0 0 1 ??11 0 1 1 ??00 0 1 1 ??11 1 1 0 ??11CCA � 0BB�1 0 0 1 ??10 0 1 0 ??10 0 1 1 ??10 1 1 1 ??01CCA �� 0BB�1 0 0 1 ??10 0 1 0 ??10 0 1 1 ??10 1 0 0 ??11CCA � 0BB�1 0 0 1 ??10 0 1 0 ??10 0 0 1 ??00 1 0 0 ??11CCA � 0BB�1 0 0 1 ??10 1 0 0 ??10 0 1 0 ??10 0 0 1 ??01CCA :Nejprve jsme pøehodili první a tøetí øádek, a poté pøièetli (nový) první øádek kdruhému a ètvrtému. Dále jsme tøetí øádek pøièetli ke ètvrtému, pak druhý k tøetímua nakone
 jsme zpøeházeli øádku a dostali jsme jediné øe¹ení soustavy x1 = x2 =x3 = 1 a x4 = 0.Poznamenejme, ¾e jsme ke stejnému výsledku mohli dospìt i jinou posloupnostíelementární
h úprav, napøíklad standardním pou¾itím Gaussovy elimina
e. �



103.7. Najdìte nad tìlesem Z7 v¹e
hna øe¹ení soustavy rovni
 Ax = b s mati
íA = 0�3 1 5 23 2 4 62 5 6 01A a) pro b = (1; 1; 1)T , b) pro b = (1; 2; 5)TOpìt upravíme roz¹íøenou mati
i soustavy na odstupòovanou mati
i.a) 0�3 1 5 2 ??13 2 4 6 ??12 5 6 0 ??11A � 0�3 1 5 2 ??10 1 6 4 ??00 2 5 1 ??51A � 0�3 1 5 2 ??10 1 6 4 ??00 0 0 0 ??51AProto¾e poslední øádek pøedstavuje rovni
i 0 = 5, která neplatí pro ¾ádný vektorneznámý
h, je mno¾ina v¹e
h øe¹ení soustavy prázdná.b) 0�3 1 5 2 ??13 2 4 6 ??22 5 6 0 ??51A � 0�3 1 5 2 ??10 1 6 4 ??10 2 5 1 ??21A � 0�3 1 5 2 ??10 1 6 4 ??10 0 0 0 ??01ATentokrát øe¹ení soustavy existuje a my snadno najdeme jedno partikulární, napøí-klad (0; 1; 0; 0)T . Dále spoèítáme zpìtnou substitu
í øe¹ení homogenní soustavy provolbu (x3; x4) = (1; 0) a (x3; x4) = (0; 1) a opìt vyu¾ijeme Vìtu 2.14, podle ní¾ jemno¾ina v¹e
h øe¹ení nehomogenní soustavy Ax = b právì tvaruf0BB�01001CCA+ r �0BB�51101CCA+ s �0BB�33011CCA j r; s 2 Z7g: �3.8. Najdìte nad tìlesem Z5 v¹e
hna øe¹ení homogenní soustavy rovni
 s mati
íA = 0�3 1 1 2 41 2 1 2 14 3 0 1 31A.Budeme standardnì upravovat mati
i A posloupností elementární
h úprav naodstupòovanou mati
i. Nulový vektor pravý
h stran, který se øádkovými úpravaminebude mìnit, pøitom nemusí do mati
e zaznamenávat:0�3 1 1 2 41 2 1 2 14 3 0 1 31A � 0�3 1 1 2 40 0 4 3 30 0 1 3 41A � 0�3 1 1 2 40 0 1 3 40 0 0 1 21A :Vidíme, ¾e bázi
ké pozi
e jsou první, tøetí a ètvrtá a volné promìnné jsou druháa pátá. Vyu¾ijeme Vìty 2.14, v ní¾ jsme si ve 2.kapitole pøedná¹ky uvìdomili, ¾estaèí zvolit hodnoty za volné promìnné x2 a x5 a poté ostatní promìnné jedno-znaènì dopoèítat zpìtnou substitu
í. Tedy polo¾íme nejprve (x2; x5) = (1; 0) apoté (x2; x5) = (0; 1) a postupnì budeme dopoèítávat øe¹ení. Pro x2 = 1 a x5 = 0snadno najdeme vektor (3; 1; 0; 0; 0)T øe¹í
í soustavu a podobnì pro volbu x2 = 0 ax5 = 1 dostáváme øe¹ení (1; 0; 2; 3; 1)T .



11Spoèítali jsme, ¾e mno¾ina v¹e
h øe¹ení homogenní soustavy rovni
 s mati
í Aje tvaru fs �0BBBB�310001CCCCA+ t �0BBBB�102311CCCCA j s; t 2 Z5g: �30.10.3.9. Existuje nìjaký vektor pravý
h stran b 2 Z35, pro který neexistuje ¾ádné øe¹enísoustavy Ax = b, kde A je mati
e z úlohy 3.8?Staèí si uvìdomit, ¾e pro ka¾dý vektor pravý
h stran bude mít odstupòovanámati
e soustavy na levé stranì v ka¾dém øádku nenulový koe�
ient, tedy podlePozorování 2.3 z pøedná¹ky pro ka¾dý vektor pravý
h stran (a volbu hodnot volný
hpromìnný
h) umíme dopoèítat nìjaké øe¹ení. Tedy je soustava Ax = b øe¹itelnápro ka¾dý vektor b 2 Z35. �3.10. Najdìte nad tìlesem Z5 v¹e
hna øe¹ení soustavy rovni
 Ax = (1; 2; 4)T , kdeA je mati
e z úlohy 3.8.Proto¾e u¾ jsme v úloze 3.8 na¹li v¹e
hna øe¹ení homogenní soustavy s mati
íA, zbývá nám podle Vìty 2.14 najít u¾ jedno partikulární øe¹ení u nehomogennísoustavy Ax = (1; 2; 4). Ka¾dé øe¹ení potom budou právì tvaru u+w pro vhodnéøe¹ení w homogenní soustavy Postupujeme analogi
ky výpoètu v pøíkladu 3.8. Nej-prve roz¹íøenou mati
i stejnými elementárními úpravami upravíme na odstupòova-nou mati
i a poté dopoèítáme øe¹ení pro volbu x2 = 0 a x5 = 0:0�3 1 1 2 4 ??11 2 1 2 1 ??24 3 0 1 3 ??41A � 0�3 1 1 2 4 ??10 0 4 3 3 ??00 0 1 3 4 ??11A � 0�3 1 1 2 4 ??10 0 1 3 4 ??10 0 0 1 2 ??11A :Soustavu tedy øe¹í napøíklad vektor (2; 0; 3; 1; 0). S vyu¾itím hodnot spoèítaný
h v3.8 dostáváme mno¾inu v¹e
h øe¹ení soustavy Ax = (1; 2; 4)T ve tvaruf0BBBB�203101CCCCA+ s �0BBBB�310001CCCCA+ t �0BBBB�102311CCCCA j s; t 2 Z5g �3.11. Najdìte v závislosti na parametru a nad tìlesem a) Q, b) Z5, 
) Z7 d) Z11øe¹ení soustavy rovni
:x + y + 3z = a2x � ay + z = 1 �



12 Soustavu si nejprve napí¹eme v mati
ovém tvaru a upravíme na odstupòovanýtvar:�1 1 3?? a2 �a 1?? 1� � �1 1 3 ?? a0 �a� 2 �5 ?? 1� 2a� � �1 1 3?? a0 a+ 2 5?? 2a� 1� :Proto¾e levá strana poslední rovni
e je v¾dy nenulová, má soustava pro v¹e
hna aøe¹ení. musí jen rozli¹it situa
i, kdy a+ 2 = 0, tedy a = �2 a situa
i, kdy a 6= �2.Ne
h» nejprve a = �2. Pak je y volná promìnná a øe¹íme soustavu s mati
í:�1 1 3 ?? �20 0 5 ?? �5�Polo¾íme tedy y = 0 a dopoèítáme z = �1 a x = �2 � 3 � (�1) = 1. Pro y =1 a dopoèítáme hodnoty homogenní soustavy z = 0 a x = �1, tedy mno¾inav¹e
h øe¹ení je tvaru f(1; 0;�1)T + t(�1; 1; 0)T j t 2 Tg pro tìleso T, jestli¾e je
harakteristika tìlesa T rùzná od pìti. V pøípadì b), kdy pra
ujeme s tìlesem Z5se nám modulo 5 druhý øádek soustavy vynuluje:�1 1 3 ?? �20 0 5 ?? �5� = �1 1 3 ?? 30 0 0 ?? 0�Vý¹e spoèítané partikulární øe¹ení po úpravì modulo 5 zùstává v platnosti (a budetedy tvaru (1; 0; 4)T ), snadno lze ov¹em také najít kanoni
ké partikulární øe¹ení pronulové hodnoty obou volný
h promìnný
h (3; 0; 0)T . Pri výpoètu øe¹ení homogennísoustavy máme dvì volné promìnné x2 a x3. Obvyklým postupem nyní najdemenad Z5 dvì øe¹ení (4; 1; 0)T a (2; 0; 1)T (jednoèlené) homogenní soustavy, v¹e
hnaøe¹ení jsou tedy tvaru(1; 0; 4)T + t � (4; 1; 0)T + s � (2; 0; 1)T pro s; t 2 Z5:Zjistili jsme , ¾e v¹e
hna øe¹ení tvoøí pro a = �2 mno¾ina:a)f0� 10�11A+ t0��110 1A j t 2 Rg; b)f0�1041A+ t0�4101A+ s0�2011A j s; t 2 Z5g;
)f0�1061A+ t0�6101A j t 2 Z7g; d)f0� 10101A+ t0�10101A j t 2 Z11g:Nyní ne
h» a 6= �2. Potom je volná promìnná z. a øe¹íme soustavu s mati
í:�1 1 3?? a0 a+ 2 5?? 2a� 1�Polo¾íme tedy z = 0 a dopoèítáme y = 2a�1a+2 a x = a� 2a�1a+2 = a2+1a+2 . Koneènì proz = 1 a dopoèítáme hodnoty homogenní soustavy y = � 5a+2 a x = �(3 � 5a+2 ) =� 3a+1a+2 a mno¾ina v¹e
h øe¹ení je tvaruf0�a2+1a+22a�1a+20 1A+ t0�� 3a+1a+2� 5a+21 1A j t 2 Tg = f0�a2+1a+22a�1a+20 1A+ t0�3a+ 15�a� 21A j t 2 Tg



13pro tìleso T, konkrétnì:a)f0�a2+1a+22a�1a+20 1A+ t0�3a+ 15�a� 21A j t 2 Rg; b)f0�a2+1a+22a+4a+20 1A+ t0�3a+ 104a+ 31A j t 2 Z5gd)f0�a2+1a+22a+6a+20 1A+ t0�3a+ 156a+ 51A j t 2 Z7g; b)0� a2+1a+22a�1a+20 1A+ t0� 3a+ 1510a+ 91A j t 2 Z11gZávìrem poznamenejme, ¾e symbol 
d je v tìlese Zp výraz, který je tøeba dopo-èítat , tedy ¾e 
d = 
 � d�1 (stejnìtak by tomu bylo v pøípadì napøíklad tìlese ra
i-onální
h èísel, kdyby 
 a d byly nikoli 
elé, nýbr¾e obe
né ra
ionální hodnoty). �4. Poèítání s mati
emi4.1. Uva¾ujme mati
e A = �1 23 5�, B = �1 0 �11 2 1 � a C = �1 2 03 5 1� nadtìlesem R, Z7 a Z11.(a) Spoèítejte souèty B+C, C+B, BT +CT .(b) Spoèítejte souèiny A �B, BT �AT , BT �A, BT �C a CT �B.(
) Spoèítejte A � (A�B �CT ) + (C �BT �AT ).Ve v¹e
h pøípade
h úlohu vyøe¹íme nejprve v tìlese 
harakteristiky 0, tedy vreálný
h èísle
h a poté, obdobnì jako tomu bylo v Pøíkladu 3.11 výsledek pouzeupravíme modulu pøíslu¹né prvoèíslo.(a) Postupujeme nejprve pøímo podle de�ni
e souètu mati
:B+C = �1 0 �11 2 1 �+�1 2 03 5 1� = �1 + 1 0 + 2 �1 + 01 + 3 2 + 5 1 + 1 � = �2 2 �14 7 2 � :Na pøedná¹
e bylo ukázáno, ¾e je sèítání mati
 komutativní, nemusíme samozøejmìdruhý souèet poèítat a pøímo vidíme, ¾e C+B = B+C = �2 2 �14 7 2 � nad R aC+B = B+C = �2 2 64 0 2� nad Z7 a C+B = B+C = �2 2 104 7 2 � nad Z11:Podobnì bylo na pøedná¹
e ovìøeno, ¾eBT+CT = (B+C)T , tedy nám staèí jen bezdal¹ího poèítání transponovat mati
i B+C, aby
hom dostaliBT+CT = 0� 2 42 7�1 21Anad tìlesem reálný
h èísel,BT +CT = 0�2 42 06 21A nad Z7; a BT +CT = 0� 2 42 710 21A nad Z11:(b) Opìt nejprve postupujme bezprostøednì podle de�ni
e, tentokrát se jedná ode�ni
i násobení mati
: A �B =�1 23 5���1 0 �11 2 1 � = �1 � 1 + 2 � 1 1 � 0 + 2 � 2 �1 � 1 + 2 � 13 � 1 + 5 � 1 3 � 0 + 5 � 2 �3 � 1 + 5 � 1� = �3 4 18 10 2� :



14Proto¾e bylo na pøedná¹
e ovìøeno, ¾e (A �B)T = BT �AT , vidíme, ¾eBT �AT = �3 4 18 10 2�T = 0�3 84 101 21A :To nám ov¹em nepomù¾e pro výpoèet BT �A, který opìt provedeme podle de�ni
e:BT �A = 0� 1 10 2�1 11A ��1 23 5� = 0�4 76 102 31A :Pøi výpoètu souèinu BT � C nám pomù¾e rozklad mati
e C na dva bloky C =(AjS), kde A je mati
e s kterou pra
ujeme a S = �01�. Výpoèet nám usnadníjednak to, ¾e jsme ji¾ spoèítali souèin BT �A a dále pozorování, ¾e souèin BT � Správì vybere z mati
e BT druhý sloupe
:BT �C = (BT �AjBT � S) = 0� 1 10 2�1 11A � �1 2 ?? 03 5 ?? 1� = 0�4 7 16 10 22 3 11A :Koneènì CT �B = CT � (BT )T = (BT �C)T = 0�4 6 27 10 31 2 11A. Na¹li jsme výsledkyv tìlese reálný
h èísel a nyní je upravýme nad obìma koneènými tìlesy:A �B = �3 4 11 3 2� ; BT �A = 0�4 06 32 31A ; BT �C = 0�4 0 16 3 22 3 11Aa CT �B = 0�4 6 20 3 31 2 11A v¹e nad tìlesem Z7 aA �B = �3 4 18 10 2� ; BT �A = 0�4 76 102 31A ; BT �C = 0�4 7 16 10 22 3 11Aa CT �B = 0�4 6 27 10 31 2 11A v¹e nad tìlesem Z11.(
) Vyu¾ijeme poèetní
h pravidel a nejprve upravíme:A �(A�B �CT )+(C �BT �AT )�A = A �A�A �B �CT +(AT )T �(BT )T �CT �A == A � (A� I2)�A �B �CT +A �B �CT = A � (A� I2):Nyní snadno dopoèítámeA � (A� I2) = �1 23 5� � �0 23 4� = � 6 1015 26� nad RA � (A� I2) = �6 31 5� nad Z7; a A � (A� I2) = �6 104 4 � nad Z11: �



154.2. Uva¾ujme mati
e A = �1 23 1� a B = �1 0 11 1 0� nad tìlesem Z5 a de�nujmezobrazení ' : Z25 ! Z25 a  : Z35 ! Z25 pøedpisy '(v) = Av a  (v) = Bv(a) Rozhodnìte, zda je ' èi  prosté zobrazení.(b) Rozhodnìte, zda je ' èi  zobrazení na.(
) Najdìte v¹e
hny vektory v 2 Z35, pro nì¾ je  (v) = (0; 0)T(d) Najdìte v¹e
hny vektory v 2 Z35, pro nì¾ je  (v) = (1; 2)T(a) Pøipomeòme, ¾e je zobrazení ' prosté, jestli¾e '(u) = '(v) =) u = v.Proto¾e '(u) = '(v), právì kdy¾ '(u � v) = '(u) � '(v) = 0, lze ekvivalentnìprostotu zobrazení ' vyjádøit podmínkou '(u) = 0 =) u = 0. Tedy nám staèízjistit, zda mají soustavy rovni
 Ax = (0; 0)T a Bx = (0; 0)T nìjaké nenulovéøe¹ení. V obou pøípade
h po jediné ekvivalentní úpravì vidíme, ¾e nenulové øe¹eníexistují, v prvním pøípadì napøíklad '((3; 1)T ) = (0; 0)T = '((0; 0)T ) a v druhémpøíkladì napøíklad  ((4; 1; 1)T ) = (0; 0)T =  ((0; 0; 0)T ), proto zobrazení ' ani  není podle de�ni
e prosté.(b) Opìt se úloha redukuje na otázku øe¹ení soustavy rovni
 s danou mati
í.Tentokrát se ptáme, zda pro ka¾dou pravou stranu existuje øe¹ení. V prvním pøípadìvidíme, ¾e nikoli, napøíklad pro pravou stranu (1; 0)T vidíme, ¾e øe¹ení soustavyAx = (1; 0)T neexistuje. V druhém pøípadì nám stejná úvaha jakou jsme provedliv úloze 3.9 øíká, ¾e øe¹ení v¾dy existuje. Proto ' není na, zatím
o  je zobrazenína Z25.(
) Staèí, aby
hom obvyklým zpùsobem vyøe¹ili homogenní soustavu rovni
 smati
í B � �1 0 10 1 4� :Obvyklým zpùsobem zjistíme, ¾e vektor v splòuje  (v) = (0; 0)T , právì kdy¾ le¾ív mno¾inì ft �0�4111A j t 2 Z5g.(d) Tentokrát standardnì øe¹íme soustavu rovni
 tvaru Bx = (1; 2)T s mati
o-vým zápisem �1 0 1 ?? 11 1 0 ?? 2� � �1 0 1 ?? 10 1 4 ?? 1� :Spoèítáme jedno partikulární øe¹ení (1; 1; 0)T a vyu¾ijeme výsledku (
), vidíme, ¾ev splòuje  (v) = (0; 0)T , právì kdy¾ le¾í v mno¾inì f0�1101A+ t �0�4111A j t 2 Z5g. �6.11.4.3. De�nujme zobrazení fA : R2 ! Z25 pøedpisem fA(v) = Av pro reálnou mati
iA = �2 33 4�.(a) Doka¾te, ¾e je fA bijek
e.(b) Najdìte mati
i B, pro ni¾ platí fB Æ fA = fA Æ fB = Id, tedy fB = f�1A .(a) Pøipomeòme, ¾e podle Vìty 4.30, z pøedná¹ky máme dokázat, ¾e je mati
eA regulární. Bod (5) zmínìné vìty dokon
e dává jednodu
hý návod, jak zjistit, zda



16je ètver
ová mati
e regulární, staèí upravit Gaussovou elimina
í a zjistit, zda je èinenív odstupòovaném tvaru dané mati
e nulový øádek:�2 33 4� � �2 30 �12 � :Proto¾e je odstupòovaný tvar mati
e A bez nulový
h øádkù, jedná se podle Vìty4.30 o regulární mati
i, která indukuje bijektivní zobrazení fA.(b) Nejprve si uvìdomme, ¾e fA Æ fB(v) = fA(B � v) = A �B � v a podobnì ¾efB ÆfA(v) = B �A �v. Ch
eme-li, aby fB = f�1A , musí B = A�1, tedy potøebujemenajít inverzní mati
i k mati
i A. K tomu vyu¾ijeme postup 4.7.2-3. z pøedná¹ky: je-li A ètver
ová mati
e øádu n, budeme elementárními úpravami upravovat mati
iMroz¹íøenou o jednotkovou mati
i, tedy mati
i (MjIn) tak, aby
hom dostali mati
i(InjN). Podaøí-li se nám to, bude mati
e N právì inverzní mati
í k mati
i M,proto¾e (InjN) = (N �MjN �In) = N �(MjIn), v opaèném pøípadì dokon
e zjsitíme,¾e M nebyla regulární (to jsme ov¹em u¾ zji¹»ovali v bodu (a)). Upravujeme tedyøádky roz¹íøené mati
e:�2 3 ??1 03 4 ??0 1� � ��1 �1 ??1 �13 4 ??0 1 � � ��1 �1 ??1 �10 1 ??3 �2� �� �1 1 ?? �1 10 1 ?? 3 �2� � �1 0 ?? �4 30 1 ?? 3 �2� :Postupnì jsme odèítali druhý øádek od prvního, pøièítali trojnásobek prvního øádkuke druhému, vynásobili první øádek hodnotou �1 a odeèetli druhý øádek od prvního,aby
hom zjsitili, ¾e B = A�1 = ��4 33 �2�. �4.4. Existuje-li, najdìte inverzní mati
i k mati
ím(a) B = 0� 1 2 1�2 �3 12 4 31A nad tìlesem ra
ionální
h èísel,(b) C = �3 + 4i� nad tìlesem komplexní
h èísel,(
) D = �1 + i 12 3� i� nad tìlesem komplexní
h èísel.(d) F = �2 23 1� nad tìlesem Z5,(e) F nad tìlesem Z7,(f) G = 0�1 2 43 2 61 0 51A nad tìlesem Z7,(g) GT nad tìlesem Z7(h) H = 0BB�0 1 1 11 0 1 11 1 0 11 1 1 01CCA nad tìlesem Z2.(a) Poèítáme obdobnì jako v pøed
hozí úloze:0� 1 2 1 ??1 0 0�2 �3 1 ??0 1 02 4 3 ??0 0 11A � 0�1 2 1 ?? 1 0 00 1 3 ?? 2 1 00 0 1 ?? �2 0 11A �



17� 0�1 2 0 ?? 3 0 �10 1 0 ?? 8 1 �30 0 1 ?? �2 0 1 1A � 0�1 0 0 ?? �13 �2 50 1 0 ?? 8 1 �30 0 1 ?? �2 0 1 1A :Vidíme, ¾e B�1 = 0��13 �2 58 1 �3�2 0 1 1A.(b) Snadno si z de�ni
e mati
ového násobení uvìdomíme, ¾e máme za úkol spo-èítat v tìlese komplexní
h èísel hodnotu (3 + 4i)�1 = 13+4i . Obvyklým zpùsobemtedy roz¹íøíme zlomky komplexnì sdru¾enou hodnotou a dostaneme13 + 4i = 13 + 4i � 3� 4i3� 4i = 3� 4i32 + 42 = 325 � 425 iSpoèítali jsme, ¾e C�1 = �(3 + 4i)�1� = � 325 � 425 i�.(
) Postupujeme jako v bode
h (a) a (b) s vyu¾itím aritmetiky komplexní
h èísel:�1 + i 1 ??1 02 3� i ??0 1� � �1 + i 1 ?? 1 00 2 ?? �1 + i 1� �� �1 1�i2 ?? 1�i2 00 1 ?? i�12 12� � �1 0 ?? 1�2i2 i�140 1 ?? i�12 12 �Tentokrát jsme postupnì upravovali: 1) (1� i)-násobek prvního øádku jsme ode-èetli od druhého, 2) prvního øádek jsme vynásobili hodnotou 11+i a druhý øádekhodnotou 12 3) 1�i2 -násobek druhého øádku jsme odeèetli od prvního. Spoèítalijsme, ¾e D�1 = � 1�2i2 i�14i�12 12 � = 14 �2� 4i i� 12i� 2 2 �.(d) Upravujeme øádky roz¹íøené mati
e nad tìlesem Z5:�2 2 ??1 03 1 ??0 1� � �2 2 ??1 00 3 ??1 1� � �1 1 ??3 00 1 ??2 2� � �1 0 ??1 30 1 ??2 2�Postupnì jsme 1) pøièetli 1. øádek ke 2. (proto¾e �3 = 2 v Z5), 2) vynásobili 1.øádek èíslem 3 a 2. øádek èíslem 2 (proto¾e 2�1 = 3 a 3�1 = 2 v Z5), 3) odeèetli2. øádek od 1. nebo ekvivalentnì øeèeno pøièetli 4-násobek 2. øádku k 1. (proto¾e�4 = 1 v Z5).Nyní vidíme, ¾e inverzní mati
e k mati
i F existuje a ¾e F�1 = �1 32 2� nadtìlesem Z5.(e) Upravujeme øádky stejné roz¹íøené mati
e tentokrát ov¹em nad tìlesem Z7:�2 2 ??1 03 1 ??0 1� � �2 2 ??1 00 5 ??2 1� � �2 0 ??3 10 5 ??2 1� � �1 0 ??5 40 1 ??6 3�Nyní jsme 1) pøièetli 2-násobek 1. øádku ke 2. (proto¾e 2 � 2 = �3 v Z7), 2) pøièetli2. øádek k 1. (proto¾e 5 = �2 v Z7) 3) vynásobili 1. øádek èíslem 4 a 2. øádek èíslem3 (proto¾e 2�1 = 4 a 5�1 = 3 v Z7).Spoèítali jsme inverzní mati
i F�1 = �5 46 3� nad tìlesem Z7.(f) Poèítáme opìt nad Z7:0�1 2 4 ??1 0 03 2 6 ??0 1 01 0 5 ??0 0 11A � 0�1 0 5 ??0 0 10 2 5 ??0 1 40 2 6 ??1 0 61A � 0�1 0 0 ??2 5 50 1 0 ??1 3 40 0 1 ??1 6 21A :



18Dostali jsme G�1 = 0�2 5 51 3 41 6 21A.(g) Tentokrát nemusíme ni
 poèítat a jenom vyu¾ijeme pøed
hozí výsledek aTvrzení 4.38(2) z pøedná¹ky, které øíká(GT )�1 = (G�1)T = 0�2 5 51 3 41 6 21AT = 0�2 1 15 3 65 4 21A :(h) Postupujeme standardnì, pøièem¾ nejprve pøièteme v¹e
hny ní¾e polo¾enéøádky k prvnímu a poté první øádek pøièteme k ní¾e polo¾eným øádkùm:0BB�0 1 1 1 ??1 0 0 01 0 1 1 ??0 1 0 01 1 0 1 ??0 0 1 01 1 1 0 ??0 0 0 11CCA � 0BB�1 1 1 1 ??1 1 1 11 0 1 1 ??0 1 0 01 1 0 1 ??0 0 1 01 1 1 0 ??0 0 0 11CCA �� 0BB�1 1 1 1 ??1 1 1 10 1 0 0 ??1 0 1 10 0 1 0 ??1 1 0 10 0 0 1 ??1 1 1 01CCA � 0BB�1 0 0 0 ??0 1 1 10 1 0 0 ??1 0 1 10 0 1 0 ??1 1 0 10 0 0 1 ??1 1 1 01CCA :Spoèítali jsme, ¾e H�1 =H = 0BB�0 1 1 11 0 1 11 1 0 11 1 1 01CCA. �4.5. Spoèítejte souèiny reálný
h mati
(a) �2 31 1��1 ��1 3 1 �12 0 �1 2 �, (b) 0� 2 0�1 31 21A � �3 42 3��1.(a) Oznaème A = �2 31 1� a B = �1 3 1 �12 0 �1 2 �. Roz¹íøíme-li mati
i A omati
i B a budeme-li vzniklou mati
i (AjB) upravovat stejnì jako v pøed
hozí
húlohá
h takovými elementárními úpravami, aby
hom vlevo obdr¾eli jednotkovoumati
i, snadno nahlédneme, ¾e(AjB) � A�1 � (AjB) = (I2jA�1B);Tedy vpravo dostaneme hledaný souèin A�1B. Poèítejme:�2 3 ??1 3 1 �11 1 ??2 0 �1 2 � � �1 1 ??2 0 �1 22 3 ??1 3 1 �1� �� �1 1 ?? 2 0 �1 20 1 ?? �3 3 3 �5� � �1 0 ?? 5 �3 �4 70 1 ?? �3 3 3 �5� :Spoèítali jsme, ¾e �2 31 1��1 ��1 3 1 �12 0 �1 2 � = � 5 �3 �4 7�3 3 3 �5�. �(b) Oznaème C = 0� 2 0�1 31 21A a D = �3 42 3�. Vyu¾ijeme-li Tvrzení 4.22(4) a4.38(2), dostaneme (C � D�1)T = (D�1)T � CT = (DT )�1 � CT , a proto mù¾eme



19postupovat stejným zpùsobem jako v bodu (a), ov¹em pro souèin transponovaný
hmati
 v obrá
eném poøadí:�3 2 ??2 �1 14 3 ??0 3 2� � �12 8 ??8 �4 412 9 ??0 9 6� � �3 2 ?? 2 �1 10 1 ?? �8 13 2� �� �3 0 ?? 18 �27 �30 1 ?? �8 13 2 � � �1 0 ?? 6 �9 �10 1 ?? �8 13 2 � :Zjistili jsme, ¾e (DT )�1�CT = � 6 �9 �1�8 13 2 �, a protoC�D�1 = 0� 6 �8�9 13�1 2 1A. �Pøipomeòme pøirozenou de�ni
i k-té mo
niny ètver
ové mati
e Ak = k-krátz }| {AA : : :A.4.6. Najdìte ètver
ovou mati
i A nad tìlesem T øádu n splòují
í podmínky A2 =In a A 6= In, jestli¾e(a) n = 1 a T = R,(b) n = 2 a T = R,(
) n = 2 a T = Z5,(d) n = 3 a T = R,(e) n = 4 a T = Z2.(a) Ètver
ové mati
e øádu 1 odpovídají prvkùm tìles, tedy se ptáme, kdy a2 = 1a a 6= 1 nad reálnými èísly. Okam¾itì vidíme, ¾e podmínku splòuje pouze mati
e(�1).(b) V úloze nám mù¾e pomo
t geometri
ký náhled. Uvá¾íme-li mati
i zobrazenífA, hledáme taková zobrazení, která jsou sama k sobì inverzní. Ta ov¹em snadnonajdeme mezi symetriemi, napøíklad osová soumìrnost podle osy x èi y nebo sou-mìrnost podle prùseèíku os jsou zobrazení sama k sobì inverzní. Nyní staèí nahléd-nout, ¾e Ax = �1 00 �1� je mati
í soumìrnosti podle osy x, Ay = ��1 00 1� jemati
í soumìrnosti podle osy y a Ao = ��1 00 �1� je mati
í soumìrnosti podlepoèátku souøadni
, a ¾e A2x = A2y = A2o = I2.(
) V tomto pøípadì nám si
e geometri
ká pøedstava 
hybí, ale algebrai
ké dù-vody ukazují, ¾e pøed
hozí pøíklady mati
�1 00 �1� = �1 00 4� ; ��1 00 1� = �4 00 1� ; ��1 00 �1� = �4 00 4� :i nad tìlesem Z5 splòují podmínku A2 = I2. Poznamenejme ov¹em, ¾e existují idal¹í mati
e splòují A2 = I2 napøíklad mati
e �2 21 3�.(d) Tentokrát mù¾eme pou¾ít geometri
kou úvahu z (b), aby
hom si uvìdomili,¾e osové soumìrnosti s mati
emi0�1 0 00 �1 00 0 �11A ; 0��1 0 00 1 00 0 �11A ; 0��1 0 00 �1 00 0 11A ;



20symetrie podle rovin urèený
h dvoji
í os s mati
emi0�1 0 00 1 00 0 �11A ; 0�1 0 00 �1 00 0 11A ; 0��1 0 00 1 00 0 11A ;stejnì jako støedová symetrie s mati
í 0��1 0 00 �1 00 0 �11A na¹i podmínku splòují.(e) Nad tìlesem Z2 platí, ¾e �1 = 1, tedy úvahu z (b) vyu¾ít nemù¾eme. Pøestonapøíklad mati
e H = 0BB�0 1 1 11 0 1 11 1 0 11 1 1 01CCA z úlohy 4.4(h) podmínku H2 = I4 splòuje.�4.7. Najdìte aspoò 4 reálné ètver
ové mati
e A øádu 3, aby A2 = A a A 6= I3.Podobnì jako v pøed
hozí úloze mù¾e vyu¾ít geometri
kého náhledu. Uvá¾íme-limati
i zobrazení fA, hledáme geometri
ká zobrazení, která se dvojí aplika
í ne-zmìní. Takovou podmínku splòují jistì kolmé projek
e na rovinu èi pøímku, mati
eprojek
í na rovinu urèenou dvoji
í os jsou potom tvaru0�0 0 00 1 00 0 11A ; 0�1 0 00 0 00 0 11A ; 0�1 0 00 1 00 0 01A ;zatím
o mati
e projek
í na osy jsou0�1 0 00 0 00 0 01A ; 0�0 0 00 1 00 0 01A ; 0�0 0 00 0 00 0 11A : �4.8. Mìjme reálnou mati
iM = �2 01 3� øádu n > 1. Najdìte pøíklady (nekoneènìmnoha) mati
, které s M komutují.Uvìdomíme-li si, ¾e je skalární násobení komutativní, dostaneme tøídu mati

I2 = �
 00 
 � pro , které zøejmì komutují se v¹emi mati
emi. D8le pøipomeòme,¾e M � dM�1 = 
I2 = dM�1 �M. Tedy mati
e dM�1 pro ka¾dé d 2 R komutuje sM, vezmem-li 
 = 6d snadno spoèítáme, ¾e s M komutují mati
e �3
 0�
 2
 � proka¾dé 
 2 R.Dále pro ka¾dé pøirozené n máme M �Mn =Mn+1 =Mn �M a M � (M�1)n =(M�1)n�1 = (M�1)n �M, tedy mati
e Mn i (M�1)n s M komutují. �13.11.4.9. Najdìte nad tìlesem Z7 v¹e
hny mati
e X splòují
í rovnostA �X = B, jestli¾e(a) A = �5 52 3� ; B = �1 2 53 1 1� ; (b) A = �4 51 3� ; B = �0 10 2� ;



21(a) Nejprve si v¹imneme si, ¾e je mati
eA zjevnì invertovatelná, proto v pøípadì,¾e nìjaké øe¹ení mati
ové rovni
e A �X = B existuje, potom mù¾eme obì stranytéto rovnosti vynásobit zleva mati
í A�1 a dostaneme A�1 � (A �X) = A�1 �B atuto rovnost mù¾eme dále upravovat:A�1 �B = A�1 � (A �X) = (A�1 �A) �X = I2 �X = X;kde druhá rovnost platí díky aso
iativitì násobení mati
, tøetí rovnost plyne zde�ni
e inverzní mati
e a poslední rovnost dostáváme z vlastnosti jednotkové mati
e(tedy, ¾e je I2 neutrální prvek vzhledem k násobení). Náhledli jsme, ¾e existuje-liX, nutnì musí být tvaru X = A�1 � B a zbývá ovìøit, ¾e mati
e A�1 � B splòujedanou podmínku. Tedy podobnì jako vý¹e upravujemeA � (A�1 �B) = (A �A�1) �B = I2 �B = B;kde první rovnost dostáváme z aso
iativity násobení mati
, druhou z de�ni
e in-verzní mati
e a poslední rovnost je opìt dokázanou vlastností jednotkové mati
e.Nyní zbývá nìkterým ze známý
h zpùsobù dopoèítat jediné øe¹ení, pou¾ijemenapøíklad metodu úlohy 4.5: �5 5 ??1 2 52 3 ??3 1 1� �� �5 5 ??1 2 50 1 ??4 3 6� � �5 0 ??2 1 30 1 ??4 3 6� � �1 0 ??6 3 20 1 ??4 3 6� :Zjistili jsme, ¾e X = A�1 �B = �6 3 24 3 6�.(b) Uvìdomme si, ¾e máme fakti
ky vzøe¹it dvì soustavy rovni
 Ax1 = (0; 0)T aAx2 = (1; 2)T se stejnými levými stranami. Hledaná mati
e X potom bude tvaruX = (x1;x2). Podobnì jako v algoritmu pro výpoèet inverzní mati
e mù¾eme sou-stavy zapsat do jedné mati
e s obìma vektory pravý
h stran vpravo a levé stranyupravíme: �4 5 ??0 11 3 ??0 2� � �1 3 ??0 20 0 ??0 0� :Nyní snadno obvyklým zpùsobem dopoèítáme, ¾e první soustavu øe¹í právì vektory
 � (4; 1)T pro v¹e
hna 
 2 Z7 druhou soustavu øe¹í právì vektory (2; 0)T +d � (4; 1)Tpro v¹e
hna d 2 Z7. Tudí¾ X øe¹ení mati
ové rovni
e A �X = B, právì kdy¾ X le¾ív mno¾inì f(x1;x2)j9
; d 2 Z7 : x1 = 
 � �41� ;x2 = �20� d ��41�g == f�4
 2 + 4d
 d � j 
; d 2 Z7g: �4.10. Rozhodnìte, pro která a z tìlesa je mati
eAa regulární a pro tato a spoèítejtemati
i A�1a .(a) Aa = �2 a3 0� nad tìlesem Z7,(b) Aa = �1 aa 2a� 1� nad tìlesem Q,(
) Aa = 0�a 1 01 0 a1 2 a1A nad tìlesem Z5.



22 Budeme obvyklým zpùsobem poèítat inverzní mati
e a pøitom zároveò prove-deme diskusi, pro která a inverzní mati
e existuje.(a) �2 a ??1 03 0 ??0 1� � �3 0 ??0 12 a ??1 0� � �1 0 ??0 50 a ??1 4�Vidíme, ¾e Aa regulární, právì kdy¾ a 6= 0 a tehdy A�1a = � 0 5a�1 4a�1�(b) Postupujeme stejnì jako v (a):�1 a ??1 0a 2a� 1 ??0 1� � �1 a ?? 1 00 2a� 1� a2 ?? �a 1�Tentokrát je zøejmì mati
e Aa regulární, právì kdy¾ 2a� 1� a2 = �(a� 1)2 6= 1,tedy právì kdy¾ a 6= 1. Pro a 2 Q n f1g pokraèujeme v úpravá
h:� �1 a?? 1 00 1?? a(a�1)2 �1(a�1)2� �  1 0?? 1�2a(a�1)2 a(a�1)20 1?? a(a�1)2 �1(a�1)2!Zjistili jsme, ¾e A�1a = 1(a�1)2 �1� 2a aa �1�.(
) Nejprve si v¹imnìme, ¾e pro a = 0 je poslední sloupe
 mati
e nulový, tedymati
e A0 je singulární. Dále uva¾ujme jen a 2 Z5 n f0g:0�a 1 0??1 0 01 0 a??0 1 01 2 a??0 0 11A � 0�1 0 a ??0 1 01 2 a ??0 0 1a 1 0 ??1 0 01A � 0�1 0 a ??0 1 00 2 0 ??0 4 10 1 4a2 ??1 4a 01A �� 0�1 0 a ??0 1 00 1 0 ??0 2 30 0 4a2 ??1 4a+ 3 21A � 0�1 0 0 ?? a�1 3a�1 2a�10 1 0 ?? 0 2 30 0 4a2 ?? 1 4a+ 3 2 1A �Nyní snadno dopoèítáme, ¾e Aa = 0�a�1 3a�1 2a�10 2 34a2 a+2a2 3a2 1A pro a 2 Z5 n f0g. �
Pøipomeòme, ¾e Jordanova buòka je mati
e tvaru J� = 0BBBBB�� 1 0 : : : 00 � 1 : : : 0... ... . . . . . . ...0 0 : : : � 10 0 : : : 0 �

1CCCCCA.4.11. Je-li J� Jordanova buòka øádu n nad obe
ným tìlesem, doka¾te, ¾eJk� = 0BBBBB��k �k1��k�1 �k2��k�2 : : : � kn�1��k�n+10 �k �k1��k�1 : : : � kn�2��k�n+2... ... . . . . . . ...0 0 : : : �k �k1��k�10 0 : : : 0 �k
1CCCCCA ;kde de�nitori
ky polo¾íme �kr��k�ri = 0 pro r > k.



23Postupujeme induk
í. Pro k = 1 tvrzení zøejmì platí. Pøedpokládejme, ¾e vzore
platí pro k a doka¾me ho pro k + 1. Budeme násobit Jk+1� = J� � Jk� == 0BBBBB�� 1 0 : : : 00 � 1 : : : 0... ... . . . . . . ...0 0 : : : � 10 0 : : : 0 �
1CCCCCA �0BBBBB��k �k1��k�1 �k2��k�2 : : : � kn�1��k�n+10 �k �k1��k�1 : : : � kn�2��k�n+2... ... . . . . . . ...0 0 : : : �k �k1��k�10 0 : : : 0 �k

1CCCCCA =
= 0BBBBB��k+1 (�k1�+ 1)�k (�k2�+ �k1�)�k�1 : : : (� kn�1�+ � kn�2�)�k�n+20 �k+1 (�k1�+ 1)�k : : : (� kn�2�+ � kn�3�)�k�n+3... ... . . . . . . ...0 0 : : : �k+1 (�k1�+ 1)�k0 0 : : : 0 �k+1

1CCCCCA =
= 0BBBBB��k+1 �k+11 ��k �k+12 ��k�1 : : : �k+1n�1��k�n+20 �k+1 �k+11 ��k : : : �k+1n�2��k�n+3... ... . . . . . . ...0 0 : : : �k+1 �k+11 ��k0 0 : : : 0 �k+1

1CCCCCA ;kde jsme vyu¾ili známého vztahu �kr�+ � kr�1� = �k+1r �. �20.11.4.12. Spoèítejte An pro(a) n = 45 a A = 0�3 1 00 3 10 0 31A nad tìlesem R,(b) n = 45 a A = 0�1 13 00 1 130 0 11A nad tìlesem R,(
) n = 13 a A = 0BB�8 1 0 00 8 1 00 0 8 10 0 0 81CCA nad tìlesem Z13.(a) Pou¾ijeme vzoreèku odvozeného v úloze 4.11:A45 = 0�3 1 00 3 10 0 31A45 = 0�345 45 � 344 990 � 3430 345 45 � 3440 0 345 1A(b) V¹imnìme si, ¾e A = 13 �0�3 1 00 3 10 0 31A, protoA45 = 1345 �0�3 1 00 3 10 0 31A45 = 1345 �0�345 45 � 344 990 � 3430 345 45 � 3440 0 345 1A = 0�1 15 1100 1 150 0 1 1A :



24 (
) Uvìdomíme-li si, ¾e pro ka¾dé prvoèíslo p a pøirozené èíslo r � p je nadtìlesem Zp hodnota kombinaèního èísla �pr� = p!r!�(p�r)! � 0 (mod p) a spoèítáme-li 813 � 8 (mod 13) (Malá Fermatova vìta nám dokon
e obe
nì øíká, ¾e �p �� (mod p) pro ka¾dé � 2 Z13 n f0g), dostáváme díky 4.11A13 = 0BB�8 1 0 00 8 1 00 0 8 10 0 0 81CCA13 = 0BB�8 0 0 00 8 0 00 0 8 00 0 0 81CCA : �Dal¹í úlohy(1) Najdìte nejvìt¹í spoleèný dìlitel a Bezoutovy koe�
ienty èísel(a) 972 a 1122,(b) 42589 a 13548,(
) 222 � 1 a 214 � 1,(d) 31000 � 1 a 3999 � 1,(e) 31000 + 1 a 3999 + 1.(2) Spoèítejte aspoò jedno øe¹ení konruen
e(a) 63x � 1 (mod 80),(b) 63x � 5 (mod 80),(
) 63x � 9 (mod 81),(d) 64x � 3 (mod 81).(3) Najdìte pro ka¾dé 
elé n (v¹e
hna) øe¹ení konruen
e 857x � n (mod 1021)(4) Najdìte v¹e
hna reálná øe¹ení soustavy rovni
:(a) 2x � y + 2z = 1x + y � z = 1 (b) x + y + z + u = 3x + 2y + 3z + 4u = 0x + 4y = 0(5) Buï T tìleso � a ne
h» a; b 2 T . Jestli¾e a � a = b � b, doka¾te z axiomatikytìlesa, ¾e nutnì a = b nebo a = �b.(6) Spoèítejte v tìlese Z83 hodnoty 15�1 a (3�1 + 6 � 53�1)�1.(7) Vyøe¹te v tìlese Z97 rovni
i 7 � x+ 3 = 51�1 + 17.(8) Najdìte nad tìlesy Z5 a Z7 aspoò v¹e
hna soustavy rovni
:x + y + z + u = 3x + 2y + 3z + 4u = 0x + 4y = 0(9) Existuje-li, najdìte nad tìlesyR,Q,C, Z3, Z5 a Z7 v¹e
hna re¹ení soustavyrovni
:2x � y + 2z = 1x + y � z = 1(10) Vyøe¹te v tìlese Z7 rovni
i 5 � x+ 3 = 4�1 + 4.(11) Najdìte nad tìlesy R, Z5 a Z7 v¹e
hna øe¹ení homogenní soustavy rovni
s mati
í 0�2 0 12 1 03 3 11A.



25(12) Najdìte nad tìlesy Q, Z3 a Z7 v¹e
hna øe¹ení nehomogenní soustavy rovni
s mati
í �1 0 1 2 2 ??22 0 2 1 1 ??0�.(13) Uva¾ujme mati
e A = �1 2 23 1 4� a B = 0�4 2 3 11 4 0 31 0 3 21A nad tìlesy T :Q, Z5, Z7, Z11. Pro ka¾dé tìleso uva¾ujme zobrazení 'A : T 3 ! T 2,  A :T 2 ! T 3, 'B : T 4 ! T 3,  B : T 3 ! T 4 dané pøedpisy 'A(v) = Av, A(v) = ATv, 'B(v) = Bv,  B(v) = BTv.(a) Rozhodnìte, která ze zobrazení 'A,  A, 'B ,  B , 'A'B ,  B A jsouprostá.(b) Rozhodnìte, která ze zobrazení 'A,  A, 'B ,  B , 'A'B ,  B A jsouna.(
) Najdìte u zobrazení 'A,  A, 'B ,  B , 'A'B ,  B A v¹e
hny vektory,které se zobrazí na nulový vektor.(14) Pro komplexní mati
e A = 0�1 + i 3� i 12� i �i 1 + i1 1 + 2i 1� 2i1A,B = �1� 3i 2 + 3i 12 + i 1 + 2i i� a C = �1� 4i 3 0�i i 1�(a) spoèítejte B+C, BT +A �CT , A �BT , B �A, BT �C a B �CT ,(b) existuje-li, najdìte mati
i inverzní k mati
i A a k mati
i B �CT ,(b) doka¾te, ¾e mati
e BT �C není regulární,(d) existuje-li, najdìte mati
i X splòují
í rovnost X �A = C.(15) Rozhodnìte, zda jsou nad tìlesy Q, Z3, Z5 a Z7 regulární mati
e A =0�1 2 12 1 02 1 21A, B = 0BB�0 1 1 11 0 1 11 1 0 11 1 1 01CCA, C = 0BB�1 2 1 20 0 2 21 2 0 11 0 1 01CCA AT , BT a B �C.(16) Tam, kde je to mo¾né, najdìte inverzní mati
e k mati
ím z pøed
hozí úlohy.(17) Spoèítejte (�1 12 3��1 � �3 22 4� � �0 23 4��1 � �1 41 3�)�1 nad tìlesy R, Z5a Z7.(18) Existují-li najdìte inverzní mati
e k mati
ím �11 1213 14�, 0�8 9 99 8 99 9 81A a0�15 16 39 0 512 0 151A nad tìlesy Z17, Z19, Z53 a Z103.(19) Rozhodnìte, pro která a 2 C je mati
e Aa regulární, a pro tato a spoèítejtemati
i A�1a :(a) Aa = �a+ 1 a+ 2a+ 3 a+ 4�,(b) Aa = �a� 1 3a+ 1 2a�,(
) Aa = 0�a 1 1a a 0a 0 01A,



26 (d) Aa = 0�a� 1 a a+ 23a 1 a� 1a+ 1 a� 1 0 1A,(20) Rozhodnìte, pro která a 2 Z7 je mati
eAa regulární, a pro tato a spoèítejtemati
i A�1a :(a) Aa = �a+ 1 a+ 2a+ 3 a+ 4� ; (b) Aa = �2a 3a4a a+ 2� ; (
) Aa = 0� a 1 3a 1 a2a 3a 61A ;(d) Aa = 0�a+ 1 a aa a+ 2 aa a a+ 31A ; (e) Aa = 0BB�a+ 1 a a aa a+ 1 a aa a a+ 1 aa a a a+ 11CCA :(21) Rozhodnìte, pro která a; b; 
 2 R je mati
e Aa;b;
 regulární, a pro tato aspoèítejte mati
i A�1a;b;
:(a) Aa;b;
 = �a b
 a� ; (b) Aa;b;
 = �a+ b 1
 b� ; (
) Aa;b;
 = 0�a b 

 a b1 1 11A :


