ALGEBRA II PRO INFORMATIKY

6. IDEALY A KONGRUENCE NA OKRUz{CcH

Poznamka 6.1. Bud C uzdvérovy systém obsazeny v systému vsech ekvivalenci na
mnoziné A. Necht pro N C P(A) a e € A plati:

(a) e], € N pro kazdé p € C,

(b) pro kazdé N € N existuje takové p € C, Ze N = [e],,

(c) pro kazdé p,n € C plati, Ze [e], C [e], = p Cn.
Pak N je uzdvérovy systém na A (a tedy svaz) a zobrazeni ¢ : C — N dané
predpisem ¢(p) = [e], je izomorfismus svazi.

Diikaz. Nejprve ukdzeme, 7Ze je N uzavérovy systém. Protoze A x A € C, mdme
A = [e]laxa € N diky (a). Vezmeme-li N; € N, i € I, pak podle (b) existuje pro
kazdé i € I takova ekvivalence p; € C, ze N; = [e],,. Protoze je C uzavérovy systém,
tedy (;c; pi € C, dostavame (,c; Ni = ;e/lel,: = [eln, ., . € N opét diky (a).
Nyni staéi podle 4.9 ovéfit, ze je ¢ dobie definovana bijekce a ze ¢ i ! jsou
monoténn{ vzhledem k inkluzi. Korektnost definice pfitom zaruc¢uje podminka (a),
podminka (b) iiké, Ze je ¢ na N, a z podminky (c) plyne, Ze jde o prosté zobrazeni.
Konecné, je-li p C n, pak [e], C [e], pro kazdou dvojici ekvivalenci p a 7, coz

zarucuje monoténii , a monoténie ¢! je piimo obsahem podminky (c). O

Véta 6.2. (1) Vsechny normdlini podgrupy libovolné grupy G(-) tvori spolu s inkluzi
svaz a zobrazeni p — [1], je izomorfismus svazu vsech kongruenci na grupé G(-) a
svazu vSech normdlnich podgrup.

(2) Vsechny kongruence a vsechny idedly okruhu R(+,-,—,0,1) tvori spolu s
inkluzi svazy a zobrazeni p — [0], je izomorfismus svazu viech kongruenci a svazu
véech idedlu okruhu R.

Diikaz. (1) Oznacme symbolem C mnozinu vsech kongruenci na G(-), tj. ekviva-
lenci slucitelnych s operaci - (viz 3.3(3)), symbolem N mnozinu vsech normalnich
podgrup G(-) a symbolem e neutrdln{ prvek G(-). Z 4.5 plyne, Ze je C uzavérovy
systém a 1.16 zarucuje, Ze jsou splnény piedpoklady (a), (b), (¢) Poznamky 6.1,
odkud plyne zavér.

(2) Nejprve dokdzeme, ze ekvivalence p je kongruence na R(+,-,—,0,1), pravé
kdyz [0], je idedl a (a,b) € p < a —b € [0],.. Je-li p je kongruence na okruhu R,
pak jde také o kongruenci grupy R(+), proto je [0], podle 1.16 podgrupou R(+)
a (a,b) € p & a—b e 0], Zbyva ovérit, ze jde o idedl. Zvolme i € [0], a r € R,
tedy (4,0) € p a (r,r) € p, proto (ir,0) = (ir,0r) € p a (ri,0) = (ri,r0) € p, tedy
ir,ri € I.

Piedpoklddejme, ze je I je idedl a definujme (a,b) € p & a — b € I. Potom
I = [0], a podle 1.16 je p slucitelné s +. Zvolme (a,b), (¢,d) € p. Pak a — b,c —
d,(a—"b)c,b(c—d) €[0],, atudiz —a+b € [0], a ac—bd = (a —b)c+b(c—d) € [0],,
proto (—a, —b), (a-c, b-d) € p, €lmz jsme ovérili, Ze je p kongruence na R(+,-,—,0,1).
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Nyni{ stejunym zpusobem jako v dukazu (1) nahlédneme Ze jsou pro e = 0, C
mnoZinu viech kongruenci a A" mnozinu viech idedlt okruhu R(+, -, —,0, 1) splnény
pfedpoklady 6.1, odkud dostavame zaveér. O

Obdobné jako v priipadu faktorizace grup podle norméalnich podgrup budeme
faktor okruhu R podle kongruence jednoznaéné odpovidajici idedlu I znacit R/I.
Poznamenejme, 7e faktorova algebra R/I je opét okruh.

Definice. Okruh R(+,-, —,0,1) se nazyva komutativni, je-li operace - komutativni.
Komutativni okruh nazveme oborem integrity, plati-li pro kazdé a,b € R, ze a-b =0
implikuje @ = 0 nebo b = 0.

Podokruhem okruhu R(+,-,—,0,1) budeme rozumét kazdou podalgebru algebry
R(+,-,—,0,1).

Piiklad 6.3. (1) Okruhu celych ¢isel Z(+, -, —,0, 1) je oborem integrity.
(2) Kazdé komutativni téleso i kazdy jeho podokruh jsou obory integrity.
(3) Okruh redlnych polynomua R[z](+,+,—,0,1) je obor integrity.

Nésledujici tvrzeni zobeciiuje dobie zndmou konstrukci zlomkt pro vsechny obory
integrity. Ukazeme, ze kazdy obor integrity lze chapat jako podokruh néjakého
télesa, tedy bod (2) predchoziho prikladu je jedingm moZznym typem pifkladu oboru
integrity.

Uvazujme obor integrity R(+, -, —,0,1), a definujme algebru F(+,-, —,0,1), kde
F = Rx (R\{0}) s operacemi: (a,b) - (¢c,d) = (a-¢,b-d), (a,b) + (¢,d) = (a-d+b-
¢, b-d), —(a,b) = (—a,b),0=(0,1) a 1 = (1,1). Na algebie F(+, -, —,0,1) konecné
definujme relaci ~ predpisem (a,b) ~ (¢,d) & a-d="b-c.

Véta 6.4. Pro algebru F(+,-,—,0,1) plati:
(1) F(+) a F(-) jsou komutativni monoidy,
(2) ~ je kongruence na F(+,-,—,0,1) a (0,a) ~ 0 a (a,a) ~ 1 pro kazdé
a € R\ {0},
(3) F/ ~ je komutativni téleso,
(4) zobrazeni o : R — F/ ~ dané predpisem o(r) = [(r,1)]~ je prosty okruhovy
homomorfismus.
Dikaz. Vezméme (a,b), (c,d), (e, f) € F.
(1) Postupujeme zcela piimocaie podle definice.
(a,b) + ((c;d) + (e, f)) = (a,b) + ((cf + de, df)) = ((adf + b(cf + de),bdf)) =
= ((adf + bef + bde, bdf)) = (((ad + be) f + bde, bdf)) = ((a,b) + (¢, d)) + (e, f),
(a,b) + (c,d) = (ad + bc, bd) = (cb + ad,bd) = (c,d) + (a, b).
Overili jsme, Ze je operace + asociativni a komutativni. Uvazime-li, ze (a,b) +
(0,1) = (a,b), mame dokdzdno, ze F(+) je komutativni monoid. Totéz provedeme
pro nésobeni:

(a,b) - ((¢,d) - (e, f)) = (a,b) - ((ce, df)) = (ace, bdf)) = ((a,b) - (¢, d)) - (e, f),
dale (a,b) - (¢,d) = (¢,d) - (a,b) a (a,b) - (1,1) = (a,b), proto i F(-) je komutativni
monoid.

(2) Predné uvazme, Ze je relace ~ ziejmeé reflexivni a symetrickd a predpoklddejme,
ze (a,b) ~ (c,d) a (¢,d) ~ (e, f), tedy ad = bc a c¢f = de. Potom adf = bef = bde, a
proto (af—be)d = 0. Jelikoz d # 0, dostavame z definice oboru integrity, ze af —be =
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0, a tudiz (a,b) ~ (e, f). Diky pozorovani Piikladu 3.3 z minulého semestru zbyva
ovéiit slucitelnost ~ s operacemi +, - a —. Piedpokladejme, ze (a;,b;) ~ (c;,d;)
tedy aidi = Cl‘bi pro 1= ]., 2. Proto (a1b2 + blaz)dldz = a1d1 . b2d2 + a2d2 - b1d1 =
Clbl 'b2d2+02b2 'b1d1 = (Cld2 +d182)b1b2, tedy ((Ll, bl) +((L2, b2) ~ (Cl, d1)+(02, dz)
Dale a1a2d1d2 = 0102b1b2, tudiz (al,bl) . ((l2,b2) ~ (Cl,dl) . (Cg,dg) a konecné
(—a1,b1) ~ (—c1,dy) podle 5.2(2). Vztahy (0,a) ~ 0 a (a,a) ~ 1 plynou okamzité
z definice ~.

(3) Diky (1), (2) a 3.10 uz vime, ze F/ ~ (+) a F/ ~ (-) jsou komutativni
monoidy. Zbyvé tedy dokdzat existenci opatnych prvku monoidu F/ ~ (+) a dis-
tributivitu. Oznaéme ¢ rozkladové tiidy [(a,b)].. VSimnéme si, ze %4 = ¢ pro
kazdé nenulové b,d € R, protoze (ad,bd) ~ (ac, bec). Nyni snadno spocitdme, ze

a —a_a+(-a) 0

T
Q.E_f_g'f_acbf—f—bdae_acf—l—ade_g.cf—f—de_g'(f f)
b d b f bdbf N bdf b daf b d "

Konecné, zvolime-li § # 0, pak (a,b) # (0,1), tedy a # 0, a proto % € F a
% . g = 1. Tim jsme dokazali, ze kazdy nenulovy prvek F' “je invertibilni, a proto

je F/ ~ komutativn{ téleso.

(4) Okamzité vidfme, ze je & -2 = @b a4 b — adb 5 5(1) = 1, proto je o
homomorfismus. Koneéné, je-li o(a) = o(b), pak a = b, tedy jde o prosty homomor-
fismus. O

Definice. Komutativni téleso F'/ ~ budeme nazyvat podilovym télesem okruhu R
a jeho prvky budeme znacit § = [(a,b)]~.

Priklad 6.5. (1) Téleso raciondlnich ¢isel Q(+,-,—,0,1) je podilovym télesem
okruhu celych ¢isel Z(+, -, —,0,1).

(2) Téleso raciondlnich lomenych funkci je podilovym télesem okruhu redlnych
polynomu R[z](+,-,—,0,1).

Definice. O okruhu R(+,-,—,0,1) fekneme, Ze je Booletv, je-li to komutativnf
okruh a pro kazdé r € R plati, ze r-r=r ar+r =0.

Piiklad 6.6. Algebra P(X)(+,N,Idp(x),, X), kde + znaci symetrickou diferenci,
je pro kazdou neprdzdnou mnozinu X Booleav okruh. Je-li Y C X, potom je zjevné
P(Y) idedlem okruhu P(X)(+,N,Idp(x),d, X). Je-li naopak I idedl, vsimnéme si,
ze je uzavien na konecnd sjednoceni svych prvki. Diky indukénimu argumentu ndm
staci ovefit, ze AUB € I prokazdé A,B € I. Oviem AUB = (A+B)+(ANB) € I,
protoze A+~ B, ANBe€ 1.

Uvazujme X konetnou mnozinu a bud I idedl. Pak je I koneé¢ny, a proto ¥ =
UZ el Tudizl=7P{)=YNPX)av okruhu P(X)(+,N,Idp(x),0, X) jsou
vSechny idealy hlavni.

Véta 6.7. (1) Necht Sy = S(V,A,0,1, ') je Booleova algebra. Definujeme-li na S
bindrni operaci + predpisem a+b = (a Ab')V (a' Ab), pak Sy = S(+,A,1ds,0,1)
je Booleiv okruh. Navic P je podalgebra resp. p kongruence Su, prdvé kdyz je P
podalgebra resp. p kongruence So.

(2) Necht Sy = S(+,-,—,0,1) je Booletiv okruh. Definujeme-li na S bindrni
operaci V predpisem aVb = a+b+a-b a undrni operaci’ predpisem a’ = 1+ a, pak
Sa = 85(Vv,-,0,1, ') je Booleova algebra. Navic P je podokruh resp. p kongruence
So, prdvé kdyz je P podalgebra resp. p kongruence Sy .
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Diikaz. Nejprve si vSimnéme, 7e jakmile obéma sméry slozime konstrukci operaci
Booleova okruhu a Booleovy algebry, dostaneme se k ptivodni struktufe. Oznacime-
li V spojeni na Booleové algebie definovany pomoci operaci Booleova okruhu a
operace na Booleové okruhu jsou naopak definovany pomoci struktury puvodni
Booleovy algebry spocitame
aVb=a+b+a-b=(aAb)V(dAb)+aAb=
=([(anb)V(a AD)]A[a' V)V ([(a'VE)A(aVE)]AlaAb]) =
=@ AV (aA)V(aAb)V(aAb)=aVb.

Vypocet pro komplement je snadny a podobné jako v predchozi Gvaze, oznacime-li +
s¢itani na Booleové okruhu definované pomoci operaci Booleovy algebry, dostaneme:
atb=(aAb)V(dAb)=a-(1+b)+(1+a)-b+a-(1+b)-(1+a)-b
=a+a-b+b+a-b+a-b+a-a-b+a-b-b+a-b-a-b=a+b.

Proto staci, abychom u obou ekvivalence ztotoziiujici podalgebry a kongruence
dokézali jen piimou implikaci.

(1) Pi{mo z definice vidime, Ze jsou operace + resp. A komutativni s neutrdlnimi
prvky 0 resp. 1. Déle A je asociativni,aAa = a a at+a = (aAd')V(a'Aa) = 0V0 = 0,
tedy kazdy prvek a € S je sdm k sobé opacény. Zbyva ovérit asociativitu operace
+ a distributivitu V vzhledem k +. Vezméme libovolné a,b,c € S. Potom diky
distributivité Booleovy algebry a 4.17

(a+b)+c=((and)V(d Ab)]A)V((@VO)A(aVY)Ac)=
=(@Ab A V(A ADAS)V (@ AaAe)V (A AV (OAane)V (DAY Ac) =
=(@AbAN)V(@ ABAS)V (@ AV Ae)V (DAaAc).
Protoze a + (b + ¢) = (¢ + b) + a, dostdvame z piedchoziho vypoctu
b+e)+a= (A ANd)YV(ENOAN)V (AN As)V(BAcAa) = (a+Db)+ec.
Konecéné
aNc+bAhe=(aNecANB' V) V(@ V)ANbAC) =
=(aNcAb)V(d"AbAe)=[(aAb)V(a'AD)]Ac=(a+b)Ac.

Vezméme nyni podalgebru P a kongruenci p Booleovy algebry S(V,A,0,1, /).
Potom pro kazdé a,b € P a (¢;,d;) € p,i =1,2méme a’,b',a+b = (aAb')V(a'AD) €
P apodobneé (c},d}), (ciAch, diAdb), (¢ Aca, di Ada), (c1+¢2,di1+d2) € p. Uzavienost
a slucitelnost s dalsimi operacemi je zfejma.

(2) Dokézeme, ze je S(-,V) distributivni svaz. Zvolme libovolné a,b,c € S. Ko-
mutativita - je zaruc¢ena predpoklady a komutativita V plyne okamzité z definice.
Déle a - a = a podle pfedpkladu a aVa = a+a+a-a =0+ a = a. Asocia-
tivita operace - opét plyne z predpokladu, ze S(+,-,—,0,1) je (Booletv) okruh a
aV(bVe) = a+(b+c+b-c)+a-(b+c+b-c) = a+b+c+a-b+a-c+b-c+a-b-c = (aVb)Ve.
Déle ovérime axiom (S4):

aV((-a)=a+b-a+a-b-a=a+a-b+a-b=a,
a-(bva)=a-(b+a+b-a)=a-b+a-a+a-b-a=a.

Zbyva ovérit jednu distributivitu:
a-(bve)=a-(b+c+b-¢)=a-b+a-c+a-b-¢c=(a-b)V(a-c).
Konetné av0=a-1=qa,ava =a+(l+a)+a-(1+a)=14+a+a-a=1a

a-a=a-(14+a)=a+a=0,tedy S(V,-,0,1, ') je Booleova algebra.
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Vezmeme-li nyni podalgebru a kongruenci Booleova okruhu S(+,:, —,0,1), po-
tom diky tomu, ze jsou nové operace definovani vyluéné pomoci operaci puivodnich,
stejné piimocarou argumentaci jako v (1) dokazuje, Ze se jedna o podalgebru a kon-
gruenci pislusné Booleovy algebry S(V,-,0,1, '). O

Dausledek 6.8. Svaz viech kongruenci koneéné Booleovy algebry S(V,A,0,1, ') je
izomorfni svazu viech podmnozin P(A)(N,U), kde A je mnoZina viech atomi S.

Diikaz. Podle Véty 4.13 je Booleova algebra S(V,A,0,1, ') izomorfni Booleové al-
gebie P(A)(U,N, 0, A ) adiky Vétam 6.2(2) a 6.7 staci popsat svaz idedla prislusného
Booleova okruhu P (A)(+, N, Idp 4,0, A). V piikladu 6.6 jsme zjistili, ze idedly jsou
pravé tvaru P(Y) pro Y € P(A). Kone¢né snadno nahlédneme, ze P(Y)VP(Y) =
PYUZ)aPY)APY)=PY NZ),tedy svaz idedlt (a tedy i svaz kongruenci
ptvodni Booleovy algebry) je izomorfni svazu P(A4)(N,U). O

Piiklad 6.9. (1) Bud S(V,A,0,1, ) konetna Booleova algebra. Vime, Ze je S
izomorfni potencéni Boolové algebfe nad mnozinou vsech atomu A. To mimo jiné
znamend, ze |S| = |P(A)| = 241, Podle 6.8 existuje na S(V, A, 0,1, /) pravée 2141 =
|S| kongruenci.

(2) Bud X kone¢nd mnozina a P(X)(U,N, D, X, ) Booleova algebra viech podmnozin
mnoziny X a uvazujme na ni néjakou kongruenci p. Tato kongruence je podle 6.7
kongruenci na okruhu P(X)(+, N, Idp(x),0, X). Oznacme Y = J[0],. Vyuzijeme-li
popis kongruenci na okruzich pomoci idedli a pfipomeneme, ze podle 6.6 je idedl
0], = P(Y), vidime, ze (A, B) € p, pravé kdyz A+~ B CY.

Cviceni:

(1) Dokazte, ze je kazdy koneény obor nutné télesem.

(2) Popiste vsechny podalgebry konecné Booleovy algebry.

(3) Je faktor Boleova okruhu (Booleovy algebry) opét Boleuv okruh (Booleova alge-
bra)?

(4) Naj)déte nekonecnou Booleovu algebru, kterda nema zadné atomy.

7. DELITELNOST

Definice. Rekneme, ze S(:) je komutativni monoid s krdcenim, je-li S(-) monoid s
komutativni operaci - spliiujici pro kazdé a,b,c € S podminkua-c=b-¢ = a =b.

Priklad 7.1. (1) N(-) a Z \ {0}(-) jsou zfejmé komutativni monoidy s kracenim.
(2) Je-li R(+,-,—,0,1) obor integrity, pak je R\ {0}(-) komutativni monoid s

kricenim. Vezmeme-li totiz prvky a,b,c € R\ {0}, pronéz a-c =b- ¢, potom diky

distributivité dostdavame 0 =a-c—b-c=(a —b) - ¢, a proto a — b = 0.

Poznamenejme, 7e komutativni monoid s kracenim R \ {0}(-) oboru integrity
R(+,-,—,0,1) bude v nésledujicim nejvyznamnéjsim prikladem tohoto pojmu.

Definice. Bud S(-) komutativni monoid s krdcenim (nebo S(+,-,—,0,1) obor
integrity) a necht a,b € S. Rekneme, ze a déli b (piseme a/b), pokud existuje
takové ¢ € S, 7e b = a - c. Rekneme 7e a je asociovdn s b (piseme al|b), pokud a/b
a zéroveil b/a.

Vsimnéme si, ze prvek komutativniho monoidu s kracenim je asociovan s 1, praveé
kdyz je invertibilni.
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Poznamka 7.2. Bud R(+,-,—,0,1) oboru integrity Pak a/b prdvé kdyz bR C aR
a al||b prdvé kdyzZ bR = aR.

Dukaz. Jestlize b=a-r pror € R, pak b € aR a proto bs € aR pro kazdé s € R.
Plati-li bR C aR, pak i b = bl € aR, proto a/b.
Druhou ekvivalenci dostaneme dvojim pouzitim prvni ekvivalence pravé dokdzaného
kritéria. O

Pozndamka 7.3. Nechf S(-) je komutativni monoid s krdcenim.
(1) Pro kazdé a,b € S ezistuje nejvyse jeden takovy prvek c € S, Zea=10-c.
(2) Nechf a,b € S. Pak al|b prdve tehdy, kdyz existuje invertibilni prvek u € S
tak, Zea =b - u.
(3) || je kongruence na S(-).
(4) S/II(-) je komutativni monoid s krdcenim a relace ”dél

"na ném tvori uspordddni.
Dukaz. (1) Jestlize (a =)b-co = b+ ¢y, pak stacl vykrétit hodnotou b, abychom
dostali ¢y = ¢;.

(2) Pro dvojici asociovanych prvku a||b existuje dvojice prvka u,v € S, pro néz
a=>b-uab=a-v. Dosadime-li do prvniho vzahu za b, méme a = a-v - u, a
vykratime-li prvkem a dostdvame, ze 1 = v - u, tj. v a v jsou vzdjemné inverzni.

Naopak je-li a = b - u pro invertibilnf u € S, je b =a-u~?, tedy a/bi b/a.

(3) Ziejme je || reflexivni a symetrickd relace. Jestlize a/b a b/c, existuji z a y,
pronézb=a-zac=>b-y, protoc=a-(z-y), tedy a/c a dtud vidime, zZe relace /
i || jsou ekvivalence. Méjme ag||bo a a1]|b;. Pak podle (2) existuji invertibilni prvky
ug, uy pro které a; = b; -u;, kde i = 1,2. Nyni ag-ay = (bo-b1) - (ug - u1), kde ug - uy
je opét invertibilni prvek. Tedy (ag - a1)l|(bg - b1) podle (2).

(4) Je zjevné, ze S/||(-) je komutativni monoid. Mé&jme [a]} - [b]; = [a]} - [c],
potom [a - b)) = [a - c]), tedy podle (2) existuje invertibilni prvek u € S, pro ktery
a-b=a-c-u Nyn{ muzeme vykratit, tudiz b = ¢ - u a opétovnym pouzitim (2)
mame [b]H = [C]”.

Uvazime-li, ze reflexivita relace ”déli”na faktorovém monoidu plyne okamzité z
definice faktorové operace, zbyva ovéfit tranzitivitu a slabou antisymetrii. Necht

[G]H . [.r]H = [b]H a [b]” . [y]” = [C]”. Potom existuji takové invertibilni prvky u a wu,
pronéza-z-u=bab-y-v=c, aproto (a-z-y) (u-v) =a-z-u-y-v = c. Protoze
u - v je invertibilni prvek dokdzali jsme, 7e [a]) - [z - y]; = [c]. Konecné jestlize
la]) - [=]; = [b] a [0] - [y]; = [a]), pak m&me invertibilni w, pro které a-z-y-w = a,

tedy z-y-w = 1 a x (stejné jako y) je invertibilni prvek. Tim jsme ovérili, ze

[a]y = [b]))- o

Priklad 7.4. Komutativni monoidy N(-) a Z \ {0}/]|(:) jsou izomorfni.

Definice. Bud S(-) komutativni monoid s krdcenim (nebo S(+,-,—,0,1) obor
integrity) a necht a,b,c,ay,...,a, € S. Prvek ¢ nazveme nejvétsi spolecny delitel
prvki ay,...,a, (piseme NSD(ay,...,a,)), jestlize ¢/a; pro v8echna i, a kazdy
prvek d € S, ktery déli vSechna a;, déli i prvek c. Prvek ¢ nazveme ireducibilnim
prvkem, jestlize ¢ nen{ invertibilni (ani nulovy v oboru integrity) ac =a-b = c|la
nebo ¢||b. Prvek ¢ nazveme prvocinitelem, jestlize ¢ neni invertibilni (ani nulovy) a
c¢/a-b = c/anebo c/b.

Poznamenejme, ze kazdé prvocislo je uréité ireducibilni prvek v oboru celych
Cisel.
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Pozndamka 7.5. Necht S(-) je komutativni monoid s krdcenim a a,b,c¢,d,e € S.
(1) Necht d je NSD(a,b) a e je NSD(a-c,b-c). Potom (d-c)|le
(2) Nechf 1 je NSD(a,b) a a/b-c. Existuje-li NSD(a - c,b-c), pak a/c.

Dikaz. (1) Protoze de/ac, dec/bc a e je NSD(a - ¢,b - c), dc/e, tj. existuje u, pro
néz e = deu. To znamend, ze dcu/ac a deu/bc a vykratime-li du/a a du/b, a proto
du/d, tudiz ul||1 a (d - ¢)||e podle 7.3.

(2) Necht e je NSD(a-c,b-c), pak je (1-¢)||e podle (1), tedy ¢ je NSD(a-c,b-c).
Protoze je a spolecny délitel b - ¢, a - ¢, dostavame, ze a/c. O

Véta 7.6. Méjme S(-) komutativnd monoid s kracenim. Potom je kaZdy prvocinitel
ireducibilni. Pokud navic pro kazdé a,b € S existuje NSD(a,b) pak je kazdy iredu-
cibilni prvek prvocinitelem.

Dikaz. Je-li p prvocinitel a p = a-b, pak p/a-b, a/p, b/p a plati, ze p/a (tedy p||a)
nebo p/b (tedy pl|b).

Predpokladejme, ze je p ireducibilni, p déli soucin a - b a nedéli prvek a. Protoze
existuje NSD(p, a), ktery nenf asociovédn s p, plyne z ireducibility p, ze 1 je NSD(p, a).
Navic p/a - b a existuje NSD(p - b,a - b), proto podle 7.5(2) p/b. O

Pi#iklad 7.7. Uvazujme podokruh Z[v/5] = {a + v/5b| a,b € Z} okruhu redlnych
¢isel. Ziejmé se jednd o obor integrity, tedy Z[v/5]\{0}(-) je komutativniho monoidu
s kracenim. Lze ukézat, ze prvky 2, V5 + 1 a v/5 — 1 jsou ireducibilni, ale nejde
o prvocinitele, protoze 2/4 = (v/5 + 1) - (v/5 — 1), ale 2 nedéli v/5+ 1, ani v/5 — 1
(podobné pro V5+1a+vh-— 1).

Véta 7.8. Necht je kazdy ireducibilni pruek komutativniho monoidu s krdcenim
S(-) prvocinitelem a necht py,...,Dr,q1,--.,qs € S jsou ireducibilni proky takové,

Zepy-po-c--- prllgr-qa--- - qs. Potom r = s a existuje takovd bijekce o, Ze pil|q, (s
pro vSechna i =1,...,r.
Diikaz. Tvrzeni dokdzeme indukci podle r. Jeslize r = 1 mame p1 = u-q1-g2-----qs

pro ngjaky invertibilni prvek u podle 7.3(2) a protoze je p; ireducibilni mame podle
stejného tvrzeni s = 1 (ostatni g; by musely byt invertibilni, coz je v rozporu s
definici ireducibilniho prvku).

Necht tvrzeni plati pro r — 1. Protoze p,/q1 - q2 - - - qs, najdeme indukénim
rozsifenim definice prvocinitele takové i < s, pro které p,/q;, bez djmy na obecnosti
muzeme piedpoklddat, ze i = s. Z ireducibility prvku p, i g5 plyne, Ze jsou nutné

asociovany, proto muzeme vykratit a dostaneme p; -pg - -+ Prallgr-ga - Qs—_1-
Nyni podle indukéniho predpokladu r—1 = s — 1 a dostavame hledanou permutaci
o na mnoziné {1,...,r — 1}, kterou dodefinujeme o(r) = r. O

Definice. Rekneme, 7e je R obor integrity hlavnich idedli, jestlize je kazdy jeho
idedl hlavni.
Rekneme, ze obor R je UFD (nebo Gaussuv), spliiuje-li dvé podminky:
(1) pro kazdy nenulovy neinvertibilnf prvek a € R existuji ireducibilni prvky

P1y.-.,pp € R\ {0}, pronéza=mpy----- Pn
(2) je-li navic a = ¢y - -+ - ¢ pro ireducibiln{ prvky q1,...,qx, pak n = k a
existuje bijekce o tak, Ze p;||qs(;) pro véechnai=1,...,n.

Poznamka 7.9. Bud R(+,-,—,0,1) obor integrity hlavnich idedli a ai,...,a, €
R. Pak existuji proky ui, ..., u, tak, Ze Y i a;-u; je NSD(ai,...,a,).
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Diikaz. Snadno nahlédneme, ze mnozina I = {}.7 | a;u;| u; € R} je idedl oboru
integrity hlavnich idedlu R, tedy existuje prvek ¢ € I, pro néjz cR = I. Protoze
a;R C cR, je c spoletny délitel ay,...,a, a zvolime-li jiného spolecného délitele d
téchto prvka, dostdvame, ze cR = I C dR, tedy d/c. O

Véta 7.10. Bud R(+,-,—,0,1) obor integrity hlavnich idedli. Pak plati:

(1) Kazdy ireducibilni prvek R(+,-,—,0,1) je prvocinitelem.
(2) R(+,-,—,0,1) je UFD.

Dikaz. (1) Podle 7.9 jsou splnény piedpoklady 7.6, které implikuji zaver.

(2) Diky (1) a 7.8 plati jednoznacnost, zbyva tedy dokazat existenci ireduci-
bilniho rozkladu.

Predpokladejme ke sporu, ze néjaky neinvertibilni prvek a € R nemd ireducibilni
rozklad (tj. neexistje posloupnost ireducibilnich prvku cy,...,c, pro které a =
¢1 -+ ¢x), a budeme induktivné vytvaiet takovou posloupnost prvku a; a b;, Ze
a; nema ireducibilnf rozklad b; neni invertibilni a a; = a;4+1b;41. Nejprve polozime
Qg = a.

Jestlize a; nemd ireducibilni rozklad a neni invertibilni, musi existovat dva nein-
vertibilni prvky z a y, z nichz aspon jeden, napiiklad z, nemad ireducibilni rozklad a
a; = -y (kdyby ho meély oba, tvoril by jejich soucin ireducibilni rozklad a;). Stacf
tedy polozit a;41 =z a bjr1 = y.

Nyni z 7.2 a 7.3 plyne, ze a;R C a;41 R a a;R # a;11 R. Snadno nahlédneme, ze
je I = |J, a;R idedl, ktery je podle piedpokladu hlavni, tj. existuje takové ¢ € I,
7e ¢cR = I. Protoze ¢ € a;R pro dostateéné velké ¢, dostavame, ze cR C a;R C
a;+1R C cR, tedy cR # cR, coz je spor. O

Dausledek 7.11 (Zakladni véta aritmetiky). Protoze je okruh Z(+,-, —,0,1) obor
integrity hlavnich idedld, existuji v monoidech N'\{0}(-) a Z\{0}(-) nejvétsi spolecni
délitelé a ziejmeé existuji rozklady na ireducibilni prvky, tedy jsou v N ireducibilni
rozklady urceny az na pofadi jednoznacné, v Z jsou jednozna¢né az na poradi a
znaménko.

Cviceni:
(1) Dokazte, ze jsou dva nejvétsi spoleéni délitelé tychz prvku asociovény.

(2) Popiste prvocinitele okruhu redlnych polynomi a okruhu komplexnich polynomi.
(3) Dokazte, ze v UFD existuji nejvétsi spoleéni délitelé kazdé dvojice prvki.

8. EUKLEIDOVSKE OBORY INTEGRITY

Definice. Bud R(+,-,—,0,1) obor integrity. Rekneme, 7e R je eukleidovskij obor
integrity, existuje-li zobrazeni v : R — NoU{—1} (tzv. eukleidovskd funkce) spliujic
pro kazdé a, b € R, b # 0 podminky:

(1) jestlize a/b, pak v(a) < v(b),

(2) existuje q,r € R takové, ze a =b-q+r a v(r) < v(b).

Priklad 8.1. (1) Okruh celych é&isel je eukleidovskym oborem integrity s eukleidov-
skou funkei absolutni hodnotou | — |. Prvni podminka definice plati ziejmé, druha
plyne z toho, ze i v celych ¢isel umime délit se zbytkem.
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(2) Snadno si rozmyslime, Ze funkce, kterd kazdému polynomu s redlnymi koe-
ficienty pfifadi jeho stupen spliiuje podminky eukleidovské funkce, proto je obor
realnych polynomit eukleidovskym oborem integrity.

(3) Podokruh Z[i] = {a + bi| a,b € Z} (tzv. Gaussova celd ¢isla) okruhu kom-
plexnich ¢isel je eukleidovskym oborem integrity s eukleidovskou funkef v(a + bi) =
a® + b2. Piipomenime, Ze |c1 - ca| = |e1| - |e2| pro kazdou dvojici komplexnich
¢isel ¢; a co, proto v(a - ) = |a- B2 = |a* - |B]? = v(a) - v(B) pro viechna
a,fB € Zi]. Jetlize a/B a f # 0, existuje v € ZJ[i], pro které a -y = (3, proto
V() = (- ) = v(a) - ¥(y) > v(a), nebot v(7) > 0.

Chceme-li vydeélit se zbytkem Gaussovo celé ¢islo a nenulovym ¢islem 3, najdeme
nejprve komplexni z + iy = % a poté vezmeme takovd xo,yo € Z, pro kterd |z —
zol < 3 aly —yo| < 1. Polozime-li v = zg + iyo a § = a — B - v, pak vidime, ze
S =2 —y=a—ao+ily—yo), tndiz B = (1 —20)> + (y—po)* < 2+ 1 =1
proto v(J) < 1/(2[3) <v(p).

(4) Podokruh Z[v/2] = {a++v/2b| a,b € Z} okruhu redlnych ¢isel je eukleidovskym
oborem integrity s eukleidovskou funkei v(a + bv/2) = |a® — 2b%|. Ditkaz toho, ze je
v eukleidovskd norma plyne podobné jako v (2) z faktu, ze v(a - ) = v(a) - v(f).

@@

Nasledujici dukaz je analogicky dukazu, ze kazdd podgrupa cyklické grupy je
cyklicka.

Véta 8.2. Kazdy eukleidovsky obor integrity je oborem integrity hlavnich ideali.

Dikaz. Méjme R(+,-,—,0,1) eukleidovsky obor integrity s eukleidovskou funkeci
v: R — NoU{-1} a vezméme libovolny nenulovy idedl I. V idedlu I zvolime
nenulovy prvek a s minimélni hodnotou v(a). Ziejmé aR C I. Necht i € I. Pak
podle definice existuje ¢, € R takové, ze i = a-q+ r a v(r) < v(a). Protoze

r=14—a-q € I av(a) bylo minimdlni, je nutné »r = 0 a aR = I. Protoze
nulovy ideal {0} = OR je vzdy hlavnim idedlem, ukdzali jsme, ze vSechny idedly
eukleidovského oboru integrity jsou hlavni. O

Piiklad 8.3. (1) Okruh Z[z] polynomu s celociselnymi koeficienty neni oborem
integrity hlavnich idedlu, protoze idedl #Z[z]+2Z[z] = {}, piz’| 2/po} neni hlavni.
Podle 8.2 tedy nejde o eukleidovsky okruh.

(2) Protoze v Z[v/5] = {a++/5b| a,b € Z} nesplyvaji podle 7.7 ireducibilni prvky
prvocinitelé, nejde podle 7.10 obor integrity hlavnich idedlu, tedy ani o eukleidovsky
okruh.

Poznamenejme, Ze je mozné dokdzat (i elementarnimi prostiedky), ze je okruh
Z[H'T‘/rgi] = {a + H?‘/Tg’ﬂ a,b € Z} obor integrity hlavnich ideédlu, ktery neni
eukleidovsky.

Véta 8.4 (Eukleiduv algoritmus). Bud R(+,-, —,0,1) eukleidovskiim obor integrity
s eukleidovskou funkci v a necht ag, a; € R\ {0}. Sestrojme pro i > 1 posloupnosti
proki a; a q; nasledujicim postupem:

(1) jestlize a; nedéli a;_1, vezméme takovd a;y1,q; € R, Ze a;_1 = a;-q; + @11

a v(ai11) < v(ag),

(2) jestlize a; déli a;—1, polozme n =i a konstrukce konci.
Posloupnost a; je koneénd a a, je NSD(ag,a1). Definujme ddle posloupnosti z; a
y; tak, Ze xo = y1 =1, 21 =yo =0, a proi > 1 poloime ;11 = T;1 — T; - ¢;
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a Yiv1 = Yi—1 — Yi * ¢;. Potom a; = ;- ag + y; - a1, specialné x, - ag + y, - a1 je
NSD(aO,al).

Diikaz. Tvrzeni 8.2 a 7.9 fikaji, ze nejvétsi spoleéni délitelé viech dvoji prvku eu-
kleidovského oboru integrity existuji. Protoze a, je NSD(an—1,a,), staci dokdzat,
Ze prvky ¢ a d jsou asociované pro kazdé 0 < i < n, kde ¢ je NSD(a;—1,a;) a d je
NSD(a;, a;y1). Protoze c/a; a ¢/a;41 = a;—1 — a; - ¢; dostdvame z defince NSD, ze
¢/d. Podobné d/a; a d/a;—1 = a; - ¢; + a;y1, tedy d/c.

Platnost formule a; = x; - ag + y; - a1 dokazeme indukci podle . Trivialné tvrzeni
plati pro ¢« = 0,1. Nynf sta¢i dosadit do vyrazu a;+; = a; - ¢; — a;—1 hodnoty
a; = x; -Gy + Y;* a1 & Aj—1 = Tj—1 - Qg + Yi—1 A1, abychom dostali

aiy1 = (T;-ao+y;-a1) - ¢ — Tim1 - g+ Yi1 -1 =
= (i1 — ;- qi) - a0 + (Yim1 — Yi " @) - 01 = Tiq1 - Qo + Yig1 - G1-

O

Piiklad 8.5. Najdeme v Z[i](+, -, —, 0, 1) Eukleidovym algoritmem nejvéts{ spolecny
délitel prvki ag =6 —7iaa; =7+ 1.
6-—Ti (6—T4)(7—1) 35 _ 55

Nejprve spocitame i T GED(=) T B0 i, tedy g =1—iaax =ap—q1-
ay = 6—Ti—(1—i)(7+i) = —2—i. V dalsim kroku pocitame 5 = (THC2ED —
—15—5 + %z = —3 41, tedy vidime, 7e go = =3 + i a 7e as/a,. Zjistili jsme, 7e —2 — i

je nejvetsi spoleény délitel prvku 6 —7i a 7+ia —2—i= (6 —7i) + (=1 +4)(7+1).

Priklad 8.6 (Polynomy jako formalni sumy). Uvédomme si na piikladu polynomu
s celociselnymi koeficienty, jakym zpusobem zobecnit jejich chapani jako okruhu.
Uvazujme polynomy p,q € Z[z], kde polynomem rozumime sumu p = ZieNO piz?,
resp ¢ = ZieNo ¢;7%, jejichz skoro vSechny (tj. az na koneéné mnoho ,,vyjimek”)
nulové. Takové polynomy umime sc¢itat, odc¢itat a nasobit: p+q = ZiENo (pi+q;) -,
P =D ien, (TPi) T ap-q=3,en, X0k oy Pi - q;) - 2" VSimnéme si, Ze kromé
okruhu Z(+, -, —, 0, 1) v zavedenf klasického pojmu polynomu vyuzivame jesté vlast-
nosti monoidu nezapornych celych ¢isel Ng(+) (nebo, ekvivalentné fe¢eno, monoidu
{z™ n € Ng}(-), ktery je s No(+) izomorfni).

Pozorovani Piikladu 8.6 tedy chdpe polynomy jako posloupnosti koeficientu, jejiz
¢leny jsou oznaceny pomoci symbolu z”. Tento pristup vvyuzijeme v nésledujici
obecné konstrukci.

Necht R(+,-,—,0,1) je okruh a M(-,e) je monoid. Polozme R[M] = {p: M —
R| {m|p(m) # 0} je konecné}. Prvek p € R[M] budeme zapisovat také ve tvaru
Y mem P(m) - m. Na R[M] definujme bindrni operace + a -, undrni operaci — a
nularni operace 0 a 1:

pta= Y (pm)+qm))-m, p-qg= > (> p(r)-q(s)) m,

meM meM r-s=m
—p=Y (=pm)) m, 0= 0-m, 1=1-e+ Y 0-m.
meM meM meM\{e}

Na tomto misté si uvédomme, Ze pro nds neni vhodné chdpani polynomu na
okruhu s nosnou mnozinou R jako (vybrané) funkce R — R. Napiiklad pro téleso
Z, existuji pouze 4 funkce Z, — Zs, zatimco polynomu nad Z» je nekone¢né mnoho.
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Pozndmka 8.7. Necht R(+,:,—,0,1) je okruh a M(-) je monoid s neutrdlnim
prvkem e.
(1) R[M](+,-,—,0,1) je okruh,
(2) zobrazeni i : R — R[M] dané predpisem i(r) = r-e (tj. [i(r)](m) = 0 pro
vsechna m # e a [i(r)](e) = r) je prosty okruhovy homomorfismus.
(3) zobrazeni v : M — R[M] dané predpisem v(m) = 1-m je prosty homomor-
fismus monoidu M(-) do monoidu R[M](-).

Diikaz. (1) Vezméme p,q,7 € R, kdep =3\, p(m)-m,q=73 ) q(m)-m,r =
Y mem T(m) -m. Nejprve si uvédomime, ze jsou bindrni operace dobfe definované
(pro nuldrni a unarni je korektnost definice ziejmd). K tomu staéi uvazit, ze

{m| (p+q)(m) # 0} C {m| p(m) # 0} U {m| ¢(m) # 0}

{ml| (p-¢)(m) # 0} C{a-b| p(a) # 0, q(b) # 0}
Dale plati, ze

p+q=Y (p(m)+q(m)) -m= " (q(m)+p(m))-m=q+p,

meM meM

(p+a)+r =Y [(p(m)+q(m))+r(m)]m = Y (p(m)+q(m)+r(m))-m = p+(g+r).
meM meM

Proto 0 je zjevné neutralni prvek operace + a plati, ze p+(—p) = 0, je R(+, —,0)
komutativni grupa.

Podobné
(p+aq)-r= Z Z [p(a) + q(a)) - r(b)]-m =
meM a-b=m
= Z Z (p(a) -r(b) + q(a) - (b)) -m=p-r+q-r,

meM a-b=m
dukaz druhé distributivity je symetricky. Konetné zbyva ovéfit, ze je R(-,1) monoid:

(p-g)r=(Y Y (p@)-q)-m)r=">" > (pa)q®)-r(c))-m=p-(gr).
meM a-b=m meM a-b-c=m
p1=Y Y @ 1) m= 3 @m)-1e) - m=p=1-p.
meM a-b=m meM
(2) a (3) dostavame okamzité z konstrukce okruhu R[M]. O

Definice. Bud R(+,:,—,0,1) okruh a bud Ngy(+,0) monoid nezdpornych celych
cisel se scitdnim. Potom okruh R[Ng](+,:, —,0,1) nazveme okruhem polynomi
jedné neurcité a jeho prvkum budeme Fikat polynomy. Misto R[Ny] budeme psat
R[z] a polynomy budeme misto p = ZnENo p(n).n € R[z] zapisovat ve tvaru
b= ZTLENO p(n) -z™ nebo p = ZTLENO Dn 2™

Piiklad 8.8. Polynomy vice neurcitych muzeme zavést dvéma ekvivalentnimi
zpusoby: jednak indukei R[z1, ..., z,] = (R[z1,...,Zn—1])[z,] nebo jako monoidovy
okruh R[No"] = (R[z1,-..,%Tn_1])[%s] se souc¢inovim monoidem Ny" (+, (0,...,0)).
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Definice. Bud R(+,-,—,0,1) je okruh a p =37 N an - 2" € R[z]. Jeli p # 0,
budeme nejvétsi takové n € Ny, ze a, # 0, nazyvat stupném polynomu p. Stuper
polynomu 0 polozime roven —1. Stuper polynomu p budeme oznacovat deg p.

Poznamka 8.9. Necht R(+,-,—,0,1) je okruh a p,q € R[z]. Pak plati:

(1) deg—p = degp,

(2) degp + ¢ < max(degp, degq),

(3) je-lip #0+# q, pak degp-q < degp+ degq, je-li navic R oborem integrity,
potom degp - q = degp + degq,

(4) R[z] je obor integrity prdavé tehdy, kdyz je R obor integrity,

(5) je-li R obor integrity, polynom p je invertibilni prvek okruhu R[z], prdvé
kdyz degp = 0 a p(0) je invertibilni prvek okruhu R.

Diikaz. Méjmep =3 pp-z"aq=>_, qn 2", viimnéme si, ze py = p(0) = jo(p).

(1) Plyne okamzité z pozorovani {n| p, # 0} = {n| —p, # 0}.

(2) Plyne z inkluze {n| p, + ¢, # 0} C {n| p, # 0} U {n| ¢, # 0}.

(3) Oznatme v = degp a u = degq q uvédomme si pro kazdé n > v + p,
ze koeficient u 2" v polynomu degp - q je > p_ oDk - Gn-k) = D po Pk - 0) +
> ben—ps1(0-gn1) =0, proto degp- ¢ < v + p.

Je-li R obor integrity, mame koeficient polynomu p - q u z*"#:

v n—p—1 n
>k taw)= >, r-0)+p-gut+ Y, (0-gni)=ps-qu #0.
k=0 k=0 k=n—up+1

(4) Je-li R[z] obor integrity, je kazdy jeho podokruh oborem integrity, tedy i
i(R[z]). Navic i(R) =2 R podle 8.7(2) a 1. véty o izomorfismu, proto je R obor
integrity.

Je-li R obor integrity a p # 0 # ¢, mame podle (3) degp-q = degp + degq > 0,
proto p-q # 0.

(5) Jestlize p- q = 1, pak podle (3) je 0 = deg1 = degp + degq, proto degp =
degq =0, p=poz® a pogo = 1, tedy po je invertibilni.

Naopak, jestlize degp = 0 a py je invertibilni, pak p - p, *2° = 12°. O

Véta 8.10 (Déleni se zbytkem). Necht R(+,-, —,0,1) je obor integrity, a, b € R[z],
ab=> b,z™. Predpoklidejme, Ze m = degb > 0 a b,, je invertibilni v R. Potom
existuji jednoznacné urcené polynomy q, r € R|z] tak, Ze a = b-q+r adegr < degb.

Diikaz. Dokdzeme nejprve existenéni ¢ast tvrzeni a to indukei podle n = dega —
degb. Jestlize dega < deghb, a tedy n < 0, staci polozit ¢ = 0 a r = a. Plati-li exis-
tenéni tvrzeni pro viechna i < n, dokdzeme ho pro n. Bud a = 3" a,z™ a polozme
U= Apimby, 2™ at = a—u-b. Podle 8.9(2) a (3) je degt < max(dega,degu +
degb) = n+m a koeficient polynomu ¢ u mocniny "™ je @y ym — Antmby bm = 0,
tedy degt—deg b < n. Proto pro polynom ¢ muzeme uzit indukéni predpoklad, podle
néjz existuji takové polynomy v ar,ze t = b-v+r a degr < degb. Polozime-li nyni
q = u + v, dostavame

b-gq+r=b-u+b-v+r=>b-u+t=a.

Konecné predpoklddejme, ze a = b-¢'+r' adegr’ < degb. Potom b-(¢—¢') =r'—r a
podle 8.9(3) a protoze deg(r'—r) < degb, dostavame r'—r = 0, aprotog—q¢' =0 O
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Dusledek 8.11. Je-li T'(+,-,—,0, 1) komutativond téleso, pak je T|x] diky 8.9 a 8.10
eukleidovskyj obor integrity s eukleidovskou funkci danou stupném polynomi, tedy
jde podle 8.2 o obor integrity hlavnich idedli.

Pozndmka 8.12. Je-li S(+,-,—,0,1) komutativni okruh, R jeho podokruh a a € S,
pak zobrazeni jo : R[z] — S dané predpisem jo (3 ,cn, @nT") = D pen, On - @ je
okruhovy homomorfismus.

Diikaz. Nejprve snadno spoéitdme, 7e jo(0) = 0z°, jo(12°) = 1 a pro klibovolné
a,b€ Rlz], kdea=3) a,-z"ab=3 by-a"

ja(a + b) = ja(Z(an + bn) . l'n) = Z(an + bn) at = ja(a) +ja(b);

n n

proto je j, homomorfismus grup R(+,—,0) a S(+,—,0). Zbyva nahlédnout, 7e

ab—]aZZak bp—g) - Zzak bo—k) - @™ = ja(a) - ja(b).

n k=0 n k=0
O

Definice. Necht S(+,-,—,0,1) je komutativni okruh, R jeho podokruh, a € S a
p € R[z]. Homomorfismu j, z 8.12 fikdme dosazovaci homomorfismus, o nazveme
kofenem polynomu p, jestlize j,(p) = 0, a a je vicendsobny koten polynomu p,
pokud (z —a)?/p. Korenovym ¢initelem (kofenu ) rozumime polynom tvaru x — a.
Rekneme, 7e se polynom p rozklada na kofenové éinitele v S[z], existuji-li takové
prvkya € Raas,...,an, €S, zep=a-(z—aq)----- (z — ap).

V nésledujicim budeme ¢asto pouzivat pro dosazeni obvykly zapis p(«) misto
pravé zavedeného zapisu j, (p)-

Poznamka 8.13. Necht je R(+,-,—,0,1) obor integrity, « € R a p € R[z] \ {0}.
(1) «a je korenem p prdvé tehdy, kdyz (z — a)/p v R|z],
(2) = — a je prvoéinitel oboru R[z],
(3) je-li p # 0, pak p md nejuyse degp korenii.

Dikaz. (1) Predpoklddejme, ze je a kofenem p. Protoze je 1 invertibilni prvek
oboru R muzeme podle 8.10 vydélit polynom p polynomem x — a se zbytkem,
tedy existuji ¢, € R[z], pro néz p = (z — a)g+ r a degr < deg(z — a) = 1.
Dosadime-li nyn{ a do polynomu r = p — (z — )¢ a vyuZzijeme-li 8.12, dostaneme
r(a) = jo(r) = ja(p) —ja((x —a))jalg ) 0—0g(a)) = 0. Protoze degr < 1, vidime,
ze r =0, a proto (z — a)/p.

Jestlize (x — a)/p, mdme p = (z — a)q pro vhodné ¢ € R|z] a tedy p(a) =
(a — a)q(a) = 0 diky 8.12.

(2) Jestlize (x — a)/a - b pro a,b € R[z], plyne z (1), Ze je a kofenem a - b. Nyni
a(a) -b(a) = 0 podle 8.12, proto a(a) = 0 nebo b(a) = 0, nebot je R obor integrity.
Tedy z — a/a nebo z — a/b podle (1).

(3) Necht ay,...,a; € R jsou ruzné koteny p. Indukci podle poctu r riuznych
kofenu nahlédneme, ze p = (x—ay)-- - -+ (¢ —ay) -¢ pro vhodny nenulovy polynom gq.
Krok r = 1 ndm déva (1). Jestlize p= (x —ay) -+ -+ (x—ay)-qa(z—ay41)/p podle
(1), pak & — .41 je prvocinitel podle (2) nedélf zddny z polynomu x —«;, kde i < r,
proto (£ —ay,41)/q. Konecné z 8.9(3) plyne, ze degp = deg((z—aq)--- - (z—ay)-q) =
k+degq > k. O
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Vsimnéme si, ze 8.13(1) i{kd, ze vicendsobny koren je korenem, a 8.13(2) ndm
poskytne piiklady prvocinitelu (a tedy ireducibilnich prvkua) v okruhu polynomu
nad obecnym oborem integrity.

Definice. Bud R(+,-,—,0,1) komutativn{ okruh ap = 3., a;z* € R[z]. Derivaci
polynomu p budeme rozumét polynom (3.5, a;z%) = 3,500 + a1z

Poznamka 8.14. Necht R(+,-,—,0,1) je komutativni okruh, a« € R, p,q € R[z] a
n € N. Pak plati:

1) p+9)' =0 +4d,

(2) (Oé.’L’O'p)I = ax p/,

3) (p-9)=p-q+p-4q.

(4) (pn)lznpn71 p,kden=14+---+1€R.

Dikaz. (1)—(3) Vlastnosti dostdvame primocarym pouzitim definice.
(4) Dokdzeme indukei indukei podle n. Pron = 1je (p*)' = p’ = 1p° - p'. Plati-li
tvrzen{ pro n — 1 a pouzijeme-li (3) dostavame

") =@p" ) =p p" T +p ) =p p " +p-(n=1)p" 2 p = np"

Pozndmka 8.15. Necht S(+,-,—,0,1) je obor integrity, R jeho podokruh, o € S
ap € Rlz].
(1) « je vicendsobny koren p, prdavé kdyz je a korenem p i p',
(2) jestlize degp > 1 a 1 je NSD(p, p'), pak p nemd Zddny vicendsobny koren,
(3) nedéli-li charakteristika R prirozené éislo n, pak 2 —1 ani 2! —x nemaji
v S Zddny vicendsobny koten.

Diikaz. Poznamenejme, Ze polynom s koeficienty v R muZeme piirozenym zpusobem
chapat jako polynom okruhu S[z].

(1) Pfedpoklddame, ze a je koten p, tedy p = (z — «) - ¢ pro vhodny polynom
q € S[z] podle 8.13(1). Pomoci 8.14(3) spocitdme p' = ¢ + (z — @) - ¢'. Diky 8.12
vidime, Ze je a kofenem p' pravé tehdy, kdyz je kofenem ¢ a to je podle 8.13(1)
ekvivalentn{ tomu, 7Ze (r — a)/q tj. (x — a)?/p.

(2) Tvrzeni dokdzeme nepifmo. Je-li o vicendsobny koten p, potom podle (1) a
8.13(1) (z — a)/p'. Protoze (z — a)/p, polynomy p a p' nemohou byt nesoudélné.

(3) Oznatme n € R je soucet n kopii 1 télesa, a poznamenejme, ze podle
piedpokladu n # 0. Protoze polynom (z"—1)" = n-z"~! je nenulovy, j,(n-z" 1) =
(n x 1) -a™ ! # 0 pro viechna a # 0, a naopak 0 nenf kofenem polynomu z” — 1,
z"™ — 1 nemd zadny vicendsobny kofen diky (1).

Predpokladejme, 7e (z —a)?/z" 1 —z, tedy existuje p € S[z], pro ktery (z—a)?-
p=x"" —x =ux- (2" —1). Jestlize « = 0, pak vyraz vykrdtime na z - p = 2™ — 1,
coz nenf mozné, protoze ™ — 1 nemé koien 0. Kdyby a # 0, pak (—a)?-p(0) =0, a
proto p(0) = 0. Tedy podle 8.13(1) existuje takové ¢ € S[z], Ze p = z-q. Dosadime-li
za p do puvodni rovnosti a opét vykrdtime x, dostdvame, 7e (z — a)? - q = 2™ — 1,
coz jsme vylouéili v prvnif ¢asti dikazu (3). O

Piiklad 8.16. V télese charakteristiky 3 (napi Z3) plati, 7e (z —1)® = 23 — 322 +
3z — 1 =z — 1, tedy polynom 23 — 1 m4 nad takovym télesem vicendsobny koien
1. Vidime, ze predpoklad o charakteristice z 8.15(3) nemuzeme odstranit. Navic si
v§imnéme derivace (23 —1)" = 0.



ALGEBRA II PRO INFORMATIKY 41

Nyni uz jsme s to dokazat nedokazané tvrzeni 2.14 z 2. kapitoly:

Véta 8.17. Necht T'(+,-,—,0,1) je komutativni téleso a necht G je koneénd pod-
grupa multiplikativni grupy T \ {0}(-). Potom je G cyklickd grupa.

Dikaz. Uvazujme nejprve libovolnou kone¢nou grupu G(-) a polozme n = |G|. Po-
znamenejme, ze fadem prvku grupy budeme rozumeét fad cyklické podgrupy timto
prvkem generované. Podle Lagrangeovy véty déli rdd kazdého prvku koneéné grupy
jeji fad. Oznacime-li t; pocet vSech prvka G, které jsou pravé fadu k, vidime, ze
|G| = ZMG‘ tr. Pripomenme, 7ze v cyklické grupé fddu n mdame pro kazdé k/n
pravé jednu (cyklickou) podgrupu faddu k (viz 2.7) a pocet generdtoru této pod-
grupy, tedy praveé vsechny prvky fddu k, udava hodnota Eulerovy funkce (k) (viz
2.9), dévd ndm predchozi rovnost vztah n =3, /,, ¢ (k).

Nyni predpoklddejme, ze G je (konecnd) podgrupa multiplikativni grupy 7'\
{0}(-), kterd neni cyklickd, tedy t,, = 0 (< ¢(n)). Z Gvodnich dvah vime, ze n =
G| = 2 k/n tke = 2og ) (k), proto musi existovat k/n, pro néjz ty > ¢(k), zvolme
néjaké takové k a vezméme u € G fadu k. Potom pro vSechny prvky a cyklické
grupy {(u) plati a* = 1, tedy a je kotenem polynomu z* — 1. Ovsem (u) obshuje
pravé (k) generdtoru, tj. prvku fadu k, tedy musi existovat néjaky dalsi prvek
v € G\ {u) f4du k. T on je kofenem polynomu z* — 1, tedy jsme nasli k + 1 kofent
polynomu stupné k, coz je ve sporu s 8.13(3). O

Piiklad 8.18. Zs3 \ {0}(:) je podle 8.17 cyklickd grupa fddu 52. To znamend, Ze
obsahuje ¢(52) = 3 - 12 = 36 generatori.
Cviceni:
(1) Dokaizte, ze okruh Z[v/3] = {a +v/3b| a,b € Z} je eukleiovskym oborem integrity.
(2) Popiste prvocinitele oboru Gaussovych celych éisel.

9. KORENOVA A ROZKLADOVA NADTELESA

Nejprve si uvédomime, ze homomorfismus okruhu lze pfirozenym zpusobem
roz§ifit na homomorfismus pfislusnych polynomidlnich okruhu.

Definice. Jsou-li R(+,-,—,0,1) a S(+,:,—,0,1) okruhy a f : R — S jejich homo-
morfismus, pak definujme zobrazen{ f, : R[z] — S[z] predpisem fo(3_;50 a;zt) =

Eizo flai)z.

Poznamka 9.1. Bud R(+,-,—,0,1), S(+,-,—,0,1) a T(+,-,—,0,1) komutativni
okruhy a f :R— S a g: S — T homomorfismy. Potom plati:

(1) fz je okruhovy homomorfismus,

(2) (9f)e = 9ufa,
(3) fz je izomorfismus, privé kdyz f je izomorfismus,
(4) fja = Jf(oz)fz pro kazdé o € R.

Diikaz. (1) Ziejmé f,(12°) = 12°, proto staéi dokdzat slucitelnost f, s operacemi

+a- Bud a,be R[z],a=), apz™, b=3, bya™
fz(a+0) = fI(Z(an +bp)z") = Z flan +bp)z" = Z(f(an) + f(bn))z™ =

n n
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= flan)z™ + Y f(bp)z™ = fula) + fa(b),

n

Fola ) = £ (- b)) = 32 A (ar - bui))a” =

n k=0 k=0

=2 (O flar)  fon-i)a™ =) flan)z" - Y f(ba)a"™ = fu(a) - f(b).
n k=0 n n

(2) 9o fa (32, ana™) = 32, 9f(an)z™ = (9£)« (32, anz™).

(3) Necht je f, izomorfismus. Jestlize f(u) = f(v), pak f,(uz®) = f.(vz®), a
proto u = v, pro kazdé u,v € R. Tedy f je prosty. Vezmeme-li b € S pak existuje
ax®, pro ktery f,(az®) = bz°, tedy f(a) =b a f je na celé S.

Je-li f izomorfismus, pak f,(f™), =Idsps a (f)2fe = Idgp) podle (2), tedy
(f) ' =(f Y. a f. je izomorfismus.

(4) fia(D2anz™) =3 flan) f(a)" = jf(a)fz(z anz"). u

Pozndmka 9.2. Nechf R(+,-,—,0,1) je komutativni okruh a I jeho idedl. Potom
faktorovy okruh R/I je téleso prdvé tehdy, kdyz I je mazimdlnd idedl.

Diikaz. Piipomenme, Ze je svaz idedlu izomorfni svazu kongruenci okruhu, ozna¢me
pr kongruenci, kterd v tomto izomorfismu odpovida idedlu I. Déle si uvédomme, ze
diky tomuto izomorfismu je I maximalni idedl, prave kdyz je p; koatom svazu kon-
gruenci a to je podle Pozndmky 3.11 ekvivalentni tomu, ze faktorokruh R/p; = R/I
obsahuje pouze trividlni kongruence. Tato podminka ovsem diky Vété 6.2 tentokrat
na okruh R/I nastdvé pravé tehdy, kdyz je R/T téleso. O

Véta 9.3. Necht T(+,,—,0,1) je komutationi téleso a u =3, a;x’ € T[x].
(1) Faktorovy okruh T[z]/uT[z] je komutativnd téleso, prdvé kdyz je u ireduci-
bilni.
(2) Jestlize u neni invertibilni, zobrazeni p(t) = tx° + uT[z] je prosty homo-
morfismus télesa T' do okruhu T[z]/uT[z], .
(3) Je-liu ireducibilni, pak polynom p, (3"~ a:y") md koren v télese T'[x]/uT'[x].

Dikaz. (1) Podle Poznamky 9.2 staci ovéfit, ze u je ireducibilni, pravé kdyz je
uT[z] maximdln{ idedl. Necht je u je ireducibilni a .J idedl obsahujici uT'[z]. Podle
8.11 existuje j € T[z] J = jT[x], tedy diky 7.2 j/u. Protoze je u ireducibilni, mame
bud j|lu a tudiz uT'[z] = J nebo 1||j a tudiz jT[z] = T[z]. Je-li uT'[z] maxim&ln{
idedl, dostavame zavér pfimym pouzitim 7.2 a definice ireducibility.

(2) Uvédomme si, ze zobrazeni p dostaneme jako slozeni homomorfismus i z
8.7(2) a prirozené projekce 7 : T'[z] — T'[z]/uT[x], proto u = wi je opét homomor-
fismus. Jestlize konecné p(a) = pu(b), pak u/ax® —bz°, tedy podle 8.9(3) je az® —ba®
musi byt nulovy polynom (v opa¢ném piipadé by degu < deg(az® — b2°)), a tedy
1 je prosté.

(3) Staéi ovefit, ze je X = z+uT[z] kofenem ;. , a;y’ nad okruhem T'[z]/uT[z].
Dosadime-li, dostavame jx (3 ;50 a:y)) = D isolair’ + ul[z]) = (3,50 aiz’) +
uT[z] = u+uT[z] =0+ uT[z]. N - O

Pro kazdy ireducibilni polynom u ozna¢me symbolem (T'[z]), téleso T'[z]/uT[z].
Podle ptredchozi pozndmky a 1. véty o izomorfismu muzeme ztotoznit téleso 1" a
jeho homomorfni obraz u(T), tedy téleso T budeme chapat jako podokruh télesa

(T[z])u-
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Definice. Necht U(+,-, —,0,1) je komutativni téleso a 7' C U. Rekneme, ze T je
podtéleso U (resp. U je nadtéleso T), je-li T podokruh okruhu U(+,-,—,0,1) a T
je téleso (tj. navic T'\ {0} je podgrupou multiplikativni grupy U \ {0}(-) télesa U).

Vsimnémem si, ze mnozina vSech podtéles komutativniho télesa tvoii uzavérovy
systém, tj. prunik libovolného systému podtéles néjakého télese je opét podtéleso.
To ndm umoznuje zavést pro libovolné komutativni téleso U, jeho podtéleso T' a
prvek a € U a podmnozinu S C U nésledujici znaceni:

e T[S] je nejmensi podokruh U obsahujici mnozinu T'U S a T[a] = T[{a}]
e T'(S) je nejmensi podtéleso U obsahujici mnozinu TU S a T'(a) = T ({a}).

V nésledujicim budeme uvazovat vzdy komutativni téleso U a jeho podtéleso T

Poznamka 9.4. Jsou-li T C U komutativni télesa, « € U o S C U, pak Tla] =
{Xioai-a'l a; €T} = jo(T[z]), T[a] C T(@) a T[S] C T(S).

Diikaz. Ziejmé {p(a)| p € T[z]} C T[a], nebot a € T[a] a T C T[a]. Naopak
{p(a)| p € T[]} = jo(T[z]) je podokruh U obsahujici a = j,(z) a t = j,(tz°) pro
viechna t € T, proto T[a] C {p(a)| p € T[z]}. Zbytek plyne okamzité z definice. [

Definice. Nechf T C U jsou komutativni télesa a p € T[z]. Rekneme, ze U je
kofenové nadtéleso polynomu p, jestlize U = T'(«a) pro néjaky kofen a € U poly-
nomu p a U nazveme rozkladovym nadtélesem polynomu p, je-lip = a(x—ay) ... (z—
ap)proa €T aay,...,a, €U alU=T{ay,...,an}).

Véta 9.5. Necht T(+,-,—,0,1) je komutationi téleso a p € T[z], degp > 1.

(1) existuje korenové nadtéleso polynomu p,
(2) ezistuje rozkladové nadtéleso polynomu p.

Dikaz. (1) Podle 7.10 a 8.11 existuje (jednoznaé¢ny) ireducibilni rozklad polynomu
p, zvolime-li ngjaky ireducibilni polynom p;, ktery déli p, dostaneme podle 9.3
nadtéleso U = (T[z])p,, v némz mé polynom p kofen a. Hledanym kofenovym
nadtélesem je potom teleso T'(«).

(2) Indukei podle n = deg p dokdzeme, ze existuje komutativni nadtéleso V' télesa
T, nad nimz se p rozklada na kofenové cinitele. Podle (1) existuje nadtéleso U, v
némz mé p koven a € U. Oznacime-li p inkluzi T do U, pak p = p,(p) € Ulz] je
polynom stupné n a podle 8.13(1) existuje polynom v € Ulz] stupné n — 1, pro
ktery u = (z — «) - v. Podle indukéniho predpokladu existuje nadtéleso V' télesa U,
nad nimz se v a tedy i p rozklada na kofenové cinitele.

Dokézali jsme, ze existuji prvky a € U a ayq,...,a, € V, pro néz p = a(z —
a1)...(z — ay). Protoze je p € T[z], mdme a € T, tedy rozkladovym nadtélesem
polynomu p je pravé téleso T'({ai,...,an}). O

Definice. Nechf T C U jsou komutativni télesa a a € U. Rekneme, ze a je alge-
braicky prvek nad T, existuje-li nenulovy polynom p € T[z], jehoz je a kofenem,
tj- jo(p) = 0. V opaéném piipadé mluvime o transcendentnim prvku. Téleso U na-
zveme algebraickym rozsirenim télesa T, jsou-li véechny prvky a € U algebraické
nad 7. Polynom p = Y a;z je monicky, je-li agegp = 1.

Véta 9.6. Bud T C U komutativni télesa a o € U je algebraicksy prvek nad T.
Pak existuje prdavé jeden takovy monicky polynom m € T[z] \ {0}, Ze pro kazdé

p € T[z]\{0} plati, Ze jo(p) = 0, prdvé kdyzm/p. Navic m je ireducibilni, (T'[x])y, =
T(a) a Tla] =T(a).
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Diikaz. Vezméme mnozinu I = {p € T'[z]| jo(p) = 0} = j,*(0) vSech polynomii,
které maji kofen a. Protoze je j, homomorfimus podle 8.12, vidime, ze je I jako
tplny vzor nulové podgrupy podgrupou grupy T'[z](+,—,0). Jestlize p € [ a q €
T[z], mame j,(pq) = 0 jo(q) =0, tedy p- g € I. Nahlédli jsme, ze je I idedl, tedy
podle 8.11 existuje jeho generdtor a = Y a,x™ € I. Protoze je prvek a algebraicky
nad T, obsahuje I = aT'[z] nenulovy polynom a proto je nenulovy i polynom a € I.
Je-li n = dega, polozme m = a,'a. Nyni je m monicky, plati I = mT[z], tedy
pla) =0< p € I & m/p, aziejme je takovy monicky polynom uréen jednoznacné.

Nyni predpoklddejme, ze m = a - b, kde a,b € T[z]. Potom podle 8.12 a(a) = 0
a pak ml|a nebo b(a) = 0 a pak m||b, tedy m je ireducibilni. Kone¢né si v§imnéme,
7e diky 1. vété o izomorfismu a 9.4(1) je

(Ta])m = Tlal/mTx] = T[z]/ker jo = ja(T[x]) = Ta].
Protoze je T[z]/mT[z] podle 9.3 téleso, je i T[] téleso, proto T'[a] = T(a). O

Definice. Bud T C U komutativni télesa. Polynom z piedchozi véty nazveme
minimdlnim polynomem algebraického prvku a € U, budeme ho znagcit m,. Stuper
rozsireni U nad T definujeme jako [U : T] = dimy U, kde U chdpeme jako vektorovy
prostor nad télesem 7.

Piiklad 9.7. Téleso komplexnich éisel je kofenovym i rozkladovym nadtélesem
polynomu z*> + 1 nad R, [C: R] = 2.

Véta 9.8. Necht T C U jsou komutativni télesa a o, oy, ..., a, € U.

(1

(2
(3
(4

) Je-li o algebraicky, pak [T'(a) : T] = degmy,

) je-li [T(a) : T] konecné, pak je o algebraicky,

) je-li [U : T konecéné, pak je U algebraické rozsirend télesa T,

) Ty ... ,ap) = Tlay,...,a,] je rozsitenim koneéného stupné tedy alge-

s

bmzckym roz§irenim telesa T, jsou-li ay,...,a, algebraické nad T.

Diikaz. (1) Polozme n = degm,, a pfipomenme, ze T[a] = T(«) podle 9.6. Dokédzeme,
ze mnozina {a’| i = 0,1,...,n — 1} je bdz{ T[a] nad télesem T. Vezméme pr-
vek t € T[a], o némz z 9.4 vime, ze je tvaru t = p(a) pro vhodny polynom
p € T[z]. Vydélime-li nyni se zbytkem polynom p poynomem m,, dostaneme
(8.10) p = gmg + 1 pro q,r € T[x] a degr < n. Nyni vidime, 7e t = p(a) =
q(a)mq(a) +7r(a) = (), protoze je a kofenem mq, tedy t = r(a) = >, ria’ je
T-linedrni kombinaci prvka {a’| i = 0,1,...,n —1}. Je-linyni }°,  ¢;a* =0, kde
¢; €T, je a kotenem polynomu ¢ = > c;xt = 0 stupné mensiho nez n. Protoze
podle 9.6 m,/c, dostavame, ze ¢ = 0, tudiz {ai| i = 0,1,...,n — 1} je linedrné
nezdvisld mnozina.

(2) Je-li [T(a) : T] konecné, je mnozina {af| i > 0} linedrné zdvisl, tudiz
existuje netrividlni linearni kombinace ), d;a’ = 0, tedy a kofenem nenulového
polynomu =, diz’.

(3) Vezméme libovolné a € U. Potom je T'(«) podprostor koneéné generovaného
vektorového prostoru U nad télesem T, tedy [T'(a) : T] je konecné a proto je «
algebraicky prvek podle (2).

(4) Nejprve ukdzeme, ze [V : T] = [V : UJ[U : T] pro T C U C V jsou do
sebe zafazend komutativni télesa. Je-li (u;) béze prostoru U nad télesem T a (v;)
béze prostoru V nad télesem U, ukdzeme, Ze (u;v;) je baze prostoru V nad télesem
T. Vezmeme-li libovolné a € V, pak existuje linedrni kombinace a = > j djvy,
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kde d; € U. Proto pro kazdé j existuji linedrni kombinace d; = }_, ¢;ju;, kde
c;j € T. Vidime, Ze a = Z” ¢iju;v;, tedy (u;v;) generuje V nad T. Podobné
jestlize 0 = Z” CijWvj = Z](El ¢iju;) v, pro n&jakd c¢;; € T, dostdvdme z linedrni
nezavislosti (v;) nad U, ze ), ¢;ju; = 0 a z linedrni nezdvislosti (u;) nad T plyne, ze
jsou vsechna ¢;; nulova. Tim jsme ovéfili, ze (u;v;) je linedrné nezdvisld generujici
mnozina, tedy béze. Proto [V : T] = |(w;v;)| = |(w)||(v;)| = [V : UJ[U : T.

Nyni dokdzeme indukci podle n, pficemz jsme tvrzeni pro n = 1 dokazali v 9.6,
navic [T(a) : T] je koneéné podle (1). Piedpoklddejme, ze tvrzeni plati pro n — 1.
NyniT[aq,...,an) =Tlag, ... an—1]an] = T(aq,...,an—1)[an]aT(ag,...,qn_1)
je konec¢ného stupné nad 7' podle indukéniho pfedpokladu. Protoze je prvek a,, al-
gebraicky nad télesem T'(ay,...,a, 1), vidime diky 9.6, 7e T(ay,...,an 1)[a,] =
T(aq,...,an—1)(ap) =T(aq,...,ap). Konetné diky (1), indukénimu piedpokladu
a dokdzanému pozorovani o stupni rozsiteni dostavame

[T(a1,...,qn_1)(an):T] =
= [T(on, ., ane) (@) : T, ., )T, .-, 0p1) : T

Protoze jsou oba souéinitele vpravo kone¢né, je i [T'(ay, ..., an—1,ay) : T] koneény.
O

Dusledek 9.9. Necht T je komutativni téleso, p € T[] a necht je U rozkladové
nadtéleso polynomu p. Jsou-li aq,...,a, € U vsechny koreny polynomu p v télese
U, pak U =Tloy,...,ap].

Piiklad 9.10. (1) Q(v/2) = Q[V2] = {z + yV2 + 2V/4| z,y,2 € Q} je kofenové
nadtéleso polynomu z*—2 nad Q a [Q(+/2) : Q] = 3, tedy z*—2 je monicky polynom
stupné 3, a proto jde podle 9.8(1) a 9.6 pravé o miniméln{ polynom algebraického
prvku v/2 nad Q. Viimnéme si, ze zatimco nad Q je polynom z* — 2 ireducibilni,
nad R méme ireducibilni rozklad z® — 2 = (z — v/2)(2? + ¥/2x + v/4) a nad C se
polynom rozklada na kofenové cinitele.

(2) Nechf k € Z a VEk € C\ Q. Pak Q(vVk) # Q a Vk je kofenem polynomu
a? — k, proto je m s = 2 — k diky 9.4 nutné minimalni polynom a [Q(Vk) : Q] =
degm s = 2 podle 9.8(1). Q(Vk) je tzv. kvadratické rozsiieni télesa Q.

(3) R neni algebraickym rozsifenim télesa Q, protoze polynomu Qz] je pouze
spotetné mnoho a kazdy mé pouze konetné mnoho kotfenu, tedy vsech redlnych
kofenu Q[z] je opét pouze spocetné. Oviem mnozina R spoCetnd neni.

(4) Prvek ¥/3 je kotenem polynomu z® — 3 € Q[z] a prvek v/11 kotenem poly-
nomu z” — 11 € QJz], tedy oba jsou algebraické nad Q. Podle Pozndmky 9.8(4)
je Q(V/3, V/11) = Q[v/3, v/11] algebraické rozsiteni. Z toho plyne, ze napiiklad pro
prvek a = 5v/3 + 2v/11 — /27+v/11 — 3 existuje polynom p € Q[z], jehoz je a
kofenem.

Poznamka 9.11. Bud T, C U, a Ty C U, komutativni télesa, bud f : Ty — Ty
izomorfismus a necht « € Uy je algebraicky prvek nad T, a B € Us je algebraicky
prvek nad Ts. Pak ezistuje takovy izomorfismus g : T (a) = T2(B), Ze g(a) = B a
g(t) = f(t) pro vsechna t € Ty, prdvé kdyz f,(my) = mg.

Dikaz. (=) Poznamenejme, Ze f, je podle Poznamky 9.1(3) izomorfismus okruhu
Ti[z] a Ty[z], proto je fi(mq) ireducibilni. Dale jy(a)fa(ma) = Jg(a)9z(ma) =
9(ja(my)) = g(0) = 0 podle Pozndmky 9.1(4), tedy S = g(«a) je kofenem polynomu
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fz(mea) € To[z] C Us[z]. Podle Véty 9.6 mg/ fr(mq). Protoze je f,(mg) ireducibilni
a monicky, dostavdme nutné mg = f,(m,).
(«) Staci si uvédomit, ze Véta 9.6 zarucuje existenci izomorfismi

i s Thlz]/(maTh[2]) = Ti(e),  ip: Ta[z]/(mpT2lz]) = T2(P)
a ze izomorfismus f, indukuje podle predpokladu izomorfismus faktorovych okruhu

fo : Ta[z]/(maTh[z]) = To[z]/(msTs[z]), kde fo(p +maTi[z]) = fo(p) + mgTy[z].
Slozime-li izomorfismy dostavame

Ti(a) = (Th[z])m, = (T2[z])m, = T2(B),
tedy mdme izomorfismus g = iz fri5'. Nyni zbyva spocitat
9(t) = igfeil (1) = ipfo(tz® + maTi[z]) = ig(f(t)2° + msTa[z]) = f(t)
pro kazdé t € T a podobné
gla) =igfeiz' () = igfu(a' + maT1[z]) = is(z' +msTi[z]) = B.
O

Véta 9.12. Necht Ty a 15 jsou komutativni télesa, f : Ty — Ts je izomorfismus a
necht Uy je rozkladové nadtéleso polynomu p € Ty[x] a Uy je rozkladové nadtéleso
polynomu f,(p) € Ts[x]. Oznaéme ay,...,a, viechny kofeny polynomu p v Uy a
Bi, ..., Pm vSechny koteny polynomu f,(p) vUs. Potomn = m a existuje permutace
o a izomorfismus g : Uy — Uy tak, Ze g(o;) = By proi =1,...,n a g(t) = f(t)
pro vsechna t € Ty .

Diikaz. Znovu si viimnéme, ze f, je izomorfismus okruht Ti[z] a T>[z]. Tvrzeni
dokédzeme indukci podle stupné k = degp = deg f,(p). Protoze je rozkladové
nadtéleso polynomu stupné 1 nad télesem Ty (T3) rovno T; (T%) staéi pro k = 1
polozit g = f.

Predpokladejme, ze tvrzeni plati pro kazdou dovojici téles T a T5 a kazdy po-
lynom stupné k — 1 nad télesem 77 a méjme polynom p € Ti[x] C U;[z] stupné k.
Protoze o, € U; je kofenem p, minimdlni polynom m,, déli p podle 9.6, a proto
fz(my,) déli f,(p). Poznamenejme, ze degm,, = deg f.(m,,) > 0 a ze rozklad
na ireducibilni prvky je podle 8.11 a 7.10 v okruhu Us[z] jednoznaény az na aso-
ciovanost, proto existuje (ireducibilni polynom) z — f;, ktery déli f,(m., ), bez
ijmy na obecnosti muzeme piedpokladat, ze i = m. Pouzijeme-li opét Vétu 9.6,
vidime, Ze je polynom f,(m,,) ireducibilni (nad 75) a monicky, 3., je jeho kofen
(nad Us), a proto f,(ma,) = mg,,. Nyni podle 9.11 existuje izomorfismus téles
h: Ty (a,) = To(Bm), pro néjz plati, ze h(ay,) = By a h(t) = f(t) pro vSechna
t € Ty. Zaroven muzeme v okruhu T} (a,)[z] vydélit polynom p polynomem = — a,,
tedy najdeme polynom q € T} (a,,)[z] stupné k — 1, pro ktery p = (z — ay,)q, a tudiz
fa(p) = falz—ap) f2(q) = (x—Pm) f2(q). Vyuzijeme-li nyni indukéniho predpokladu
pro télesa Ti(ay,) a To(Bp), jejich izomorfismus h a polynom ¢, dostdvame, Ze
n—1=m — 1, existuje permutace ¢’ na S,_1 a takovy izomorfismus g : Uy — Us,
ze g(a;) = By proi =1,...,n —1 a g(s) = h(s) pro vSechna s € Ti(a,). Ziejmé
tedy n =m, g(t) = h(t) = f(t) pro vSechna s € T} a g(aw,) = Bm. O

Pouzijeme-li 9.12 pro f = Id dostdvame

Diusledek 9.13. Nechf T je komutativni téleso, p € T|x]. Pak existuje aZ na izo-
morfismus prdavé jedno rozkladové nadtéleso polynomu p.
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10. KONECNA TELESA

Poznamka 10.1. Bud T komutativni téleso (prvociselné) kladné charakteristiky
p, bud n prirozené ¢islo a necht ¢ = p™. Pak mnozina Q = {t € T| t4 = t} tvord
podtéleso T'.

Diikaz. Nejprve uvdzime, ze f, : T — T, fp(a) = af je okruhovy homomorfismus.
Okamzité vidime, ze 07 = 0, 17 = 1, (a-b)? = a?-bP. Déle (a+b)? = 3F  (¥) x (a’-
bP~%) = aP+b®, protoze p/ (V) prokazdéi = 1,...,p—1, tedy Zf;ll (P)x (a*-bP~7) =
0. Induk¢nim argumentem zjistime, ze fpi = fyi-1f, je homomorfismus okruhi pro
kazdé kladné i. Proto (a+b)P" = fpn (a+b) = fyn (a)+ fpn (b) = a?” +b7" apodobné

(—a)?" = —a?", (a-b)P" = a?" -b?" . Koneéné napiiklad pifmym vypoctem zjistime,
7e (a=')?" = (a?")~! pro kazdé nenulové a. Mé&jme nyni a,b € Q, tj (a?" = a,
" =1b). Pak (a +b)P" =a?" +b"" =a+bapodobné (a-b)P" =a?" b =a-b,
(—a)?" = —a?". Je-li navic a # 0, potom (a™')?" = (a?")~! = a~!. ¢cimz jsme
ovéiili, ze a+b,a-b, —a,a” ' € Q. Protoze 0,1 € Q) ziejmé, vidime, ze @ je podtéleso
T O

Poznamka 10.2. Nechf T je koneéné komutativni téleso, pak P = {k x 1| k €
N} 2 Z,, kde p je prvocislo, je podtéleso T a existuje n tak, zZe |T| = |P|™ = p™.

Diikaz. Snadno nahlédneme, ze P =2 Z /pZ = Z,, proto je P téleso a T' m4 strukturu
kone¢ného vektorového prostoru nad P. Je-li n = dimp(T), dostdvame, ze |T| =
|P|™ = p™. O

Véta 10.3. Nechf q € N. Pak ezistuje komutativni téleso o q prvcich, prdvé kdyz
q = p" pro néjaké prvocislo p a prirozené éislo n. Téleso o p™ prvcich je izomorfni
rozkladovému nadtélesu polynomu z*" — z nad Z,.

Dukaz. (=) plyne okamzité z 10.2.

(<) Ukédzeme, ze rozkladové nadtéleso 7' polynomu zP" — z nad Z, mé prévé
p" prvki. Protoze p nedéli p” — 1, nemd polynom zP" — z podle 8.15(3) zadny
vicendsobny koten. Téleso T tedy obsahuje aspon p™ prvku. V dusledku 10.1 je
mnozina Q = {t € T| t*" = t} podtélesem, navic t*" = t pravé kdyz je t kofen
polynomu z?" — z, tedy |Q| = p" (opét podle 8.10) a Q = T

Vezmeme-li nyni libovolné téleso U o p™ prvcich, pak pro kazdé v € U \ {0}
u?"~! = 1 podle 2.6, a proto u?" = u pro vsechna u € U. Vyuzijeme-li déle
10.2, dostaneme, Ze vsechny prvky U jsou kofenem polynomu z?” — z nad télesem
P={kx1| ke N}=Z,, tedy U je rozkladové nadtéleso polynomu zP" — z nad
télesem P. Zavér potom plyne z 9.12 O

Jednoznaéné (az na izomorfismus) urcené téleso o p™ prvcich se zpravidla znaci
GF(p™) (GF = Galois field).

Véta 10.4. Koneéné komutativni téleso T obsahuje podtéleso o q prvcich prdvé
tehdy, kdyz q/|T| a q — 1/|T| — 1. Takové podtéleso je prdvé jedno.

Dikaz. (=) plyne z Lagrangeovy véty (1.13) pouzité pro grupy T'(+) a T\ {0}(-).

(<) Podle 10.3 existuje takové prvocislo p a prirozené ¢islo n |T'| = p*, tedy
q = p* pro vhodné pfirozené &islo k < n. Diky 8.17 vime, ze T \ {0}(-) je cyklické
grupa, a proto podle 2.9 existuje jeji (jednoznazné urcéend) podgrupa G fadu g — 1.
Protoze podle 2.8 u~! = 1 pro kazdé u € G, obshuje mnozina Q = G U {0} pravée
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vechny koteny polynomu z?" — z. Tedy Q = {u € T| u? = u} je podtéleso o g
prvcich diky 10.1. Jeho jednoznacnost plyne z 2.8 a 2.9. O

Poznamka 10.5. Necht p je prvocislo a k, n pFirozené éislo. Pak k/n prdvé tehdy,
kdyz (p* — 1)/ (p" — 1).

Diikaz. (=) Jestlize n = kd, snadno spoéitdme, ze p" — 1 = (p* — 1) Z;.tol pk,
(<) Necht (p* —1)/(p® —1) an = kd+r, kde 0 < r < k. Vime, ze p* — 1 =
(p* = 1) S5y p™, tedy (% —1)/((p" = 1) — (p*? = 1)). Protoze (p" —1) — (p"? 1) =
pHd(p" — 1) a ¢isla p* — 1 a p* jsou nesoudélnd, méme (p* — 1)/(p” — 1). Ovéem
r < k, proto r = 0. O

Véta 10.6. Pro kazZdé konecné komutativni téleso T a prirozené éislo n existuje
nad T ireducibilni polynom stupmé n.

Diikaz. 7 10.3 vime, ze |T| = p* pro vhodné piirozené k a ze existuje téleso U,
které ma p™* prvki. Navic (p¥ — 1)/(p™* — 1) podle 10.5, proto diky 10.4 a 10.3
obsahuje U podtéleso izomorfni T', bez ijmy na obecnosti mizeme toto podtéleso
s télesem T ztotoznit. Nyni si sta¢i uvédomit, ze U \ {0}(-) je cyklickd grupa, a
zvolit néjaky generdtor a grupy U \ {0}. Prvek a je podle 9.8(3) algebraicky a
U\ {0} = (a) C T(a), proto T(a) = U a deg(m,) = [U : T] = n podle 9.8(1),
kde m, je minimdlni polynom algebraického prvku a nad 7. Konecné m, je nad
T ireducibiln{ podle 9.6. O

Poznamka 10.7. Necht T je koneéné komutativoni téleso. Kazdy ireducibilni poly-
nom stupné n z okruhu T[x] déli polynom «!1" — z.

Diikaz. Nechf m € T[z] ireducibilni polynom stupné n, bez tjmy na obecnosti
mizeme piedpoklddat, ze je m monicky. Polozme g = |T'| = p* pro vhodné prvoéislo
p a vhodné pfirozené k a bud’ U téleso o pF™ prvcich. Podobné jako v ditkazu 10.6
muzeme bez djmy na obecnosti ztotoznit téleso T s izomorfnim podtélesem télesa U,
které existuje podle 10.4. Téleso U je podle 10.3 rozkladovym nadtélesem polynomu
27" — 2 nejen nad télesem Z,, nybrz i nad kazdym vétsim podtélesem, tedy i nad
télesem T'. Déale podle 9.3 je (T[z]),, komutativni téleso o p*” prvcich, v némz m4
polynom m koren. Protoze (T[z])n, = U a izomorfismus lze diky 9.12 vzit tak, aby
byl na podtélesech T identicky, ma m kofen v U, oznatme ho a. Snadno s pomoci
9.6 nahlédneme, ze m je minimalnim polynomem prvku « nad télesem 7', a protoze
je a kofenem polynomu z¢" — x, mdme m/(z9" — z) v okruhu T[z]. O

Véta 10.8. Necht T je konecéné komutativnd téleso, d prirozené éislo a u € T[z]
ireducibilnd polynom stupné n. Polozme q = |T|. Ndsledujici tvrzeni jsou ekviva-
lentni:

(8) (2" —2)/(z?" ~a) v Tla],

(b) u/(a?" — ) v Tla],

(c) (" =1)/(¢"=1) vZ,

(d) n/d v Z.

Diikaz. (a)=>(b) z 10.7 plyne, ze u/(z9" — x) a z tranzitivity relace / dostdvame
Z4veér.

(b)=(c) Opét uvdzime, ze rozkladové nadtéleso U polynomu (:L‘qd — ) nad Z,
m4 podle 10.3 pravé ¢¢ prvki a obsahuje jako podtéleso téleso izomorfni 7' (a ta
muzeme ztotoznit) podle 10.4. Protoze u/(qu — ) existuje nad télesem U kofen
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a € U polynomu w. To znamend, ze je minimdlni polynom m,, algebraického prvku
a nad T asociovan s polynomem u a tudiz [T (a) : T] = degm,, = degu = n podle
9.8(1). Tedy |T(a)| = ¢" a (¢™ — 1)/(¢* — 1) podle 10.4.

(c)=(a) Pouzijem obdobny argument jako v ditkazu 10.5: je-li (¢% —1) = s(¢™ —
1),pak (ach —z)=z(z? "t -1) Zf:_& G

(c)&(d) Protoze ¢ = p” pro vhodné piirozené r a prvocislo p podle 10.3, mame
(PH)™ = 1)/((p")¢ — 1) & rn/rd diky 10.5, coz ziejmé nastavd < n/d. O

Uvézime-li, 7ze se pro kazdé prvocislo p polynom 2P g€ Z,[z] nad svym
rozkladovym nadtélesem U podle 8.15(3) rozklad4d na ruzné kofenové ¢initele, tedy
na vzajemné neasociované polynomy, nemohou byt vzijemné asociovany ani ¢leny
ireducibilntho rozkladu z(P")* — z v jakémkoli podtélese télesa U. Diky predchozi
vété dostaneme:

Vsimnéme si, ze je-li p prvocislo, n pfirozené ¢islo a ¢ = p™, pak je polynom 29" —
T pravé soufinem viech monickych ireducibilnich polynomt nad télesem GF(q%)
vSech stupnu k, které déli d.

Piiklad 10.9. (1) Hleddme-li nerozlozitelné polynomy ze Zs[z] stupné 4, vime z
10.7, ze véechny musi délit polynom z'® — z, resp. !> — 1. Déle ndm 10.8 tika,
7e nerozlozitelny polynom stupné k (< 4) délf polynom z'¢ — z préve kdyz k/4
(tj. praveé kdyz existuje podtéleso Sestndctiprvkového télesa o 2% prvcich). Tudiz
polynom 2% —z budou délit pravé viechny nerozlozitelné polynomy stupné 1, 2 a 4.
Jedinym nerozlozitelnym polynomem stupné 2 nad télesem Z, je polynom z?+xz+1.
Snadno spocitame, ze z'% —z = z(z — 1) (2 + 2 + 1) (2 + 2% + 2° + 23 + 1), tedy
polynom z'? 4+ 2° + 2% + 2% + 1 uz nutné musf byt soucinem véech nerozlozitelnych
polynomii stupné 4 (zfejmé existuji pravé 3). Dopo¢itame, 7e x'? +2° + 26 +23 +1 =
(*+ 2+ 22+ + D@+ 22 + D@t + 2+ 1).

(2) Protoze téleso o 27 prvcich obsahuje pouze vlastni podtéleso o 2 prvcich (7
je totiz prvoéislo), je polynom x'?® — x nad Zs sou¢inem pravé viech ireducibilnich
polynomu stupné 1 (takové jsou préve 2) a stupné 7. Proto nad Zs existuje pravé
18 = 128=2 nerozlozitelnych polynomi stupné 7.

(3) Spocitame pomoci 10.8 neasociované nerozlozitelné polynomy stupné Sest
nad télesem Zs. Vime, ze polynom 27%° — z se rozkldd4 na soucin véech vzajemné
neasociovanych (maji totiz ruzné kofeny) ireducibilnich polynomu stupné k/6, tedy
rozklad 7% — z na ireducibilni ¢initele obsahuje pravé polynomy stupné 1, 2, 3 a
6. Zrejmé mame pravé 3 neasociované ireducibilni polynomy stupné 1 a snadno
spoc¢teme (napf. stejnym postupem pro polynom z° — x), Ze existuji rovnéz 3
neasociované neireducibilni polynomy stupné 2. Kone¢né pomoci rozkladu poly-
nomu 227 — z na nerozlozitelné polynomy (stejnou metodou) zjistime, ze existuje
az na asociovanost 8 = 27%(31) neireducibilnich polynomu stupné 3. Tedy snadno
dopocitame, ze neasociovanych ireducibilnich polynomu stupné 6 nad Zs existuje

prave 116 = w_

11. VOLNE ALGEBRY A VARIETY

Definice. Je-li I mnozina, budeme ffkat zobrazeni Q : I — N typ. Rekneme, ze
algebra A(a;| i € I) je typu Q, pokud pro kazdé ¢ € I je ; pravé Q(i)-arni operaci.
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Definice. Bud Q : I — N ngjaky typ, X mnoZina a nechf indexovand mnoZina
symbolu operaci {a;| i € I} je disjunktni s X. Definujme indukei posloupnost
mnozin W;:

Wo={a;] i € ,24i) =0}UX a

Wy = {(ai,wl, . ,wQ(l))| 1 €1, wj € W, Q(Z) # 0} uw,.

Polozme Wq(X) = |J,cn Wha a definujme pro kazdé i € I na mnoziné W (X)
Q(i)-arnf operaci a; predpisem a;(wy, . .., wo)) = (g, w1, - - ., wo(s) ). Potom alge-
bru W (X)(ay| i € I) (typu Q) nazveme (absolutné volnou) algebrou termi nad X
typu .

Piiklad 11.1. Bud X = {z} jednoprvkovd mnozina pismen, I = {x} a Q(x) = 1,
tedy uvazujeme jednu undrni operaci. Potom Wq(X) = {z, (as, z), (a4, ax, ), ... },
proto je Wq(X) nekoneénd.

Poznamka 11.2. Necht Q : I — Ny néjakyj typ a X je mnoZina. Potom X generuje
algebru termai Wq(X)(oy| i € I).

Diikaz. Dokézme indukei podle n, ze W,, C (X). Ziejmé Wy C (X). Necht W,, C
(X). Vezmeme-li i € I, pro néz Qi) # 0, a wy,...,weu € W, C (X), pak
(g, wr, ..., wou)) = ai(wg, ..., wo)) € (X), proto Wy, 1 C (X). O

Poznamka 11.3. Bud Q : I — Ny typ, X mnoZina a A(a;| i € I) algebra typu
Q. Pak pro kazdé zobrazeni p : X — A existuje prdvé jeden homomorfismus P :
Waq(X) — A tak, Ze §|x = .

Diikaz. Budeme induktivné rozsifovat zobrazeni ¢ na mnoziny W,. Nejprve defi-
nujme g : Wy — A predpisem po(z) = ¢(z) pro vSechna z € X a ¢o(a;) = a; pro
véechna takova i, pro néz Q(i) = 0. Mame-li definovéno ¢,, : W,, — A rozsitime ho

na opt1: Wt = A pppa(@i, wis .., woe) = i(pn(wi), - - on(wagy)), jestlize
i €1, Qi) #0aw,...,woy € Wy. Koneéné polozme @ = J,, ¢n, Z konstrukce
je zjevné, ze jde o jedinou moznou definici rozsifujictho homomorfismu. O

Véta 11.4. Kazdd algebra daného typu Q je homomorfnim obrazem algebry Wq (X)
pro néjakou mnozinu X.

Dukaz. Staci vzit za X libovolnou mnozinu generdtoru (napiiklad celou algebru) a
identitu na X rozsitit podle 11.3 na piislusény homomorfismus. O

Poznamka 11.5. Necht Q je typ a X a'Y mnoZiny. Pak je algebra termi Wq(X)
nad X izomorfni algebre termi Wq(Y) nad Y prdvé tehdy, kdyz existuje bijekce
mezi X oY (tj. |X| = 1Y)

Dukaz. (=) Vezmeéme néjaky izomorfismus ¢ : W (X) — Wq(Y). Nejprve dokdzeme,
ze p(X) C Y. Pfedpoklddejme, ze existuje z € X, pro které p(z) = w ¢ Y,

tj. bud’ existuje i € I, pro néz Q(i) = 0 a w = «; nebo existuje n > 0, pro
néz w € W, \ W,_1. Prvni moznost je ovSem ve sporu s prostotou ¢, protoze
o(z) = ¢(ay), a protoze w = a;j(wy, - .., wo(;)) pro j € I a wy € Wy,_1, dostdvame

= aj(e N wi), .., (wgg))) € Wo, coz rovnéz nenf mozné. Tedy ¢(X) C Y
a stejnym argumentem pro inverzni izomorfismus obdrzime ¢ (V) C X, tudiz ¢
indukuje bijekci mezi X a Y

(<) Mame-li bijekci b : X — Y muzeme ji podle 11.3 rozsifit na homomorfismus
0 Wq(X) = Wq(Y) ajejf inverz b= : ¥ — X na homomorfismus ¢ : Wq(Y) —
Wa(X). Z jednoznacénosti rozsiteni identity na X resp. Y na endomorfismus na
Wa(X), resp. Wo(Y) plyne, ze i = Id a Y = Id, tedy ¢ je izomorfismsu. O
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Pripomenime definici sou¢inové algebry. Méjme n € N, neprazdny systém mnozin
Aj, j € J a systém n-arnich operaci o; na A;. Definujme operaci []..;a; na
[1;c; A; vztahem

[H ai(fi,. -5 faw)l() = ai(f1(5)s-- -, faw (4))
JjeJ
kde f; € [[;c; Aj-

Snadno nahlédneme, ze [];.; A4;(I];c; il @ € I) opét algebra typu Q (mluvime

o soucinu algeber), je-li A;(a;| i € I) neprazdny systém algeber stejného typu .

jed

Definice. Necht Q je typ a X je nekoneéna spotetnd mnozina. Identitou nazveme
libovolnou dvojici (u,w) € Wq(X) x Wq(X). Rekneme, ze algebra A typu Q spliuje
identitu (u,w), pokud pro kazdy homomorfismus ¢ : Wo(X) = A je o(u) = o(w).
Tiidu V algeber typu ) nazveme varietou, existuje-li mnozina identit M tak, ze V
je tvofena pravé vSemi algebrami typu €2 splitujicimi vSechny identity z M.

Priklad 11.6. 1) Tiida vsech grup tvoif varietu (pfitom tato varieta spliiuje iden-
tity (.CE ’ (y ’ Z): (m : y) : Z)a (.CE ’ ].,.Z'), (]- '.CE,QZ’) a (ZE : m_la 1))

2) Tiida vsech komutativnich grup tvoii varietu (k identitdm grupy piibyde jesté
komutativita: (z - y,y - x)).

3) Trida v8ech okruht tvoii varietu.

Véta 11.7 (Birkhoff). Trida V algeber typu Q je varieta prdvé tehdy, kdyz je V
uzaviend na viechny podalgebry, homomorfni obrazy a souciny algeber z V.

Diikaz. (=) Necht V je varieta s mnozinou identit M. Zvolme A € V a vezméme
ngjakou podalgebru B algebry A. Ozna¢me i : B — A inkluzi mnozin a v§imnéme
si, ze je i homomorfismus. Mame-li nyni (u,w) € M a libovolny homomorfismus
¢ Wqo(X) = B, pak ip je homomorfismus Wq(X) do A, proto ip(u) = ip(w).
Ovsem 4 je prosté zobrazeni, tedy ¢(u) = p(w).

Nyn{ vezméme homomorfismus ¢ : A — B, kde opét A € V, (u,w) € M a
homomorfismus ¢ : Wq(X) — 9(B). Pro kazdé x € X definujme zobrazeni p :
X — A podminkou pu(x) € (¢(z)) . Zobrazeni u mizeme podle 11.3 rozsiiit na
homomorfismus @ : X — ¢(B), pro ngjz ¥ = ¢. Protoze fi(u) = fi(w), dostdvame
i p(u) = Yiu) = Fi(w) = p(w), tedy B(B) € V.

Konetné méjme systém algeber 4; € V, kde j € J, a homomorfismus ¢ :
Wa(X) = [ljes 45 a (w,w) € M. Oznatme 7y, : [[;c; 45 — Ag pro kazdé
€ J pfirozenou projekci na k-tou slozku a v§imnéme si, Ze se jednd o homomorfis-
mus. Protoze mip(u) = mre(w) pro kazdé € J, je podle definice soucinu algeber
p(u) = p(w).

(<) Vezméme mnozinu vsech identit M, které spliuje kazdd algebra a dale
oznacme { varietu vSech algeber spliujicich M. Ziejmé V C U.

Nejprve zvolme libovolnou algebru A € U. Diky 11.4 existuje mnozina Y a ho-
momorfismus p : Wq(Y) — A na celou algebru A. Uvazime mnozinu R v8ech kon-
gruenci p na Wo(Y'), pro néz Wa(Y')/p € V. Vidime, ze [[ .z Wa(Y)/p € V podle
predpokladu a déle piirozené definované zobrazeni ¢ : Wo(Y) = [[,cx Wa(Y)/p je
homomorfismus. Proto pro kongruenci po = [ per P pomoci 1. véty o izomorfismu
dostdvame vztah Wq(Y)/py = Wa(Y)/ker ¢ =2 Yp(Wq(Y)), tedy Wa(Y)/py je
podalgebra soucinové algebry z V, tedy i Wqo(Y)/py € V a py je nejmensi kongru-
ence na Wq(Y), pro niz Wo(Y)/py € V.
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Nyn{ ukdzeme, ze py C ker p. Vezméme (a,b), aby platilo, ze p(a) # p(b) a
nechf X je spotetnd (sta¢i samoziejmé konetnd) podmnozina Y, kterd obsahuje
v8echna pismena termil z a a b. Protoze Wq(X) C Wq(Y) a restrikce p na Wq(X)
indukuje homomorfismus Wq(X) — A, identita (a,b) na A neni splnéna, proto
existuje algebra B € V a takovy homomorfismus f : Wo(X) — B, ze f(a) # f(b),
ktery muzeme diky 11.3 rozsiiit (na ¥ \ X zobrazeni dodefinujeme libovolné) na
homomorfismus f : Wq(Y) — B. To znamend, ze (a,b) € py.

Konecné pouzitim 1. a 2.véty o izomorfismu dostdvame, ze A = Wq(Y)/ker p
je izomorfni faktorové algebie Wq(Y)/py, tedy diky uzavienosti V na faktory
dostavdme, 7ze A € V. O

Piiklad 11.8. Ttida vSech téles neni podle Birkhoffovy véty varietou, nebot souéin
dvou téles (napt. Zs X Zo) neni télesem.

12. IREDUCIBILNI ROZKLAD POLYNOMU

Definice. Rekneme, 7e polynom f je bez ctverci, jestlize neexistuje zadny takovy
polynom g (nad tymz télesem) kladného stupné, aby ¢*/f. Je-li f = [, f, kde
vSechny polynomy f; jsou bez ¢tvercu, mluvime o bezétvercovém rozkladu polynomu

7.

Poznamka 12.1. Pro kaZdy polynom nad komutativnim télesem existuje bezctvercovy
rozklad.

Dukaz. Bezprostiedni dusledek 7.10 spolu s 8.11. O

Poznamka 12.2. Necht T je komutativni téleso, f € T[z]. Pak je f bez étvercii
prdvé kdyz 1 je NSD(f, f').

Diikaz. Postupujeme podobné jako v Pozndmce 8.11. Jestlize f = g?h, pak podle
8.10(3) f' =g (gh)' + 49" -gh =g ((gh)’ + g'h), tedy g/ f".

Piedpoklddejme, ze 1 neni NSD(f, f'), tedy podle 7.7 (2) existuje ireducibilni
polynom g, ktery déli f'i f, tj. f=g-a,f =g-b. Protoze g-b=f' =(g9-a) =
g-a'+ g -aaprotoze g a g’ jsou nesoudélné, dostdvame, 7e g/a a tedy ¢g>/f. O
Priklad 12.3. [Bezétvercovy rozklad polynomu nad télesem kladné charakteris-
tiky] Mé&jme téleso T prvociselné charakteristiky p a f € T[z]. Oznacujme nsd(a, b)
jednoznatné urcéeny monicky polynom, ktery je NSD(a,b).

Polozme ¢; = nsd(f, f'), g1 = %, h1 = nsd(ey, g1), a induktivné definujme
posloupnosti {¢;}, {g:}, {hi}:

. Cim1
(2 hz_l b)
Necht f =[]}, f¢ je bezétvercovy rozklad. Potom

DN | A | it

i¢pN j¢pNU{i} i€pN

g9i = hifl, h7, = nSd(czagl)

a proto

ao=nsd(f, f)=[T[ £ 1-1] £

j¢pN iepN
Odtud dostdvéme, ze g1 = [[;¢,n [ @ b1 =150 j¢pn fi-
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~ 7 ~ j—1 ; -
Podobné nahlédneme, ze cx = [[Tj54 jeon f7~ | [licpn fil @ 26 gp = hi—1 =
szlw'gsz f;j- Odtud snadno spocitdme, 7e Z—: = f; pokud p nedéli p a Z—’; =1v
opa¢ném piipadé. Mame tedy algoritmus k nalezeni ¢lenu bezétvercového rozkladu

pro vSechna %, jez nedéli p. V§imneme-li si, ze po koneéné krocich dostaneme

e =[] £1=> ax™ =) ai')".
icpN i i
Pouzijeme-li nyni rekurzivné algoritmus na polynom ), a;x’, najdeme ¢leny f;
bezétvercovy rozklad pro p/i, jestlize p*> nedélf i. Ddle miizeme pokracovat rekurzi.

Podrobnosti viz [MS].

Poznidmka 12.4 (Cinskd véta o zbytcich). Méjme koneéné komutativni téleso
T, navzdjem nesoudélné ireducibilni polynomy fi,...,fn, € T[z] a polozme f =
[17, fi- Pak je zobrazeni ¢ : T[z|/fT[x] — [l T[x]/fiT[z] dané piedpisem
o([g]¢) = ([(g)modfi], . .. [(g)modfy]) okruhovy izomorfismus.

Diikaz. Obdobny jako u Cinské véty o zbytcich pro okruh celych &fsel. O

Véta 12.5. Bud T koneéné komutativni téleso a f monicky bezétvercovy polynom.
Oznacme V =T[z]/fT[z] a W = {u € V| ulTl = u}.
(1) V je vektorovy prostor nad télesem T a W jeho podprostor.
(2) Je-li f soucinem k ireducibilnich polynomi, pak dimqsW = k.
(3) Je-li [uly € W a1 <degu < degf, potom f =[], rnsd(u—s, f).
(4) Je-li [u1]y ... [ug]y bdze vektorového prostoru W a g a h dva neasociované
ireducibilni faktory f, potom existuje takovéi < k a s € T, Ze g déli (w; — s)
a h nedeéli (w; — s).

Diikaz. (1) V je komutativni grupou s pfirozené definovanym ndsobenim skaldrem,
o némz snadno nahlédneme, Ze tvoii na V' strukturu vektorového prostoru. Abychom
dokazali, ze je W jeho podprostor, sta¢i podobné jako v 10.1 vyuzit toho, ze zob-
razeni u — ul”l tvoif endomorfismus na T'[z] a tedy i na V = T[]/ fT[x]. Oviem z
10.3 plyne, ze t/T1 = ¢ pro kazdé t € T a (a+Db)? = a?+b?, kde a,b € T[z] a |T| = p®
pro prvoéislo p, protoze je p charakteristika okruhu 7'[z], tudiz i (a+b)P" = a?" +bP".

(2) Bud f = f;-+--- fx rozklad f na monické ireducibiln{ polynomy a oznaéme
Vi = T)/fiTz] a W; = {u € Vi ulTl = u}. Podle 12.4 je zobrazeni ¢ :
V- Hle Vi dané predpisem ¢([v]s) = ([(v)mod fi],...[(v)mod f,]) izomorfismus
okruhu (a zfejmé i vektorovych prostoru) V' a Hle V;. Vidime, ze (W) C Hle W;
(C Hle V;). Protoze déle pro kazdé (wy, ..., wg) € Hle W;, existuje vzor w € V,

. . . T T
tJQO(’U)) = (wla"'awk)aprlcemz @(wlTl) = (w‘l ‘,...,U)L ‘) = (’U}l,...,U)k) = QO(U)),

tedy (W) = Hle W;. Koneéneé si vSimnéme, ze kazdy okruh V; je téleso a W; jeho
podtéleso o nejvyse |T| prvcich diky 10.1 a zdroven je W; nenulovy vektorovy |T'|-
prostor, ma tedy pravé |T| prvka. Tim jsme ovéfili, ze |W| = |Hf:1 W;| = |Tk,
proto je dimp (W) = k.

(3) Vyuzijeme-li faktu, ze okruhy W; jsou |T|-prvkova télesa a ¢ indukuje okru-
hovy izomorfismus W a Hle Wi, pro kazdy prvek w € W dostavame w!”! —w =
[T,er(w —s) = 0, kde ztotoznime prvky télesa 7' a rozkladové tifdy [sa°]s. Je-li
tedy [u]; = w € W, plati, ze f/[[,cr(u — s), proto f/[[,cpnsd(u — s, ). Jelikoz
jsou polynomy u — s a u—t pro t # s nesoudélné, dostavame [[, . nsd(u—s, f)/f,
a protoze jsou oba polynomy monické dostavame dokonce rovnost.
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(4) Bez Gjmy na obecnosti oddélime napifklad polynomy f; a fo. Protoze w =
([1],10],...,[0]) € Hle W;, existuje polynom w, pro néjz [u] € W a ¢([u]) = w. To
znamend, 7e fi/u—1a fo/u, proto fs nedéli u—1. Podle (3) plyne, 7e f; nedéli u—s
pro zddné s € T \ {1}, tedy a fi fo nedéli u — s pro zddné s € T. Predpokladejme
nyni, ze pro kazdé i existuje takové s; € T, ze fi1f2/(u; — s;) a vezméme T-linedrn{
kombinaci u = Zle a;u;. Potom flfg/Zle a;(u; — s;) = u — Zle a;s;, ¢imz
dostdvdame spor. Dokézali jsme, ze existuje takové i, ze fyf2 nedéli (u; — s) pro
74dné s € T. Nyni zbyva pomoci (3) zvolit s € T, pro néjz fi/(u; — s). O

Piiklad 12.6. [Berlekampuv algoritmus] Pomoci predchozi véty budeme umét
rozlozit bezétvercovy polynom nad koneénym télesem, najdeme-li bazi vektorového
prostoru W. Polozme n = deg f, 7 = |T| a (z"U~Y)mod f = 31, ¢;jz*~* pro
kazdé j = 1,...,n. Nyn{ sestavime matici @ = (g;;). Vsimneme-li si, ze Qv = v7,
prave kdyz (3, ., viz')" = (3,c, viz’) mod f, kde v = (vo, ..., 0,_1), staci ndm
najit bazi feseni homogenni soustavy rovnic s matici @) — I,,. Podrobnosti viz [MS].

13. ALGEBRAICKY UZAVER

Definice. Rekneme, 7e je komutativni téleso U algebraicky uzaviené, jestlize se
kazdy nenulovy polynom p € U[z] rozkldd4 nad U na kofenové ¢initele. Komutativn{
téleso U je algebraickym uzdvérem télesa T, je-li U algebraicky uzaviené téleso,
T C U, a zadné podtéleso V télesa U, které obsahuje podtéleso T' neni algebraicky
uzaviené.

Véta 13.1. Necht T je komutativng téleso. Pak existuje jeho algebraicky uzdver U.

Dikaz. Méjme k néjaké ordinalni ¢islo (nebo indexujme piirozenymi ¢isly). Nejprve
si uvédomime, ze sjednoceni fetézce téles Ua<ﬂ Uy, kde U, je podtéleso Ug pro
kazdé a < 8, m4 prirozené ddnu strukturu okruhu (operace jen stéle rozsifujeme) a
je dokonce télesem (inverzni prvek k prvku ¢t € U, najdeme uz v U, ). Zkonstruujeme
posloupnost do sebe zafazenych téles T; C T;.1, polozme 17 =T

Kazdé z téles T; pro i > 1 pfitom vytvorime pomoci transfinitni indukce. Opatieme
nejprve indexy a < k; vSechny polynomy nad T; stupné nejvyse i + 1, t.j. {ps| a <
ki} = {p € T;[z]| degp < i+ 1}. Polozime T;y = T;. Mame-li definovidno téleso
T; vezmeme jako téleso Tj,1 pravé rozkladové nadtéleso polynomu p, € T;[z] C
T;q[z] nad télesem Tjo. Je-li § limitni ordindl polozime Tig = |J T;o. Koneéné
definujme T;, 1 = Ua<m Tie.

Nynf staci polozit U = |J;c Ti- Ukédzeme, 7e U je algebraicky uzaviené. Je-
i p € Ulz], pak existuje takové i, ze jsou vSechny koeficienty p v T; (p mé jen
koneéné mnoho ruznych koeficientl) a navic degp < i + 1. To ovéem znamend, Ze
se p rozkladd nad T;+1 C U na kotfenové cinitele.

Kone¢né poznamenejme, ze algebraicky uzaviend podtélesa U tvoii uzavérovy
systém, proto je prunik vSech algebraicky uzavienych podtéles U obsahujicich T'
hledanym algebraickym uzavérem. O

a<pB

Poznamka 13.2. Zddné koneéné komutativni téleso neni algebraicky uzaviené.

Diikaz. Je-li T je konecné téleso, polynom 1+ [[,cp(2 —t) (stupné |T|) neméd v T'
zadny kofen, tedy T' neni algebraicky uzaviené. O
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Dusledek 13.3. Algebraicky uzdavér konecéného télesa je nekonecny.

Vsimneme-li si, ze polynomii omezeného stupné nad koneénym télesem je jen
konectné mnoho a ze rozkladové nadtéleso libovolného polynomu nad konecnym
télesem je opét konec¢né podle 9.9, vidime, ze hodnoty k; i vSechna télesa T, a
T; jsou v dukazu 13.1 kone¢na. Algebraicky uzdvér konecného télesa tedy lezi ve
spocetném sjednoceni konecnych téles, proto musi byt spocetny.

[MS] - odkazuje na bakaldrskou préci Milana Straky (2006)
http:/ /fox.ucw.cz/papers/factoring/



