ALGEBRA I PRO INFORMATIKY

UvoD

Tento text si klade za cil sezndmit studenty informatiky s nejzakladnéjsimi po-
jmy, koncepty a v neposledni fadé i konkrétnimi objekty, které jsou predmétem
zkoumdni soucasné algebry. Vybér a usporddani teorie, kterou zde prezentujeme, je
zvolen s ohledem na tii zdkladni hlediska. Piedevsim se snazime navazat na kon-
cepty a zpusoby uvazovani, které jsou pro studenta informatiky pfirozené, dile se
v rdmci velmi omezeného prostoru pokousime demonstrovat nékolik elemntarnich
algebraickych vysledku, které jsou uzite¢né v informatickych aplikacich a kone¢né
za nepominutelné povazujeme piistup, ktery muzeme nepiili§ piesné oznacit jako
kontextudlni, a jimz minime seznameni studenta s terminologickymi a historickymi
kontexty soucasné algebry.

Velmi zhruba feceno je centralnim objektem zajmu algebry mnozina opatfena
jistym systémem operaci. Pfitom ndas mohou zajimat nejen strukturni vlastnosti
takové mnoziny popsané podminkami vyjadirené pravé pomoci operaci, nybrz i
vztahy ruznych mnozin s podobnymi systémy operaci ¢ vlastnosti tifd takovych
mnozin. Dfive nez se zacneme systematicky zabyvat abstraktnimi ivahami o alge-
braickych objektech (které se budou zpravidla opirat o néjaky systém axiomatickych
pozadavkl na operace), uvedeme nékolik motiva¢nich piikladu, které by nam po-
mohly usnadnit porozuméni divodim (af u? praktickym tak historickym), pro¢
pravé tu ¢i onu vlastnost sledujeme.

Tvrzeni této a nésledujici kapitoly budou bez dukazu vyuzivat zdkladnich po-
znatku teorie ¢isel, predevsim jednozna¢nost (az na pofadi) ireducibilniho rozkladu
a Euklidova algoritmu na nalezeni nejvétsiho spolecného délitele.

Priiklad 0.1. Uvazujme mnozinu celych ¢isel Z a na ni obvyklé operace s¢itani +
a nésoben{ -. Pro libovolné pfirozené ¢islo n polozme nZ = {n - z| z € Z}. Nyni
si muzeme v8imnout, Ze je mnozina nZ ,,uzaviend”na obé uvazované operace, tj.
pro kazdou dvojici a,b € nZ plati, ze a + b,a - b € nZ, tedy operace + a - muzeme
uvazovat také omezené na mnoziné nZ. Ackoli pro zadné n > 1 mnoziny nZ a Z
nesplyvaji, nelze pomoci vlastnosti operace + obé mnoziny odlisit (tj. maji stejné
,,algebraické” vlastnosti vzhledem ke s¢itani), coz oziejmime, zavedeme-li zobrazen{
fr : Z — nZ predpisem f, (k) = kn. Zjevné se jedna o bijekci, ktera navic spliiuje
podminku fr(a +b) = fn(a) + fr(b).

Poznamenejme, ze takova vlastnost zobrazeni neni nijak samoziejma, napiiklad
vzhledem k operaci nasobeni f, obdobnou podminku nespliuje. Uvazime-li navic
podminku ,.existuje prvek e tak, ze pro viechny prvky a plati a-e = a”, pak je tato
podminka na mnoziné Z splnéna pro e = 1, zatimco na mnoziné nZ zjevné neplati.

Priklad 0.2. V souladu se znacenim zavedenym na kurzu linedrni algebry polozme
Z, = {0,1,...,n — 1} pro n&jaké celé &islo n > 1. Zavedme na Z,, operace + a -
predpisem a + b = (a + b)mod n a a - b = (a - b)mod n, kde mod n znamend zbytek
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po celociselném déleni hodnotou n a v zavorce uvazujeme vzdy obvyklé scitani a
nasobenti celych ¢éisel. Kone¢né definujme zobrazeni F,, : Z — Z,, pfedpisem F,, (k) =
(k)mod n. Vsimnéme si, Ze tentokrat zobrazeni F' sice neni bijekce, ale obé operace
séitan{ a ndsobeni ,,prevadi”’na nové zavedené + a -, tedy Fy,(a+0b) = F,(a)+ F,(b)
i Fy(a-b) = F,(a)- F,(b).

Definice. Bindrni operaci na mnoziné A budeme rozumét libovolné zobrazeni A x
A — A (obvykle ji budeme zapisovat centrélné). Mdme-li bindrni operaci * na
mnoziné A, néjakou podmnozinu U mnoziny A a bindrni operaci o na mnoziné B.
Rekneme, ze U je uzaviend na operaci x, jestlize pro vsechna z,y € U plati, ze
z*y € U, azobrazeni f : A — B nazveme slucitelné s operacemi * a o je-li pro
véechna x,y € A splnéna rovnost f(z *y) = f(z) o f(y).

Vsimnéme si, ze zobrazeni f,, z 0.1 je slucitelné s operacemi + a neni slucitelné
s operacemi -, zatimco zobrazeni F;, z 0.2 je slucitelné s obéma pary operaci + i -.
Navic mnozina nZ je uzaviend na operace + i -.
Piipomenme, ze relaci na mnozZiné A rozumime libovolnou podmnozinu A x A.
Necht p je relace na A, ozna¢me:
- p~t={(b,a)| (a,b) € p} (opacnd relace),
- pT ={(a,b)] Ja = ag,a1,...,an-1,a, = b € A;(a;,a;4+1) € p} (tranzitivni
obal),
- id ={(a,a)| a € A} (identita).
Rekneme, ze relace p je
- symetrickd, jestlize p~' C p,
- reflexivni, v piipadé, ze id C p a
- tranzitivni, pokud p* C p.
Ekvivalenci budeme nazyvat kazdou symetrickou, reflexivni a tranzitivni relaci.
Je-li p ekvivalence na mnoziné A, pripomenme, Ze faktorem mnoZiny (Casto se
také mluvi o kvocientu) A podle ekvivalence p jako mnozinu A/p = {[a],| a € A},
kde [a], = {b € A| (a,b) € p} jsou rozkladové tiidy (kosety), tedy A/p tvoii rozklad
mnoziny A.
Naopak méme-li {B;| i € I'} rozklad mnoziny A, pak relace p uréend podminkou:
(a,b) € p& Fi el :a,be By je ekvivalenci a A/p = {B;| i € T}.
Pro libovolné zobrazeni 7 : A — B jerelace ker f = {(z,y) € AxA| n(z) = n(y)}
ekvivalence.

Priklad 0.3. Vezméme piirozené ¢fslo n > 2 a oznatme = (mod n) relaci na
mnoziné celych ¢isel Z danou predpisem: a = b (mod n) < n/(a — b). Neni tézké
si uvédomit, ze se jednd o ekvivalenci (obvykle se ji ik kongruence na Z). Navic
si muzeme vsimnout jejtho tésného vztahu k zobrazeni F,, z 0.2, nebot plati, ze
a = b (mod n), pravé kdyz F,(a) = F,(b), tedy kongruence = (mod n) je rovna
pravé ekvivalence ker F,.

Teorie ¢isel, tedy otdzky délitelnosti na piirozenych (nebo celych éislech), je
jednim z historickych zdroju algebraickych koncepti a terminologie. Diive nez

zacneme pouzivat termin kongruence v mnohem obecnéjsi situaci, pfipomenme si
nékolik jednoduchych vlastnosti, které kongruence na celych ¢islech ma:

Poznamka 0.4. Pro kazdé a,b,c,d € Z a k,n € N, kde n > 1, plati:
(1) jestlize a = b (mod n) a ¢ = d (mod n), pak a + ¢ = b+ d (mod n),
a—c=b—d (modn),a-c=b-d (modn) aa® =b" (mod n),
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(2) jestlize ¢ # 0, pak a = b (mod n), prdvé kdyz a-c¢=b- ¢ (mod cn),
(3) jestlize NSD(e,n) =1, pak a = b (mod n), prdvé kdyZa-c =b-c (mod n).
Dikaz. (1) Predpokladame-li, ze n/(a — b), (c — d), pak
n/(a—b)+(c—d)=(a+c)— (b+d),
nf(a=b) = (c—d)=(a—c)=(b-d),
nfla=b)-c+b-(c—d)=(a-¢c)—(b-d)
a posledni kongruenci dostaneme indukénim pouzitim piedchozi pro a = ca b =d.
(2) a=b (mod n) & n/(a—0b) & ne/(ac— bec) & ac = be (mod cn).
(3) Piima implikace plyne okamzité z (1), protoze ¢ = ¢ (mod n). Jakmile n/ac—
bc = (a — b)c a ¢ a n jsou nesoudélnd ¢isla, pak nutné n/(a — b). O

Definice. Uvazujme na mnoziné A binarni operaci * a ekvivalenci ~. Rekneme, Ze
~ je slucitelnd s operaci *, jestlize pro vsechny takové prvky ai,as,by,bs € A, pro
néz ay ~ by a az ~ by plati, ze (ay * az) ~ (by * b2).

V Poznédmce 0.4 jsme tedy zjistili, Ze je kongruence = (mod n) slucitelnd s obéma
operacemi + i -.

Piiklad 0.5. Mé&jme kladnd celd éislang, ..., n, apolozme n = ng-- - --ny,. Zavedme
nyni na kartézském soucinu Hle Z,, po slozkéich operace + a : (ar,az,...,ar) +
(bl,bg,...,bk) = (a1 +bi,as +bo, ..., a + bk) a (al,ag,...,ak) . (bl,bg,...,bk) =
(a1 - bi,as - by, ...,a; - by) a definujme zobrazeni G : Z — Hlezm predpisem
G(a) = ((a)mod nq,...,(a)mod ny) a stejnym piedpisem zavedeme i zobrazenf
H:Z,— Hlezm. Obé zobrazen{ jsou opét slucitelnd s + a -.

V nésledujici pozndmce budeme uvazovat operace na kartézskych soucinech za-
vedené v Piikladu 0.5.

Poznamka 0.6 (Cl’nské véta o zbytcich). Nechf ni,ns,...,ng jsou po dvou ne-
soudélnd kladnd celd éisla a n = ny-ns-----ny, potom zobrazeni f : Z,, — Hle Z,,
dané predpisem f(x) = (x mod ny, © mod ns, ...,z mod ny) je bijekce slucitelnd
s operaci + a s operaci -.

Dikaz. V Piikladu 0.5 jsme si uvédomili, ze je f zobrazeni slucitelné s obéma
operacemi. Zbyva nahlédnout, ze jde o bijekci. Protoze jsou Z,, a Hle Z,, stejné
velké konetné mnoziny, staci ovéiit, ze je f prosté. Nechf pro a < b € Z,, plati, e
f(a) = f(b). Potom f(b—a) =0, tedy n;/b — a pro viechna i = 1,..., k. Protoze
jsou n; po dvou nesoudélnd a0 <b—a<n-—1, mdmein/b—a,tudizb=a. O

Uvedeny dikaz Cinské véty o zbytcich sice nenf konstruktivni, nésledujici piiklad
ovsem ukazuje, ze hledat vzory zobrazeni H neni tézké.

P#iklad 0.7. Uvédomme si, ze podle Cinské véty o zbytcich existuje pravé jedno
x € Z3s5 spiujici kongruence z = 2 (mod 5) a = 3 (mod 7). pokusime se ho najit.
Nejprve si v§imnéme, ze z prvni kongruence plyne, ze x = 5y + 2 pro vhodnd y € Z
a toto vyjadieni dosadime do druhé kongruence a pomoci Poznamky 0.4 budeme
kongruenci upravovat ekvivalentnimi dpravami:

5y+2=3 (mod7) & 5y=1(mod 7)< 3-5y=3-1(mod 7) &y =3 (mod 7).

Poznamenejme, ze jsme v poslednim kroku vyuzili toho, ze umime najit ,,inverz
modulo 77k ¢&islu 5 jimz je 3). Hledanym feSenim je tedy z =5-3 + 2 = 17.



4 ALGEBRA T PRO INFORMATIKY

Cinskd véta o zbytcich ndm umoziuje ,,algebraicky” presné reprezentovat vétsi
mnozinu Z, pomoci poc¢itani v mensich mnozindch Z,,, coz je postup, ktery pfi
potiebé exaktniho pocitani s velkymi ¢isly 1ze pouzit.

Definice. Zobrazeni ¢ : N — N dané piedpisem p(n) = |[{0 < k < n| NSD(k,n) =
1}| nazveme Eulerovou funkci.

Poznamka 0.8. Je-li p prvocislo a k kladné celé éislo, pak o(p*) = (p—1) - p*~1.

Diikaz. Cislo mensi nez p* je soudélné s p* prave tehdy, kdyz je ndsobkem ¢isla p.
Kladnych nisobkt ¢isla p mensich nez p* je ziejmé pravé p*—! — 1. To znamens,
7e naopak kladnych ¢fsel nesoudélnych s p* mame o(p*) = (p* — 1) — (pF1 —-1) =
ph=pt=t = (p—1)pht. O

s xr

Véta 0.9. Bud p, < ps < --- < pi prvoéisla a ry,rs,...,r kladnd celd é&isla.
k i k i k i
Potom o(IT;_, i) =TTy o (wi*) = iy (0 — Lpi*

Diikaz. Polozme n = Hle n; a zvolme libovolné a € Z,,. Déle polozme n; = p;* a
uvazujme zobrazenf f : Z, — Hle Zp;‘i z Poznamky 0.6. Protoze jsou nq,...,ny
nesoudélnd ¢isla, je f podle 0.6 bijekce. Nyni polozme (ay, . ..,ax) = f(a). Abychom
ovérili rovnost @(Hle i) = Hle p(p;), staci ndm nahlédnout, ze NSD(a,n) =1
pravé tehdy, kdyz NSD(a;,n;) = 1 pro véechna i = 1,..., k, protoze
k k
[ e =]I{a € Zn, \ {0}| NSD(a,n;) = 1}.
i=1 i=1
Jestlize NSD(a,n) # 1, existuje prvocislo p, které déli n, a diky jednoznacnosti
prvoéiselného rozkladu tudiz existuje i, pro néz p déli n;. Tedy bud a; = 0 nebo p
deélf a;, proto NSD(a;,n;) # 1. Naopak, jestlize NSD(a;,n;) # 1, pak existuje délitel
c>1¢cisel a; ing, protocdéliia=a;+zn;in=ni...n;...0g.
Konecné rovnost [T, ¢(p}') = [Ti_;(pi — 1)p}' ' plyne okamzité 7z 0.8 O

1. MNOZINY S ASOCIATIVNI BINARNI OPERACI

Piipomenme, Ze bindrnf operace x na A je asociativni (resp. komutativni), plati-li
pro vSechna x,y,z € A rovnost x * (y x2) = (x xy) x z (resp. x *y = y * x).

Definice. Uvazujme bindrni operaci * na mnoziné A. Neutrdlnim prvkem operace
x rozumime takovy prvek e € A, ze gx e = e x g = g pro viechna g € A.

Poznamka 1.1. KaZdd bindrni operace md nejvyse jeden neutrdlni prvek.
Dikaz. Jsou-li e, f dva neutrdlni prvky, pak e = ex f = f. O

Naésledujici piiklad ukazuje, ze se v definici neutrdlniho prvku nemuzeme omezit
jen na jednu ze dvou rovnosti:

Piiklad 1.2. Je-li X aspon dvouprvkovd mnozina a definujeme-li na X bindrni
operaci x predpisem x * y = x, je operace x asociativni, ale X neobsahuje zadny
neutrdlni prvek. Pfitom dokonce kazdy prvek X spliiuje prvni z rovnosti, kterou je
neutralni prvek definovan.
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Definice. Nechf - je bindrni operace na mnoziné S a 1 je jeji neutrdlni prvek.
Rekneme, ze prvek s € S je invertibilni, existuje-li takovy prvek st € S, 7e s~ 1.5 =

s-s5~1 = 1. Prvek s~! nazveme inverznim prvkem k prvku s.

Definice. Mnoziné G s binarni operaci - budeme fikat grupoid (a budeme psat
G(+)). O grupoidu G(-) fekneme, ze je:
- pologrupa, je-li operace - asociativni,
- monoid, je-li operace - asociativni a v G lezi jeji neutralni prvek,
- grupa, je-li G(-) monoid, jehoz kazdy prvek je invertibilni,
- komutativni grupa (nebo abelovskd grupa), je-li G(-) grupa a - je komuta-
tivni.

V Piikladech 0.1 a 0.3 jsme pripomnéli asociativni a komutativni operace + a - na
mnoziné celych ¢isel (a v Pitkladech 0.2 a 0.5 jsme si uvédomili, ze asociativitu i ko-
mutativitu spliiuji jimi indukované operace na mnozinich Z,). Jisté zde nenf tieba
opakovat, jak vypadaji odpovidajici neutralni a invertibilni prvky. Uvedme jesté
nékolik dobfe znamych, a¢ méné elementarnich piikladi asociativnich binarnich
operaci.

Piiklad 1.3. (1) Necht X je neprdzdna mnozina pismen a M (X) je mnozina viech
slov, tj. viech koneénych posloupnosti pismen. Zavedme na této mnoziné bindrni
operaci sklddani - &1 ... Tp - Y1 ---Ym = T1---TpY1 - - - Ym & ddle oznacme € prazdné
slovo. Snadno nahlédneme, Ze je operace - asociativn{ (je-li X aspon dvouprvkova
mnozina, pak operace neni komutativni) a plati, ze e-s = s-¢e¢ = s pro kazdé
s € M(X), tedy M(X)(:) je tzv. slovni monoid.

(2) Bud X néjakd neprdzdnd mnozina a ozna¢me T'(X) mnozinu viech zobrazen{
mnoziny X do sebe. Potom T'(X)(o) tvoii (s operact skladani o) (tzv. transformacni)
monoid.

(3) Ctvercové matice M, (T) nad télesem T stupné n spolu s nasobenim tvofi
monoid M, (T)(-) (neutrdlnim prvkem je zde jednotkova matice).

(4) Z,(+) je konecny komutativni monoid, ktery neni grupou, protoze prvek 0
neni invertibilni.

Nestanovime-li jinak, bude v ndsledujicim 1 oznaovat neutralni prvek operace -
(a 0 pro operaci +) a s~! bude inverzni prvek k s vzhledem k operaci - (a —s bude
inverz vzhledem k operaci +).

Pozndmka 1.4. Bud S(-) monoid a a,b,c € S. Plati-li, ¢ a-b=c-a = 1, potom
b = ¢ je jednoznacéné uréeny inverzni prvek k proku a.

Diikaz. Staci ovérit, ze b = e. S vyuzitim asociativity poéitejme: ¢ = ¢-1 = ¢-(a-b) =
(c-a)-b=1-b=b. O

Priklad 1.5. Uvazujme transformacni monoid 7'(N) na mnoziné vSech pfirozenych
¢isel a necht a(k) = 2k a B(k) = [£]. Pak Ba = Id a aff # Id. Prvky a a 8 monoidu
T (N) spliuji praveé jednu z definitorickych rovnost{ invertibilntho prvku, invertibiln{
tedy nejsou (a podle 1.4 byt nemohou).

Poznamka 1.6. Je-li S(-) monoid a s,t € S jeho invertibilni proky, pak s-t a s~!

jsou také invertibilni. Navic (s-t)~' =t71-s71 a (s71)7! =s.

! ! L invertibiln{ a diky 1.4 méame

inverzni k s - ¢:

Diikaz. Protoze s-s™+ = s+ -s = 1, je ziejmé s~
(s71)7! = 5. Nyni staci dokdzat, ze je prvek t 1 - s~

(s-t)-(tt-sH=s-(t-t7) st=s5-1-5t=s5-51=1

1
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a symetricky
(t s (s-t)y=tT1 (s s) b=t 1t =t b =1,
O

Vsimnéme si, ze jsme v predchozi uvaze dokazali, ze mnozina vech invertibilnich
prvkd monoidu S(+) je uzaviend na operaci .

Poznamka 1.7. Nechf S(-) je monoid a S* mnoZina vsech jeho invertibilnich
prvkid. Oznacime-li -g« restrikci <|s«x s« operace - na mnoZinu S* X S*, pak S*(-g+)
je grupa.

Diikaz. Podle 1.6 je mnozina S* uzaviend na operaci -, proto je -|g=xs+ dobfe
definovand asociativni bindrni operace na S*. Protoze 1-1 = 1, lezi neutrdlni prvek
1 v mnoziné S*. Konecné, S* obsahuje inverzni prvky opét diky 1.6. O

Piiklad 1.8. (1) Grupa invertibilnich prvkia M (X)(-) obsahuje pouze neutralni
prvek e.

(2) Grupu invertibilnich prvki transforma¢niho monoidu T'(X)(o) tvoii pravé
vdechny bijekce S(X) na mnoziné X (mluvime o symetrické grupé nebo grupé per-
mutaci).

(3) Grupu invertibilnich prvki monoidu étvercovych matic M, (T)(:) stupné n
tvoif pravé viechny reguldrni matice stupné n (znacime je GL,(T)).

(4) Ukdzeme, ze Z}(-) = {0 < a < n| NSD(a,n) = 1}. Jestlize a € Z,, existuj{
x € Z, ay € Z, pro néz axr + by = 1. Je-li s spoleény délitel ¢isel a, n, pak
s/(ax + ny) = 1, proto NSD(a,n) = 1. Nechf naopak NSD(a,n) = 1, potom
diky Euklidovu algoritmu existuji « € Z, a y € Z, pro které ax + ny = 1, proto
a~! = rmod n, tudiz a € Z}. Jednoduchym dusledkem tohoto pozorovéni je fakt,

ze |Z3| = ¢(n).

Definice. Podgrupou grupy G(-) budeme rozumét kazdou podmnozinu H mnoziny
G, kterd je uzaviend na -, obsahuje prvek 1 a pro jejiz kazdy prvek h € H plati,
ze h=!' € H. Normdini podgrupa je podgrupa H grupy G splitujici navic podminku
g-h-g'e Hprokazdé g€ G ahe H.

Protoze podle 1.6 pro kazdy prvek g grupy G(-) plati, ze (¢~1)~! = g , mohli jsme
normélni podgrupu H také ekvivalentné definovat také symetrickou podminkou
g '-h-ge Hprokazdé g G ahe H.

Pozndamka 1.9. Nechf G(-) je grupa, H a H;, i € I jeji podgrupy.
(1) H(:) tvori s operaci omezenou na mnoZinu H opét grupu,
(2) Nies Hi je podgrupa grupy G(-),
(3) jsou-li viechny podgrupy H; normdini, pak je i podgrupa (;c; H; normdlnd,
(4) je-li G(-) komutativni grupa, pak je podgrupa H vZdy normdind.

Dikaz. (1) Plyne okamzité z definice podgrupy a vlastnosti operace - na G (srovnej
s 1.6).

(2) 1 € H; pro viechna i € I podle, tedy 1 € (;o; H;. Zvolme libovolné a,b €
(icr Hi- Potom a - b € H; pro kazdé i € I diky uzavienosti H; na operaci -,
tedy a-b € ();c; Hi- Podobné podle definice a™* € H; pro kazdé i € I, proto
a~t € Ny Hi.

(3) Zvolme h € (;¢;
g-h-g7" €Nier Hi-

H; ageG.Pak g-h-g~' € H; pro viechna i € I, a tudiz
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(4) Diky komutativité bindrn{ operace plati pro kazdé g € Gah e H,ze g-h -
g'l=g-g'-h=heH. O

Priklad 1.10. (1) Vsimnéme si, ze v kazdé grupé G(-) tvoif mnoziny {1} a G (tzv.
trividln{) piiklady normélnich podgrup.

(2) Uvazujme grupu permutaci na mnoziné {1,...,n}, obvykle se zna¢i S, (o)
(viz také 1.8(2)). Snadno nahlédneme, ze mnozina vsech sudych permutaci A,
je norméln{ podgrupou S, (o). Navic lze (elementdarnimi prostiedky) dokdzat, ze
grupa S, (o) neobsahuje pro n # 4 jiné normélni podgrupy nez {Id}, S, a A,
(v ptipadé S; se vyskytuje jesté jedna tzv. Kleinova normdlni podgrupa K =
{Id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}). Uvedme alespon piiklad zjevné podgrupy T =
{Id, (12)} grupy Ss, kterd neni normélni, protoze napiiklad (13) o (12) o (13)~1 =
(23) ¢ T.

(3) Protoze det(A - B) = det(A) - det(B), snadno spocitdme, ze mnoziny S =
{A € GL,(T)| det(A) =1} a P = {A € GL,(T)| det(A) = £1} jsou normélni
podgrupy grupy GL,(T)().

(4) Uvazujeme-li komutativni grupu celych éisel Z(+) (s neutrdlnim prvkem 0
a inverznimi prvky znatenymi standardné symbolem —), potom mnoziny tvaru
nZ = {n - z| z € Z} jsou pro kazdé nezdporné celé n podgrupou grupy Z(+)
(viz 0.1). Naopak, uvazujme libovolnou nenulovou podgrupu P grupy Z(+). Protoze
P obsahuje néjaky nenulovy prvek a s kazdym a € P jei —a € P, lezi v P jisté
néjaky kladny prvek a my muzeme zvolit nejmensi kladné ¢islo obsazené v P,
oznac¢me ho n. Ukazme, 7e nutné P = nZ. Indukei diky uzavienosti P na s¢itani
nahlédneme, 7ze 2n = n+n € P,3n € P, ..., kn € P, ..., pro kazdé prirozené
k. Protoze —n € P, dostaneme stejnym argumentem, ze nZ C P. Nyni zvolme
libovolné a € P. Potom vydélime se zbytkem ¢islo a ¢islem n, t.j. najdeme celé ¢
a nezaporné celé z < n, pro kterd a = qn + z. Z uzavienosti P na + pouzité pro
prvky a, —qn € P plyne, Ze z = a + (—qn) € P, a z minimality volby n dostdvdme,
ze z =0, tedy nZ = P.

Definice. Nech{ H a K jsou dvé podmnoziny grupy G(-) a g € G. Definujme
mnoziny H-K ={h-k|h€ H, k€ K}, gH = {g}H a Hg = H{g}.

V pripadé grup s operaci - budeme casto psat hk misto h-k a HK misto H - K.

Priklad 1.11. (1) Méjme dvé normélni podgrupy H a K grupy G(-). Pak pro
kazdé ho € H a k € K existuje hy € H, pro které k-hg -k~ = hy, tedy k- hg =
hy -k a KH C HK. Symetricky argument dokazuje i obricenou inkluzi, proto
KH = HK. Nyni snadno nahlédneme, ze je sou¢in HK rovnéz podgrupou G(-):
zfejmé 1=1-1¢€ HK a zvolime-li ho,h1 € H a k‘o,kl € K, potom (ho . k’o)_l =
kal -hal € KH = HK a déle existuje takové hy € H, ze ko - hy = hs - kg, proto
ho - ko-hy ki =hg-he ko -k € HK. Konetné vezmeme-li libovolné prvky g € G,
heHakeK,pakplati g-h-k-g* =(g-h-g7 %) (9g-k-g7') € HK diky
pfedpokladané normalité obou podgrup. Vidime, Ze ,,sou¢in”normaélnich podgrup
(napiiklad tedy souéin libovolnych podgrup komutativni grupy) dava opét normalni
podgrupu. Poznamenejme, ze soucin podgrup, které normalni nejsou, vitbec nemusi
byt podgrupou (sta¢i uvazit napiiklad podgrupy H = {Id,(12)} a K = {Id, (13)}
grupy Ss).

(2) Uvazujeme-li komutativni grupu A(+) a H, K jeji podgrupy, pak H + K =
{h+k| h€ H, k € K} je podle ptedchoziho pozorovani opét podgrupa. Specialné,
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vezmeme-li grupu celych ¢isel Z(+4), pak 30Z + 54Z = {30z + 54y| z,y € Z} =
NSD(30,54)Z = 6Z.
Vsimnéme si také, ze 30Z N 54Z = {z € Z| 30/z,54/z} = nsn(30,54)Z = 270Z.

Definice. Je-li H podgrupa G, definujme na G relaci rmod H (resp. lmod H)
podminkou: (a,b) € rmod H (resp. (a,b) € Imod H) < a-b~' € H (resp. a™!-b €

Pozndmka 1.12. Nechf G(-) je grupa a H jeji podgrupa. Potom plati:

(1) rmod H ilmod H jsou ekvivalence na G,
(2) (a,b) € rmod H < (a=t,b71) € Imod H pro kazdé a,b € G,
(3) |G/rmod H|=|G/lmod H],

(4) rmod H =lmod H, prdvé kdyz je H normdlni podgrupa G(-),
(5) [alimod # = Ha a [alymoda o = aH pro kaZdé a € G,

6) |[alimoa H| = |[@limoa H| = |H| pro kaZdé a € G.

(

Dukaz. (1) Tvrzeni dokdzeme jen o rmod H, pro lmod H bude dukaz symetricky.
Podgrupa H obsahuje neutrdlni prvek 1, proto pro kazdé a € G mdme a-a ' =1¢
H, tedy (a,a) € rmod H. Predpoklddame-li, Ze (a,b) € rmod H, pak a-b~' € H,
protoib-a! = (a-b71)"1 € H (podle 1.4 a 1.6), tudiz (b,a) € rmod H. Nyni
predpokladejme, Ze (a,b), (b,c¢) € rmod H, coz podle definice nasi relace znamen4,
7e a-b=',b-c™! € H. Z uzavienosti H na binarn{ operaci plyne, ze (a-b=1)-(b-c™!) €
H,tedy a-c'=a-b"!'-b-c7' € H a(a,c) € rmod H. Tim jsme ovéiili, ze je
relace rmod H reflexivni, symetricka a tranzitivni.

(2) Diky 1.6 mame rovnost a-b~! = (a=1)"1-b71, protoa-b"' € H & (a1)7t-
b=! € H, ¢imz jsme dokonéili dikaz.

(3) Podle (2) je zobrazen{ [a]ymoa 7 — [@ ™ imod & korektné definovanou bijekef,
tedy faktorové mnoziny G /rmod H a G/lmod H maji stejné prvku.

(4) Predpokladejme, ze rmod H = lmod H a zvolme h € H a g € G. Potom
(g-h)ytg=ht-gt-g=h"teH, tedy (g9-h,g) € lmod H = rmod H. Z definice
rmod H dostaneme g-h-g~' € H.

Nyn{ pfedpoklddejme, Ze je H normélni podgrupa grupy G(:). Zvolime-li (a, b) €
rmod H, vime, 7e a - b~' € H. Podle definice normdlni podgrupy b=' -a = b~ -
a-b1- (b7 € H, tedy (b,a) € Imod H a diky (1) (a,b) € lImod H, ¢im7 jsme
ovérili, ze rmod H C lmod H. Symetricky argument dokazuje obracenou implikaci.

(5) Opét se budeme vénovat jen ekvivalenci rmod H. Pouzijeme definici rozkla-
dové tiidy:

[a)rmod i = {b € A| (a,b) Ermod H} ={be A|Fh€H: a-b"'=h} =
={bcAlIheH: b=h""-a}={bc A3 €H: b=h-a} = Ha.

(6) Definujme zobrazeni b : H — Ha (resp. H — aH) pfedpisem b(h) = h-a
(resp. b(h) = a-h). Ziejmé jde o zobrazeni na Ha (resp. na aH) a piedpokliddejme,
7e b(hg) = b(hy), tedy hg -a = hy - a. Tuto rovnost zprava (resp. zleva) prendsobime
hodnotou a~"', abychom dostali hg = hg-a-a' = hy-a-a" ! = hy. Tedy b je
bijekce a vSechny mnoziny H, aH, Ha maji stejny pocet prvkia. Nyni zbyva pouzit
(5). O

Definice. Bud H podgrupa grupy G(-). Potom ¢&islu [G : H] = |G/rmod H|
(= |G/lmod H| podle 1.12) budeme fikat index podgrupy H v grupé G a velikosti
|G| mnoziny G budeme fikat 7id grupy G.
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Véta 1.13 (Lagrange). Je-li H podgrupa grupy G(-), pek |G| =[G : H] - |H].

Dukaz. Podle 1.12(1) je rmod H ekvivalence, proto G = UAGG/rmod yA, kde sjed-
nocujeme disjunktni{ mnoziny. VyuZzijeme-li dale poznatek 1.12(6), ktery rika, ze
véechny ekvivalené¢ni tiidy maji pocet prvku stejny jako mnozina H, pak dostdvame

G =1U e Al = 2 M= X |HI=[G:H]|H]

Aed /rmod H A€l /rmod H
O

Dausledek 1.14. Je-li G(-) koneénd grupa, potom 7dd kazdé jeji podgrupy déli 7dd
grupy G.

Piiklad 1.15. Z piedchoziho dusledku okamzité plynou nésledujici pozorovani:
(1) Grupa prvociselného fadu obsahuje jen trividlni podgrupy, tedy G a {1}.
(2) Protoze |S1o| = 10! a 11 nedéli 10!, permutaéni grupa fadu S1o(o) neobsahuje

zadnou podgrupu fadu 11.

(3) Jsou-li H a K dvé konecné podgrupy néjaké grupy G(-) a plati-li, Ze jsou

fady H a K nesoudélné, pak H N K = {1}.

Véta 1.16. Necht G(-) je grupa a p relace na G. Pak p je ekvivalence slucitelnd
s operact - prdvé tehdy, kdyz H = [1], je normdlni podgrupa G(-) a p = rmod H
(=lmod H).

Dikaz. (=) Nejprve predpoklddejme, Ze je p je ekvivalence slucitelnd s operaci -.
Protoze je p reflexivni relace, lezi 1 v tiidé [1],. Zvolme a,b € [1], a g € G. Vidime,
e (1,a),(1,b) € p, navic, z reflexivity p plyne, ze (a=1,a7 '), (g%, 971),(9,9) €
p. Nyni vyuzijeme slucitelnosti p s -, abychom dostali, ze (1-1,a-b) € p, déle
7e (1-ata-al)yepal(g-1-gtg-a-g ') € p. Vyuzijeme-li vliastnosti
neutralniho prvku a symetrie p, vidime, ze (1,a-b),(1,a 1), (1,g-a-g 1) € p, tedy
a-b, a”', g-a-g7' €[1],, ¢imz mame ovéreno, ze je [1], normalni podgrupa G(-).
Pripomenme, ze podle 1.12(4) rmod [1], = Imod [1],.

Nyni bychom meéli dokdzat, ze (a,b) € p, pravé kdyz (a,b) € lmod [1],. Jestlize
nejprve (a,b) € p, potom (1,a=1-b) = (a~1-a,a ! -b) € p, protoze je p ekvivalence
slucitelnd s -, tedy (a,b) € lmod [1],. Naopak, zvolime-li (a,b) € Imod [1],, pak
(a,b) = (a-1,a-a"1-b) €p.

(<) Predpokladejme, ze je H normélni podgrupa G(-) a definujme relaci p jako
rmod H (tj. (a,b) € p +> a-b~' € H). Podle 1.12(1) je p ekvivalence a pifmym
vypoctem zjistime, ze [1], = H. Zvolme nyni (ag,bo), (a1,b1) € p, tj. ag - bal i
ay -bfl jsou prvky H. Nyni pouzijeme normalitu H, abychom dostali, ze bal “ag =
byt (ao-by ) by € H. Uzavienost H na - zarucuje, 7e by ' -ag-a; -b; * € H a dalsim
vyuzitim normality ziskdme aq - a; - (bo - b1) ™" = bo - (by' -ag a1 -b7') - by' € H,
tedy (ag - ay,bg - b1) € p, ¢imz jsme ovérili slucitelnost p s s operac -. O

Vsimnéme si, Zze kongruence = (mod n) na mnoziné Z(+) popsana v Piikladu 0.3
je pravé ekvivalenci rmodnZ = lmodnZ.

Poznamka 1.17. Necht G(-) a H(-) jsou grupy a f : G — H je zobrazeni slucitelné
s operaci -. Pak je f(1) =1 a f(g7') = (f(g))~" pro kazdé g € G.

Dikaz. Protoze f(1) = f(1-1) = f(1) - f(1), staci rovnost f(1) = f(1) - f(1)
piendsobit prvkem f(1)~!, abychom dostali 1 = f(1)-f(1)~! = f(1)-f(1)-f(1)~! =
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f(1).Déle 1= f(1) = f(g~'-g9) = f(g~")- f(g) a podobne 1 = f(g)- f(g~"), proto
flg™") = (flg) " 0

Definice. Zobrazeni f : G — H grup G(-) a H(:) slucitelné s jejich bindrnimi
operacemi se nazyva (grupovy) homomorfismus. Bijektivni homomorfismus budeme
nazyvat izomorfismus. Podmnoziné Kerf = {g € G| f(g) = 1} i relaci ker f =
{(91,92) € G x G| f(91) = f(g2)} budeme fikat jddro homomorfismu.

Jestlize mezi dvéma grupami G a G existuje izomorfismus, fikdme, ze G; a G2
jsou izomorfni a piSeme G; = Gs.

Poznamka 1.18. Necht G1(-), G2(-) a G3(-) jsou grupy, f: Gy — G2 a g: Gs —

Gz jsou homomorfismy a H podgrupa grupy Gs(+).

1) gf je také homomorfismus,

2) je-li f bijekce, pak f~1 je izomorfismus,

3) obraz g(H) je podgrupa G3(-) a tiplnij vzor f='(H) je podgrupa G(-),

4) Kerf je normdlni podgrupa G1(-) a ker f = rmod Kerf = lmod Kerf,

5) ker f je ekvivalence slucitelnd s operaci - na Gy,

6) f je prosty homomorfismus, privé kdyz Kerf = {1} a to nastdvd, prdvé
kdyz ker f = id.

Diikaz. (1) Je-li a,b € Gy, pak gf(a-b) = g(f(a) - f(b)) = g(f(a)) - g(f(D)).

(2) Staci ovéiit, ze f~1 je homomorfismus. Zvolime-li ¢,d € G», potom f(f~*(c)-
(@) = e d, proto £ () A d) = £ (c- d).

(3) Nejprve ukazeme, ze je g(H) podgrupa G3(-). Podle 1.17 je 1 = ¢g(1) € g(H).
Vezméme u,v € g(H), tj. existuji ¢,d € H, pro kterd g(c) = u a g(d) = v. Protoze
c-d, ¢! € H, dostdvdme pifmo z definice, 7e u - v = g(c) - g(d) = g(c - d) € g(H),
au~l =g(c)t =g(ct) € g(H) podle 1.17.

Poznamenejme, ze 1 € f1(H) azvolme a,b € f~1(H),tj. f(a), f(b) € H. Potom
optt f(a) - (b) = f(a-B) € H,a fa~") = f(a) ' € H, tedy a-b, a ' € f~1(H),
proto je f~1(H) podgrupa.

(4) Protoze {1} je podgrupa G(-) a Kerf = f=1({1}), je Kerf podgrupa podle
(3). Vezmeme-li libovolné g € Gy a h € Kerf, potom

flg-h-g7 ) =Flg)-f(h)-flg7") =flg)-1- flg)~" =1,

tedy g-h-g ! € Kerf. Zbyvé si uvédomit, ze f(a) = f(b) & f(a)- f(b) 1 =1&
fla-b™)=1&a-b" € Kerf.

(5) Plyne okamzité 7 (4) a 1.16.

(6) Je-li f prosté, pak existuje jediny vzor jednotky, tedy Kerf = {1} a jestlize
ker f = id, pak je ziejmé f prosté. Konecné, jestlize Kerf = {1}, potom ker f =
rmod Kerf = rmod {1} =id podle (4). O

(
(
(
(
(
(

Piiklad 1.19. ze nésledujici dvojice prirozené definovanych zobrazeni jsou grupové
homomorfismy:

(1) V ramci kurzu linedrni algebry bylo dokdzano, Ze znaménko soucinu per-
mutaci je rovno souinu jejich znamének, tedy, ze sgn : S, — {1,—1} je homo-
morfismus grupp permutaci na n prvcich a grupy {1, —1}(:). Snadno nahlédneme,
Ker sgn = A, coz je podle 1.18 normdlni podgrupa grupy S,.

(2) Rovnéz v linearni algebie se dokazuje, Zze determinant det je homomorfismus
z grupy reguladrnich matice n x n nad télesem 7' do multiplikativni grupy télesa
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T\{0}(-) je homomorfismus a tedy Ker det je diky 1.18 normélni podgrupa matice
s determinantem 1 .

(3) Uvazujme pro kazdé k € Z,, na grupé Z,(+) zobrazeni uy, : Z,, — Z, dané
predpisem pg(a) = (k- a)mod n. Potom se jedné opét o grupovy homomorfismus.

Je-li G mnozina a p ekvivalence na G, pak pfirozenou projekci na faktorovou
mnozinu G/p rozumime zobrazeni 7, : G — G/p dané podminkou 7,(g) = [g]
kde g € G. Vsimnéme si, Ze kerm, = p.

P

Pozndamka 1.20. Nechf G(-) je grupa a p ekvivalence na G sluéitelnd s -. Na fakto-
rové mnoziné G [p definujeme operaci © predpisem [a], ®[b], = [a-b],- Tato definice
je korektni, G/p(®) je opét grupa a prirozend projekce 7, je homomorfismus.

Diikaz. Abychom ovérili korektnost definice, musime ukdzat, ze definice nezavisi

na volbé zastupce ekvivalencnich t¥id. Mé&jme tedy [a], = [c], a [b], = [d],, tj.
(a,c), (b,d) € p. Potom diky slucitelnosti p s operaci mame (a - b,c-d) € p, proto
[a - b], = [c-d],.

Vezmeme-li [a],, [b],,[c], € p, pak piimo z definice vidime, ze

[al, © ([b], © [c]p]) =[a- (b-c)], = [(a-b) - c], = ([a], © [b],) © [c],,
tedy operace ® je asociativni. To, Ze je neutrdlnim prvkem praveé [1], a inverznim
prvkem k prvku [a], pravé prvek [a™!],, dostaneme pifmym vypoctem. Kone¢né
mp(a-b) =[a-b], = la]l, ® [b], = 7p(a) © m,(b) z definice. O

Grupu zavedenou na faktorové mnoziné budeme nazyvat faktorovou grupou.
Véta 1.16, kterd tikd, ze kazdé ekvivalenci p slucitelné s bindrni operaci na grupé
jednoznacné odpovidd normdlni podgrupa H = [1],, ndm umoznuje faktorovou
mnozinu zapisovat ve tvaru G/H, tedy G/H := G /rmodH.

Navic je bézné, ze se operace na faktorové grupé oznacuje stejné jako operace
na puvodni grupé. Obvykly zapis faktorové grupy G/p(®) bude tedy G/H(-), kde
H = (1], a[a], - [b], = [a - b],. Podobné budeme pfirozenou projekci G na G/H
oznacovat symbolem 7y a misto [a], budeme psét [a|g = aH = Ha (posledni
rovnosti plati podle 1.12(4) a (5)).

Priklad 1.21. Uvéz{me-li na grupé Z(+) ekvivalenci = (mod n) zavedenou v
Piikladu 0.3, jednd se o ekvivalenci slucitelnou s operaci + a [0]=(mod n) = nZ, tedy
= (mod n) = rmod nZ a na faktorové mnoziné Z/nZ = Z/(= (mod n)) mame
dobfe zavedenu strukturu grupy Z/nZ(+) ptedpisem [a]=(mod n) + [bl=(mod n) =
[a + b]E(mod n)-

Véta 1.22 (Véta o homomorfismu). Bud f : Gy — G2 homomorfismus grup
G1(:) a G3(+) a necht H je normdlni podgrupa G1(-). Pak existuje homomorfismus
g : Gi/H — Go spliugici podminku grg = f prdvé tehdy, kdyz H C Kerf (.
rmodH C rmod Kerf). Navic, jestlize g existuje, je g izomorfismus, prdvé kdyz f
je na a Kerf = H.

Dikaz. Nejprve predpoklddejme, ze existuje homomorfismus g : Gi/H — G»
splaujici gng = f, tedy g([a]lg) = f(a). Zvolme a € H. Pak [aly = H = [1]g
je neutralni prvek grupy G,/H(-), a proto f(a) = g([a]g) = 1 podle 1.17. Tedy
a € Kerf, ¢imz jsme ovérili, ze H C Kerf.

Naopak, nechf H C Kerf. Musime ovéfit, 7Ze jedind moznd definice g dana
piedpisem g([a]g) = f(a) je korektni. Vezméme proto [a]y = [b]g. Potom a-b~1 €
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H C Kerf, tedy 1 = f(a-b"') = f(a) - f(b)~! podle 1.17, a proto f(a) = f(b).
Konecné

g([a]m - [b]n) = g(la - blu) = f(a-b) = f(a) - f(b) = g([aln) - g([b]m),
tedy g je homomorfismus.

Zbyva oveérit zaverecnou ekvivalenci. Predneé si uvédomme, 7e g(G1/H) = f(Gy),
tedy ¢ je na, pravé kdyz je f na. Nechf je g navic prosté a zvolme a € Kerf.
Pak g([alg) = f(a) = 1. Protoze g([1]g) = g(H) = 1, plyne z prostoty g, ze
[alg = H, tedy a € H. Ovéfili jsme, ze Kerf C H, a protoze uz vime, ze H C Kerf,
mame rovnost H = Kerf. Konecné predpoklddejme, ze g([a]g) = ¢([b]x). Potom
fla) = f(b)aa-b~! € Kerf = H. Tudiz (a,b) € rmodH a [a]y = [b]g, ¢imZ jsme
ovérili, ze je g prosté. O

Véta 1.23 (1. véta o izomorfismu). Necht f : Gy — G homomorfismus grup G(-)
a Gz(). Pak f(G1) je podgrupa Go (tedy opét grupa) a G1/Kerf(:) je izomorfni
f(G1)().

Dikaz. Z 1.18(3) dostavame, ze f(G1) je podgrupa Gs. Omezime-li obor hod-
not zobrazeni f, muZzeme ho chdpat jako homomorfismus f : Gy — f(G;). Nynf
aplikujeme 1.22 pro H = Kerf a dostaneme piimo pozadovany izomorfismus g :

Gl/Kerf — f(Gl) O

Priklad 1.24. Méjme homomorfismus f, : Z — Z,, grupy Z(+) do grupy Z,(+)
s pocitdnim modulo n dany pfedpisem f, (k) = (k)mod n. Pak mame podle 1.23
izomorfismus Z/Ker f,(+) & Z,(+4), navic je zjevné (a,b) € ker f,, pravé kdyz
n/(a—1b), a Ker f, =nZ.

Véta 1.25 (2. véta o izomorfismu). Necht G(-) je grupa a H, K jeji normdini pod-
grupy. Jestlize H C K |, pak K/H je normdlni podgrupa grupy G/H(-) a faktorovd
grupa G/ K(-) je izomorfni grupé (G/H)/(K/H)(-).

Dikaz. Opét nejprve pouzijeme 1.22 pro homomorfismy 7 : G — G/K (jako
fz122) anmy : G - G/H (jako my z 1.22). Protoze podle pfedpokladu H C
K = Kermg, ddvd ndm 1.22 homomorfismus g : G/H — G/K splaujici vztah
9([a]g) = [a]k. Vsimnéme si, 7e je g zjevné na. Nyni piimocare spocitdme Kerg =
{lalr € G/H| g([ala) = [a]x = [1]x} = K/H. Poznamenejme, ze je Kerg = K/H
normdlni podgrupa G/H(-) podle 1.18(4). Nyni pro homomorfismus g vyuzijeme
1.23, abychom dostali G/K = g(G/H) = (G/H)/Kerg = (G/H)/(K/H). O

2. CYKLICKE GRUPY

Pfipomenme, ze podle 1.9(2) je prunik libovolného systému podgrup zase pod-
grupou. Uvéazime-li grupu G(-) a podmnozinu X C @, pak prunik vsech podgrup
G(+) obsahujicich X je rovnéz podgrupou obsahujici X, ozna¢me ho (X), zjevné se
jednd o nejmensi takovou podgrupu vzhledem k inkluzi. Specidlné budeme psat (g)
misto ({g}), je-li g € G.

Definice. Bud G(:) grupa a X C G. Podgrupu (X ) nazveme podgrupu G(-) gene-
rovanou mnozinou X . Rekneme, ze G(-) je cyklickd grupa, existuje-li takovy prvek
g€ G, ze (g) =G.
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Priklad 2.1. (1) Z(+) je cyklickd grupa, kde Z = (1) = (—1).
(2) Z,(+) je pro kazdé pfirozené n cyklickd grupa s operacemi definovanymi
modulo n, kde Z,, = (a), pravé kdyz NSD(a,n) = 1.

Necht G(-) je grupa a € G. Definujme indukcf:
a® =1,
a” =a" ! a pro kazdé n > 0,

a™ = (a~ 1) pro kazdé n < 0.

Poznamka 2.2. Necht G(-) je grupa a a € G. Zobrazeni ¢ : Z — G dané predpisem

¢(n) = a"™ je homomorfismus grupy Z(+) do grupy G(-) a ¢(Z) = (a) = {a"| n €

Z}.

Diikaz. Potfebujeme pro kazdou dvojici m,n € Z ovéfit, Ze ¢(n +m) = a™™ =
a"-a™ = ¢(n) - ¢(m). Pfitom a"t™ = a™ - a™ zjevné plati pro obé nezdporné a obé
zépornd m, n. Je-li n zdporné a m+n nezédporné, pak a™-a™ = (a~!)""-a™ = a"T™.
Podobné pro n zdporné, m kladné a m + n zdporné mame a”™-a™ = (a=!)™"-a™ =
(afl)fnfm — an+m.

Zavérem poznamenejme, ze ¢(Z) je pravé tvaru ¢(Z) = {a™| n € Z}, a proto se
jedna o nejmensi podgrupu G(-) obsahujici a. O

Disledek 2.3. Nechf G(-) je grupa a a € G. Potom pro kazdé n,m € Z plati, ze
a "= (an)fl a (an)m = ag"m,

Véta 2.4. Bud G(-) cyklickd grupa.

(1) Je-li G nekoneénd, pak G(-) = Z(+).
(2) Je-lin = |G| konecné, pak G(-) = Z,,(+).

Dikaz. Vezméme néjaky generdtor g cyklické grupy G(-), tedy (9) = G a definujme
zobrazeni ¢ : Z — G dané predpisem ¢(n) = ¢g". Podle 2.2 jde o homomorfismus
a ¢(Z) = (g) = G, tedy ¢ je zobrazeni na. Nyni podle 1.23 je Z/Ker¢(+) = G(-).
Zbyva si rozmyslet, jak vypadd Z/Ker¢. Z 1.10(4) vime, 7e Ker¢p = nZ pro vhodné
nezdporné celé n. V piipadé, ze n = 0, pak Z/Ker¢p = Z/{0} = Z, a v piipadé
kladného n je Z/Ker¢ = Z/nZ = Z,, podle 1.24. O

Poznamka 2.5. Kazdd faktorovd grupa i podgrupa cyklické grupy je opét cyklickd.

Diikaz. Snadno nahlédneme, 7e je-li g generdtor cyklické grupy G(-), pak [g]m je
generator jeji faktorové grupy G/H(-).

Diky 2.4 staéi tvrzeni o podgrupdch dokazat pro grupy Z(+) a Z,(+). Nejprve
ho dokazme pro grupu Z(+). V 1.10(4) jsme ovérili, ze Z(+) jiné podgrupy nez
podgrupy tvaru nZ neobsahuje. Pritom (n) = nZ je cyklickd grupa, ¢imz je tvrzenf
oveéreno.

Nyni vyuzijeme homomorfismu f, : Z — Z, z 1.24. Zvolime-li podgrupu H
grupy Z,(+), pak f,*(H) je podle piedchozi ivahy a 1.18(3) cyklickd podgrupa
Z, tedy H = f,(f,1(H)) je cyklickd podgrupa Z,(+). O

Piipomerime, 7e pro kazdé pfirozené k znacime kZ = (k) = {kz| z € Z}. Podobné
budeme pro kazdé k € Z,, oznacovat kZ, = (k) = {k-z| z € Z,}.

Poznamka 2.6. Nechf n € N, a € Z,, \ {0} a k/n. Pak aZ,, = kZ,, prdvé kdyz
NSD(a,n) = k.
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Diikaz. Nejprve predpokladejme, ze aZ,, = kZ,,. Potom k € aZ,, tedy existuje celé
x, pro které (a-x)mod n = k. Proto také existuje takové celé y, ze a-x+n-y = k.
Odtud plyne, ze NSD(a,n)/k. Podobneé, protoze a € kZ,, existuji celd u a v, pro
néz k-u+n-v = a, a protoze k/n, nutné musi k/a. Vidime, ze k/NSD(a,n), tudiz
NSD(a,n) = k.

Nyni predpokladejme, ze NSD(a,n) = k. Potom diky Euklidovu algoritmu exis-
tuji x € Z,, acelé y, pronéza-z+n-y =k. Proto (a-z)mod n = k, tudiz k € aZ,
a kZ, C aZ,. Konectné, protoze k/a, vidime, ze a € kZ,,, a proto aZ,, C kZ,, coz
znamend, ze kZ, = aZy,. O

Uvédomime-li si, ze specidlnim piipadem piedchozi poznadmky pro k& = 1 je
tvrzeni, ze aZ, = Z, (tj. a generuje grupu Z,(+)), pravé kdyz NSD(a,n) = 1,
okamzité dostavame:

Dasledek 2.7. Je-lin € N, pak éislo p(n) uddvd pocet proki, které generuji grupu
Z,(+) a poéet invertibilnich proki monoidu Z,/(-).

Poznamka 2.8. Bud G(-) koneénd grupa. Potom g!G! = 1 pro kazdyj prvek g € G.
Dukaz. {g) je cyklickd grupa rddu n, tedy je podle 2.4 izomorfn{ Z,(+), proto

kel

g" = 1. Podle 1.13 n/|G|, tedy ¢¢! = (g”)l%I = 1 =1, kde 1. rovnost plyne z
2.3. O

Véta 2.9. Necht G(-) je koneénd cyklickd grupa. Pak pro kazdé prirozené k, které
deli 7dd grupy G, existuje prdvé jedna podgrupa grupy G 7ddu k.

Diikaz. K dikazu vyuzijeme charakterizace cyklickych grup 2.4, diky némuz staci
tvrzen{ dokédzat pro (izomorfni) grupu Z,(+). Jestlize k = 1, je tvrzen{ trividlni,
piedpokléddejme tedy, ze & > 1. Potom snadno nahlédneme, ze mnozina (%) =
{0,2,22,.., (k= 1)} je podgrupa a |(2)] = k.

Méjme nyni néjakou podgrupu H grupy Z,(+) fadu k. Pak je H podle 2.5
cyklickd, a tedy existuje h € H, pro H = (h). Z 2.8 plyne, ze (k- h)mod n = 0,
a proto k- h = c¢-n pro vhodné celé ¢islo ¢. Tedy h = ¢ - . Tim jsme oveéfili,
ze H je casti podgrupy (7). Protoze se jednd o dvé konecné stejné velké mnoziny,
dostdvame, ze H = (%), ¢imz jsme ovéiili jednoznacnost volby. O

Priklad 2.10. (1) Uvazujme kone¢nou cyklickou grupu G(-). Potom ndm 2.7 k4,
ze G(-) obsahuje pravé ¢(|G|) generdtoru. Protoze diky Lagrangeové veté fad pod-
grupy vzdy déli fad grupy podle 2.9 G(-) pro kazdy délitel fadu cyklické grupy
existuje pravé jedna podgrupoa daného fadu, obsahuje G(-) praveé tolik podgrup,
kolik existuje déliteli jejtho Fadu. Mame-li n = [[%_, pi*, kde py < p» < -+ < py
jsou prvocisla a r; € N, pak délitely n jsou pravé cisla Hle pit, kde 0 < s; <1y,
tedy G(-) obsahuje prave Hle(ri +1) podgrup a podle 0.9 prave Hle (pi—)pji~!
generatoru.

(2) Vezméme cyklickou grupu Zso(+). Protoze 50 = 2-52, dostdvame z bodu (1),
ze Zso(+) obsahuje ¢(50) = 20 generatoru a pravé 6 = 2 - 3 podgrup. Vezmeme-li
napiiklad podgrupu (42) grupy Zso(+) (a jiné nez cyklické podgrupy tato grupa
podle 2.5 neobsahuje), pak diky 2.6 vime, ze (42) = (NSD(42, 50)) = (2) = 2Zsg, a
jednd se tedy o podgrupu iédu 25 = 2.

Nasledujici tvrzeni je pro prvociselné n zndmo také jako Mala Fermatova véta:
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Véta 2.11 (Eulerova véta). Pro nesoudélnd kladnd celd éisla a,n > 1 je
a?™ =1 (mod n).

Diikaz. Diky Pozndmce 0.4 tvrzeni staci dokdzat pro kladné a < n. Pouzijeme
k tomu Pozndmku 2.8, kde jako grupu G vezmeme grupu invertibilnich prvkua
Z} () monoidu Z,(-) tj. prvka nesoudélnych s n podle 2.7. Protoze a € ZZ, je
(a*™)mod n = (al%=mod n = 1 diky 2.8 a 2.7. O

Poznamka 2.12. Bud p a q dvé riznd lichd prvocéisla a m = nsn(p — 1,q — 1).
Potom pro kazdé a € Z,, a u € N plati, Ze (a™* " )mod pq = a.

Diikaz. Nejprve ukdzeme, 7e (a™!)mod pq = a.

Podle Véty 2.11 (z™)modp = 1 a (y™)mod q = 1 pro ta z, kterd nejsou
nasobkem p a ta y, ktera nejsou nasobkem gq. Déle ziejmé plati ((up)™*)mod p =
0, a proto i (z™""™)mod p = (z)mod p a (y™ ) mod ¢ = (y)mod ¢ pro kazdé
nezdporné celé z a y. Vezméme nyni a € Z,,. 7 pfedchoziho pozorovani plyne, 7e
((a)mod p, (a)mod q) = ((a™*F)mod p, (a™F1)mod ¢), a diky Véte 0.6 pouzité pro
bijekei Zpy — Z,xZ, dostdvame, ze shodné jsou i vzory prvku ((a)mod p, (a)mod q)
a ((a™)mod p, (a™)mod q), tedy, Ze (a™*!)mod pq = a.

Nyni indukef diky 2.3 dostdvéme, 7e a®mt! = glu—Dm . gm+l — glu=D)m+1 — 4
pro kazdé u € N a a € Zy,. O

Priklad 2.13 (Rivest, Shamir, Adleman). Opét zvolme p a ¢ dvé ruznd lichd
prvocisla a polozme m = nsn(p — 1,q — 1).

Vezméme e < m nesoudélné s m a pak (napiiklad pomoci Euklidova algoritmu)
najdeme takové d < m, ze (ed)mod m = 1. Nyni podle 2.12 pro kazdé a € Z,,
plati, Ze (a°)¢ = a®? = a*™ "1 = q (potiténo v Z,,, tedy modulo pq).

Pomoci vlastnosti ¢isel p, ¢, m, d, e muzeme nyni popsat protokol asymetrického
sifrovani znamy pod zkratkou RSA. Polozime-li n = p-q, je vefejnym klicem dvojice
¢isel (n,e) a soukromy kli¢ tvori tajny exponent d. Chceme-li informaci vyjddienou
posloupnosti hodnot a1, ...,a; € Z, adresovat majiteli soukromého klice, staci ji
zasifrovat pomoci mocnéni vefejné zndmou hodnotou e v monoidu Z,(+), tj. ode-
slat zpravu (af)mod pg, ..., (af)mod pg. K jejimu rozlusténi staci umocnit v Z,(-)
pomoci tajného exponentu, protoze (af)? = a¢? = a;. Naopak, zvefejnéni-li ma-
jitel soukromého klice zagifrovanou zpravu (af)mod n,..., (al)mod n, mohou si
pifjemci zpravy stejnym zpusobem (tj. umocnénim na vefejné zndmy exponent e:
((af)®)ymod n, ..., ((ad)®)mod n = ay,...,a;) ovéiit, Ze odesilatel zpravy opravdu
zné tajny exponent (vlastnictvi soukromého klice tedy garantuje pravost elektro-
nického podpisu).

Poznamenejme, Ze je ze znalosti n = pq a e obtizné najit d (odpovidé to nalezen{
prvociselného rozkladu ¢isla n, coz je uloha, pro niz neni znam algoritmus poly-
nomidlni slozitosti), zatimco mocnéni ¢isel v Z,, je (i pro velké exponenty a velké
pq) velmi snadné a rychlé.

Dukaz nésledujiciho tvrzeni o cyklickych grupédch je elegantnéjsi, vyuzijeme-li
jistych znalosti z teorie polynomu nad obecnym télesem, proto ho provedeme az v
pristim semestru:

Véta 2.14. Necht T(+,-) je komutativni téleso a necht G je koneénd podgrupa
multiplikationi grupy T \ {0}(-). Potom G je cyklickd grupa.
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Piiklad 2.15. (1) Je-li p prvocislo, pak Z, je se s¢itdnim a ndsobenim modulo p
téleso, proto je podle piedchozi véty Z;j(-) cyklickd grupa ftadu p— 1. Je-lip—1 =
Hle p;* prvoéiselny rozklad, kde p1 < ps < --- < pg a r; > 0, pak mizeme
generdtory a podgrupy grupy Zj;(-) pocitat postupem Piikladu 2.10. Tedy Zj(-)
obsahuje préve Hle(pi — 1)pii~" generdtorti a Hle(ﬁ‘ + 1) podgrup.

(2) Z piedchozi tvahy plyne, 7e Zz,(-) je cyklickd grupa fadu 52 = 22 - 13, proto
Z%,(-) obsahuje pravé 2 - 12 = 24 generdtora a 3 - 2 = 6 podgrup.

3. UNIVERZALNI POHLED: POJEM ALGEBRY

Definice. Pro kazdé celé n > 0 nazveme n-drni operaci na mnoZiné A kazdé
zobrazeni A" — A (¢islo n budeme nazyvat aritou nebo éetnosti operace). Je-li
I mnozina, budeme iikat zobrazeni Q : I — Ny = N U {0} typ. Rekneme, ze
A(a;] i € I) je algebra typu 2, je-li A neprazdnd a pro kazdé i € I je a; prave
Q(i)-arni operaci na A.

1-arni operace se obvykle nazyvaji unadrnimi operacemi, 2-arnim operacim se ik
bindrni operace a 3-arni se nazyvaji terndrnimi operacemi.

Viimnéme si, ze mnozina A° sestdvé pravé z prazdné posloupnosti, tedy je jed-
noprvkova. Nularni operace tudiz vyznacuje v algebie jeden jeji prvek, a proto ji
muzeme s timto vyznatenym prvkem ztotoznit.

Definice. Bud a n-arni operace na A. Rekneme, ze podmnozina B C A je uzaviend
na operaci a, jestlize a(ay,...,a,) € B pro véechna as,...,a, € B. Rekneme, 7e
B C A je podalgebra algebry A(a;| i € I), je-li B uzaviend na vsechny operace «,
i€l

Piiklad 3.1. (1) Uvézime grupu G(-) s undrni operaci inverzniho prvku —! a
nuldrni operaci 1. Pak G(-), G(-,71), G(-,71,1) tvoii (nejen formélné) ruzné alge-
bery. Nahlédneme, jak v jednotlivych piipadech vypadaji podalgebry:

(a) Podalgebry G(-,7!,1) jsou pravé podmnoziny G uzaviené na 1 (tj. obsa-
hujici prvek 1), na inverzy a souéiny, coz jsou podle definice pravé podgrupy
grupy G(-).

(b) Je-li H neprézdnd podalgebra G(-,~!), pak existuje h € H, a proto 1 =
h-h=! € H. Tedy neprazdné podlagebry G(-,~1) jsou pravé podgrupy G(-),
navic prdzdnd mnozina je v souladu s definici také podalgebra.

(c) Podalgeber algebry G(-) je obecné mnohem vic nez podgrup grupy G(-).
Napiiklad pro kazdé g € G a n € N tvoif mnozina {g*| k > n} podalgebru
G(-). V piipadé G(-) = Z(+) to znamend, ze mnoziny {ak| k& > n} jsou
podalgebry, specidlné mnozina vSech prirozenych cisel, kterd podgrupou
Z(+) urcité neni.

(2) Je-li T téleso, pak je algebrou T(+,-) ¢i T(+,—,-,0,1), pro vektorovy pro-
stor V nad T, je algebrou V(+,-t|t € T). Vsimnéme si, Ze pro nekonectné téleso
potfebujeme uvazovat na V(+,-t|[t € T) nekone¢né mnoho undrnich operaci.

Podalgebrou algebry V(+, -t|t € T) jsou pravé podprostory tohoto vektorového
prostoru a prazdnd mnozina.

Oznagime-li 8; = a;| g~ omezeni n-arni operace «; na B™, potom pro podalgebru
B lezi vSechny hodnoty zobrazeni (; opét v B. Zobrazeni §; tedy muzeme chapat
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jako operace na mnoziné B a tak dostdvdme strukturu algebry B(3;| i € I) na
kazdé podalgebie B.

Definice. Nechf symbol a oznacuje n-drni operaci na mnoziné A i B. Rekneme,
7e zobrazeni{ f : A — B je slucitelné s operaci a, jestlize f(a(ai,...,an)) =
a(f(ar),-.., f(ay)). Zobrazeni f : A — B mezi dvéma algebrami A(«oy| i € I) a
B(ay| i € I) stejného typu 2 budeme fikat homomorfismus, je-li sluitelné se viemi
operacemi «;, i € I. Bijektivni homomorfismus budeme nazyvat izomorfismus.

Piiklad 3.2. (1) Bud G;(:) pro i = 1,2 grupy s unérni operaci inverzniho prvku
~1 a nuldrni operaci 1. pak kazdy homomorfismus grup G;(-) a Ga(-) je podle
1.17 homomorfismem algeber Gi(-) a G2(-), G1(-,7 1) a Go(-"1) i Gi(-,71,1) a
G2('771 ’ 1)

(2) Necht U a V jsou dva vektorové prostory nad télesem T. Potom kazdé
linedrni zobrazeni (homomorfismus) vektorovych prostoru je homomorfismem al-
geber U(+,t[t € T) a V(+, t|t € T).

(3) Oznacme M, (T) mnozinu viech ¢tvercovych matic nad télesem T a - budiz
symbolem nésobeni matic. Potom zobrazeni, které kazdé matici piitadi jeji deter-
minant, je homomorfismem algebry M, (T)(-) do T(-) (poznamenejme, Ze se jedna
pravé o monoidy).

Definice. Nechf p je ekvivalence a a je n-drni operace na mnoziné A. Rekneme,
7e p je slucitelnd s «, jestlize pro kazdy systém prvkia ay,...,a,,b1...,b, € A,
pro které (a;,b;) € p, i = 1,...,n, plati, ze (a(a,...,a,),a(b,...,b,)) € p. Je-li
A(w;] i € I) algebra a p ekvivalence na mnoziné A, pak p nazveme kongruenc, je-li
p slucitelnd se vSemi operacemi «;, i € I.

Priklad 3.3. (1) id a A x A jsou kongruence na libovolné algebie A.
(2) Kazda ekvivalence je slucitelnd s libovolnou nuldrni operaci.
(3) Ekvivalence slucitelna s operaci - na grupé G(-) je kongruenci algeber G(-),

G(-,"Y)aG(,71,1).

Piipomenme, ze je-li f : A — B zobrazeni, rozumime jeho jddrem ker f relaci
danou predpisem: (a,b) € ker f < f(a) = f(b). Nyni jsme pfipraveni vyslovit
obdobu Poznamky 1.18 pro obecné algebry:

Poznamka 3.4. Necht A;(a;| i € I), As(ai| i € I) a As(ay| i € I) jsou algebry
stejného typu, f : A1 — As a g : Ay — Az jsou homomorfismy a B je podalgebra
algebry As(-).

(1) gf je také homomorfismus,

(2) je-li f bijekce, pak f=* je izomorfismus,

(3) obraz g(B) je podalgebra algebry As(a;| i € I) a 1iplnyg vzor f~1(B) je

podalgebra algebry Aq(ay| i € I),
(4) ker f je kongruence na algebrie Ay(ay| i € I).

Diikaz. Dukaz je snadnym zobecnénim dukazu pifslusnych bodu 1.18.

(1) Je-li @; n-drni operace na Ay, As a A3 a vezmeme-li ay,...a, € Ay, pak
af(@i(ar,..an)) = gli(f(ar), . F(an) = as(gf (@), .- gf(an):

(2) Staci opét ovéiit, ze £~ je homomorfismus. Zvolime-li libovolné n-drni ope-
raci a; a prvky ay, ...a, € Ay, potom f(a;(f~1(a1),..., f(an))) = as(ay,...a,),
proto a; (f~1(a1), ..., f"1(an)) = fFH(au(ay,. .. ay)).

(3) Necht je opét a; libovolnd n-arni operace na As i As. Vezméme nejprve
C1,...¢p € g(B), tj. existuji by,...b, € B, pro kterd g(b;) = ¢;, j = 1,...,n.
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Protoze a;(by,...b,) € B, dostdvame bezprostredné z definice, ze a;(cy,...cp) =
ai(g(b1),...9(ba)) = g(@i(br,...by)) € g(B).

Nyni zvolme ai,...a, € f~'(B), tj. f(a;) € B. Potom f(a;(a1,...a,)) =
ai(f(a1),... f(an)) € B.

(4) Vezméme n-arni operaci a; na A; a As a prvky ag,...a,,b1,...b, € A1, 0
nichz vime, ze (aj,b;) € ker f, tedy f(a;) = f(b;), pro kazdé j = 1...n. Potom z
definice homomorfismu dostaneme rovnost

flei(ar, - .. an)) = ai(f(ar),- .- flan)) = a;(f(b1), .- f(bn)) = flai(bi, ... bn)),
¢imz jsme ovéfili, ze (a;(aq, . .. a,),ai(by,...b,)) € ker f. Ze se jedna o ekvivalenci
je snadné cviceni. O

Poznamka 3.5. Necht A(a;| i € I) je algebra a A; jsou podalgebry A a p; kon-
gruence na A pro kazdé j € J.

(1) Njes 4 je podalgebra A,

(2) Njespj je kongruence na A.

Diikaz. (1) Obdoba Poznédmky 1.9(2). Necht a; je libovolnd n-arni operace na A a
ai,...a, € ﬂjeJ A;. Protoze ﬂjEJ A; C Ay pro kazdé k € J a A;, je podalgebra
A(ay| i € I) mdme «a;(ay,...a,) € Ay, tedy a;(ay,...ay) € ﬂjeJ Aj;.

(2) Protoze id C p; pro véechna j € J, mame id C ﬂjeJ pj, tedy relace ﬂjEJ pj je
reflexivni. Je-li (a,b) € (¢ pj, méme (a,b) € p;, ze symetrie potom p; i (b, a) € p;
pro véechna j € J, tudiz (b, a) € ﬂjeJ p;- Konecné plati-li, ze (a,b), (b, c) € ﬂjeJ Pjs
pak tranzitivita jednotlivych relaci p;, které vSechny obsahuji prinik jeg Pj im-
plikuje, Ze (a,c) € p;, a proto (a,c) € ;¢ ; pj-

Mejme «; néjakou n-arnf operaci na A a vezméme prvky ay,...a,,by,...b, € A,
pro néz plati, ze (ak,bx) € (;c;pj (C pj pro véechna j € J). Potom pro vechna
j € J mame (a;(ar,...an),ai(b,...by)) € p; , tedy (ai(a1,...an),a;(b1,...by)) €
ﬂjeJ Pj- u

Definice. Necht je A mnozina a C C P(A) je n&jaky systém podmnozin mnoziny
A. Rekneme, ze C je uzdvérovim systémem nad A, pokud

(1) Aec,

(2) pro kazdy podsystém {B;| i € I} CC,je (\{Bi]ie€ I} eC.

Diuisledek 3.6. Necht A(a;| i@ € I) je algebra. Pak vsechny podalgebry algebry
A(a;| i € I) tvofi uzdvérovy systém na A a vsechny kongruence na algebre A(a;| i €
I) tvori uzdvérovy systém na A X A.

Priiklad 3.7. Vsechny uzavérové systémy nad mnozinou A tvoii uzavérovy systém
nad P(A). Ziejmeé P(A) obsahuje A a je uzaviené na libovolné pruniky, tedy jde
o uzaveérovy systém. Uvazime-li prinik mnoziny uzdvérovych systémi na A, pak i
ten musi obsahovat A (véechny uzdvérové systémy obsahuji A) a rovnéz musf obsa-
hovat primnik kazdého podsystému, nebot tato podminka plati o véech uzavérovych
systémech.

V piipadé, ze nemuze dojit k omylu nebo jednotlivé operace na algebie ne-
potiebujeme explicitné uvazovat, budeme v nasledujicim oznacovat algebru jen jeji
nosnou mnozinou.

Nyni zobecnime definici ze zac¢itku 2.kapitoly. Viimnéme si, Ze pojem muzeme
zavést pro kazdy uzavérovy systém.
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Definice. Bud A algebra a X C A. Potom podalgebru (X) algebry A, kterou
dostaneme jako prunik v8ech podalgeber A obsahujicich mnozinu X nazveme pod-
algebrou generovanou X (nebo budeme fikat, ze X generuje podalgebru (X)).

Priklad 3.8. (1) Uvazime-li grupu permutaci S;,, na mnoziné {1,...,n} jako alge-
bru S, (0,7t ,1d), pak ((12),(12...n)) = S,, pro kazdé n > 1.

(2) Uvazujme algebru Z(+). Pak sice ({1}) = N, ale nejmensi podalgebra Z(+)
obsahujici mnozinu {—1,1} je uz rovna celému Z tj. ({—1,1}) = Z.

(3) Uvazujme-li nyn{ algebru Z(+, —), pak (1) = Z.

Poznamka 3.9. Bud f,g : A — B dva homomorfismy algeber stejného typu a
necht X C A generuje algebru A. Jestlize f(z) = g(x) pro vsechna x € X, potom

=g

Diikaz. Nejprve ukdzeme, ze je mnozina C = {a € A| f(a) = g(a)} podalge-
brou algebry A. Vezméme n-arn{ operaci « algebry A a necht ay,...,a, € C. Pak
f(a(a’la ] an)) = a(f(a’l)a s 7f(an)) = a(g(al), s vg(an)) = g(a(al, s van))ﬂ
proto a(a,-..,a,) € C. VSimneme-li si, ze X C C, dostaneme A = (X) C C, ¢imz
jsme dokoncili dukaz. O

Pi#iklad 3.10. (1) Uvazujme grupu celych ¢isel Z(+) a G(+) néjaky grupoid,
tedy algebru s jednou bindrni operaci +. Necht f,g : Z — G je homomorfis-
mus. Uvédomme si, Ze nejmens{ podalgebra Z(+) obsahujici mnozinu {-1,1} je
uz rovna celému Z tj. ({—1,1}) = Z. Podle piedchozi pozndmky jsou tedy f a g
shodné, jestlize f(1) = g(1) a f(—1) = g(-1).

(2) Uvazujme-li nyni dva homomorfismy f,g : Z — G na algebie celych ¢isel
Z(+,—) a obecné algebte G(+,—) s jednou bindrni operaci + a jednou unérn{
operaci —. Necht f,g: Z — G je homomorfismus. Potom (1) = Z, a podle 3.9 jsou
f a g shodné, jestlize f(1) = g(1).

Definice. Nechf p je ekvivalence a « je n-a4rni operace na mnozinég A. Je-li p
slucitelnd s a, definujeme operaci o na faktoru A/p predpisem a([a1],,---,[an],) =
[a(a1,...,a,)],. Je-li p kongruence na algebie A, pak timto zptsobem definujeme
na A/p strukturu algebry stejného typu.

Poznamka 3.11. Je-li p kongruence na algebie A, pak je definice algebry A/p
korektnt, jde o algebru stejného typu jako A a prirozend projekce m, : A — A/p je
homomorfismus.

Diikaz. Vezméme libovolnou n-arni operaci a algebry A a necht [a;], = [bj],,
kde j = 1,...n. Potom (a;,b;) € p, kde j = 1,...n, proto [a(ai,...,a,)], =
[a(b1,...,bn)],, tedy definice operaci na A/p je korektni. Zbytek tvrzeni je pifmy
dusledek definice. O

Definice. Nechf p C o jsou dvé ekvivalence na A. Definujme relaci o/p na A/p
nésledovné: ([a],, [b],) € o/p & (a,b) € 0.

Poznamka 3.12. Bud p kongruence na algebie A.

(1) Je-li o kongruence na A obsahujici p, je o/p dobfe definovand kongruence
na algebre A/p.

(2) Je-li n kongruence na algebre A/p, potom ezxistuje prdvé jedna kongruence o
na algebie A obsahujici p, pro nizZn =o/p.
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Dukaz. (1) Staci ovéfit, ze je o /p dobie definovand, zbytek je okamzitym dusledkem
definice o/p a operace na faktorové algebie A/p. Mé&me [a1], = [a2], [b1], =
[b2],. Potom (a1, a2),(b1,b2) € p C o, tedy diky tranzitivité a symetrii o plati, ze
(al,bl) €0 < (az,bz) co.

(2) Jediny mozny zpusob, jak definovat ¢ ndm dava predpis (a,b) € 0 <
([alp, [b],) € n. Nyni staci piimoc¢aie nahlédnout, ze jsme takto zavedli kongruenci
na A. O

Podobné jako u grup fekneme, ze dvé algebry A(a;|i € I) a B(«;| i € I) stejného
typu jsou izomorfni, existuje-li mezi nimi izomorfismus (budeme psat A(«q;|i € I) =
B(a;]| i € I) nebo zjednodusené A = B bude-li jasné nebo naopak pro dalsi tivahy
nepotiebné védét jaky systém operaci na algebrich uvazujeme). Nyni uz muzeme
vyslovit obecné verze Véty o homomorfismus a Vét o izomorfismus:

Poznamka 3.13. (Véta o homomorfismu) Bud' f : A — B homomorfismus dvou
algeber stejného typu a necht p je kongruence na algebre A. Pak existuje homo-
morfismus g : A/p = B spliiujici podminku gn, = f prdvé tehdy, kdyz p C ker f.
Navic, pokud g existuje, je g izomorfismus, pravé kdyz f je na a ker f = p.

Dukaz. Tvrzeni dokdzeme stejné jako Vétu o homomorfismu pro grupy (1.22).

Nejprve predpoklddejme, ze existuje homomorfismus g : A/p — B spliujici
podminku g, = f, tedy g([a],) = f(a) a vezméme (a1, a2) € p. Pak [a1], = [a2],,
a proto f(a1) = glar],) = g(lazl,) = f(az). Tedy (ar,ay) € ker f.

Je-li naopak p C ker f, ovéfujeme, ze definice g dand pfedpisem g([a],) = f(a) je
korektni. Vezmeme-li la1], = [a2], C ker f, pak g([a1],) = f(a1) = f(a2) = g([az],)-
Ze je g homomorfismus je zjevné z jeho definice.

Konecné dokazme zavérecnou ekvivalenci. Protoze g(G1/p) = f(G1), vidime, ze
g je na, pravé kdyz je f na. Je-li g navic prosté a zvolime-li (a;,as2) € ker f, pak
g([a1]p) = f(ar) = f(az2) = g([az],), a proto (a1, as) € p. Ovéiili jsme, ze ker f C p,
a protoze uz vime, ze p C ker f, mame rovnost p = ker f. Konec¢né predpokladejme,
ze g([a1],) = g([az],). Potom f(a1) = f(az), a proto (a1, az) € p a [a1], = [a2],,
¢imz jsme ovérili, ze je g prosté. O
Véta 3.14 (1. véta o izomorfismu). Necht f : A — B je homomorfismus dvou
algeber stejného typu. Pak f(A) je podalgebra B (tedy algebra stejného typu) a
Alker f je izomorfni f(A).

Dukaz. Rozmyslime si, ze podle 3.4(3) je f(A) je podalgebra B a poté stejné jako
v ditkazu 1.23 pouzijeme Vétu o homomorfismu 3.13 na p = ker f. O

Véta 3.15 (2. véta o izomorfismu). Necht p C o jsou dvé kongruence na algebre
A. Pak algebra Ajo je izomorfni algebie (A/p)/(c/p).

Diikaz. 1 tentokrat postupujeme stejné jako v dukazu Véty o izomorfismu pro grupy
1.25: nejprve pouzijeme 3.13 pro homomorfismy 7, : A - Afoc a7w, : A - A/p,
kterd ndm dava homomorfismus g : A/p — A/o splaujici vztah g([a],) = [a],.

Zbyva spocitat ker g = o/p a pouzit 3.14. O

Piipomenme, Ze term je jakakoli proménnd a jsou-li ¢1,...,t, termy a « funkcéni
symboly (operace) cetnosti n, pak i a(ty,...,t,), je term, ddle je-li P predikat
Cetnosti n a tq,...,t, jsou termy, pak je vyraz P(t1,...,t,) atomickou formulf a

a jsou-li ¢ a v dvé formule, pak vyrazy (¢ — ¥), (p AY), (¢ V1Y), —p, Yo a Jp
jsou rovnéz formule. Jazykem predikatové logiky (prvniho Fadu) potom rozumime
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vSechny formule, které vyniknou z daného systémem funkénich a predikatovych
symbolt.

Dale ptipomenme, ze formule ¢ plati ve strukture A (tedy napiiklad v algebie
s danym systémem operaci, které se v jazyce algeber daného typu objevi jako
funkéni symboly), prave kdyz je ¢ splnéna kazdym ohodnocenim proménnych nosné
mnoziny A struktury A. Uzavienou formuli rozumime formuli, kterd neobsahuje
zadnou volnou proménnou. V naSich tvahach se pro jednoduchost omezime na
jazyk s jedinym predikdtovym symbolem = a proménnymi jako prvky algebry.

Poznamka 3.16. Necht A(o;| i € I) a B(ag| i € I) jsou dvé izomorfni algebry
(stejného typu). Potom uzaviend formule ¢ jazyka algeber plati v algebie A(a;| i €
I), prdvé kdyz plati v algebie B(a;| i € I).

Diikaz. Nechf f : A — B je néjaky izomorfismus algeber A = A(a;| i € 1) a
B = B(way| i € I), ¢ formule. Vezmeme-li néjaké ohodnoceni e formule ¢ v A,
oznacime fe, které hodnoté e(x) néjaké proménné v A prifadi hodnotu fe(z) téze
proménné v B. Je-li E mnozina v§ech ohodnoceni formule ¢ v A, vidime, Ze mnozina
{fe| e € E} tvori pravé mnozinu vSech ohodnoceni formule ¢ v B, nebot f je
bijekce. Déle snadno nahlédneme, Ze a pro kazdou uzavienou formuli ¢ plati, ze
bud A |= ¢ nebo A | —p, a protoze f je izomorfismus algeber A a B, staci
indukei podle poctu kroki, jimiz je ¢ odvozena z atomicky formuli a jimiz jsou v
nich vytvoreny zicastnéné termy, dokdzat A |= ¢ implikuje B |= .

Nejprve uvdzime jedinou atomickou formuli ¢ = s, kde t = #(x1,...,2,) a
s = s(x1,...,2y,) jsou termy v proménnych xi,...,x,. Méme realizaci né&jaké
funkéniho symbolu na obou algebréch, tedy pravé n-arni operaci a; pro néjaké i € I
a piredpokldddme napiiklad, ze t = a;(ty,...,t,), kde t1,...,t, jsou termy a nechf
e je néjaké ohodnoceni formule ¢ = s. Protoze e(a;(t1,-.-,tn) = a;(e(ty), ..., e(ts))
a z indukéntho predpokladu uzitého pro termy ty,...,t, vime, ze f(e(t;)) = fe(t;)
(t.j. obraz izomorfismem f termu ¢; ohodnoceného v algebie A pomoci e je tyz
jako ohodnoceni termu ¢; ohodnoceny v algebie B ohodnocenim fe). Protoze je f
homomorfismus, vidime, ze

fle(ailty, - tn))) = flaile(tr), . .-, e(tn))) =

= ai(fe(tr), ..., fe(tn)) = fe(ailty, ... tn)).
Tim jsme ovéfili, ze platnost e(t) = e(s) implikuje platnost fe(t) = fe(s).
Zbytek dukazu uz je jen piimocaré indukéni ovéreni platnosti formule na B
vzniklé pouzitim pravidel (¢ — ©), (p AY), (p V), —p, (Vz)¢ a (Fz)p z kratsich
formuli ¢ ¢ za predpokladu, ze dana dlouh& formule plati na A. O

Zavérem poznamenejme, ze na izomorfnich algebrach ekvivalence plati i pro
vyroky vyicené v bohatsim jazyce (napfiklad tvrzeni, které se vyslovuje o struktuie
podalgeber néjaké algebry).

4. SvAZY

Piipomenme, Ze relaci < na mnoziné M budeme iikat uspordddni, je-li reflexivni
a tranzitivn{ a spliiuje-li podminku a < b, b < a = a = b pro kazdé a,b € M (tj.
jde o slabé antisymetrickou relaci). Dvojice (M, <) se obvykle nazyva usporadand
mnozina.



22 ALGEBRA 1 PRO INFORMATIKY

Definice. Necht < je uspoiddédni na mnoziné M a A C M. Rekneme, 7e m € A je
nejmendi (resp. nejvétsi) prvek mnoziny A, jestlize m < a (resp. a < m) pro viechna
a € A. Supremem (resp. infimem) mnoziny A budeme rozumét nejmensi prvek
mnoziny {n € M| Va € A: a < n} (resp. nejvétsi prvek mnoziny {n € M| Va €
A : n < a}), supremum znacime sup. a infimum inf<. Dvojici (M, <) budeme
ifkat svaz, pokud pro kazdé dva prvky a,b € A existuje supremum a infimum
mnoziny {a,b}. Svaz (M, <) je iplnym svazem, existuje-li supremum a infimum
kazdé podmnoziny mnoziny M.

Piiklad 4.1. Pripomenme zndmé piiklady uspoiradani:

(1) Relace déleni / je uspofdddni na mnoziné vsech prirozenych ¢isel N, navic
sup,(n,m) = nsn(n,m) a inf,(a,b) = NSD(n,m), proto je (N, /) svaz.

(2) Ptirozené uspordadani < indukuje na mnoziné vsech celych (redlnych, ra-
ciondlnich) éisel Z (R, Q) strukturu (dokonce linedrné usporddaného) svazu,
kde sup«(a,b) = max(a,b) a inf<(a,b) = min(a,b).

(3) Inkluze tvoif na mnoziné vsech podmnozin P(X) mnoziny X uspoiddéni
a (P(X), Q) tplny svaz kde supc (B) = |UB a infc(B) = (B pro kazdou
podmnozinu B C P(X).

(4) id je na libovolné neprazdné mnoziné M uspofadani, ovsem pro |M| > 1 se
jisté nejednd o svaz.

Kone¢né usporddané mnoziny je ¢asto vyhodnné zndzornit Hasseovym diagra-
mem, pifipomenme jeho definici:

Definice. Necht (M, <) je uspofddand mnozina a a,b,c € M. Rekneme, ze prvek
b pokrijvd prvek a (piseme a < - b), jestlize a < b,anenibaa < c¢< b= ¢=anebo
¢ = b. Hasseovgm diagramem uspoiadané mnoziny (M, <) rozumime orientovany
graf, jehoz vrcholy tvoii prvky mnoziny M a a je s b spojen takovou hranou, ze b
se nachazi vyse nez a, pravé kdyz b pokryva a.

Je-li (M, <) svaz, budeme pro kazdé dva prvky m,n € M znacit m Vn =
sup<(m,n) a m An = inf<(m,n). Zavedené bindrni operace V nazveme spojeni a
A prusek.

Véta 4.2. (1) Je-li (M, <) svaz, pak pro viechna a,b,c € M plati:

(S1) avb=bVa,aANb=bAa,

(S2) aVa=a=aAa,
(S3) av(bVve)=(aVbd) Ve, an(bAc)=(aNb)Ac
(S4) av(bAha)=a=aA (bVa).
(2) Necht M (A, V) je algebra s dvéma bindrnimi operacemi, které spliiuji podminky
(S1) — (S4) a definujme na M relaci < predpisem: a < b < b = aV b. Pak plati
a<b&a=aAb, dile (M,<) je svaz a sup(a,b) = aV b ainf<(a,b) =aAb.

Diikaz. (1) Vlastnosti (S1) a (S2) jsou okamzitym dusledkem definice A a V.

(S3) Polozme d = aV (bVc). Dokédzeme, ze je d supremem mnoziny {a, b, c}. Podle
definice V jea < dab,c < bVe < d, tedy d je horni odhad mnoziny {a, b, c}. Zvolme
néjaké e, pro néz a, b, c < e. Pak (bV¢) < e, protoze je e horni odhad mnoziny {b, ¢}
a (bVc) je supremem této mnoziny. Stejnym argumentem dostaneme aV (bVe) < e,
tedy aV (bVe) =sup<({a,b,c}) =cV (aVbd) = (aVb)Vedky (S1). Dikaz druhé
podminky je symetricky.
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(S4) Protoze bAa < a aa < a, mdme aV (bAa) < a. Naopak a < aV (bAa),
tedy ze slabé antisymetrie plyne, ze a = a V (b A a). I tentokrat pro ovéfeni druhé
podminky sta¢i zameénit spojeni prusekem a relaci < relaci >.

(2) Nejprve ukdzeme, ze je < uspoiddéni. Protoze a = a V a diky (S2), méme
podle definice a < a. Vezmeme-lia < bab < ¢, tj. b =aVb ¢c=0>bVec pak
c=(aVvb)Ve=aV (bVc) =aVcdiky (S3), tedy a < ¢. Konecéné plati-li, ze a < b
ab<a,dostavame z (S1),zeb=aVb=>bVa=a.

Nyni ovéiime, ze b =aV b < a = a A b. Za symetrie podminek pro A a V plyne,
ze staci abychom ovéfili jen jednu implikaci. Nechf napifklad b = a V b. Potom
aANb=aA(aVDb) =aA(bVa)=apodle (S1) a (S4). Vidime, ze je definice <
symetricky formulovatelnd pomoci podminky a < b << a=aAb.

Zbyvé dokazat, Ze sup (a,b) = aVb (tvrzeni pro A se dokdze symetricky). Predné
aVv(aVvb) = (aVa)Vb = aVbdiky (S3) a (S2) a bV (aVvb) = (aVb)Vb = aV(bVb) = aVb
diky (S1), (S3) a (S2), tudiz a,b < (a V b). Vezmeme-li prvek ¢, pro ktery a,b < ¢,
pakc=aVcac=bVe protoc=aV (bVe) = (aVb) Ve podle (S3). Tim jsme
overili, ze (a V b) < ¢, coz znamend, Ze sup.(a,b) = a V b. O

Dokézené tvrzeni poskytuje dva ekvivalentni pohledy na svaz: bud jako na
uspofadanou mnozinu se supremy a infimy nebo algebru sponujici ¢tvefici axiomu

(S1)~(S4).

Piiklad 4.3. U piikladu svazu uvedenych v 4.1 mame tedy dva zpusoby jak na
svaz nahlizet:
(1) (N, /) odpovida algebie N(NSD, nsn),
(2) (Z,<) (respektive (R, <), (Q, <)) odpovid4 algebie Z(min, max) (respek-
tive R(min, max), Q(min, max)),
(3) (P(X), <) odpovida algebre P(X)(N,U).

Véta 4.4. Necht C je uzdverovy systém. Pak (C, C) tvori iplny svaz, kde supc (B) =
(H{C eClUBCC} ainfc(B) =B pro kazdé BCC .

Dikaz. C je uspofadani a (] B je zjevné infimem. Protoze je C uzaviené na pruniky,
je {X € C|UB C X} nejmensim prvkem C obsahujicim vSechna B € B, coz je
podle definice pravé supremum vzhledem k inkluzi. O

Dusledek 4.5. Systém vsech podalgeber i systém vsech kongruenci na algebre spolu
s inkluzi je diky 3.6 svazem.

Definice. O svazu S(A, V) fekneme, Ze je distributivni, plati-li pro kazdé a,b,c € S
rovnost aV (bA¢) =(aVb)A(aVc).

Poznamka 4.6. Svaz S(A,V) je distributivni, prdvé kdyz pro kazdé a,b,c € S plati,
ZeaN(bVe)=(aAb)V (aAc), tedy svaz S(A,V) je distributivnd, prdvé kdyz je
opacny svaz S(V, A) distributivni.

Dukaz. Ze symetrie vlastnosti operaci plyne, ze sta¢i dokdzat pouze jednu implikaci.
Necht je svaz distributivni. Budeme s vyuzitim definice distributivity a 4.2 upravo-
vat: (aAb)V (aAc) = ((aAb)Va)A((aAb)Ve)=aA(aVe)A(DbBVe)=aA(bVc),
kde druhd rovnost plyne z (S4) a tfeti rovnost plyne z (S1) a (S4) a O

Piiklad 4.7. (1) Svaz P(X)(N,U), kde P(X) je mnozina vSech podmnozin mnoziny
X, je distributivni.
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(2) Necht M5 = {0,1,u,v,w}, bud 0 nejmensi prvek, 1 nejvétsi prvek a uVuv =
uVw=vVw=1lauAv=uAw=vAw=0.Protoze u V(v Aw) =uVO0#
1=1A1(uVv)A(uVw), neni M5(A,V) distributivni svaz. (ikd se mu obvykle
diamant).

Definice. Nechf f: A — B je zobrazeni a (A, <) a (B, <) jsou svazy. Rekneme, 7e
je [ homomorfismus (izomorfismus) jde-1i 0 homomorfismus (izomorfismus) algeber
A(A,V) a B(A,V) a f nazveme monoténnim zobrazenim, plati-li implikace a; <
as = f(a1) < f(az). Podsvazem svazu A(A, V) budeme rozumét podalgebru algebry
A(A, V).

Pozndmka 4.8. Homomorfismus svazu je monotonni zobrazend.

Dukaz. Je-li f: A — B homomorfismus svazu a a1 < as € A, pak az = a1 V as.
Proto f(as) = f(a1 Vaz) = f(a1) V f(az) a tedy f(a1) < f(az). U

Véta 4.9. Bijekce svazi f je izomorfismus, pravé kdyz jsou f i f~1 monoténni
zobrazens.

Diikaz. Diky 4.8 staci dokédzat zpétnou implikaci. Ovéiime slucitelnost f napiiklad
s V. Mé&jme f : A — B takovou bijekci svazil, ze f i f~! jsou monoténni, a zvolme
a,b € A. Protoze a,b < aVb,je f(a), f(b) < f(aVDh), tudiz f(a)V f(b) < f(aVb).
Podobné f(a), f(b) < f(a)V f(b), proto a,b < f~(f(a)V f(b)) aaVb < f(f(a)V
f(b)). Pouzijeme-li na posledni vztah znovu monotonii f, dostaneme f(a V b) <
fla) Vv f(b). Ze slabé antisymetrie <, potom plyne, ze f(aVb) = f(a)V f(b). O

Definice. Nechf md svaz S(A, V) nejmensi prvek 0 a nejvétsi prvek 1. Prvek a €
S nazveme atomem (resp. koatomem), jestlize a pokryva 0 (resp. 1 pokryva a).
Komplementem prvku a € S nazveme takovy prvek a’ € S, 7ze aVa' =1 aaAd’ = 0.

Poznamka 4.10. Kazdyj prvek distributivniho svazu md nejvyse jeden komplement.

Diikaz. Nechf aVb;=1aaAb;=0proi=1,2. Pakb; =b; A1=b; A (aVb;) =
(bl A CL) \% (b, A bj) =0V (b, A bj) =b; A bj, tedy b; < bj pro vsechna i,] € {1,2},
coz znamend, ze by = b. O

Definice. Booleovou algebrou nazveme takovou algebru S(V,A,0,1, '), ze S(A, V)
je distributivni svaz s nejvétsim prvkem 1 a nejmensim prvkem 0 a undrni ope-
race ' prifadi kazdému prvku jeho komplement. Homomorfismem (izomorfismem)
Booleovych algeber rozumime homomorfismus (izomorfismus) algeber v obvyklém
smyslu.

Piiklad 4.11. Nechtf P(X) je mnozina vSech podmnozin mnoziny X a pro kazdou
podmnozinu Y C X definujme Y’ = X \ Y. Pak P(X)(U,N, 0, X, ) je Booleova
algebra.

Pozndamka 4.12. Necht S(V,A,0,1, ') je Booleova algebra. Pak pro kazdé a,b € S
plati:
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Dukaz. (1) a (2) plyne primo z definice a 4.10 a (4) je symetrické k (3).
B) (avVbh)A(@AY)=(aNd AV)V(BAd AY) =0V 0 =0 a podobné
(@avd)V(aAb)=(avbVad)A(avbVvD)=1Vv1=1. O

Véta 4.13. Bud S(V,A,0,1, ") koneénd Booleova algebra a A bud mnoZina vsech
atomu svazu S. Potom zobrazeni ¢ : P(A) — S dané predpisem ¢(B) = sup B je
izomorfismus Booleovijch algeber S(V,A,0,1, ') a P(A)(U,N, 0, X, ').

Dukaz. Pro kazdé M = {my,...,mp} C S znatme AM =my Ama A---Amy a
VM=miVmaV---Vmy,,dile A\l=1a\/0=0

Definujme nejprve zobrazeni ¢ : S — P(A) predpisem ¢(s) = {a € A| a < s}.
Okamyzité vidime, Ze zobrazen{ ¢ i ¢ jsou monoténni vzhledem k inkluzi a ¢(f}) = 0.
Ukazeme-li navic, 7e je ¢ bijekce slucitelnd s prusekem a spojenim, pak nutné
#(A) =1 a ¢(B') = ¢(B)" pro kazdé B € P(A). Podle 4.9 tedy zbyva ovérit, ze
porp =Ids it o =Idp(a), tedy Ze ¢ je bijekce a ¢~ L=,

Polozme t = ¢u(s) = \/{a € A| a < s}. Potom t = \/{a € 4] a < s} < s.
Vsimnéme si, ze diky distributivité s = sA1 = sA(tVH') = (sAt)V(sAL) = tV(sAL).
Piedpokldddme-li, ze t # s, pak z piedchoziho vidime, ze (s A t') # 0, a diky
kone¢nosti S najdeme né&jaky atom ag, ktery lezi pod prvkem s At', tedy a < t' a
a € Y(s), a proto a < t. Zjistili jsme, ze a <t At' = 0, coz je spor, tudiz s = t.

Nyni polozme C = 9¢(B) = {a € A| a < \/ B}. Vezmeme-li b € B, pak b < \/ B,
a proto b € C, ¢imz jsme ovéfili inkluzi B C C. Zvolme tedy ¢ € C' a uvazme, ze
0#c=cAVB=\{cAbl be B} diky distributivité a konecnosti B. To ovSem
znamend, 7e existuje b € B, pro néz ¢ A b # 0. Protoze jsou oba prvky b a ¢ atomy,
méame b = ¢, ¢imz jsme dokazali, ze B = C. O

Piiklad 4.14. (1) Je-li S(V,A,0,1, ') Booleova algebra o 64 = 2¢ prvcich, pak
je podle predchozi véty izomorfni Booleové algebie P(X)(U,N,0,, ') pro X =
{1,2,3,4,5,6).

(2) Neexistuje zaddna patnéctiprvkova Booleova algebra, protoze podle Véty 4.13
musi byt kazda Booleova algebra izomorfni potenc¢ni Booleové algebie, tedy musi
mit 2" prvkua, kde n je pocet atomu.

5. OKRUHY A IDEALY

Definice. Okruhem budeme nazyvat kazdou takovou algebru R(+,-,—,0,1), ze
R(+) je komutativni grupa s neutralnim prvkem 0 a operaci opacného prvku —, R(-)
je monoid s neutralnim prvkem 1 a pro kazdé a, b, ¢ € R plati, ze a-(b+c) = a-b+a-c
a(a+b)-c=a-c+b-c Okruh se nazyva komutativni, je-li operace - komutativni.
Priklad 5.1. (1) Z(+,-,—,0,1) a Z,(+,+,—,0,1) pro kazdé pfirozené n > 1 jsou
komutativni okruhy.
(2) Je-li T téleso a M, (T') znaci mnozinu viech ¢tvercovych matic nad 7' stupné

n, pak M, (T)(+,-,—,0,,1,) je okruh.
Poznamka 5.2. Nechf R(+,-,—,0,1) je okruh. Pak pro kazdé a,b € R plati:

(1) 0ca=a-0=0,

(2) (-a)-b=a-(-b)=—(a-b),
@B) (-)-a=a-(-1) = —aq,
(4) 1

je ruzné od 0, prdvé kdyz |R| > 1 (tj. R je netrividlni okruh).
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Dukaz. U bodu (1)—(3) dokdzeme jen jednu rovnost, dikaz druhé je symetricky.

(1) Vyuzijeme-li definitorickou vlastnost prvku 0 a distributivitu, dostaneme
a-0 = a-(0+0) = a-0+a-0. Pricteme-li k levé a pravé strané rovnosti a-0 = a-0+a-0
prvek —(0 - a), vidime, 7e a -0 = 0.

(2) Opét diky distributivité mame (—a)-b+a-b=(—a+a)-b=0-b=0, kde
posledn{ rovnost plyne z (1).

(3) Dostavame piimo z (2) pro b = 1.

(4) Pfima implikace je trividlni, pfedpoklidejme tedy, ze 1 = 0 a vezméme
libovolné a € R. Potom a = a -1 =a-0 =0 podle definice a (1). O

Definice. Nechf R(+,-,—,0,1) je okruh. Rekneme, ze mnozina I C R je pravy
(resp. levy) idedl okruhu R, jestlize je I podgrupa grupy R(+) a pro kazdé i € T
ar € Rplati, ze i -7 € I (vesp. r -4 € I). Mnozinu I nazveme idedlem, je-li
pravym a zaroven levym idedlem. Homomorfismus (izomorfismus) okruhu bude
homomorfismus (izomorfismus) pfislusnych algeber.

Piiklad 5.3. (1) {0} a R jsou (tzv. trividinimi) idedly kazdého okruhu R.

(2) Mnoziny aR = {a-r| r € R} (resp. Ra = {r-a| r € R}) jsou (tzv. hlavni) pravé
(resp. levé) idedly okruhu R pro kazdé a € R. Ovéfime to napiiklad pro aR. Je-li
ar,as € aR, pak diky distributivité ar + as = a(r + s) € aR a —ar = a(—r) € aR
podle 5.2(2). Dale 0 = a0 € aR diky 5.2(1) a (ar)z = a(rz) € aR diky asociativité
pro libovolné z € R.

(3) Podle (2) a 2.5 jsou idedly okruhu celych ¢isel Z(+, -, —,0,1) pravé tvaru kZ
a idealy okruhu Z,(+,-,—,0,1) tvaru kZ,, kde k < n je 0 nebo délitel ¢isla n.

(4) V libovolném komutativnim okruhu R(+,-, —,0, 1) pro prvky a,b definujeme
alb, a déli b, standardné vztahem (3¢ € R) ac = b. Z definice hlavniho ideédlu ihned
plyne, ze a|b < bR C aR.

O (levém, pravém) idedlu I okruhu R(+,-,—,0,1) fekneme, Ze je vlastni, jestlize
I#{0}al#R.
Definice. Rekneme, ze prvek okruhu R(+,-,—,0,1) je invertibilni, jedna-li se o

invertibilni prvek monoidu R(-). Rekneme, 7e okruh R je télesem, jsou-li viechny
prvky mnoziny R\ {0} invertibilni a 0 # 1. Koneé¢né ideél okruhu R(+,-,—,0,1) je
mazximdlni, je-li koatomem svazu vSech idedld okruhu R.

Poznamka 5.4. Je-li R(+,-,—,0,1) okruh a I jeho pravy nebo levy idedl, pak
I =R, prdvé kdyz1 € I.

Diikaz. Piima implikace je trivialni. Jestlize 1 € I ar € R, potom r = 1-r =
(r-1) € I, je-li I pravy (levy) ideal. O

Véta 5.5. V netriviglnim okruhu R(+, -, —,0,1) je ekvivalentni:
(1) R je téleso,
(2) R neobsahuje Zddné vlastni pravé idedly,
(3) R neobsahuje Zidné vlastni levé idedly.

Diikaz. Staci dokazat ekvivalenci (1) a (2).

Piredpokladejme, ze je R téleso a méjme néjaky nenulovy pravy ideal I. Pak
existuje 0 # ¢ € I a k nému inverznf prvek i ™! € R, tedy 1 = i -i~! € I a proto
I = R podle 5.4.

Piedpoklddejme, ze R neobsahuje zadné vlastni pravé idedly a vezméme libovolné
nenulovy prvek a € R. Potom 0 # a = a-1 € aR, tedy podle pfedpokladu aR = R.
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Proto existuje b € R, pro néjz a - b = 1. Poznamenejme, ze diky 5.2(1) a (4) opét
b # 0, a tudiz muzeme stejnym argumentem najit ¢ € R, pro které b-¢ = 1. Nyni
a = c podle 1.4 a b je tedy inverzni k a. O

Nisledujici ¢dst byla predndSena v r. 2013/2014.

s vz

Poznamka 5.6. Ezistuji okruhy (7ikd se jim jednoduché), které neobsahuji Zddné
vlastnd idedly (tj. oboustranné idedly), a zdroven se mejednd o télesa. Typickym
prikladem jsou maticové okruhy M, (T), kden > 1 a T je komutativni téleso.

Definice. Je-li R(+, -, —,0,1) okruh a p ekvivalence na R, fekneme, Ze p je okruhovd
kongruence, pokud je p slucitelnd jak s operaci +, tak s operaci -. V pripadé, ze je
to ziejmé z kontextu, privlastek ,,okruhova“ se vynechava.

Bud nynif R = R(+,-,—,0,1) okruh. Budeme aplikovat Vétu 1.16 na grupu
R(+,—,0). Podle této véty jsou H — rmod H a p + [0], vzdjemné inverzni zob-
razeni (dokonce jde o svazové izomorfismy) mezi mnozinou vSech podgrup grupy
R(+,—,0) a mnozinou vsech jejich grupovych kongruenci. Ukdzeme, ze jde (po
zizeni) o vzajemné inverzni zobrazen{ mezi mnozinou vsech idedla okruhu R a
mnozinou v8ech okruhovych kongruenci tohoto okruhu.

Af je nejprve H idedl okruhu R. Predpoklddejme, Ze (a,b), (¢,d) € rmod H, &ili
a—b,c—d € H. Potom ovsem i (a—b)c+b(c—d) = ac—bd € H, tj. (ac,bd) € rmodH
a rmod H je tedy okruhova kongruence.

Opa¢né méjme ddnu okruhovou kongruenci p a » € R bud libovolny prvek.
Trividlné mame (r,r) € p. Je-li déle (a,0) € p, potom (ra,r0) = (ra,0) € p a také
(ar,0r) = (ar,0) € p. Jinymi slovy: a € [0], implikuje jak ra € [0],, tak ar € [0],,
a tedy [0], je idedl okruhu R.

Nyni analogicky modifikujeme pro okruhy i Pozndmku 1.20. Je-li I idedl (resp.
p jemu odpovidajici kongruence), potom lze na mnozingé R/I = R/p definovat
kromé operace + (tj. aplikace Poznamky 1.20 na grupu R(+,—,0)) i operaci -
vztahem (a +I) - (b+1I) = ab+ I (resp. [a], - [b], = [ab],). Oveéreni korektnosti se
provede stejné jako v grupovém (tj. aditivnim) piipadé. Snadno se nyni nahlédne,
ze R/I(+,-,—,I,1+ I) je rovnéz okruh a ze kanonickd projekce 7y : R — R/I,
jez je definovéna vztahem 7y(r) = r + I, je (dokonce okruhovy) homomorfismus,
kde Ker(m;) = {r € R | m;(r) = I} = I. Takto definovanému okruhu fikdme
faktorovy okruh (nebo kréatce faktorokruh) okruhu R podle idedlu I (resp. podle
kongruence p). Nésledujici piiklady analogii z kapitoly o grupach ponechdvame
Ctendfi k rozmysleni.

Priklad 5.7. (1) Analogie Pozndmky 1.18 pro okruhy. Jsou-li R,S okruhy a 1 :
R — S okruhovy homomorfismus, potom je Ker(¢) idedl okruhu R, Im(%)) je po-
dokruh okruhu S a plati: je-li I idedl v R, pak ¢(I) je ideédl v Im(¢)); je-li J idedl
v S, pak ¢ 1(J) je idedl v R.

(2) Analogie véty o homomorfismu a vét o izomorfismu (1.22, 1.23, 1.25) pro
okruhy. Sta¢i nahradit pojmy grupa, podgrupa, normélni podgrupa, grupovy ho-
momorfismus za pojmy okruh, podokruh, idedl, okruhovy homomorfismus. Dukazy
staci jen nepatrné roz§irit o ovérovani, ze vSe sedi nejen pro grupovou operaci +,
ale i pro okruhové nésobeni -.

Pied formulaci nésledujici véty piipomenme, ze idedl I okruhu R(+,-, —,0,1)
nazveme mazimdlni, pokud I # R a kdykoliv existuje idedl J takovy, ze I C J
potom bud I = J, nebo J = R.
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Véta 5.8. Af R(+,-,—,0,1) je komutativni okruh a I jeho idedl. Potom R/I je
téleso prdveé tehdy, kdyz I je maximdlni idedl.

Diikaz. At R/I je téleso a bud J 2 I idedl v R. Potom je m;(J) idedl v R/I,
piicemz my(J) # {I}, tj. nejde o trividlni (nulovy) idedl. Podle Véty 5.5 musi byt
jiz. wr(J) = R/I. Musi tedy existovat r € J tak, ze r+I1 =1+ 1,tj. 1 —r € I,
z ¢ehoz ihned plyne 1 = r + (1 —r) € J, a proto J = R. Dokézali jsme, 7ze I je
maximalni ide4l.

Je-li naopak I maximdlni idedl a a € R\ I (tj. a+ I # I v okruhu R/I), potom
z maximality I (je totiz nutné aR + I = R) dostdvame existenci takového r € R a
ie€l,zear+i=1 (atedy 1 —ar € I). Jinak fe¢eno (a+I)(r+1) =ar+I1=1+4+1
v okruhu R/I, coz znamen4, ze r + I je inverz v okruhu R/I k nenulovému prvku
a+ I. Ovéiili jsme, 7ze R/I je téleso. O

Bud T komutativni téleso. Ukazeme, jak poznat maximalni idedly v okruhu T'[z],
tj. okruhu polynomu v jedné neurcité (znacené x) s koeficienty v T.

Definice. O polynomu f € T[z] stupné alesponi jedna fekneme, ze je ireducibilnd,
pokud neexistuji polynomy g, h € T[z] takové, 7e f = gh a soucasné deg g, deg h <
deg f.

Poznamka 5.9. Bud' T komutativni téleso. Viechny idedly v T[x] jsou hlavni, tj.
pro kazdy idedl I existuje f € T[x] takové, ze I = fT|x].

Diikaz. Je-li I = {0}, polozme f = 0. Jinak vezméme nenulové f € I nejmensiho
mozného stupné. Ukdzeme, ze I = fT[x].

Bud g € I libovolné. Vydélme g polynomem f se zbytkem: existuji tedy q,r €
T|z] tak, ze g = qf + r adeg r < deg f. Jelikoz f,g € I a I je idedl, mame rovnéz
r =g—qf € I, atedy r = 0 vzhledem k minimalité stupné f. Jelikoz g bylo
libovolné, ukazali jsme, 7e I C fT[z]. Druhd inkluze je trividlni. O

Dasledek 5.10. Idedl I v okruhu T[z] je mazimdini prdvé tehdy, kdyz ezistuje
ireducibilni polynom f € T[x] takovy, Ze [ = fT[z].

Dikaz. Z Poznamky 5.9 vime, ze existuje f € T[z] takovy, ze I = fT[z]. Dale staci
vyuzit vztahu z Piitkladu 5.3(4): pro idedl ¢gT'[x] mame fT'[x] C gT'[z] C T'[z] < g|f
a soucasné g {1 a f fg; pravd strana ekvivalence nefikd nic jiného, nez g|f a 0 <
def g < deg f, tj. f neni ireducibilni. O

Kapitolu zakon¢ime konstrukei koneénych (komutativnich) téles, pficemz bu-
deme nésledujici vysledek brét jako fakt (bez dukazu).

Tvrzeni. Pro kazdé prvocislo p a n € N existuje ireducibilni polynom f € Z,[z]
stupné n. Navic v Z,[z] plat{ f|(z?" — ).

Vétu o konecnych télesech zformulujeme v klasickém znéni. Dukaz bodu (2) a
(3) ovsem uvéddime jen informativné.

Véta 5.11. (1) Pro kazdé prvocislo p a n € N existuje konecéné komutativni
téleso majici p™ proki.
(2) Je-li F konecné téleso, pak |F| = p™ pro p prvocislo a n € N.
(3) Libovolnd dvé koneénd komutativni télesa o témze poétu prvki jsou izo-
morfni (jakoZto okruhy).
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Diikaz. (1) Z faktu vyse méme existenci ireducibilntho polynomu f € Zy[z] stupné
n. Definujme Fyn = Z,[2]/fZ,[z]. Potom z Dusledku 5.10 a Véty 5.8 plyne, ze Fp»
je komutativni téleso. Oznacime-li I = fZ,[z], v tomto télese (pro g,h € Z,[z])
plati g+ I = h + I prévé tehdy, kdyz f déli g — h; mj. tedy g+ I = (¢ mod f) + I.
Jako zbytky po déleni f figuruji prdvé viechny polynomy nad Z, stupné < n, téch
je p™, coz je nasledné i pocet prvki Fp-.

(2) Bud’ F koneéné téleso. Uvazujme cyklickou podgrupu (1) grupy F(+,—,0).
Ta musi byt konecnd, a tedy Z,(+) = (1)(+) pro néjaké p € N. Uvazujme izo-
morfismus, ktery posild prvek k € Z, na prvek 14+1+... 41 télesa I, a jak je

N—————
kX
v podobnych pripadech zvykem, pro dalsi dvahy ztotoznime prvky télesa F tvaru
1+1+4+...+1,kde0 <k <p,aprvky mnoziny Z,. Z grupy Z, timto ztotoznénim
—_———
kX
udéldme podgrupu grupy F(+, —, 0).
Jelikoz z distributivity mame (1 +1+... + DA +1+... + 1) =14+14+...+ 1=

kX mX kmx
1+14...+1, tvoif Z, dokonce podokruh télesa IF.
(km mod p)Xx
Daéle, p musi byt prvocislo. Jinak by existovaly 0 # k,m € Z, tak, ze km = 0,
coz v zadném télese (tedy ani v F) neni mozné.
Nyni je jiz snadné si uvédomit, ze I tvoii vektorovy prostor nad svym podtélesem
Z,, a tedy dimz F =n € N. V dusledku toho jest |F| = p".

(3) Ukédzeme, ze je-li F konecné komutativni téleso o p™ prvcich, potom F 2 Fyn
(z asti (1) ditkazu). Tak jako v bodu (2) budeme BUNO piedpokladat, ze Z,
je piimo podtélesem télesa F (nikoliv pouze izomorfni podtélesu generovanému
prvkem 1).

Nejprve nahlédneme, 7e kazdy prvek télesa F je kofenem polynomu zP" — z €
Z,[z]. To pro 0 ziejmé plati a pro nenulové prvky to plyne aplikaci Pozndmky 2.8
na grupu F*(., %, 1), kterd m4 p™ — 1 prvka.

Z faktu vyse plyne, ze ireducibilni polynom f € Zp[z] pouzity ke konstrukci
télesa Fn, déli v Z,[z] polynom zP" — z. To ovéem znamend, Ze ho déli i v jeho
nadokruhu F[z]. Mame tedy n&jaky polynom g takovy, ze fg = zP" —z. Dosadime-li
nyni libovolny prvek a € F, mdme f(a)g(a) = 0, coz znamena, Ze a je kotfen jednoho
ze dvou téchto polynomu. Jelikoz polynom g ma mensi stupen nez p™ (a tedy méné
nez p" kofenu), musi existovat néjaké a € I, které je kofenem polynomu f.

Pro toto a uvazujme (dosazovaci) homomorfismus d, : Zp[z] — F definovany
vztahem d,(h) = h(a). Vyse jsme dokdzali, ze fZ,[z] C Ker(d,). Muzeme proto uzit
Vétu o homomorfismu pro okruhy, kterd ndm da (jediny) okruhovy homomorfismus
Y Zylx]/ fZypz] — F, pro néjz d, = Y7z (4. Jelikoz d,(1) = 1 # 0, je ¢ nenulovy
homomorfismus. Vime, ze Ker(¢) musi byt idedl télesa Fyn, a tedy nutné Ker(¢))
je trividlni (jednoprvkovy) idedl (uzivame Vétu 5.5). To ovéem znamend, 7Ze v je
prosté, a tedy musi byt i na, jelikoz jde o zobrazeni mezi dvéma stejné velkymi
kone¢nymi mnozinami. Ergo v je hledany izomorfismus téles F,» a IF. O

Poznamka 5.12. Wedderburnova véta 7ikd, Ze vSechna konecénd télesa jsou komu-
tativni. Dukaz ale nend nikterak trividini. V dikazu édsti (3) jsme vyuZili komutati-
vitu télesa F, abychom mohli argumentovat, Ze polynom g nemd v F vice koreni, neZ
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je jeho stuperi; to oviem nad nekomutativnimi télesy neplati! Staci uvdzit polynom
2% + 1 nad télesem kvaternioni. Ten md za koteny i,j,k, —i, —j, —k.



