14./15.12.
5. DETERMINANTY

1
5.1. Spocitejte nad télesy Q, R, Z5 a Z; determinant matice A = (i’ 2).

Postupujeme piimo podle definice. Rozmyslime si, ze So = {Id, (12)}. a proto
det(A) =3-2—1-1 =5 nad télesy Q, R. Obvykla tivaha o pocitani v télesech Z,
ndm umozni vyuzit vysledku spocitaného v télese redlnych (¢i raciondlnich) ¢&isel,
ktery nakonec staci upravit modulo p. To znamen4, 7e det(A) = (5)mod5 = 0 nad
télesem Zj5 a det(A) = (5)mod7 = 5 nad télesem Z. O

1 2 1
5.2. Spocitejte nad télesy Q, R, Z5 a Z; determinant matice B=[4 0 3
2 31

I tentokrat budeme fakticky postupovat podle definice. Sudym permutacim Id,
(123) a (132) z S3 odpovidaji po fadé souciny 1-0-1,2-3-2a 1-4-3 (vidy bereme
nejprve hodnotu z prvniho fadku, poté z druhého a nakonec z ttetiho) a lichym
permutacim (12), (13) a (23) odpovidaji sou¢iny 2-4-1,1-0-2a 1-3-3, proto

1 2 1
det(B) =det([4 0 3]|)=1-0-14+2-3-24+1-4-3—(2:4-14+1-0-2+1-3-3).
2 31
Tedy det(B) = 7 nad télesy Q, R, det(B) = 2 nad télesem Z; a det(B) = 0 nad
télesem Z~. O

5.3. Rozhodnéte, zda je nad télesy Q, Z5 a Z7 regularni matice:

12 1 2 2 3
A=(2 1 0|,B=|1 3 2|,A BaA®>.
1 4 4 113

Diky Vété 8.4 staci zjistit, zda jsou determinanty jednotlivych matic nenulové.
Spocitejme nejprve determinanty matic A a B:

1 2 1 1 2 1 9 1
detA=det |2 1 0] =det| 2 1 0] =det <_3 _4> = -5
1 4 4 -3 -4 0
nad Q, det A =0 nad Z5 a det A = 2 nad Z7, coz znamend, ze je A regularni nad
Q a Z; a A je singuladrni nad Zs. Podobné

2 2 3 2 0 3 9 3
detB=det |1 3 2| =det|[1 2 2 :2-det<1 3>:6
11 3 1 0 3

nad Q, det B =1 nad Z5 a det B = 6 nad Z7, tedy B jr regularni nad vSemi télesy
Q. Z5 a Z-. Pouzijeme-li Vétu 7.21, ktera fika, ze det(A -B) = det(A) - det(B), pak
vidime, ze det(A - B) # 0 pravé kdyZ det A # 0 a det B # 0. Tudiz matice A - B je
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regularni nad Q a Z7 a neni regularni nad Zs. Konec¢né indukénim rozsitenim Véty

7.21 dostaneme, 7e det(A®%%) = det(A)?55, a proto je matice A% regularni prave
nad télesy Q a Z7. O

5.4. Urcete nad télesy Q, R, Z5 a Z; determinanty matic

34 4 21 0 0011
0 2 40 3 0 2 40 3
Ci=]0 0 4 3 2 a Ca=1]0 0 4 3 2
00 0 11 34 4 2 1
0 0 0 0 2 0 0 0 0 2

Determinant matice Cy = (¢;;) mizeme opét spocitat podle definice, uvédomime-
li si, ze pro kazdou neidentickou permutaci ¢ € S; bude existovat aspon jedno 7,
pro néz j > o(j), a proto cj,(jy = 0 a ci5(1) - = - C54(5) = 0. Tedy determi-
nant Gaussovy ¢tvercové matice C; je pravé soucin hodnot na hlavni diagonéle, tj.
det(Cy;) = 3-2-4-1-2 = 48 nad télesy Q a R, det(Cy) = (48)mod5 = 3 nad
télesem Zj5 a det(C;) = (48)mod7 = 6 nad télesem Z;.

Nyni si vSimnéme, ze matici Cy dostaneme z matice C; vyménou 1. a 4. fadku.
Proto podle Véty 6.4 je det(Cs) = — det(Cy), tudiz det(Cy) = —48 nad télesy Q,
R, det(Csy) = (—48)mod5 = 2 nad télesem Zs a det(Cz) = (—48)mod7 = 1 nad

télesem Z~. O
1 0 2 1
. o . . 110 3
5.5. Spocitejte nad télesy Q, R, Z5 a Z7 determinant matice D = 02 1 2
1 2 3 4

Pripomenme, 7ze Véta 6.4 nam tiké, jak se zméni determinant matice, provedeme-
li nékterou z fadkovych tprav. V predchozi tloze jsme si navic uvédomili, ze je
velmi snadné urcit determinant Gaussovy matice jako soucin hodnot na hlavni
diagonéle. Budeme-li tedy standardnimi prostfedky pomoci elementarnich Gprav
radkla prevadét matici D na jeji Gaussovu matici, budeme v kazdém kroku znat,
jak jsme ptvodni determinant zménili. Tedy upravujme a pocitejme:

1 0 2 1 1 0 2 1
1 1 0 3 01 -2 2
det(D) = det( 02 1 2 ) = det( 02 1 9 ) =
1 2 3 4 0 2 1 3
1 0 2 1 1 0 2 1
01 -2 2 0 1 -2
= det( 00 5 -9 ) = det( 00 5 -9 )=1-1-5-1=5.
0 0 5 -1 0 0 O 1
Tedy zjistili jsme, Ze det(D) = 5 nad télesy Q, R, det(D) = 0 nad télesem Zs a
det(D) = 5 nad télesem Zr. O

21./22.12.
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1 0 2 1
o o . . 0 0 3 0
5.6. Spocitejte nad télesy Q, R, Z5 a Z; determinant matice G = 1 41 9
2 2 40
Tentokrat k vypoctu pouzijeme Vétu 6.8 a budeme determinant rozvijet podle
2. fadku:
1 1
1 2 )+
2 0

0 1
det(G) = (=1)*>T1 .0 - det(| 4 2 |) 4+ (=1)*2 -0 - det(
2 0
0
4
2

1 01
=-3-det([1 4 2])=-3-(1-1-2—-1-4-2)=18.
2 20

Tedy jako obvykle det(G) = 18 nad Q a R, det(G) = 3 nad Z5 a det(G) = 4 nad
Z;. g

Poznamenejme, 7e jsme determinanty ani dalsi ¢leny rozvoje, které prislusi nulo-
vému prvku z fadku, podle néjz determinant rozvijime, viibec nemuseli psat. Navic
si uvédomme, 7e tato metoda je vhodnd pravé v pripadé, kdy néktery z fadkt nebo
sloupcti, vyuzijeme-li pozorovani obsahuje ,hodné” nul.

1 3 -3 1 1
3 2 7T 5 -9
5.7. Spocitejte determinant matice H= ]2 1 —1 2 0 | nad télesem ra-
1 2 2 1 -1
2 -1 3 2 7

ciondlnich cisel.

V matici H sice zddny raddek ani sloupec neobsahuje vétsi pocet nul, ovSem prvni
a ¢tvrty sloupec se lisi jen na jedné pozici. Vime, ze odeéteme-li od jednoho z téchto
sloupcti druhy, nezméni se podle Tvrzeni 6.2 a Véty 6.4 hodnota determinantu. Po

této tpravé uZz oviem mizeme pouZit metodu rozvoje podle sloupce (tedy Vétu
6.8):

1 3 -3 1 1 0 3 =3 1 1
3 2 7 5 -9 -2 2 7 5 -9
det(H)=det(|2 1 1 2 0 |)=det(|0 1 -1 2 0=
1 2 2 1 -1 0 2 2 1 -1
2 -1 3 2 7 o -1 3 2 7
3 -3 1 1
1 -1 2 0
- (71) : (72) ! det( 9 9 1 —1 )
-1 3 2 7

Nyni odec¢teme od prvniho fadku upravené matice trojndsobek druhého radku. Na
prvnim fadku zistanou dva nenulové prvky, podle nichZz determinant rozvedeme a
snadno dopoditame:
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3 -3 1 1 0 0 -5 1
1 1 2 0 1 1 2 0
det(H) = 2 - det( 9 9 1 _1 ) =2 - det( 9 9 1 1 ) =
-1 3 2 7 -1 3 2 7
1 -1 0 1 -1 2
=2.(=5)-det([ 2 2 —1|)—2-1-det(| 2 2 1])=
-1 3 7 -1 3 2

=—10-(14—14+3+14) —2-(4+1+12+4+4—3) = —344.
O

5.8. Najdéte nad télesem raciondlnich ¢isel rekurentni vzorec pro vypocet deter-

minant obecné ¢tvercové matice C,, = (¢;5) stupné n, kde ¢;; = 1, ¢j41 = —1 a
1 -1 0 0O ... 00
1 1 -1 0 ... 0O
0 1 1 -1 ... 00

cii+1 = 1 ajinde je ¢;; =0, tj. G, =
0 0 0 0o ... 1 1
Rozvedeme-li matici C,, podle prvniho fadku, dostaneme det C,, = det C,,_; +
det A,,_1, kde matici A, 1 ziskdme z C,, vypusténim prvniho faddku a druhého
sloupce. Rozvojem podle prvniho sloupce matice A,, 1 zjistime, 7ze det A,_1 =
det C,,_». Tedy plati rekurentni vzorec det C,, = det C,,_1 + det C,,_» a pifimym

vypoctem zjistime, ze det C; = 1 a ze det C; = 2. Vidime, Ze hodnota det C,, je
pravé n + 2. ¢lenem Fibonacciovy posloupnosti. O

5.9. Spocitejte nad télesem raciondlnich ¢isel determinant ¢tvercové matice D,, =
(d”) stupné n, kde d“ = 17 dz’i+1 = di+1z’ =1a jinde je di]' = 07 tj. Dn

1 10 0 0 0
1110 ... 00
01 11 0 0
0000 ... 11
Stejnym postupem jako v predchozi Gloze zjistime, ze detD,, = detD,,_; —

det D,,_5. Déle snadno spocitdme hodnoty det D; = 1, det D, = 0 a poté pomoci
rekurentniho vzorce det D3 = —1, det Dy = —1, det D5 = 0, det Dg = 1, det D7 =
1 a detDg = 0. Vidime, Ze je posloupnost {detD,}, periodickd s periodou 6.
Dodefinujeme-li det Dy = 1, pak dostavame vztah det D,, = det Dy mods- O

5.10. Spocitejte determinant matice D5qg z pfedchozi Glohy.

Staci pouzit nerekurentni vztah det D5og = det Dsgomoas = det Dy = 0. O
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1 1 0
5.11. Rozhodnéte pro kterd redlnd a jsou redlné matice P(a) = [a 1 a],
1 a O
a -1 -1
Qa=la-1 1 1 |,P(a) Qa)aP(a)* -Q(a)®*™* reguldrni.
a+1 1 0
1 1 0
Nejprve spocitdme determinanty det(P(a)) =det [a 1 a| =a-a?, a
1 a O
a -1 -1 20—1 0 O
det(Q(a)) =det [a—1 1 1 |]=det{a-1 1 1] =1-2a.
a+1 1 0 a+1 1 0

Véta 6.6 z prednasky 1ika, ze je matice regularni, pravé kdyz je jeji determinant
nenulovy. Determinanty matic P(a) a Q(a) uz jsme spocitali, zbyva ndm s vyuzitim
Véty 6.7 spocitat det(P(a)-Q(a)) = det(P(a))-det(Q(a)) = a(1—a)(1—2a). Vidime,
7e je matice P(a) reguldrni, pravé kdyz a € R\ {0,1}, matice Q(a) je reguldrni,
pravé kdyz a € R\ {1} a soucin P(a)-Q(a) je regularni, pravé kdyz a € R\ {0, 3,1}
Konecné indukéni aplikaci Véty 6.7 dostavame, ze

det(P(a)®" - Q(a)*™) = det(P(a))*" - det(Q(a))*™ = a®"(1 — a)**" (1 — 2a)*™.
Protoze polynom a?*7(1 — a)**7(1 — 2a)*™ v proménné a nem4 jiné kofeny ne7

0, 1, 1, vidime, Ze je matice P(a)*7 - Q(a)*™ reguldrni opét pravé tehdy, kdyz
aeR\{0,4,1}. 0

2z z+3 2x+1
5.12. Rozhodnéte pro kterd = € Z5 je matice | x +4 3z +2 3 nad téle-
x+1 x 4z
sem Zs singularni.

2z r+3 2x+1

Opét nejprve spoc¢itdme determinant matice A(z) = |z +4 3z + 2 3 ,
z+1 T 4x
nejprve pricteme tieti sloupec k druhému a pak rozvedeme podle tretiho radku:
2z r+3 2x+1 2z 3z+4 22+1
det |z +4 3x+2 3 =det | z+4 3z 3 =
z+1 T 4x z+1 0 4x

=(x+1) - @2> +x+2)+4z- (32 +do+4) =2° + 22 + 4z + 2.

Stejné jako v predchozi tloze potiebujeme najit * € Zs, pro néz je hodnota
det(A(z)) = 2® + 22 + 42 + 2 = 0, co? snadno zjistime dosazovanim jednotlivych
prvki télesa Zs:

det(A(0)) =2, det(A(1)) = 1°+1*+4-14+2 =3, det(A(2)) = 2° +2° +4.2+4+2 = 2,

det(A(3)) =3 +3>+4-3+2=0, det(A(4)=4>+4>4+4-442=3.

Zjistili jsme, 7e je matice A(z) singularni, pravé kdyz je x = 3. O
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5.13. Vyfteste nad realnymi ¢isly soustavu rovnic Ax? = (1,0,0)7 s realnym pa-
2¢+1 a 2a
rametrem a, kde A = a 1 a+1
2a 0 2a

Pro pocitani pouzijeme Cramerovo pravidlo, tedy Tvrzeni 6.10 z prednasky.
Nejdiive uréime det A = 2a - (a + 1). To znamend, %e Cramerovo pravidlo ma-
7eme vyuzit pro parametr a € R\ {0, —1}, t.j. je-li matice A reguldrni. Déale ur¢ime
determinant matic A;, které vzniknou z matice A nahrazenim i-tého sloupce sloup-
cem pravych stran vektorem, tedy (1,0,0)7:

1 a 2a 2a+1 1 2a
det Ay =det |0 1 a+1]| = 2a, det Ay = det a 0 a+1] =2aa
0 0 2a 2a 0 2a
20+1 a 1
det A; = det a 1 0] =—2a.
2a 0 0
Nyni pomoci Tvrzeni 6.10 spoc¢itdme hodnotu i-té nezndmé jako z; = (det A)~!-
det A;. Tedy 1 = x5 = Mfa—‘ﬂrl) = # ax3 = WQL) = —#. Konecné standard-
nim postupem zjistime, Ze soustava pro a = —1 nema feseni a pro a = 0 lezi vSechna
feSeni v mnoziné (1,0,0) + L((0,1, —1)). O

5.14. Najdéte nad télesem Z; adjungovanou matici k maticim A = <1 2), B=

3 6
11
(1 2) =

Postupujme nejprve podle definice, na i-tém fadku a v j-tém sloupci adjungované
matice se nachdzi subdeterminant ptvodni matice, v niz vySkrtneme j-ty radek a
i-ty sloupec, vynasobeny hodnotou (—1)™+7:

—
— e

1
1
1
1

—

1 2 4
aD=[3 2 6
1 0 5

aia) = (5 7). adi®) = (5 7). adicc) -

OO OO
o O OO
o O OO
OO OO

U posledni matice, pro niz uz jsme (v tloze 1.13.) zjistili, Ze je reguldrni, a zname jeji

2 5 5
inverz B~ = |1 3 4. Nynf sta¢i abychom spoditali determinant det(D) = 5
1 6 2

a vyuzili Tvrzeni 6.9, které iika, ze adj(D) = det(D) - D!, tedy adj(D) = 5 -

2 b) 3 4 4
1 41 =151 6]. O
1 2 5 2 3

D W ot

5.15. Spocditejte adjungovanou matici ke ¢tvercové matici stupné 100, kterd méa
hodnost 98.
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Uvazime-li, ze matice, kterou dostaneme z ptvodni vyskrtnutim i-tého radku
a j-tého sloupce ma hodnost nejvyse 98, je takova matice singuldrni a ma tedy
determinant rovny nule. To znamen4, Ze hledand adjungovand matice je nulova. O

4./5.1.
6. SKALARNI SOUCIN
L L L
, 0 0! v vz v
6.1. Necht M = [ 7z & 0], b, = 7 by = -% by = =
a2 1 2
vV 7 0 —=

jsou redlné matice a uvazujme standardni skaldrni soucin na redlném aritmetickém
vektorovém prostoru R3.
(a) Ovéite, ze B = (b1, by, bs) je ortonormélni baze R3,
(b) spoéitejte souradnice vektort (0,0,1)7, (2,1,0)" a (1,2,3)" vzhledem k
ortonormalni béazi B,
(c) ovéite, 7e M a M jsou ortonormalni matice,
(d) dokazte, Ze (Mb;, Mbs, Mb3) je opét ortonormalni béze.

o

(a) Podle definice spo¢itdme

1 1
1 v3 1 1 V2 1 1
— 1,1, |%=]=3(=)?=1, —=1,1,1)- | L~ |=——-—==0,
N R L. R Nl
7 0
B B
1 Ve 1 1 1 V2 1
— (1,51 > | =2 ——=—-—==0, —=(1,-1,0)- [ 2= | =2-(==)*=1
vy f) VR RRVC A WcEl RV
v
i a1
1 v 1 Ve 1. 2
—(1,-1,0)- | == | =0, —=(1,,-2)-| == | =2-(—=)*+(—=)*=1
V6 V6

tedy zjistili jsme, Ze B je ortonormadlni, a proto linedrné nezavisla posloupnost.
Protoze jde o tfiprvkovou linedrné nezavislou posloupnost ve vektorovém prostoru
dimenze 3, musi jit o bazi. Sefadime-li vektory by, by, b3 do matice N, mohli jsme
otézku zformulovat maticove, konkrétné jsme méli zjistit (a zjistili), zda N7 N = I.

(b) Pfipomenme, %e pro kazdou ortonormdlni bazi B = (b, bs, bs) tvofi sou-
fadnice vektor v € R? vzhledem k bazi B jednoznaéné urdéeny aritmeticky vektor
(x1,29,23)T € R?, pro ktery plati v = Z?:l x;b;. VyuZijeme-li ortonormality bazi,
vidime, 7e

3 3
i=1 i=1

tedy souradnicev jsou pravé Fourierovy koeficienty. Konkrétné dostavame, ze
-NT.(0,0,1)T = (1- %, 1-0,1- ;—%)T = %(\/ﬁ, 0, -2)T jsou soufadnice vektoru
(0,0,1)" vzhledem k B,
-NT . (2,1,0)" = (% %7 %)T = (\/37\%7 3)" jsou soufadnice vektoru
(2,1,0)" vzhledem k B a
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-NT.(1,2,3)" = (H\%H, %, 1+%/%3'2)T = (2V/3, f%, f\/g)T jsou soufadnice
vektoru (1,2,3)T vzhledem k B.

(c)Méame zjistit, zda M’ - M = I3, coz snad ovéfime piimym vypoc¢tem. Protoze
je matice M ortogondlni, vime 7 pfednégky, 7e je ortogonélni i matice M.

(d) Protoze matice M - N obsahuje ve svych sloupcich pravé vektory Mb;, Mb,,
Mbyg, ptame se, zda je tato matice ortogonalni. Obé matice jsou oviem ortogondlni,
tedy M - N je ortogondlni podle tvrzeni z prednésky. O

6.2. Uvazujme standardni skaldrni soudin - na redlném vektorovém prostoru R? a
necht V = L((1,1,0)",(1,3,2)").

(a) Najdéte néjakou ortonormalni bézi prostoru V,
(b) najdéte ortogonalni bazi V obsahujici vektor (2,4,2)7,
(c) uréete ortonormalni bézi (c1,ca,c3) prostoru R?, pro niz V = L(cy, ca).

(a) Budeme upravovat napiiklad bazi ((1,1,0)7, (1,3,2)7) Gramovu-Schmidtovu
ortogonalizaci. PoloZime nejprve vy = W(l, 1,0)T = %(1, 1,0)T. Déle hle-
dame vektor uy ve tvaru uy = (1,3,2)” +¢-vy. Z podminky v{ - v, = 0 dostavame,
7ec=—vl-(1,32)7T = —%, proto uy = (—1,1,2)7. Nyni vektor u, normalizu-
. _ 1 T_ 1 T
jeme a dostaneme vV = m(*l,IIQ) = %(71,312) . . ,

Hledanou ortonormélni bézi V' je tedy posloupnost (E(l’ 1,0)*, %(71, 1,2)%).

(b) Postupujeme obdobné jako v (a) jen zvolime bézi V zaéinajici vektorem
(2,4,2)7, napiiklad bézi ((2,4,2)7,(1,1,0)"). Poznamenejme, 7e kdybychom nagli
postupem (a) ortonormalni bazi, jednalo by se ur¢ité i o bazi ortogonalni. My
nyni pouZijeme tvahu obdobnou jako v (a), tentokrat ov8em nebudeme (protoze
nemusime) normalizovat:

Polozime nejprve vy = (2,4,2)T a hleddme vektor v, ve tvaru vo = (1,1,0)7 +¢-

, . . v v{ -(1,1,0)" 6 1
vi. Z podminky v; - vo = 0 tentokrat dostavame, 7e ¢ = — 12— = — > =

vT v, 24 T 4D
proto vo = (1,1,0)” — 1. (2,4,2)" = 1(1,0,—1)".

Hledanou ortogonalni bazi V je tedy posloupnost ((2,4,2)7, %(17 0,—1)") nebo
posloupnost ((2,4,2)7,(1,0,-1)T).

(¢) V (a) jsme nalezli ortonormélni bézi (%(171,0)T,\/L6(—1,1,2)T). Piipo-
menme, ze kazdy vektor kolmé na bazi podprostoru V' je kolmy na jeho vSechny
vektory. Sta¢i ndm tedy najit vektor u, pro (1,1,0)u =0 a (1,3,2)u = 0, tedy
1 1 0
1 3 2
7e takovym feSenim je napiiklad vektor (—1,1, —1)7. Sta¢i tedy tento vektor nor-
malizovat, abychom nasli posledni vektor hledané ortonormadlni baze. Tedy je-li

hledame feseni homogenni soustavy rovnic s matici . Snadno spocitame,

c = \%(1,1,0)71, cy = %(—171,2)71 c3 = %(—1,1,—1)T, dostavame ortonor-
malni bazi (c1, ¢, ¢3) pozadovanych vlastnosti. O

6.3. Bud M = ((1,1,0)", (0,1,1)", (1,1,1)") béaze redlného vektorového pro-
storu R? se standardnim skaldrnim soudinem. Najdéte ortonormélni takovou bézi
B = (v1,va,v3) prostoru R?, aby L((1,1,0)7) = L(vy) a L((1,1,0)%, (0,1,1)T) =
L(Vl,Vg).

Postupujme opét Gramovu-Schmidtovu ortogonalizaci.
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_ (1,170) _ 1 T
Vi = o = v (L L0
2. vy = (0,1,1)7 - 55(1,1,0)(0,1,1)" - 5(1,1,00" = 3(~1,1,2)". Proto
||v12 || = 76 Va = %(_1,172)71
3. Predné %(1,1,0)(1 LDT=+v2a T( 1,1,2)(1,1, )" = \/ia proto v} =
(L1, 1)T=v2-25(1,1,0)7 = 2 5 (=1,1,2)7 = §(1, -1, )T Tedy || v} || =
Zavs= (1, -1L1)"

Nasli jsme ortonormalni bazi (f(l 1,0)7T, ( 1,1,2)7, 41, -1, 1)7).

Chceme-li vytvofit ortonormalni bazi z baze (1,1,007, (0,1, )T, (1,1,1)T) mo-
difikovanym Gramovym-Schmidtovym algoritmem, dostavame:

Lovi=25(11,07 v, =(0,1,1)" avy = (1 L,HT.

2. vy =3(-1,1,2)", v} = (1,1,1)" f —5(1,1,0)" = (0,0,1)" a normu-
jeme vy = %( 1,1,2)T

3. vy =(0,0,1)" -~ Z—-(-1,1,2)" = 5(1, -1, )T avs = (1, -1, )"

Vysledek modifikovaného algoritmu je stejny jako v ptipadé klasického algoritmu,
zménili jsme jen usporadani tprav. O
Piipomenime, 7e QR-rozkladem matice A nad realnym nebo komplexnim télesem
rozumime rozklad A = QR, kde Q"' - Q je jednotkova matice a R je reguldrni horni
trojuhelnikova matice s kladnymi redlnymi hodnotami na diagondle.

1 0 1 0 1
6.4. Najdéte QR rozklady matic (a) |1 1|, (b) [1 1 1], (c)
0 1 0 11

—
O = O =
N O = O

Uvazujme obecnou matici A = (a;|...|am) s linedrné nezavislymi sloupci. Pfi-
pomenme, ze je-li qi,...,q,, je posloupnost ortonormalnich vektord, kterou z po-
sloupnosti ay, . .., a,, vytvorime Gramovou- Schmldtovou ortogonalizaci a polozime-
iQ=(q |\qm) a R = (ri;), kde r;; = q] - a;, potom je A = QR pravé QR
rozklad matice A. Navic poznamenejme, 7e r; = ql - a; = ||d}||, tedy matice Q
sestava z vyslednych ortonormalnich vektor a matice R obsahuje pravé vsechny
udaje, které pii Gramové-Schmidtové ortogonalizaci spocitame (tedy nad diagona-
lou vSechny potiebné skalarni soudiny a na diagondle vSechny potiebné normy).

(a) ProtoZe jsou sloupce prvni matice pravé prvni dva vektory z tlohy 6.3, vy-
uzijeme prvnich dvou kroktt Gramovy-Schmidtovy ortogonalizace z 6.3 a sepiSeme
udaje do matic

Q:

=55l
Shsieg)

4 R— <||(1,1,0)T|| %(11 0)(0 1,1)7 ) _ <\/§ %>

(b) Tentokrét sepiSeme do matic tdaje celé Gramovy-Schmidtovy ortogonali-
zace z 6.3, prvni dva sloupce matic Q a R uZ zndme (u prvnich dvou sloupct
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R piidéme nulovy poslednf i4dek). Tedy dostavime Q = | 5 ﬁ AR
0 % 7
V2 o 55(1,1,0)(1, 1,17 V2 o V2
R = 8 ?%(—11,1,2)(1,1%1)7’ =lo X& %
5 (1, =1, )7 0 0 =

(¢) Nyni budeme Gramovou-Schmidtovou ortogonalizaci upravovat linedrné ne-
zévislou posloupnost vektori (1,1,1,1)7, (1,0,1,0)7, (0,1,0,2)” mezivysledky se-

3 3

psat do matic @ a R. V&imnéme si, ze r; = (q; a;) = ||q}||.

1,1,1,0)7
Loa = gty = (B L DT ara = (L1L1L)T) =2

MLLLDT] 332
2. gy =(1,0,1,0)7—(L(1,1,1, )7, (1,0,1,0)T)-1(1,1,1, )T = 1(1,-1,1, - 1)
Proto 112 = (5(LL,1,1),(1,0,1,0)") = 1, 130 = | 5(1,~1,1,—1)"|| = 1 a
_(1 _1 1 _1\r
@ = (3, 73:3—3) -
3. Konetné r13 = (qi,(0,1,0,2)") = 2, ro3 = (q2,(0,1,0,2)7) = —2, proto
q’3 = (0:170:2)T - % ) (%; %: %: %)T + % : (%,_%7 %7_%)T = (0:_%:07 %)T
191 i 1 i
Tedy r33 = /(0. —5.0,3)"[| = 5 aas = (0, — 15,0, 55)"
11
53 5 0
} (1) ? T2 )21 3
Dostavame QR rozklad =37 2 V2 01 -2 O
1 1 1
10 2 1 L V2

6.5. Najdéte néjakou ortonormalni bazi podprostoru V- = L((1,1,-2,1)7, (2,0,1,0)7,

(0,1,0,1)") redlného aritmetického vektorovém prostoru R* se standardnim ska-
larnim soucinem.

Nejprve zvolime vhodnou bézi prostoru V', kterou budeme ortogonalizovat po-
moci Gramovy-Schmidtovy ortogonalizace. Vektor (2,0,1,0)7 je ziejmé kolmy na
zbyvajici vektory, zvolme tedy bazi V, tak aby byl vektor (2,0, 1,0)” na jejim prv-
nim misté. Tedy vyjdeme naptiklad z baze ((2,0,1,0)”,(0,1,0, 1), (1,1,-2,1)T).
Gramovu-Schmidtovu ortogonalizaci tentokrat mirné modifikujeme: najdeme nej-
prve ortogonalni bazi a tu budeme normalizovat az na zavér.

Uz jsme v&imli, ze ((2,0,1,0)T - (0,1,0,1)7 = 0, tedy mame prvni dva (zatim
jen ortogonélni, nikoli ortonormaln{) vektory hledané béze: v} = (2,0,1,0), v, =
(0,1,0,1)". Nyni budeme hledat teti bazicky vektor ve tvaru v = (1,1,-2,1)" —
¢1 Vi —co vy, Pfitom md spliiovat podminky, ze v;-v4 = 0 pro i = 1,2, z ¢ehoz
vyuzitim linearity skalarniho souc¢inu v druhé slozce dostavame, ze

(1,1,-2,1)-(2,0,1,0)" (1,1,-2,1)-(0,1,0,1)"

=0 D = —1.
(2,0,1,0)-(2,0,1,00T " “770,1,0,1)-(0,1,0, 1)7

Cc1 =

Vsimnéme si, Ze koeficient je roven 0 diky volbé vektoru v/ kolmého na vSechny né-
sledujici vektory, proto nam stacilo hledat ortogonalni bazi podprostoru L((1,1, —2,1)T,
(0,1,0,1)"), kterad musi byt kolmé na vektor (2,0,1,0)”. Tedy v4 = (1,1,-2,1)7 -
(0,1,0,1)" = (1,0,-2,0)7 je poslednim hledanym kolmym vektorem. Posloupnost
vektort ((2,0,1,0)7,(0,1,0,1)T,(1,0,-2,0)T) tvoii zfejmé ortogonalni bazi pro-

Vi 2,0,1,0)7,

storu V. Zbyva nam jednotlivé vektory normalizovat: v; = EAR %(
1
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vy = H:—EH = %(O,I,O,I)T, vy = sz 7= 7(1 0,-2,0)", Ortonormalni bazi je
tedy naptiklad posloupnost vektort (\/L—( 0,1,0)" 7\/—(071,0 nr 7\/—(1 0,-2,0)7.
g

11./12.1.

6.6. Uvazujme standardni skaldrni soudin na realném vektorovém prostoru R°. Na-
jdéte bazi ortogonalniho doplitku podprostoru U = L((1,2,1,1, )T, (0, -1,1,1,2)7).

Pripomenme, 7e
t={veR|ul v=0WueU}={veR’u’ -v=0vue B},

kde B je néjaka baze U. Snadno uvazime, ze potfebujeme najit pravé feseni homo-

genni soustavy rovnic s matici <0 31 } } ;) Tedy bézi Ut tvoii napiiklad
vektory (—3,1,1,0,0)7,(-3,1,0,1,0)7, (—5,2,0,0,1)T. O

6.7. Spocitejte ortogonalni projekci vektoru (2,2, —1)” do podprostoru V a bézi
ortogonalniho dopliikku V*, kde V je z piikladu 6.2.

Podobné jako v tloze 6.1 lze souradnice ortogondlni projekce vektoru u na pod-
prostor V' vzhledem k ortonormélni bézi B = (b, bs) spocitat jako Fourierovy ko-
eficienty, tj. oznacime-li vy € V ortogonalni projekci vektoruuna V avy = a;b; +

asby, pak (a1,a2) = ((b1,v), (b2, v)), kde (b by) = (%(LLO) 7\/—( L1 2) ) je
ortonormalni baze nalezend v tloze 6.2. Tedy
1 1 4 2
ay,a3) = (—=(1,1,0)- (2,2, - 17T, —=(-1,1,2) - (2,2, - 1)1 = (—=, ——=)7,
(@,0) = (751,100 (22,17, =(-1,1,2)- 2,217 = (5.~ )

a proto
4 1 2 1 1
Vi = (1,1,0)" — —=—(-1,1,2)" = —(7,5,-2)".
V212 V6 /6 3
Na zavér si zkontrolujme, 7e u — vy, lezi v ortogonalnim dopliku V', tedy, 7e je vek-
tor (2,2, -1)T — %(7, 5 -2)T = %(71, 1, —-1)T kolmy na vsechny (bazické) vektory
prostoru V. g

6.8. Uvazujme standardni skaldrni soucin na redlném vektorovém prostoru R?.
(a) najdéte néjakou ortogonalni bazi podprostoru U = L((1,1,0,1)7,(1,0,1,1)T),
(b) najdéte n&jakou ortogonélni bazi ortogonalniho doplitku U,
(c) spocitejte ortogondlni projekci vektoru (—1,1,0,4)” do podprostoru W =
L((L 2: 17 _1)T= (17 1: 07 1)T)

(a), (b) Mtzeme postupovat nékolika zpiisoby. Jednak miZeme doplnit vektory
(1,1,0,1)7,(1,0,1,1)7 na bazi celého prostoru R* (napiiklad vektory (1,0,0,0)7
(0,1,0,0)") a tuto bazi upravit Gramovou-Schmidtovou ortogonalizaci. Prvni dva
vektory ortogonalizované baze budou pfitom tvofit ortogonélni bazi U, dalsi dva
vektory budou tvofit ortogondlni bazi doplitku U~ .

Rovnéz nam staéi najit libovolnou bazi U+ (napiiklad tymz postupem z 6.6)
a obé baze ortogonalizovat. Postupujme druhym zptisobem: Bézi UL tvoii napii-
klad posloupnost (—1,1,1,0)", (0,1,1, -1)". Vektor (0,1,1, —1)” mtizeme upravit
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jednim krokem Gramovy-Schmidtovy ortogonalizace

(717 17 ]-7 0) i (0/ 17 17 -
3
a proto posloupnost (—1,1,1,0)7,(2,1,1, —3)" tvoii ortogondlni bazi U~. Obdobné
zjistime, 7e ((1,1,0,1)7, (1,-2,3,1)7) tvoii ortogonalni béazi U.
(c) Potfebujeme nejprve uréit soufadnice z;,xs ortogondlni projekce u = z; -

(07 ]-7 17 71)T

nT 1
) (-1,1,1,007 = §(2= 1,1,-3)T,

(1,2,1, -7 4+ 25 - (1,1,0,1)7, aniz budeme hledat ortogondlni bazi W, jak jsme
élmh v 6.7. Regime ‘redy nehomogenni soustavu rovnic s matici:
1 1 -1
2 1 1
(1,2,1,-1)- | | (1,2,1,-1)- | (1,2,1,-1)- 0
-1 1 4 B
1 N =
2 1 1
(1,1,0,1) - 1 (1,1,0,1) 0 (1,1,0,1) - 0
-1 1 4
—3
2 3 4
Snadno zjistime, ze 1 = —1 a x5 = 2, proto u= (1,0, 71,3)

Pro kontrolu jedté ovéime, zda je vektor v —u = (=2,1,1,1)” skute¢né kolmy
na podprostor U. Ziejmé (— 2,1,1,1) (1,2,1,-1)7T —Oa( ,1,1,1)-(1,1,0,1)T =
0. O

6.9. Uvazujme standardni skaldrni soudin na redlném vektorovém prostoru R?, U
podprostor R? a v € R?. Najdéte vektor u € U au* € UL, aby v =u+ut,

(a) je-li U = L((1,3,-2)7, (1,1,-1)") av = (2,4,3)7,

(b) je-li U =L((1,2,1)",(2,1,-1)") av = (1,2,4)7,

(¢) je-li U = L((1,2,1)T,(2,1,-1)T) av = (4,2,1)T.

Postupujme obdobné jako v 6.8(d), tj. hleddme takovou linedrni kombinaci vek-
torti a(1,3,—2)" +b(1,1,—-1)T, aby byl vektor (2,4,3)" —a(1,3,-2)" —b(1,1,-1)"
kolmy na prostor U. To miizeme ekvivalentnd vyjadiit tak, 7e vektor (2,4,3)7 —
a(1,3,-2)T —b(1,1,-1)7 je kolmy na vektor (1,3,—-2)7 i (1,1,-1)T a odtud do-
stavame soustavu rovnic

(1,3,-2) - [(2,4,3)" —a(1,3,-2)" —b(1,1,-1)"] =0,
(1,1,-1)-[(2,4,3)T —a(1,3,-2)T —b(1,1,-1DT] =0.

Tuto soustavu upravime na nehomogenni soustavu linedrnich rovnic, sepiSeme do
(Gramovy) matice a vyfeSime:

14 6 8

6 3 3)°

Snadno zjistime, 7e @ = 1 a b = —1, ortogonalni projekce vektoru (2,4,3)” na
podprostor U je u = (1,3,-2)7 — (1,1,-1)T = (0,2, - )T aut = v—u =
(27473)T o (0/ 27 71)T = (27274)T'
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3 9 s
3 6 0) vyjadiujici
podminku, ze (1,2,4)7 — 2(1,2,1)7 — 4.(2,1,-1)T je kolmé na podprostor U a
dopocitdme x = 2 a y = —1. Ortogonélni projekce vektoru (1,2,4)” na podprostor
Ujetedy u=2-(1,2,1)"—1-(2,1,-1)" = (0,3,3)" aut = (1,2,4)7 —(0,3,3)" =
(1,—-1,1)".

(c) Vsimnéme si, 7e poc¢itame-li stejné jako v (b), dostaneme Gramovu matic se
6 3 9
3 6 9
(1,2, )T+ (2,1, -1)" = (3,3,0)" aut = (4,2,1)" - (3,3,0)" = (1,-1,1)". O

(b) I tentokrat standardné najdeme Gramovu matici <

stejnymi levymi stranami, tj. < > adopocitdmez = lay = 1, protou =

6.10. Uvazujme standardni skalarni soucin - na komplexnim vektorovém prostoru

C3 tju-v=ulv.

(a) Najdéte ortonormalni bazi podprostoru U = L((1,i,1 )T, (i,2+i, -1)T),
(b) najdéte bazi ortogonalniho doplitku U7,
(c) spocitejte ortogonélni projekei vektoru (1,0, —i)” do podprostoru U.

(a) VyuZijeme Gramovu-Schmidtovu ortogonalizaci provedenou na posloupnost
S0 AT i
w = (1,i,1-i)7, uy = (i,2+i, —1)7. Nejprve uréime vi = M = %(;,z, 1-
i)". Poté spocitdme ¢ = vy -(i, 2+i, —=1)" = F(1, =i, 1+4)-(i,2+i, —1)" = =2 = —i
adale vh =uy —cvy = (5,244, -1)"+£(1,i,1—4)" = 1(3i,3+2i, —1+1)”, proto
Vo = ﬁ(?)i,?) +2i,—144)T.

(b) u;-(1,-1,0,0,1)T = 0, u; -(1,-1,0,0,1)7 = 0 Protoze potfebujeme najit
nenulovy vektor v kolmy na vektory u;, uy, tj. ma platit, ze (1,4,1 —i)? - v =
(1,—i,1+i)" - v=0a(i,2+i,-1)"-v=(-i,2—i,-1)" - vT =0, coz snadno
zformulujeme matici

1 - 143 i 1 -1+ 1 — 1+
- 2—-3 -1 -1 2—1 -1 0 3—¢ —2+414)°
tedy vidime, ze bazi feseni soustavy i bazi U~ je vektor (—3 — 3i,3 41,4 + 2i)7.

(c) Podobné jako v piikladu 6.7(c) sta¢i, abychom spocitali souradnice ortogo-
nalni projekce vzhledem k ortonormadlni bazi U, tedy hodnoty

1 1 1 (= 2 -
(Ll:Vl'(1;07_i)T:5(1=_i71+i) 0 — +( +21) ( Z) — 5 Z}
—1

1

1
az = vy (1,0, —i)T = ﬁ(fi’)i,i’) ~2i,-1-4)| 0
—i

Tedy ortogonalni projekce je vektor

Bidi-1 12§
V24 /24

2—1 —1—-2
1,i,1 -+ — =
(1,4, i)'+ 54

1
(3i,342i, —1+i)" = ﬂug — 90,74 4i,21 4 5i)".

O
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6.11. Najdéte priblizné feSeni metodou nejmensich ¢tvercti soustavy rovnic

I +2£132 =0
2331 +xo +2£133 =0
T 72.’1)2 +x3 =10
T +2’I‘2 +2’I‘3 =7

I9 —&I3 =3

Snadno nahlédneme, 7e soustava nema feseni. Budeme tedy hledat jen ptiblizné
feSeni. Mame vektor pravych stran y = (1,4,6,2, —1)T a vektory levych stran a; =
(1,2,1,1,0)7, ay = (2,1,-2,2, )7 a a3 = (0,2,1,2, -1)T. Hleddme z; tak, aby
2?21 x;a; byla pravé ortogondlni projekce vektoru pravych stran do podprostoru
L(a;,as, a3). To vede stejné jako v pfipadé ortogondlni projekce k soustavé rovnic
s matici

a; ra; aj; -ap aj -as aj -y
T T T T
a, ra; a, -ap a, -as a; -y
T T T T
a; -a; a; -ap ag -as az -y

Dosadime a hleddme feSeni soustavy rovnic s matici

7T 4 7 17
4 14 3 -3
7 3 10 21
Zbyva nam dopoditat, ze 1 = 2, 1o = —1 a 3 = 1. O

6.12. Najdéte priblizné feSeni metodou nejmensich ¢tvercti soustavy rovnic

T + y =2
3z + y =4
—2x — y =3

Polozime-li vi = (1,3,-2)", vo = (1,1,-1D7T ay = (2,4,3)7 a uvazujme-li
stejné jako v prikladu 6.11 potiebujme vyfesit nehomogenni soustavu s matici

vf-vl vlT-v2 vT-y _ (14 6 8

vliv, vI.v, vliey) 7 \6 3 3)°
Tuto soustavu uz jsme vyfesili v tloze 6.9, tedy (z,y) = (1, —1) je pfiblizné Feseni
soustavy metodou nejmensich ¢tverc. O

Dalsi dlohy

0
(1) Spocitejte determinant matic A = é B =

)

N = N
—
O NN = O
N DN DN

1 0
A"', A-BaA -B ! nadtélesy R, C, Z3, Z5 a Z7.

(2) Najdéte pro libovolnd a € Q nad Q rekurentni vzorec pro vypocet deter-
minant ¢tvercové matice G, = (g;;) stupné n, kde g;; = 1, giis1 = a a
gi+1: = b a jinde je g;; = 0.
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Najdéte nad télesy

Q7
1 2 1 (1)
2 1 0|,B= 1
2 1 2 1
a 2+4+a 1
Rozhodnéte, pro kterd a € Zz je nad Z7; matice | 3a+ 2 1 a
20> a+6 2+a
regularni.
Najdéte pro v8echna a € Z7, pro néz je to mozné, inverzni matici k matici
z predchozi tlohy.
Bud - je standardni skalarni soudin na realném vektorovém prostoru RP.
(a) Najdéte n&jakou ortonormalni bazi podprostoru V = L((1,3,-2,1,1)7,
(2,0,1,1,0)7, (1,3,1,2,-1)7),
(b) najdéte ortonormélni bazi ortogonalniho doplitku V=,
(¢) uréete ortogonalni projekci vektoru (2,1, —1,0,4)” do podprostoru V'
a do podprostoru V=,
(d) je-li U = L((2,1,0,1,-1)7T, (1,1,0,-1,3)", (4,-1,-1,-2,3)7), na-
jdéte vektory u € U a ut € Ut aby (1,1,0,0,—-2)" = u+ut,
(e) najdéte ortonormdlni baze podprostordt U + V, U+ +V, U + V*,
Ut+vt unv,utnv,unvtautnvt.
Méjme komplexni vektorovy prostor C* se standardnim skaldrnim souci-
nem.
(a) Najdéte ortonormalni bazi podprostoru V = L((1,1—1i,1+14,2 — 3i)7,
(i4+1,-1,14+2i,2—4)T),
(b) najdéte ortonormélni bazi ortogonalniho doplitku V=,
(¢) uréete ortogonalni projekci vektoru (1 + 3i,2 — i, —1,2i)” do podpro-
storu V a do podprostoru V=,
(d) je-li U = L((i,—4,2 +i,1 —3)T, (1,1,i,2 + 3i)T), najdéte vektory
ueUauteUt aby (1+4,1,i,2—40)T =u+ut,
Najdéte ptiblizné feSeni metodou nejmensich ¢tverci soustavy rovnic Ax =
y nad R, jestlize

1 1 2
2 10
) A=|1 2 1|ay=(1,01,1,27
0 1 3
1 1 1
(b) Ajejakov (a)ay = (2,1,0,2,1)7,
(¢) Ajejakov (a) ay = (2,1,0,2,0)T
1 1
(d A=[2 1|ay=(230)7
1 2



