
21.4.3. Gaussova elá èísla3.1. Uva¾ujme èísla 3, 5, 19, 101, 103, 149 a 157.(a) Která z nih jsou prvoèinitelé oboru Z[i℄?(b) Èísla, pro nì¾ je to mo¾né, napi¹te jako souèet ètverù.() Ta èísla, kerá nejsou prvoèinitely rozlo¾te v oboru Z[i℄ na souèin prvoèini-telù. �V¹imnìme si, ¾e v¹ehna uvedená èísla jsou lihá prvoèísla.(a) Podle vìty z pøedná¹ky staèí zjistit, zda je zbytek po dìlení daného prvoèíslaètyøkou roven jedné èi tøem. Zøejmì3 � 3; 5 � 1; 19 � 3; 101 � 1; 103 � 3; 149 � 1; 157 � 1 (mod 4):Proto jsou prvoèinitelem v oboru Z[i℄ právì èísla 3, 19 a 103.(b) Pøipomenutá vìta z pøedná¹ky, øíká, ¾e souètem ètverù jsou právì prvoèísla,která jsou rozlo¾itelná nad Z[i℄. Snadno zkusmo spoèítáme, ¾e5 = 12 + 22; 101 = 12 + 102; 149 = 72 + 102; 157 = 62 + 112:() Z pøedná¹ky opìt víme, ¾e prvoèinitelé Z[i℄ jsou právì ta prvoèísla, kteránejsou souèet ètverù, a jakmile p = a2 + b2 = (a+ bi)(a� bi) pro nìjaké prvoèíslop, pak jsou Gausova èísla (a + bi) a (a � bi) zøejmì prvoèinitelé (jejih norma jetoti¾ prvoèíselná). Pøímo z (b) tedy dostáváme rozklady na prvoèinitele:5 = (1 + 2i)(1� 2i); 101 = (1 + 10i)(1� 10i);149 = (7 + 10i)(7� 10i); 157 = (6 + 11i)(6� 11i): �3.2. Najdìte v grupáh Z�5 Z�101, Z�149 a Z�157 v¹ehny druhé odmoniny z �1.Pro ka¾dé z prvoèísel p hledáme prvky a 2 Z�p, pro nì¾ a2 � �1(mod p), tedyp=a2 + 1. To znamená, ¾e potøebujeme najít koøeny polynomu x2 + 1 v tìlese Zp.V¹imnìme si, ¾e �1 je v grupì Z�p (jediný) prvek øádu 2 a hledáme prvky Z�4 øádu4. Proto¾e 4 dìlí 5� 1, 101� 1, 149� 1 i 157� 1, druhé odmoniny z �1 existují ajsou právì 2.U¾ jsme na¹li rozklady 5 = 12+22 = 12+(�2)2 = 12+32 v Z5 a 101 = 12+102 =12 + (�10)2 = 12 + 912 v Z101, proto okam¾itì dostáváme 2 a 3 druhé odmoninyz �1 v grup v grupì Z�5 a 10 a 91 druhé odmoniny z �1 v grup v grupì Z�101.Nyní pøedpkládejme, ¾e a2 � �1(mod 149), tedy 149=a2+1 v oboru elýh èísel,proto 149=a2+1 v oboru Z[i℄. V úloze (b) jsme zjistili, ¾e 149 = (7+10i)(7�10i) jerozklad na prvoèinitele, tedy napøíklad (7+10i) dìlí a2+1 = (a+ i)(a� i) v oboruZ[i℄. Podle de�nie prvoèinitele víme, ¾e buï (7+10i)=(a+ i) nebo (7+10i)=(a� i).Pøedpokládáme-li napøíklad, ¾e (7 + 10i)=(a+ i), víme, ¾e existuje (x+ yi) 2 Z[i℄,pro které (7 + 10i) � (x+ yi) = (7x� 10y) + (10x+ 7y)i = a+ i, a proto7x� 10y = a; 10x+ 7y = 1:Snadno najdeme øe¹ení (x; y) = (5;�7) druhé rovnie (poznamenejme, ¾e jde právìo Bezoutovy koe�ienty nutnì nesoudìlnýh hodnot 7 a 10), díky nìmu¾ spoèítáme14



15a = 7 � 5 + 10 � 7 = 105. Zbylou odmoninu nemusíme hledat pomoí úvahy (7 �10i)=(a+i), staèí vzít v tìlese Z149 prvek opaèný k nalezenému, tedy 149�105 = 44.Èísla 44 a 105 jsou obì druhé odmoniny z �1 v grupì Z�149.Analogiky budeme postupovat i v grupì Z�157. Opìt uvá¾íme, ¾e hledáme a 2Z�157, aby v oboru Z[i℄(6 + 11i)(6� 11i) = 157=a2 + 1 = (a+ i)(a� i);o¾e vede na rovnie 6x� 11y = a; 11x+ 6y = 1:Snadno najdeme (x; y) = (5;�9) splòujíí druhou rovnii, proto a = 6 � 5+ 11 � 9 =129. Tedy Èísla 129 a 157 � 129 = 28 jsou obì druhé odmoniny z �1 v grupìZ�157. �3.3. Uva¾ujme grupu Z�317.(a) Rozhodnìte, pro která m existuje am 2 Z�317, pro nì¾ a2m = 2m.(b) Ovìøte, ¾e je prvek 279 prvek øádu 4.() Najdìte v¹ehny prvky øádu 4.Pøednì si v¹imnìme, ¾e 317 je prvoèíslo a 317� 1 = 4 � 79, kde 79 je prvoèíslo.Grupa Z�317 je proto ykliká øádu 316 a obsahuje právì dva prvky øádu 4.(a) Na pøedná¹e bylo dokázáno pro ka¾dé prvoèíslo p, ¾e 2 = a2 v grupì Z�p,právì kdy¾ p � �1mod 8. Proto¾e 317 � 5mod 8, vidíme, ¾e 2 není ètverem.Uvìdomme si, ¾e mno¾ina D = fa2j a 2 Z�317g je podgrupa grupy Z�317 indexu2 (v izomorfní ykliké grupì Z316 s aditivním zápisem odpovídá právì podgrupìnásobkù dvojky, tedy podgrupì 2Z316 = h2i), proto 2m 2 D, právì kdy¾ je m lihé.(b) Proto¾e (279)4 = 2316 = 1 podle Lagrangeovy vìty, musí mít prvek 279exponent 4, tedy je øádu 1,2 nebo 4. Ov¹em prvek øádu 1 i prvek øádu 2 je v yklikégrupì jediný (1, resp. 316) a proto¾e Z�317 obsahuje pogrupu øádu 4, musí být obaètverem (1 = 3162 a 316 je ètverem odmoniny z �1, tedy právì kteréhokoliprvku øádu 4). Díky (a) je tedy 279 nutnì øádu 4.() Staèí abyhom vyèíslili 279 v grupì Z�317, o¾ lze snadno provést i ruènì:210 = 1024 � 73; 220 � 732 � �60; 218 � �15; (mod 317)238 � 4 � 152 � �51; 279 � 8 � 512 � 8 � 65 � 203 (mod 317)Zjistili jsme, ¾e 2032 � (�203)2 � �1(mod 317), tedy 203 a 317� 203 = 114 jsouoba prvky øádu 4 grupy Z�317. �28.4.3.4. Najdìte pøirozená èísla a, b, aby 317 = a2 + b2.V pøedhozí úloze jsme zjistili, ¾e 1142+1 � 0(mod 317), tedy, ¾e 317=1142+1 =(114 + i)(114� i) v oboru Z[i℄. O hledanýh hodnotáh a, b ov¹em víme, ¾e 317 =a2+ b2 = (a+ bi)(a� bi) a ¾e a+ bi i a� bi jsou prvoèinitelé oboru Z[i℄, proto nutnìbuï a+ bi=114+ i nebo a+ bi=114� i, budeme-li hledat elá a, b, mù¾eme si vybratnapøíklad podmínku a+bi=114+i. Zjistili jsme, ¾e hledaný prvoèinitel je spoleènýmdìlitelem èísel 317 a 114 + i, tudí¾ staèí abyhom Eukleidovým algoritmem na¹linejvìt¹í spoleèný dìlitel tìhto dvou Gaussovýh elýh èísel:0. z0 = 317.



16 1. z1 = 114 + i.2. Urèíme nejprve komplexní 1 = 317114+i = 317�(114�i)1142+1 = 317�(114)1142+1 � i 3171142+1 , aokam¾itì vidíme, ¾e 3 je nejbli¾¹í elé èíslo k èíslu 317�(114)1142+1 a 0 je nejbli¾¹íelé èíslo k 3171142+1 . Nyní dostaneme z2 = 317� 3 � (114 + i) = �25� 3i.3. Abyhom urèili podíl pøi dìlení se zbytkem, opìt spoèítáme 2 = 114+i�25�3i =(114+i)�(�25+3i)252+32 = �114�(25)�3634 � i 114�3�25634 = � 52 + i 12 ; a zbývá najít zbytekz3 = 114 + i+ 4 � (�25� 3i) = 14� 11i.4. Snadnu u¾ nahlédneme, ¾e 14 � 11i= � 25 � 3i, tedy 14 � 11i je hledanýnejvìt¹í spoleèný dìlitel.Zjistili jsme, ¾e 317 = (14� 11i)(14 + 11i) = 142 + 112.Závìrem poznamenejme, ¾e kdybyhom spoèítali 1142+1 = 317 � 41 a uvìdomilisi, ¾e 41 = 42 + 52 = (4 � 5i)(4 + 5i), staèilo by nám pro nalezení ireduibilníhorozkladu èísla 317 v oboru Z[i℄ spoèítat buï podíl 114+i4�5i nebo 114+i4+5i . Vidíme, ¾ezatímo 114+i4�5i =2 Z[i℄, dostáváme 114+i4�5i = 11 + 14ik14� 11i. �4. Charaktery a kvadratiké zbytkyPøipomeòme, ¾e harakterem komutativní grupy rozumíme ka¾dý její homomor-�smus do grupy (C�; �;�1 ; 1). Je-li � harakter komutativní grupy A jeho¾ obraz�(A) je koneèný, potom zøejmì j�(a)j = 1 pro v¹ehna a 2 A.4.1. Najdìte v¹ehny haraktery(a) aditivní grupy Z2,(b) aditivní grupy Z3,() aditivní grupy Zn pro ka¾dé pøirozené n,(d) aditivní grupy Z2 � Z2,(e) multiplikativní grupy Z�5,(a) Jistì �(0) = 1 pro ka¾dý harakter �, tedy zbývá rozhodnout kam se zobarazíprvek 1 grupy Z2. Proto¾e je �(1)��(1) = �(1+1) = �(0) = 1 musí být �(1) koøenempolynomu x2�1. Zøejmì tedy máme právì dva haraktery, první konstatntní �0 � 1a druhý daný podmínkou �1(1) = �1.(b) Uvá¾íme-li, ¾e je Z3 ykliká grupa øádu 3, staèí nám najít obraz generátoruv grupì C�, který bude exponentu 3. Prvky exponentu 3 jsou právì v¹ehny koøenypolynomu x3 � 1, tedy èísla 1, � 12 + p32 i a � 12 � p32 i, proto najdeme právì tøiharaktery: konstantní �0 � 1 a dva nekonstatntní �1 a �2 dané podmínkou �1(1) =� 12 + p32 i a �2(1) = � 12 � p32 i, pro poøádek uveïme jejih hodnoty na elémde�nièním oboru:�1(0) = 1; �1(1) = �12 + p32 i; �1(2) = �12 � p32 i;�2(0) = 1; �2(1) = �12 � p32 i; �2(2) = �12 + p32 i;() Podobnì jako v úloze (b) staèí uvá¾it, ¾e je harakter � urèen obrazemgenerátoru grupy Zn a ¾e �(Zn) le¾í v mno¾inì v¹eh koøenù polynomu xn � 1.



17Uvá¾íme-li, ¾e koøeny polynomu xn � 1 tvoøí yklikou grupuhe 2�n ii = f1; e2 2�n i; e3 2�n i; : : : ; e(n�1) 2�n ig;kde ek 2�n i = os(k 2�n ) + i sin(k 2�n ), máme pro ka¾dé j 2 Zn harakter �j danývztahem �j(1) = ej 2�n i. Tedy existuje právì n rùznýh harakterù a determinuje jepøedpis �j(k) = ejk 2�n i.(d) Uva¾ujme harakter � grupy Z2 � Z2. V pøíkladu (a) jsme popsali homo-mor�smy Z2 do C�. Proto¾e jsou inkluze �1 a �2 grupy Z2 do grupy Z2 �Z2 danépøedpisem �1(a) = (a; 0) a �1(a) = (0; a) zøejmì homomor�smy, zobrazení ��1 a ��2jsou haraktery grupy Z2. Proto¾e �((1; 1)) = �((1; 0)+(0; 1)) = �((1; 0))��((0; 1)),urèují obrazy prvkù (1; 0) a (0; 1) právì jeden homomor�smus. Tedy máme právì 4haraktery grupy Z2 � Z2; konstantu �++ � 1 a dále��+((0; 0)) = 1; ��+((1; 0)) = �1; ��+((0; 1)) = 1; ��+((1; 1)) = �1;�+�((0; 0)) = 1; �+�((1; 0)) = 1; �+�((0; 1)) = �1; �+�((1; 1)) = �1;���((0; 0)) = 1; ���((1; 0)) = �1; ���((0; 1)) = �1; ���((1; 1)) = 1:(e) Proto¾e je Z�5 ykliká grupa øádu 4, staèí nám najít její generátor a vyu¾ítpøíkladu () (tentokrát ov¹em praujeme s yklikou grupou v multiplikativním zá-pisu). Generátorem je napøíklad prvek 2, proto podle () existují právì 4 harakteryZ�5 dané pøedpisem �j(2k) = ejk �2 i = ijk pro j 2 Z4. Opìt mù¾eme snadno v¹ehnyharaktery po prvíh popsat:�0(1) = �0(2) = �0(3) = �0(4) = 1;�1(1) = 1; �1(2) = i; �1(3) = �i; �1(4) = �1;�2(1) = �2(4) = 1; �2(2) = �2(3) = �1;�3(1) = 1; �3(2) = �i; �3(3) = i; �3(4) = �1; �Proto¾e haraktery koneèné komutativní grupy mù¾eme po slo¾káh násobit,dále konstanta 1 je jistì harakter a pro harakter � komplexnì sdru¾ený k ha-rakteru � platí � � � � 1, máme na mno¾inì harakterù strukturu (multiplikativní)komutativní grupy.4.2. Ovìøte, ¾e je grupa harakterù grupy Z�11 ykliká a najdìte v¹ehny její ge-nerátory.Na pøedná¹e bylo dokázáno, ¾e je grupa harakterù grupy A izomorfní grupìA. Proto¾e je grupa Z�11 ykliká øádu 10, je i grupa harakterù ykliká øádu 10 amusíme najít právì 4 její generátory. Naví si uvìdomme, ¾e pro ka¾dý harakter � jeobraz �(Z�11) podgrupou desetiprvkové ykliké podgrupy he�5 ii grupy C�. Proto¾egenerátory grupy harakterù musí být prosté homomor�smy a prosté homomor�msygrupy Z�11 do grupy he�5 ii jsou právì ètyøi (obì grupy jsou toti¾ ykliké øádu 10),potøebujeme najít právì izomor�smy grupy Z�11 do grupy he�5 ii. Homomor�smusykliké grupy je ov¹em urèen obrazem generátoru a o izomor�smus pùjde právìtehdy, kdy¾ se generátor de�nièníáho oboru zobrazí na generátor oboru hodnot (tj.ykliké grupy stejného øádu).



18 Nyní zbývá nahlédnout, ¾e napøíklad prvek 2 je generátorem grupy Z�11, nebo»25 � �1 (mod 11), a ¾e generátory grupy he�5 ii jsou právì prvky ek �5 i pro k nesou-dìlné s èíslem 10 pomoí popisu 4.1() a analogiky k úvaze 4.1(e) jsou hledanýmigenerátory haraktery�1(2k) = ek �5 i; �3(2k) = e3k �5 i; �7(2k) = e7k �5 i; �9(2k) = e9k �5 i:V¹imnìme si, ¾e �9 = �1 = ��11 a �7 = �3 = ��13 Z popisu 4.1() vidíme, ¾e ka¾dýz harakterù je moninou (napøíklad) harakteru �1, tedy na to, abyhom ovìøili,¾e je grupa harakterù ykliká jsme nemuseli pou¾ívat vìtu z pøedná¹ky. �5.5.4.3. Popi¹te koneèné grupy, pro nì¾ existuje prostý harakter.Vezmìme grupu (G; �;�1 ; 1) øádu n a nìjaký její harakter �. Podle Lagrangeovyvìty gn = 1, proto i �(g)n = �(gn) = 1 pro ka¾dý g 2 G, tedy v¹ehny prvky grupy�(G) jsou koøeny polynomu xn � 1 nad tìlesem komplexníh èísel. To znamená, ¾e�(G) je podgrupa grupy he 2�n ii � C�. Proto¾e je grupa he 2�n ii ykliká, je yklikái její podgrupa �(G). Pøedpokládáme-li, ¾e je � prosté, potom musí jít izomor�s-mus grup G a �(G) = he 2�n ii, tudí¾ je nutnì ykliká grupa G. Vidíme, ¾e prostýharakter existuje právì pro ykliké koneèné grupy. �4.4. Doka¾te pro koneènou yklikou grupu (G; �;�1 ; 1) a nìjaký její harakter �ekvivaleni následujííh tvrzení:(1) � je prosté,(2) �j 6� 1 pro ¾ádné j = 1; : : : ; jGj � 1,(3) � generuje grupu harakterù grupy (G; �;�1 ; 1),(4) je-li g generátor G, pak existuje k nesoudìlné s jGj, pro které �(g) = e 2k�n i(1),(4) � je prosté právì kdy¾ zobrazí generátor grupy G na generátor grupyhe 2�n ii, je ov¹em snadné nahlédnout, ¾e generétory gruipy he 2�n ii jsou právì prvkye 2k�n i pro k nesoudìlné s jGj.(2),(3) je zøejmé.(4))(2) Jesli¾e NSD(k; jGj) = 1, potom �(g)j = e 2jk�n i 6= 1 pro v¹ehna j =1; : : : ; jGj � 1, proto¾e �(g) generuje grupu �(G) øádu jGj.(2))(1) Kdyby � nebylo prosté, ¾ádné �j by nebylo prosté, aèkoli prostý ha-rakter podle pøedhozí úlohy existuje, proto h�i není elá grupa harakterù. �4.5. Popi¹te v¹ehny haraktery � grupy Z�n splòujíí podmínku �2 � 1, jestli¾e(a) n = 31,(b) n = 65Pøednì si uvìdomme, ¾e hledáme prvky grupy harakterù exponentu 2. Jednímtakovým harakterem je konstantní jednièka, zbývá tedy najít v¹ehny involuegrupy harakterù. V¹imnìme si, ¾e pro ka¾dou involui � grupy harakterù platí,¾e �(Z�n) = f�1; 1g.Pøipomeòme naví, ¾e grupa harakterù je izomorfní pùvodní grupì, tedy ob-vyklým zpùsobem snadno nahlédneme kolik involuí je tøeba najít.(a) Proto¾e je Z�31 ykliká, a proto obsahuje jedinou involui, zbývá nám najítjediný harakter. Zjistíme-li, ¾e napøíklad 3 je generátorem grupy Z�31, pak hledaný



19harakter urèuje podmínka �(3) = �1, proto �(3j) = (�1)j . Kromì toho jsme simohli uvìdomit, ¾e jedinou involui grupy Z�31 máme z pøedná¹ky oznaèenu Legen-drovým symbolem, tj �(a) = � a31�, o¾ øíká, ¾e �(a) = 1 právì tehdy, kdy¾ je akvadratikým zbytkem modulo 31.(b) Proto¾e Z�65 �= Z�5�Z�13 �= Z4�Z3�Z4�, vidíme, ¾e budeme hledat právì 3involue. Uva¾ujme-li �5 nìjaký harakter grupy Z�5 a �13 nìjaký harakter grupyZ�13, pak je zobrazení � dané pøedpisem �((a; b)) = �5(a) � �13(b) harakter grupyZ�5 � Z�13.Pøipomeòme, ¾e Legendrùv symbol urèuje jedinou involui ��5 � na grupì Z�5a podobnì � �13� je jediná involue na grupì Z�13. Proto¾e Èínská vìta o zbytíhindukuje homomor�smus multiplikativníh grup dostaneme hledané haraktery jakoslo¾ení: �10(k) = �kmod 55 � = �k5� ; �01(k) = �kmod 1313 � = � k13� ;�11(k) = �kmod 55 ��kmod 1313 � = �k5�� k13� = � k65� :V posledním øádku jsme pou¾ili Jaobiho symbol. �4.6. Rozhodnìte, zda jsou kvadratikým zbytkem(a) prvky 5 a 7 grupy Z�13,(b) prvky 9, 27 a 32 grupy Z�47,() prvky 55, 111 a 112 grupy Z�137.Budeme vyu¾ívat Vìtu o reiproitì a (vý¹e u¾ívaná) tvrzení o tom, zda jsouprvky �1 a 2 kvadratiké zbytky:(a) Poèítáme:� 513� = �135 � (�1) 13�12 � 5�12 = �35� = ��15 ��25� = 1 � (�1) = �1;� 713� = �137 � (�1) 13�12 � 7�12 = ��17 �� 1:Tedy ani 5 ani 7 nejsou modulo 13 kvadratiké zbytky.(b) Proto¾e 9 = 32 je urèitì 9 kvadratiký zbytek modulo 47, dál poèítáme jakov (a):�2747� = � 347�� 947� = � 347� = (�1) 3�12 � 47�12 ��13 � = (�1) � (�1) = 1;�3247� = � 247�5 = � 247� = 1:Zjistili jsme, ¾e v¹ehny hodnoty 9, 27 a 32 jsou kvadratiké zbytky modulo 47() Opìt praujeme s Lagendrovými symboly:� 55137� = � 5137�� 11137� = �25�� 511� = (�1)�15� = �1;�111137� = ��26137 � = ��1137�� 2137�� 13137� = 1 � 1 �� 13137� = � 513� = �1;�112137� = ��25137 � = � �1137�� 5137�2 = 1 � 1 = 1:



20Tentokrát jsme zjistili, ¾e 55 a 111 nejsou kvadratiké zbytky modulo 134, zatímo112 je kvadratiký zbytek modulo 134. �12.5.4.7. Rozhodnìte, zda jsou kvadratikým zbytkem èísla 4301 a 7367 modulo prvo-èíslo 24851.Budeme tentokrát praovat s Jaobiho symboly, s kterými díky dokázanémulemmatu mù¾eme praovat stejnì jako s Lagendrovými symboly, ov¹em nemu-síme pro pou¾ití Vìty o reiproitì lihá èísla rozkládat na prvoèíselný rozklad.Pro zpøehlednìní zápisu vyu¾ijme zøejmého faktu, ¾e a � 1(mod 4), právì kdy¾(a)mod 100 � 1(mod 4), tudí¾ v exponenteh zji¹»ujííh sudost èísla n�12 budemepsát jen poslední dvì ifry èísla n� 1.� 430124851� = (�1) 1�12 � 51�12 �248514301 � = �33464301� = � �14301� � � 9554301� == (�1) 1�12 (�1) 1�12 � 55�12 �481955� = (�1) 81�12 � 55�12 �955481� = ��7481� == ��1481� � � 7481� = (�1) 81�12 ��4817 � = ��17 � ��27� = �1:Stejnì uva¾ujeme i v druhém pøípadu:� 736724851� = (�1) 67�12 � 51�12 �27507367� = �� 27367� � �13757367� == �(�1) �� 4921375� = � 21375�2 � � 1231375� = �� 22123� == �� 2123� � � 11123� = �(�1) � (�1) � � 211� = 1:Zjistili jsme, ¾e èísla 4301 není kvadratikým zbytkem modulo 24851, zatímo èíslo7367 kvadratikým zbytkem je. �Kvadratiké zbytky mù¾eme zji¹»ovat i modulo slo¾ená èísla, uvìdomme si ov¹em,¾e k tomu nelze pøímoèaøe pou¾ít Jaobiho symboly.4.8. Najdìte v¹ehny kvadratiké zbytky grupy Z�21.Najprve vyu¾ijeme Èínskou vìtu o zbytíh, abyhom kvadratiké zbytky spoèí-tali. Proto¾e Z�21 �= Z�3 � Z�7 �= Z2 � Z2 � Z3;staèí spoèítat poèet prvkù podgrupy 2(Z2 � Z2 � Z3) = f0g � f0g � Z3 grupyZ2�Z2�Z3, vidíme tedy, ¾e grupa Z�21 obsahuje právì 3 kvadratiké zbytky. Nynísnadno u¾ snadno nahlédneme, ¾e se jedná o prvky 12 = 1, 22 = 4 a 42 = 16. �V¹imnìme si, ¾e 5 není kvadratiký zbytek modulo 21. Ov¹em 5 není kvadratikýzbytek ani modulo 3 ani modulo 7, proto je hodnota Jaobiho symbolu � 521� =� 53� � 57� = 1.4.9. Spoèítejte kvadratiké zbytky grupy Z�75 a Z�225.



21Opìt vyu¾ijeme Èínskou vìtu o zbytíh, která nám dává izomor�smusZ�75 �= Z�3 � Z�25 �= Z2 � Z4 � Z5:Proto¾e 2(Z2�Z4�Z5) = f(0; 2a; b)j a 2 Z2; b 2 Z5g, máme v grupì Z�75 právì 10kvadratikýh zbytkù.S grupou Z�225 praujeme stejnì, tentokrát máme izomor�smusZ�225 �= Z�32 � Z�52 �= Z6 � Z20 �= Z2 � Z4 � Z3 � Z5a 2(Z2 � Z4 � Z3 � Z5) = f(0; 2a; b; )j a 2 Z2; b 2 Z3;  2 Z5g, tudí¾ v grupì Z�225je právì 30 kvadratikýh zbytkù. �Koneènì poznamenejme, ¾e hodnota Jaobiho symbolu � a225� = �a3 �2 �a5 �2 =1 pro ka¾dé a 2 Z�225, aèkoli jsme zjistili, ¾e Z�225 obsahuje '(225) � 30 = 90kvadratikýh nezbytkù. 5. Hustota prvoèísel5.1. Najdìte na základì dokázanýh tvrzení dolní odhad poètu v¹eh desetiifer-nýh prvoèísel.Na pøedná¹e byl dokázán horní a dolní odhad poètu �(n) prvoèísel mensíh jakn. Vy¾ijeme horní odhad pro n = 109 a dolní odhad pro n = 1010, tedy�(109) < 3 � 109log(109) ; �(1010) � 1010log(1010) � (log 2� log(1010 + 1)1010 ):Odeèteme-li od sebe tyto hodnoty dostaneme dolní odhad poètu prvoèísel mezi èísly109 a 1010, tedy právì desetiifernýh prvoèísel1010log(1010) � (log 2� log(1010 + 1)1010 )� 3 � 109log(109) � 109log(10)(0:693� 13) � 1:5 � 108:
Dal¹í úlohy(1) Uva¾ujme prvoèísla p = 13; 113; 313; 613.(a) Rozlo¾te èísla na souèin prvoèinitelù v oboru Z[i℄,(b) napi¹te èísla jako souèet ètverù.() najdìte v grupáh Z�p v¹ehny druhé odmoniny z �1.(2) Najdìte v grupì Z�313�317 v¹ehny druhé odmoniny z �1.(3) Spoèítejte rozklad na prvoèinitele èísla 330 v oboru Z[i℄.(4) Najdìte v¹ehny generátory grupy grupy harakterù grup Z�43, Z�81.(5) Najdìte v¹ehny haraktery øádu 7 grupy Z�296.(6) Popi¹te v¹ehny involue grup harakterù grupy Z�66, Z�147 a Z�1071.(7) Spoèítejte hodnoty � 26173533�, � 25333533�, � 879120359� � 93757128713�.(8) Spoèítejte kvadratiké zbytky grup Z�625, Z�1155 a Z�1683.


