22.5.

3. SKALARN{ SOUCIN

3.1. Dokazte, 7e je zobrazeni f((z1,z2),(Y1,Y2)) = dT1y1 — T1Y2 — Tayr + Tayo
skalarni souc¢in na R? a najdéte n&jakou jeho ortonorméalni bazi.

Nad realnym vektorovym prostorem potiebujeme zjistit, zda je f pozitivné de-

finitni symetricka bilinedrni forma. Snadno nahlédneme, ze se jednd o bilinearni
5

—1
je f symetrickd bilinedrni forma. Oznacime-li A = [f]k,, pak ndm staci spocitat
det(5) =5 a det A = 4, tudiz diky Disledku 13.17 je f skalarni soucin

Protoze ortogonalni baze f realného skaldrniho soucinu je pravé polarni bazi f
a ortonormdlni baze, B = (u;,us) je ortogonélni béze splitujici navic podminku
f(ui,u;) = 1, stadi najit standardnim postupem vhodnou polarni bazi

5 -1 10 40 11 10 3 3
-1 1 0 1) °\0 1 0 1) °\0 1 0 1)

Nasli jsme ortonormalni bazi B = ((%7 %), (0,1)). O

. -1 S -y .
formu s matici [f]k, = < 1 > Vidime, 7e je [f]k, symetrickd matice, proto

3.2. Najdéte néjakou ortonormdlni bézi skaldrniho soucinu h s matici [hlg, =
1 -1 -1
-1 2 1 | vzhledem ke kanonické bazi.
-1 1 )

Budeme stejné jako v predchozi tloze hledat pomoci symetrickych tprav bazi,
viiéi niz ma pozitivné definitni symetricka bilinedrni forma h pravé jednotkovou

matici.
1 -1 -1 1 0 0 1 0 -1 1 0 0
-1 2 1 01 0]~ 0 1 O 1 1 0~
-1 1 5 0 01 -1 0 5 0 01
1 00 1 00 1 00 1 0 0
~s 10 1 0 11 0]~10 10 1 1 0].
00 4 101 00 1 10 %
Nasli jsme ortonormadlni bazi M = ((1,0,0),(1,1,0), (%,0, %)) O

3

3.3. Necht B = ((1,0,1),(1,1,0),(0,1,1)) je ortonormélni baze vzhledem ke ska-
larnimu soucinu - na R3.
(a) Spocitejte (1,0,1)-(0,1,1), (1,0,1)-(1,1,1) a (2,1,1) - (2,3,1),
(b) najdéte matici A, pro niz x -y = xAy”.
(c) oznaéime-li w standardni skaldrni souéin, najdéte takovy izomorfismus ¢ :
R3 - R37 aby X'y= (.A)((,O(X)I()O(y))l
(d) urdete matice ¢ a ¢! 7 (¢) vzhledem ke kanonické bazi.
(a) Nejprve si viimnéme, 7e (1,0,1) a (0,1,1) jsou dva rizné vektory ortonor-
malni baze, proto z definice ortonormality (1,0,1)-(0,1,1) = 0.
Piipomenme, Ze - je pozitivné definitni symetricka bilinearni forma na R3, tedy
ze zaddni je jasnd matice - vzhledem k bézi B, tj. [[|g = E. Zname-li soufadnice
13
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vektoru vzhledem k bazi B, obvyklym zpiisobem spocitdme hodnotu bilinedrni
formy. Vidime (nebo spocitame), ze {(1,0,1)}5 = (1,0,0), {(1,1,1)} 5 = 3(1,1,1),
{(2,1,1)}p =(1,1,0) a {(2,3,1)} s = (0,2, 1), proto

1
2 1 1 1 1
(1,0,1)-(1,1,1) = {(1,0, 1)} sE{(1,1,1)} = (1,0,0) | 5 :1-§+0-§+0-5:§,
3
0
(2,1,1)-(2,3,1) = {(2,1, 1)} sE{(2,3,1)}5 = (1,1,0) [ 2| =1-0+1-2+0-1=2.
1
(b) Potfebujeme najit pravé matici - vzhledem ke kanonické bézi:
1o 1\ "/t 10\
A =i, sl = (k) Mgk, =1 1 0 011
0 1 1 1 01
11 0\ " 1 -1 1
Staci tedy ur¢it |0 1 1 :% 1 1 —1],apotom
101 -1 1 1
A e A A e B B N A S
A:§—11 Llglr 1 —1)=5(-1 3 -1
1 -1 1 -1 1 1 -1 -1 3

(c) Uvazime-li, Ze danou podminku maji spliiovat i vektory jakékoli ortonormalni
baze B = (bl,bg,bg), tedy, 7e 6ij = bl . bj = w(gp(bl),gp(b])), vidime, 7e hledan}'f
izomorfismus ¢ zobrazi nutné ortonormadlni bazi vzhledem k - ortonormaélni bazi
vzhledem k w. Protoze kanonickd baze K3 je ortonormalni vzhledem k w, polozme
o(b;) = e;, 1 =1,2,3. Tim mame jednozna¢né zadan izomorfismus p(v) = {v}g, o
némz diky linearité v obou slozkach nahlédneme, Ze splhuje pozadovanou podminku.

(d) Protoze p(b;) = e;, mame ¢ '(e;) = b;, odkud okam?zité z definice matice

1 1 0
endomorfismu dostavéme, ze [p 'k, = [0 1 1]. Konetns [¢]x, = [¢ '] =
1 01
11 0\ " 1 -1 1
011 =511 1 -1]. 0
1 0 1 -1 1 1

29.5.

3.4. Uvazujme standardni skaldrni sou¢in w na redlném vektorovém prostoru R3.

(a) Ovéite, 7e B = ((% %, %)7(%,—\%,0), (%, %7—%)) je ortonor-
méalni baze R? vzhledem -,

(b) spocitejte souradnice {(0,0,1)}p, {(2,1,0)}5 a {(1,2,3)} 5,

(c) ovéite, ze C = ((0,0,1), (% %, 0), (% f\%, 0)) je ortonormalni baze R?
vzhledem -,

(d) oznac¢me B = (by, by, bs), C = (c1,c2,c3) a dokazte, Ze pro izomorfismus
1 jednoznacné uréeny podminkou 1 (b;) = ¢;, kde i = 1,2, 3, plati ||u]| =
[»(u)|| pro viechny vektory u € R?,
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(e) Rozhodnéte, zda jsou matice [1]pks,, [l]gKa, k.8, [1]%33, Moks, [l]gKg,
[1]sc a [1]%, ortogondlni,
(f) najdéte matici izomorfismu ¢ a izomorfismu ¢! vzhledem ke kanonickym
bézim.
(a) Podle definice spo¢itdme
1 1

((LLL)(_L_i))_Q.L_L_O
NBVEVE Ve VB T VIS Vs
A0 (-T2 0) =2 ()2 =1
= w2% 7w VoL
A R S U TNV R S
' mw o w T m e
(s mms =), (= 2~ ) = 2+ (=) + (=) = 1,

V6 V6 V6T V6 VB V6
tedy zjistili jsme, Ze B je ortonormdalni posloupnopst, tedy linedrné nezavisla po-
sloupnost. Protoze jde o tfiprvkovou linedrné nezavislou posloupnost ve vektorovém
prostoru dimenze 3, musi jit o bazi a [w]p = E. Poznamenejme, Ze jsme maticové
ns§ vypocet mohli struéné zapsat ve formé [1]5 . - [1]px, = E.
(b) Pfipomenime, ze pro kazdou ortonormalni bazi B = (b, bs, bs) a pro kazdy
vektor v € R? plati {v}p = (by - v,bs - v, bz - v), proto

{(0,0,1)}3:(1-%1 0,1- \_f \f\fo

2+1 2-1 2-!—1
(@10 =08 07 5 f\[

1+2+3 1-2 1+2-3-2 3
1,2,3)}p = , , W B o)
(@23 = (F2 2 R Vs )
(c) Stejné jako v (a) pfimocafe spocitame, ze [w]c = E.
d) Polozme {v}p = (v1,vs,v3) a [W]|g = (w1, ws,ws). Ovéfime, 7e w(v,w) =

(d)
w(®(v), h(w)):
w) = (Z vib;) - (Z wib;) = Y viw;(b; - b;) = Z'Uz'wi

i,j<3

dale

a podobné

(). pw)) = (o)) - (Y wi (b)) = 3 vy (e ej) = 3 v,
i=1 j=1 0,j<3 i=1
¢imz jsme dokdzali, Ze w(v,w) = w(¥(v),(w)), a proto ||u|| = Jw(u,u) =

w(¥(u), () = [ (a)].

(e) Matice [1]5g, a [1]{g, obsahuji v Fadcich ortonormalni bézi, tedy jde o
ortogonélni matice piimo podle definice. ProtoZe [1]x,p = [1]]§}<3 = [1pk, 2
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Bk, = [1];(13 = [1]%33 je ortogondlni matice podle Véty 2.10, vidime, Ze [1]gk;,
[ ks8, [ ks a [1]ok, jsou opét ortogonalni matice. Kone¢né vezmeme-1i dvé or-
togondlni matice M a N, pak

M-N-M-N=M-N.-N'. M =M-E-M' =E

tedy soucin M - N je opét ortogondlni. Nyni zbyva pfipomenout, ze
[se = [k - [1Bks;,
kde jsou matice [1]k,c a [1]Bk, ortogondlni, proto je i matice [1]gc ortogonalni.
Konetné [1cp = (16 = [150 je ortogonalni matice diky Vété 2.10.
(f) Ozna¢me [¢)] g, matici ¢ vzhledem ke kanonickym bazim, tj. matici [¢] k, k-

Z definice 1 okamzité plyne, Ze [¢|pk, = [l]ck,, proto podle Véty 2.10 (a Véty
10.6)

[Wlky = WlBKy - Nkyn = Mok, - [Nk = Mok, - Mak, = Mok, - Uk,
Tedy vynasobime-li

L[ 2 1Y g (VB VR VB
[1/)]1(3 = [1]0K3 : [1]T 3 = 0 I =2f.— \/§ *\/g 0 ;
PV V5 0 0 Ve \ 1 =2
2v3+1 —2v3+1 =2
dostaneme [¢]k, = \/% V3—-2 —V/3-2 4
V10 V10 V10

Protoze je matice ]k, = [1]ck, - [1]5k, ortogondlni méme

L [2VB+1 V32 VIO
W ks = W]k = Wk, = —= | —2v3+1 —v3-2 V10
AVE T W 4 DD

3.5. Uvazujme standardni skaldrni soudin w na reidlném vektorovém prostoru R?
anecht V = ((1,1,0), (1, 3,2)).
(a) Najdéte néjakou ortonormalni bazi prostoru V,
b) najdéte ortogondlni bazi V' obsahujici vektor (2,4, 2),
c) spocitejte ortogonalni projekei vektoru (2,2, —1) do podprostoru V,
d) spocitejte bazi ortogondlniho dopliku V+,
e) urfete ortonormalni bazi (¢, ¢z, €3) prostoru R3, pro niz V = (¢, cy).

—~ N~

(a) Budeme upravovat napiiklad bazi ((1,1,0),(1,3,2)) Gramovu-Schmidtovu
ortogonalizaci. Polozime nejprve v; = H(1}70”(1, 1,0) = %(1, 1,0). Déle hledame
vektor usy ve tvaru us = (1,3,2) + ¢- vy. Z podminky w(vy, ve) = 0 dostavame, Ze

c=-v1:(1,3,2) = —%, proto uy = (—1,1,2). Nyni vektor us normalizujeme a
_ 1 _ 1
dostanme vy = m(—l7 1,2) = %(—17 1,2).

Hledanou ortonormaélni bazi V je tedy posloupnost (%(17 1,0), \/Lg(—l, 1,2)).

(b) Postupujeme obdobné jako v (a) jen zvolime bézi V zaéinajici vektorem
(2,4,2), napfiklad bazi ((2,4,2), (1,1,0)). Nyni opét pouZijeme Gramovu-Schmidtovu

3

ortogonalizaci, tentokrat ovsem nebudeme normalizovat:
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Polozime nejprve vi = (2,4,2) a hleddme vektor vo ve tvaru vo = (1,1,0)+c¢-vy.
_wvi(LL0) 6 _ 1
w(vi,v1) 24 — 4

Z podminky w(vy,ve) = 0 tentokrat dostavame, 7e ¢ =
proto vo = (1,1,0) — 1 - (2,4,2) = 1(1,0,-1).
Hledanou ortogondlni bézi V je tedy posloupnost ((2,4,2), %(1, 0, —1)) nebo po-
sloupnost ((2,4,2),(1,0,-1)).
(c) Na prednésce bylo dokadzano, 7e podobné jako v tloze 3.4 1ze soutadnice or-
togonalni projekce vektoru u na podprostor V' vzhledem k ortonormélni bazi B =
(b1, by) spotitat pomoci jako Fourierovy koeficienty, tj. ozna¢ime-li v,, € V ortogo-

nalni projekci vektoru u na V', pak {vy]p = (w(by,v),w(bs,v)). Tedy vyuZijeme-

li nalezené ortonormdlni baze B = (%(1 1,0), \/Lg(—ll, 1,2)) z tlohy (a), mame
{V(272’,1)] = (%w((L 1,0),(2,2,-1)), \/ng((_L 1,2),(2,2,-1))) = (%7 _%L a
proto

4 1 2 1

Vo= —=——(1,1,0) — ———

a0 e
Na zavér si zkontrolujme, ze u — vy lezzi v ortogondlnim dopliku V', tedy, zZe je
vektor (2,2, -1) — %(7, 5,-2) = %(71, 1,—1) kolmy na v8echny (bazické) vektory
V.

(d) Na konci @lohy (c) jsme nasli vektor (—1,1,—1) kolmy na cely prostor V.
Protoze musf mit (nejen) ortogondlni doplnék V v R? mit dimenzi 3 — 2 = 1, nagli
jsme jeho bazi (—1,1,—1).

(e) V (a) jsme nalezli ortonormélni bazi (%(1, 1,0) %(71, 1,2)) prostoru V

3

1
(717 172) = 5(7/ 57 72)

a v (d) bazicky vektor (—1,1, 1) podprostoru V+. Staéi tedy posledni vektor
normalizovat, tj. polozime-li ¢; = %(1, 1,0),¢co = %(71, 1,2) c3 = %(71, 1,-1),

dostavame ortonormélni bézi (e, ca, ¢3) pozadovanych vlastnosti. O

3.6. Bud M = ((1,1,0), (0,1,1), (1,1,1)) baze redlného vektorového prostoru R3
se standardnim skaldrnim souc¢inem w. Najdéte ortonormélni takovou bazi B =
(v1,va2,v3) prostoru R3, aby ((1,1,0)) = (v1) a ((1,1,0),(0,1,1)) = (v, va2).

Postupujme opét Gramovu-Schmidtovu ortogonalizaci.

1ovi = gy = 751,10

2. vl =(0,1,1) f%w((l,l,o),(o,l,l))-%(1,1,0) =1(-1,1,2). Proto vy =
%(4,1,2).

3. Piedné w(%(l, 1,0),(1,1,1)) =2 a w(g=(-1,1,2),(1,1,1)) = lﬁ proto
vh = (1,1,1) — V2 %(1 1,0) — %%@(—1,1,2) = 2(1,-1,1). Konecné
vy = %(1.—1,1).

Nasgli jsme ortonormalni bazi (%(1, 1,0), \/ig(fl, 1,2), %(1, —1,1)). O

5.4.

3.7. Uvazujme standardni skalarni souéin w na redlném vektorovém prostoru RS.

Najdéte bézi ortogonalniho dopliiku podprostoru U = ((1,2,1,1,1),(0,—-1,1,1, 2)).
Pripomenme, ze

Ut ={veR’ wuv)=0WueU}={veR’ wuv)=0uc B}
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kde B je néjaka baze U. Snadno uvazime, ze potfebujeme najit pravé feseni homo-

genni soustavy rovnic s matici (1) 31 } } ; Tedy bézi Ut tvoii napiiklad
vektory (—3,1,1,0,0),(-3,1,0,1,0),(-5,2,0,0,1). O

3.8. Necht w je standardni skaldrni soucin na redlném vektorovém prostoru R*.
(a) najdéte néjakou ortonormélni bazi podprostoru V = ((1,1,-2,1), (2,0, 1,0),
(07 L0, 1)>7

(b) najdéte n&jakou ortogonélni bézi podprostoru U = ((1,1,0,1),(1,0,1,1)),

(¢) najdéte n&jakou ortogonélni bazi ortogonalniho doplitku U+,

(d) najdéte ortogonélni rozklad vektoru (1,2,0,0) vyhledem k podprostoru U,
tj. jednoznaéné uréené vektory u € U a ut € UL, aby (1,2,0,0) = u+ut.

(e) spocitejte ortogonélni projekci vektoru (—1,1,0,4) do podprostoru W =
((1,2,1,-1), (1,1,0,1)).

3

(a) Nejprve zvolime vhodnou béazi prostoru V', kterou budeme ortogonalizovat
pomoci Gramovy-Schmidtovy ortogonalizace. Vektor (2,0, 1,0) je zfejmé kolmy na
zbyvajici vektory, zvolme tedy bazi V', tak aby byl vektor (2,0, 1,0) na jejim prv-
nim misté. Tedy ortogonalizujme napiiklad bazi ((2,0,1,0),(0,1,0,1),(1,1,-2,1)).
Gramovu-Schmidtovu ortogonalizaci tentokrat mirné modifikujeme: najdeme nej-
prve ortogonalni bazi a tu budeme normalizovat az na zavér.

Uz jsme v8imli, Ze w((2,0,1,0),(0,1,0,1)) = 0, tedy mdme prvni dva (zatim
jen ortogonalni, nikoli ortonormalni) vektory hledané baze: vi = (2,0,1,0), v =
(0,1,0,1). Nyni budeme hledat tfeti bazicky vektor ve tvaru vi = (1,1,-2,1) —
¢1 v —co vi. Pritom mé spliiovat podminky, ze w(v}, vi) = 0 pro i = 1,2, z ¢ehoz
vyuzitim linearity skalarniho soucinu v druhé slozce dostavame, ze

Cw((1,1,-2,1),(2,0,1,0)) Cw((1,1,-2,1),(0,1,0,1))

= =0 5 = = —1.
“ 2((2.0,1,0)) oo 22((0,1,0,1))

Vsimnéme si, Ze koeficient je roven 0 diky volbé vektoru v} kolmého na vSechny né-
sledujici vektory, proto nam stacilo hledat ortogonélni bazi podprostoru ((1,1, —-2,1),
(0,1,0,1)), kterd musi byt kolmé na vektor (2,0,1,0). Tedy v§ = (1,1,-2,1) —
(0,1,0,1) = (1,0,-2,0) je poslednim hledanym kolmym vektorem. Posloupnost
vektord ((2,0,1,0),(0,1,0,1),(1,0,-2,0)) tvoii ziejmé ortogonalni bazi prostoru

V. Zbyva ndm jednotlivé vektory normalizovat: v; = ﬁ = %(2,0, 1,0), vo =
1

vy 1 vy 1 B R

v = \/5(0’1’0’1)’ V3 = i = \/5(1,0, 2,0), Ortonormdlni bézi je tedy

napiiklad posloupnost vektort %(2, 0,1,0), \/LE(O, 1,0,1), \/Lg(l, 0,-2,0).

(b), (c) MtZeme postupovat nékolika zptisoby. Jednak miZeme doplnit vektory
(1,1,0,1),(1,0,1,1) na bazi celého prostoru R* (napiiklad vektory (1,0,0,0) a
(0,1,0,0)) a tuto bézi upravit Gramovou-Schmidtovou ortogonalizaci. Prvni dva
vektory ortogonalizované baze budou pfitom tvorit ortogondlni bazi U, dalsi dva
vektory budou tvofit ortogonalni bazi dopliku U+.

Rovnéz nam staci najit libovolnou bézi U+ (napiiklad tymz postupem z 3.7) a
obé baze ortogonalizovat. Postupujme druhym zptisobem: Bazi U~ tvoii napiiklad
posloupnost (—1,1,1,0), (0,1,1,—1). Vektor (0,1,1,—1) mizeme upravit jednim
krokem Gramovy-Schmidtovy ortogonalizace

w((-1,1,1,0),(0,1,1,-1))
3

1
(07171771)7 (7171/170)25(2/171/73)

3
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3

Obdobné ((1,1,0,1), (1,-2,3,1)) tvoii ortogonalni béazi U.

(d) V tlohéch (b), (¢) jsme nasli ortogonalni baze podprostortt U a UL, z kterych
pouhou normalizaci dostaneme ortonormalni bazi celého R*: M = (uy,uy, u3,uy) =

(1, 1,0,1), (1,22, 8, 1), = (= 1,1,1,0), ——= (2, 1,1, —3))

- \/g s Ly Uy :\/1—5 ) y 9y :\/g y Ly sy 7\/ﬁ y Ly sy )
kde U = (uj,uz) a Ut = (u3,uy). Spoéitdme-li pro libovolny vektor w € R*
soufadnice

a proto posloupnost (—1,1,1,0),(2,1,1, —3) tvoif ortogonalni bazi U+.

(a1,a2,a3,a4) = {w}y = (w(uy, w), w(us, w),w(us, w),w(uy, w)),

vidime, Ze w = (a; u; +az u2) + (a3 uz +aquy), kde ziejmé a3 u; +asus € U a
azus +asuy € UL, Spocitdme tedy soufadnice

{(172=070)}M = (\/57 _\/§7 %: \;%—5)7

a dostavame

V3 \/g 1 1
u=Y21,1,01) - Y2(1,-2,3,1) = (1,1,0,1) — (1, -2,3,1) = (4,7, 3,4
00 - Y0250 = (1100 - 10,230 = 20730

a podobné

1 4 1
L= 2(=1,1,1,00 + —(2,1,1, -3) = =(1,3.3, —4).
u 3(,,7)+15(,7,)5(,7,)

Na z4vér poznamenejme, Ze jsme vektor u' nemuseli poéitat pomoci Fourierovych

koeficientti, ale stacilo uvézit, ze u*t = (1,2,0,0) — u.

(e) Potfebujeme nejprve uréit soufadnice z;,xs ortogondlni projekce u = x; -
(1,2,1,-1) +z5-(1,1,0,1), aniz budeme hledat ortogonalni bazi W, jak jsme ¢inili
v 3.5 a (d). Polozime-li v = (1,2,1,-1), vo = (1,1,0,1) ay = (=1,1,0,4) Resime
tedy nehomogenni soustavu rovnic s matici:

(w(Vth) w(vi,vy) w(V1=Y)>:<7§ ‘ —3>_

w(va,vi) w(va,va) w(va,y) 2

Snadno zjistime, Zze 1 = —1 a x5 = 2, proto u = (1,0, -1, 3).
Pro kontrolu jesté ovéime, zda je vektor v—u = (-2,1,1,1) skuteéné kolmy na
podprostor U. Zfejmé (—2,1,1,1)-(1,2,1,—-1) =0a (=2,1,1,1)-(1,1,0,1) = 0. O

3.9. Uvazujme skalarni souéin w na redlném vektorovém prostoru R?, U podprostor
R? a v € R?. Najdéte vektor u € U aut € Ut, aby v=u+u",

(a) ]e_h U= <(17 37 72)/ (17 17 71)) av = (2) 47 3))

(b) jeli U =((1,2,1),(2,1,-1)) a v =(1,2,4),

(C) ]e_h U= <(172/ 1)7 (2/ ]-7 71)> av= (4) 27 1)

Postupujme obdobné jako v 3.8(d), tj. hleddme takovou linearni kombinaci vek-
tortt a(1,3,—-2)+b(1,1, —1), aby byl vektor (2,4, 3) —a(1,3,—2) —b(1,1, —1) kolmy
na prostor U. To miZeme ekvivalentné vyjadfit tak, ze vektor (2,4,3)—a(1,3, —2)—
b(1,1, —1) je kolmy na vektor (1,3, —2)1i (1,1, —1) a odtud dostavame soustavu rov-
nic

w((]-a 37 72)7 [(2/ 47 3) o a(17 37 72) - b(17 1’ 71)]) = 01
w((]-a 17 71)7 [(2 47 3) o a(17 37 72) - b(]-a 1) 71)]) = 0.

3
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Tuto soustavu upravime na nehomogenni soustavu linedrnich rovnic, sepiSeme do

(Gramovy) matice a vyfesime:
14 6 8
6 3 3)°

Snadno zjistime, ze a = 1 a b = —1, ortogonalni projekce vektoru (2,4,3) na
podprostor U je u = (1,3,-2) — (1,1,-1) = (0,2,—-1) aut = v—u = (2,4,3) —
(0,2,-1) = (2,2,4).
. L .. (6 3 9 e
(b) T tentokrat standardné najdeme Gramovu matici <3 6 ‘ 0) vyjadiujici
podminku, ze (1,2,4) — z(1,2,1) — y.(2,1, —1) je kolmé na podprostor U a dopo-
¢itdme ¢ = 2 a y = —1. Ortogondlni projekce vektoru (1,2,4) na podprostor U je
tedy u=2-(1,2,1)—1-(2,1,—1) = (0,3,3) a u’ = (1,2,4) — (0,3,3) = (1, —1,1).
(c) V&imnéme si, Ze pocitame-li stejné jako v (b), dostaneme Gramovu matic se

stejnymi levymi stranami, tj. <g 2 g) a dopocitdme x = 1 a y = 1, proto
u=-(1,2,1)+(2,1,-1) = (3,3,0) aut = (4,2,1) — (3,3,0) = (1, —1,1). O

12.4.

3.10. Najdéte priblizné feSeni metodou nejmensich ¢tvercti soustavy rovnic

T +2’I‘2 =0
2331 +xo +2£133 =0
T —2332 +x3 =10
I +2£132 +2£133 =7

I9 —&I3 =3

Snadno nahlédneme, 7e soustava nema feseni. Budeme tedy hledat jen ptiblizné
feSeni. Mame vektor pravych stran y = (1,4,6,2,—1) a vektory levych stran
a; = (1,2,1,1,0), ay = (2,1,-2,2,1) a a3 = (0,2,1,2, —1). Hledame z; tak, aby
2?21 x;a; byla pravé ortogondlni projekce vektoru pravych stran do podprostoru
(a1 , a9, as > .

Poznamenejme, ze by nebylo tézké dokéazat, ze pravé ortogondlni projekce v €
(a1, as,a3) vektoru y davd mezi v8emi vektory podprostoru (a;,as,as) minimalni
hodnotu w(y —v), coZ je pravé soucet druhych mocnin rozdili soufadnic ptivodniho
vektoru pravych stran y, pro néjz soustava neméla feSeni, a nového vektoru v, ktery
ziskdme ortogonalni projekci (odtud tedy nazev ,metoda nejmensich ¢tverc”).

Predchozi tivaha vede stejné jako v pripadé ortogonalni projekce k soustavé rov-
nic s matici

w(ar,a;) w(aj,az) w(a,az) w(ai,y)
w(as,a;) w(az,as) w(as,as) w(as,y)
w(ag,a;) w(as,as) w(as, asz) w(as,y)

Dosadime a hledame feSeni soustavy rovnic s matici

T 4 7 17
4 14 3 -3
7 3 10 21

Zbyvé nam dopocitat, ze 1 = 2, o = —1 a z3 = 1. O
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3.11. Najdéte priblizné feSeni metodou nejmensich ¢tvercti soustavy rovnic
T + y =2

3z + y =4
—2r — y =3

Polozime-li vi = (1,3,-2), vo = (1,1,—-1) ay = (2,4,3) a uvaZzujme-li stejné
jako v prikladu 3.10 potiebujme vyftesit nehomogeni soustavu s matici
w(vy,vi) w(vi,va) w(vi,y)| _ (14 6 8
w(ve,v1) w(va,va) w(va,y) 6 3 3

Tuto soustavu uZ jsme vytesili v tloze 3.9, tedy (z,y) = (1, —1) je pfiblizné Feseni
soustavy metodou nejmensich ¢tverci. O

3.12. Uvazujme redlny vektorovy prostor C ({—1,1)) hladkych fukci a definujme
1 L2
f-9= [, fgprokazdé f,g € Cc((—1,1)).
(a) Dokazte, Ze je - skalarn{ sou¢in na Coo ({(—1,1)).
(b) Najdéte ortonormalni bazi podprostoru (1, z,z?).

(a) Zvolme f,g9,h € Cx((—1,1)), a,b € R. Stadi pfipomenout, Ze fil fg =
fil gf a fil f(ag + bh) = afil fg + dfil fh, proto je - symetrickd bilinearni
forma. Jestlize navic f # 0, pak f - f = fil f% > 0, tudiz je - pozitivné definitni
symetricka bilinedrni forma na redlném vektorovém prostoru, tedy skalarni soucin.

(b) Postupujeme Gramovou-Schmidtovou ortogonalizaci na posloupnost funkei
1,2, 22.

Nejprve spod¢itdme skalarni soucin 1-1 = fil 12 =2, tedy ||1]| = V2 a fo = %

Protoze je \/LE x = fil 75 =0, dostdvame f, = z— (fil \%daz)% = z. Kone¢né

1 . 3 _1)3
[ 2de =L — ( 31) = 2, proto ||z = \/ga fi = \/g:n

Dale spoéitame skalarni soudiny % o fil %dm = g a \/gr o
\/gfil #3dz = 0 a odtud fo = 22 — %% = z? — §. Zbyvé spotitat

1 1 1 1
. 1. 2 . 1 2 4 2 8
2——2d: 4d ——/ 2d —/ lde = - — = - = -

/1(55 3) x /155 T3 133 a:—i—g B T = 9+9 1

Vidime, 7e fo = Y222 — V5. 0

4. VLASTN{ CISLA A VLASTNI VEKTORY

4.1. Najdéte vSechna vlastni ¢isla a v8echny jim prislusné vlastni vektory endomor-

3 2) vzhledem

fismuu ¢ na realném vektorovém prostoru R? s matici [¢]k, = (2 6

ke kanonické bazi Ks.

Méme zjistit, pro kterd redlna (vlastni) ¢isla A existuje nenulovy (vlastni) vektor
v, aby ¢(v) = Av. To miizeme ekvivalentné vyjadfit ve tvaru (¢ — Ald)(v) = 0, a
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v maticovém zapisu pro libovolnou bazi B prostoru R? ve tvaru
([els — AE)[W]E = [(p — Md)]slv]E; = [0]F = (0,0)T.

Hleddme tedy vSechna takovd A € R, pro néz existuje netriviadlni feseni homogenni
soustavy rovuic se ¢tvercovou matici [(¢ — Ald)]g. To nastéava pravé tehdy, kdyz je
matice [¢]p — AE singuldrni. Spo¢itdme tedy nejprve vlastni ¢isla matice endomor-
fismu vzhledem k néjaké pevné zvolené bazi. Poznamenejme, Ze pii tom nezalezi
na volbé baze, ale je dulezité, abychom pocitali s matici endomorfismu, tj. s matici
daného homomorfismu vzhledem k stejné bazi v definiénim oboru i oboru hodnot.
V nasem piipadé budeme pracovat s matici [¢]x,.
Uréime charkteristicky polynom matice

det([¢lg, —AE) =3 -6 —-X) —4=X -9 +14=(\—-2)(A 7).

Vlastni ¢isla matice [p]k, jsou tedy pravé kofeny charakteristického polynomu,
tedy ¢isla 2 a 7. Dale budeme postupné dosazovat do matice [¢]k, — AE vypoctend
vlastni ¢isla a budeme hledat vlastni vektory matice [¢]k,, tedy nenulové feSeni
homogennich soustav rovnic s maticemi, kterd tvoiri pravé souradnicové vektory
vlastnich vektord endomorfismu ¢:

[so]K22-E=<; i) [¢1K27-E:(24 _21>

Snadno zjistime, Ze vSechny nenulové nasobky vektoru (—2,1) jsou vlastnimi vek-
tory matice [¢] k, prisluSnymi vlastnimu ¢islu 2 a v8echny nenulové ndsobky vektoru
(1,2) jsou vlastnimi vektory matice [p]k, pFislusnymi vlastnimu ¢&islu 7.

Kone¢né mame-li spocitané soufadnice vlastnich vektort {v}k, vzhledem ke
kanonické bazi, okamzité vidime, Ze mnozinu vSech vlastnich vektord prislusnych
vlastnimu ¢islu 2 tvori ((—2,1)) — {(0,0)} a mnozinu v8ech vlastnich vektort p¥i-
slusnych vlastnimu ¢éislu 7 tvoii ((1,2)) — {(0,0)}. O

4 0 2
4.2. Najdéte vSechna vlastni ¢isla a vSechny vlastni vektory matice A = |4 1 1
2 0 4

nad télesem Zs. Kolik vlastnich vektorti matice A existuje?

Nejprve hleddme nad télesem Zjs kotfeny polynomu p()\) = det(A — AE) = 4)\3 +
4)X% + 2. Prostym dosazenim, zjistime, 7e p(1) = 0 a p(2) = 0, tedy vlastni &sla
matice A jsou pravé 1 a 2. Déle feSime homogenni soustavy rovnic s matici A—1-E
A-2-E:

3.0 2 2 0 2
A-1-E=(4 0 1|, A—2.E=[4 4 1
2 0 3 2 0 2

Ziejmé napiiklad vektory (1,0,1) a (0, 1,0) tvoii bézi podprostoru feseni soustavy
rovnic s matici A — 1-E, tudiz ((1,0,1),(0,1,0)) \ {0} je mnozina v8echn vlastnich
vektort prislusnych vlastnimu ¢islu 1 a vektor (1,3, 4) tvoii bazi podprostoru fegeni
soustavy rovnic s matici A —2-E, tudiz ((1, 3,4)) \ {0} je mnozina vSechn vlastnich
vektorti prislusnych vlastnimu ¢islu 2.

Snando spocitame, ze vlastnich vektorti pfislusnych vlastnimu éislu 1 je praveé
52 — 1 = 24 a vlastnich vektor@ p¥islusnych vlastnimu ¢islu 2 je pravé 5 — 1 = 4,
tedy celkem mame 28 vlastnich vektori matice A. O
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4.3. Najdéte v8echna vlastni ¢isla a vSechny vlastni vektory endomorfismu ¢ na
vektorové prostoru R? nad té&lesem redlnych ¢isel dany predpisem ¢ (x,y,z) = (z +
20+ 2,2 —y + 2z, —2y).

1 2 1
Nejprve snadno uréime matici endomorfismu [, = [ 2 —1 2 | vzhledem ke
0 -2 0
kanonické bazi K3 a poté najdeme jeji vlastni ¢isla. Mame tfi riizné vlastni ¢isla 0,
2 2 1
1 a —1. Vyfesime-li soustavy s maticemi []x, +1E=[2 0 2|, [¢]k, —0E =
0 -2 1
1 2 1 0 2 1
2 -1 2|, ¥k, —1E=[2 -2 2 |.Obvyklym zpisobem najdeme pravé
0 -2 0 0 -2 -1

viechny vlastni vektory (1,0, 1))\ {0}, {(3,1, ~2))\ {0} a ((-2,1,2))\ {0}. O

Dalsi dlohy

(1) M&jme zobrazeni h : R3xR? — R dané predpisem h((z1, 2, 23), (y1,¥2,y3)) =

T1Y1 — T1Y2 — T2y1 + 3Tay2 — Tays — T3Y2 + 223Y;3.
(a) Ovéite, 7e je h skalarni soucin na R3,

(b) najdéte né&jakou ortonormélni bazi P skaldrniho souéinu h,
(c) pro nalezenou bézi spocitejte souradnice [(1,0,0)]p, [(—1,1,2)]p,
(d) najdéte takovy izomorfismus ¢ : R® — R3, aby x-y = w(p(x), ¢(y)),

a urdete matice ¢ a ¢! 7 (c) vzhledem ke kanonické bazi,
(e) spocitejte [|(2,3,-1)].
(2) Necht B = ((0,1,1,1),(0,1,1, 1), (0,1,0,2), (1,1, 1,2)) je ortonormalni
baze vzhledem ke skaldrnimu soucinu - na R*.
(a) Spoéitejte (1,0,1,1)-(2,-2,~1,1) a ||(1,1,1,1)|,
(b) najdéte matici A, pro niz x -y = xAy’,
(c) ozna¢ime-li w standardni skaldrni soucin, najdéte takovy izomorfismus
¢ :R* = RY, aby x -y = w(p(x), ¢(¥)),
(d) urcete matice ¢ a ! z (c) vzhledem k bazi B.
(3) Bud w je standardni skaldrni sou¢in na realném vektorovém prostoru RS.
(a) Najdéte ortonormélni bazi podprostoru V- = ((1,3,-2,1,1), (2,0,1,1,0),
(1,3,1,2, -1)),
(b) najdéte ortonormélni bazi ortogonalniho doplitku V=,
(c) urcete ortogonélni projekei vektoru (2,1, —1,0,4) do podprostoru V' a
do podprostoru V=,
(d) jelli U = ((2,1,0,1,-1), (1,1,0,—1,3), (4, -1, -1, -2,3)), najdéte
vektory u € U a ut € UL, aby (1,1,0,0,-2) = u+u’,
(e) najdéte ortonormdlni baze podprostordt U + V, U+ + V, U + V*,
Ut+vt unv,utnv,unvtautnvt.
(4) Bud w je standardni skaldrni soucin na redlném vektorovém prostoru C*
dany piedpisem w(x,y) =X-y’.
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(a) Najdéte ortonormélni bazi podprostoru V= ((1,1 — 4,14 14,2 — 3i),
(1+1,-1,14+2i,2 —14)),
(b) najdéte ortonormalni bazi ortogonalniho doplitku V=,
(c) urcete ortogonélni projekci vektoru (1+3i,2—14, —1, 2¢) do podprostoru
V a do podprostoru V=+,
(d) je-i U = ((i,—i,2+ 14,1 — 3i), (1,1,4,2 + 3i)), najdéte vektory u € U
aut €U+ aby (1+4,1,i,2 i) =u+ut,
(5) Najdéte ptiblizné feSeni metodou nejmensich ¢tvercii soustavy rovnic Ax? =
y” nad R, jestlize
1 1

ay =(1,0,1,1,2)

N
—
W= O N

ay =(2,3,0).

(6) Najdéte vSechna vlastni ¢isla a vSechny jim piislusné vlastni vektory endo-
morfismu ¢ na realném vektorovém prostoru R*

3 4 2 7 3 4 2 7
0 2 1 1 0 2 0 1
(a) [QO]K‘; “lo 0o 2 3 (b) [QO]K‘; “1lo 0 2 3
0 0 0 4 0 0 0 4
3 4 4 4 34 00
4 2 4 4 4 2 0 O
(C) [QO]K‘; = 4 4 2 4 (d) [QO]K‘; = 00 2 4
4 4 4 4 0 0 4 4

() p=1d, (f) ¢=0.



