
22.3.3. Skalární souèin3.1. Doka¾te, ¾e je zobrazení f((x1; x2); (y1; y2)) = 5x1y1 � x1y2 � x2y1 + x2y2skalární souèin na R2 a najdìte nìjakou jeho ortonormální bázi.Nad reálným vektorovým prostorem potøebujeme zjistit, zda je f pozitivnì de-�nitní symetri
ká bilineární forma. Snadno nahlédneme, ¾e se jedná o bilineárníformu s mati
í [f ℄K2 = � 5 �1�1 1 �. Vidíme, ¾e je [f ℄K2 symetri
ká mati
e, protoje f symetri
ká bilineární forma. Oznaèíme-li A = [f ℄K2 , pak nám staèí spoèítatdet(5) = 5 a detA = 4, tudí¾ díky Dùsledku 13.17 je f skalární souèinProto¾e ortogonální báze f reálného skalárního souèinu je právì polární bází fa ortonormální báze, B = (u1;u2) je ortogonální báze splòují
í naví
 podmínkuf(ui;ui) = 1, staèí najít standardním postupem vhodnou polární bázi� 5 �1 ?? 1 0�1 1 ?? 0 1� �s �4 0 ?? 1 10 1 ?? 0 1� �s �1 0 ?? 12 120 1 ?? 0 1� :Na¹li jsme ortonormální bázi B = (( 12 ; 12 ); (0; 1)). �3.2. Najdìte nìjakou ortonormální bázi skalárního souèinu h s mati
í [h℄K3 =0� 1 �1 �1�1 2 1�1 1 5 1A vzhledem ke kanoni
ké bázi.Budeme stejnì jako v pøed
hozí úloze hledat pomo
í symetri
ký
h úprav bázi,vùèi ní¾ má pozitivnì de�nitní symetri
ká bilineární forma h právì jednotkovoumati
i.0� 1 �1 �1 ?? 1 0 0�1 2 1 ?? 0 1 0�1 1 5 ?? 0 0 11A �s 0� 1 0 �1 ?? 1 0 00 1 0 ?? 1 1 0�1 0 5 ?? 0 0 11A �s�s 0�1 0 0 ?? 1 0 00 1 0 ?? 1 1 00 0 4 ?? 1 0 11A �s 0�1 0 0 ?? 1 0 00 1 0 ?? 1 1 00 0 1 ?? 12 0 121A :Na¹li jsme ortonormální bázi M = ((1; 0; 0); (1; 1; 0); ( 12 ; 0; 12 )). �3.3. Ne
h» B = ((1; 0; 1); (1; 1; 0); (0; 1; 1)) je ortonormální báze vzhledem ke ska-lárnímu souèinu � na R3.(a) Spoèítejte (1; 0; 1) � (0; 1; 1), (1; 0; 1) � (1; 1; 1) a (2; 1; 1) � (2; 3; 1),(b) najdìte mati
i A, pro ní¾ x � y = xAyT .(
) oznaèíme-li ! standardní skalární souèin, najdìte takový izomor�smus ' :R3 ! R3, aby x � y = !('(x); '(y)),(d) urèete mati
e ' a '�1 z (
) vzhledem ke kanoni
ké bázi.(a) Nejprve si v¹imnìme, ¾e (1; 0; 1) a (0; 1; 1) jsou dva rùzné vektory ortonor-mální báze, proto z de�ni
e ortonormality (1; 0; 1) � (0; 1; 1) = 0.Pøipomeòme, ¾e � je pozitivnì de�nitní symetri
ká bilineární forma na R3, tedyze zadání je jasná mati
e � vzhledem k bázi B, tj. [�℄B = E. Známe-li souøadni
e13



14vektoru vzhledem k bázi B, obvyklým zpùsobem spoèítáme hodnotu bilineárníformy. Vidíme (nebo spoèítáme), ¾e f(1; 0; 1)gB = (1; 0; 0), f(1; 1; 1)gB = 12 (1; 1; 1),f(2; 1; 1)gB = (1; 1; 0) a f(2; 3; 1)gB = (0; 2; 1), proto(1; 0; 1)�(1; 1; 1) = f(1; 0; 1)gBEf(1; 1; 1)gTB = (1; 0; 0)0�1212121A = 1� 12+0� 12+0� 12 = 12 ;(2; 1; 1) � (2; 3; 1) = f(2; 1; 1)gBEf(2; 3; 1)gTB = (1; 1; 0)0�0211A = 1 � 0+1 � 2+0 � 1 = 2:(b) Potøebujeme najít právì mati
i � vzhledem ke kanoni
ké bázi:A = [1℄TK3B [�℄B [1℄K3B = ([1℄TBK3)�1[1℄�1BK3 = 0�1 0 11 1 00 1 11A�10�1 1 00 1 11 0 11A�1 :Staèí tedy urèit 0�1 1 00 1 11 0 11A�1 = 12 0� 1 �1 11 1 �1�1 1 1 1A, a potomA = 12 0� 1 1 �1�1 1 11 �1 1 1A � 12 0� 1 �1 11 1 �1�1 1 1 1A = 14 0� 3 �1 �1�1 3 �1�1 �1 3 1A :(
) Uvá¾íme-li, ¾e danou podmínku mají splòovat i vektory jakékoli ortonormálníbáze B = (b1;b2;b3), tedy, ¾e Æij = bi � bj = !('(bi); '(bj)), vidíme, ¾e hledanýizomor�smus ' zobrazí nutnì ortonormální bázi vzhledem k � ortonormální bázivzhledem k !. Proto¾e kanoni
ká báze K3 je ortonormální vzhledem k !, polo¾me'(bi) = ei, i = 1; 2; 3. Tím máme jednoznaènì zadán izomor�smus '(v) = fvgB, onìm¾ díky linearitì v obou slo¾ká
h nahlédneme, ¾e splòuje po¾adovanou podmínku.(d) Proto¾e '(bi) = ei, máme '�1(ei) = bi, odkud okam¾itì z de�ni
e mati
eendomor�smu dostáváme, ¾e ['�1℄K3 = 0�1 1 00 1 11 0 11A. Koneènì ['℄K3 = ['�1℄�1K3 =0�1 1 00 1 11 0 11A�1 = 12 0� 1 �1 11 1 �1�1 1 1 1A. �29.3.3.4. Uva¾ujme standardní skalární souèin ! na reálném vektorovém prostoru R3.(a) Ovìøte, ¾e B = (( 1p3 ; 1p3 ; 1p3 ); ( 1p2 ;� 1p2 ; 0); ( 1p6 ; 1p6 ;� 2p6 )) je ortonor-mální báze R3 vzhledem �,(b) spoèítejte souøadni
e f(0; 0; 1)gB, f(2; 1; 0)gB a f(1; 2; 3)gB,(
) ovìøte, ¾e C = ((0; 0; 1); ( 2p5 ; 1p5 ; 0); ( 1p5 ;� 2p5 ; 0)) je ortonormální báze R3vzhledem �,(d) oznaème B = (b1;b2;b3), C = (
1; 
2; 
3) a doka¾te, ¾e pro izomor�smus jednoznaènì urèený podmínkou  (bi) = 
i, kde i = 1; 2; 3, platí ku k =k (u)k pro v¹e
hny vektory u 2 R3,



15(e) Rozhodnìte, zda jsou mati
e [1℄BK3 , [1℄TBK3 , [1℄K3B , [1℄TK3B , [1℄CK3 , [1℄TCK3 ,[1℄BC a [1℄TBC ortogonální,(f) najdìte mati
i izomor�smu  a izomor�smu  �1 vzhledem ke kanoni
kýmbázím.(a) Podle de�ni
e spoèítáme!(( 1p3 ; 1p3 ; 1p3); ( 1p3 ; 1p3 ; 1p3)) = 3 � ( 1p3)2 = 1;!(( 1p3 ; 1p3 ; 1p3); ( 1p2 ;� 1p2 ; 0)) = 1p6 � 1p6 = 0;!(( 1p3 ; 1p3 ; 1p3); ( 1p6 ; 1p6 ;� 2p6)) = 2 � 1p18 � 1p18 = 0;!(( 1p2 ;� 1p2 ; 0); ( 1p2 ;� 1p2 ; 0)) = 2 � ( 1p2)2 = 1;!(( 1p2 ;� 1p2 ; 0); ( 1p6 ; 1p6 ;� 2p6)) = � 1p12 � 1p12 = 0;!(( 1p6 ; 1p6 ;� 2p6); ( 1p6 ; 1p6 ;� 2p6)) = 2 � ( 1p6)2 + ( 2p6)2 = 1;tedy zjistili jsme, ¾e B je ortonormální posloupnopst, tedy lineárnì nezávislá po-sloupnost. Proto¾e jde o tøíprvkovou lineárnì nezávislou posloupnost ve vektorovémprostoru dimenze 3, musí jít o bázi a [!℄B = E. Poznamenejme, ¾e jsme mati
ovìná¹ výpoèet mohli struènì zapsat ve formì [1℄TBK3 � [1℄BK3 = E.(b) Pøipomeòme, ¾e pro ka¾dou ortonormální bázi B = (b1;b2;b3) a pro ka¾dývektor v 2 R3 platí fvgB = (b1 � v;b2 � v;b3 � v), protof(0; 0; 1)gB = (1 � 1p3 ; 1 � 0; 1 � �2p6) = 1p6(p2; 0;�2);dále f(2; 1; 0)gB = (2 + 1p3 ; 2� 1p2 ; 2 + 1p6 ) = (p3; 1p2 ;r32);f(1; 2; 3)gB = (1 + 2 + 3p3 ; 1� 2p2 ; 1 + 2� 3 � 2p6 ) = (2p3;� 1p2 ;�r32):(
) Stejnì jako v (a) pøímoèaøe spoèítáme, ¾e [!℄C = E.(d) Polo¾me fvgB = (v1; v2; v3) a [w℄B = (w1; w2; w3). Ovìøíme, ¾e !(v;w) =!( (v);  (w)):!(v;w) = ( 3Xi=1 vibi) � ( 3Xj=1wjbj) = Xi;j�3 viwj(bi � bj) = 3Xi=1 viwia podobnì!( (v);  (w)) = ( 3Xi=1 vi (bi)) � ( 3Xj=1wj (bj)) = Xi;j�3 viwj(
i � 
j) = 3Xi=1 viwi;èím¾ jsme dokázali, ¾e !(v;w) = !( (v);  (w)), a proto ku k = p!(u;u) =p!( (u);  (u)) = k (u)k.(e) Mati
e [1℄TBK3 a [1℄TCK3 obsahují v øád
í
h ortonormální bázi, tedy jde oortogonální mati
e pøímo podle de�ni
e. Proto¾e [1℄K3B = [1℄�1BK3 = [1℄TBK3 a



16[1℄BK3 = [1℄�1K3B = [1℄TK3B je ortogonální mati
e podle Vìty 2.10, vidíme, ¾e [1℄BK3 ,[1℄K3B , [1℄K3C a [1℄CK3 jsou opìt ortogonální mati
e. Koneènì vezmeme-li dvì or-togonální mati
e M a N, pakM �N � (M �N)T =M �N �NT �MT =M �E �MT = E;tedy souèin M �N je opìt ortogonální. Nyní zbývá pøipomenout, ¾e[1℄BC = [1℄K3C � [1℄BK3 ;kde jsou mati
e [1℄K3C a [1℄BK3 ortogonální, proto je i mati
e [1℄BC ortogonální.Koneènì [1℄CB = [1℄�1BC = [1℄TBC je ortogonální mati
e díky Vìtì 2.10.(f) Oznaème [ ℄K3 mati
i  vzhledem ke kanoni
kým bázím, tj. mati
i [ ℄K3K3 .Z de�ni
e  okam¾itì plyne, ¾e [ ℄BK3 = [1℄CK3 , proto podle Vìty 2.10 (a Vìty10.6)[ ℄K3 = [ ℄BK3 � [1℄K3B = [1℄CK3 � [1℄K3B = [1℄CK3 � [1℄�1BK3 = [1℄CK3 � [1℄TBK3Tedy vynásobíme-li[ ℄K3 = [1℄CK3 � [1℄TBK3 = 1p5 0� 0 2 10 1 �2p5 0 0 1A � 1p6 0�p2 p2 p2p3 �p3 01 1 �21A ;dostaneme [ ℄K3 = 1p30 0�2p3 + 1 �2p3 + 1 �2p3� 2 �p3� 2 4p10 p10 p101A.Proto¾e je mati
e [ ℄K3 = [1℄CK3 � [1℄TBK3 ortogonální máme[ �1℄K3 = [ ℄�1K3 = [ ℄TK3 = 1p30 0� 2p3 + 1 p3� 2 p10�2p3 + 1 �p3� 2 p10�2 4 p101A �3.5. Uva¾ujme standardní skalární souèin ! na reálném vektorovém prostoru R3a ne
h» V = h(1; 1; 0); (1; 3; 2)i.(a) Najdìte nìjakou ortonormální bázi prostoru V ,(b) najdìte ortogonální bázi V obsahují
í vektor (2; 4; 2),(
) spoèítejte ortogonální projek
i vektoru (2; 2;�1) do podprostoru V ,(d) spoèítejte bázi ortogonálního doplòku V ?,(e) urèete ortonormální bázi (
1; 
2; 
3) prostoru R3, pro ni¾ V = h
1; 
2i.(a) Budeme upravovat napøíklad bázi ((1; 1; 0); (1; 3; 2)) Gramovu-S
hmidtovuortogonaliza
í. Polo¾íme nejprve v1 = 1k(1;1;0)k (1; 1; 0) = 1p2 (1; 1; 0). Dále hledámevektor u2 ve tvaru u2 = (1; 3; 2) + 
 � v1. Z podmínky !(v1;v2) = 0 dostáváme, ¾e
 = �v1 �(1; 3; 2) = � 4p2 , proto u2 = (�1; 1; 2). Nyní vektor u2 normalizujeme adostanme v1 = 1k�1;1;2k (�1; 1; 2) = 1p6 (�1; 1; 2).Hledanou ortonormální bází V je tedy posloupnost ( 1p2 (1; 1; 0); 1p6 (�1; 1; 2)).(b) Postupujeme obdobnì jako v (a) jen zvolíme bázi V zaèínají
í vektorem(2; 4; 2), napøíklad bázi ((2; 4; 2); (1; 1; 0)). Nyní opìt pou¾ijeme Gramovu-S
hmidtovuortogonaliza
i, tentokrát ov¹em nebudeme normalizovat:



17Polo¾íme nejprve v1 = (2; 4; 2) a hledáme vektor v2 ve tvaru v2 = (1; 1; 0)+
�v1.Z podmínky !(v1;v2) = 0 tentokrát dostáváme, ¾e 
 = �!(v1;(1;1;0))!(v1;v1) = � 624 = � 14 ,proto v2 = (1; 1; 0)� 14 � (2; 4; 2) = 12 (1; 0;�1).Hledanou ortogonální bází V je tedy posloupnost ((2; 4; 2); 12 (1; 0;�1)) nebo po-sloupnost ((2; 4; 2); (1; 0;�1)).(
) Na pøedná¹
e bylo dokázáno, ¾e podobnì jako v úloze 3.4 lze souøadni
e or-togonální projek
e vektoru u na podprostor V vzhledem k ortonormální bázi B =(b1;b2) spoèítat pomo
í jako Fourierovy koe�
ienty, tj. oznaèíme-li vu 2 V ortogo-nální projek
i vektoru u na V , pak fvu℄B = (!(b1;v); !(b2;v)). Tedy vyu¾ijeme-li nalezené ortonormální báze B = ( 1p2 (1; 1; 0); 1p6 (�1; 1; 2)) z úlohy (a), mámefv(2;2;�1)℄ = ( 1p2!((1; 1; 0); (2; 2;�1)); 1p6!((�1; 1; 2); (2; 2;�1))) = ( 4p2 ;� 2p6 ), aproto vu = 4p2 1p2(1; 1; 0)� 2p6 1p6(�1; 1; 2) = 13(7; 5;�2):Na závìr si zkontrolujme, ¾e u�vu lez¾í v ortogonálním doplòku V , tedy, ¾e jevektor (2; 2;�1) � 13 (7; 5;�2) = 13 (�1; 1;�1) kolmý na v¹e
hny (bázi
ké) vektoryV . (d) Na kon
i úlohy (
) jsme na¹li vektor (�1; 1;�1) kolmý na 
elý prostor V .Proto¾e musí mít (nejen) ortogonální doplnìk V v R3 mít dimenzi 3� 2 = 1, na¹lijsme jeho bázi (�1; 1;�1).(e) V (a) jsme nalezli ortonormální bázi ( 1p2 (1; 1; 0); 1p6 (�1; 1; 2)) prostoru Va v (d) bázi
ký vektor (�1; 1;�1) podprostoru V ?. Staèí tedy poslední vektornormalizovat, tj. polo¾íme-li 
1 = 1p2 (1; 1; 0), 
2 = 1p6 (�1; 1; 2) 
3 = 1p3 (�1; 1;�1),dostáváme ortonormální bázi (
1; 
2; 
3) po¾adovaný
h vlastností. �3.6. Buï M = ((1; 1; 0); (0; 1; 1); (1; 1; 1)) báze reálného vektorového prostoru R3se standardním skalárním souèinem !. Najdìte ortonormální takovou bázi B =(v1;v2;v3) prostoru R3, aby h(1; 1; 0)i = hv1i a h(1; 1; 0); (0; 1; 1)i = hv1;v2i.Postupujme opìt Gramovu-S
hmidtovu ortogonaliza
í.1. v1 = (1;1;0)k(1;1;0)k = 1p2 (1; 1; 0).2. v02 = (0; 1; 1)� 1p2!((1; 1; 0); (0; 1; 1)) � 1p2 (1; 1; 0) = 12 (�1; 1; 2). Proto v2 =1p6 (�1; 1; 2).3. Pøednì !( 1p2 (1; 1; 0); (1; 1; 1)) = p2 a !( 1p6 (�1; 1; 2); (1; 1; 1)) = 2p6 , protov03 = (1; 1; 1) � p2 � 1p2 (1; 1; 0) � 2p6 1p6 (�1; 1; 2) = 13 (1;�1; 1). Koneènìv3 = 1p3 (1;�1; 1).Na¹li jsme ortonormální bázi ( 1p2 (1; 1; 0); 1p6 (�1; 1; 2); 13 (1;�1; 1)). �5.4.3.7. Uva¾ujme standardní skalární souèin ! na reálném vektorovém prostoru R5.Najdìte bázi ortogonálního doplòku podprostoru U = h(1; 2; 1; 1; 1); (0;�1; 1; 1; 2)i.Pøipomeòme, ¾eU? = fv 2 R5j !(u;v) = 08u 2 Ug = fv 2 R5j !(u;v) = 08u 2 Bg;



18kde B je nìjaká báze U . Snadno uvá¾íme, ¾e potøebujeme najít právì øe¹ení homo-genní soustavy rovni
 s mati
í �1 2 1 1 10 �1 1 1 2� Tedy bázi U? tvoøí napøíkladvektory (�3; 1; 1; 0; 0); (�3; 1; 0; 1; 0); (�5; 2; 0; 0; 1). �3.8. Ne
h» ! je standardní skalární souèin na reálném vektorovém prostoru R4.(a) najdìte nìjakou ortonormální bázi podprostoru V = h(1; 1;�2; 1), (2; 0; 1; 0),(0; 1; 0; 1)i,(b) najdìte nìjakou ortogonální bázi podprostoru U = h(1; 1; 0; 1); (1; 0; 1; 1)i,(
) najdìte nìjakou ortogonální bázi ortogonálního doplòku U?,(d) najdìte ortogonální rozklad vektoru (1; 2; 0; 0) vyhledem k podprostoru U ,tj. jednoznaènì urèené vektory u 2 U a u? 2 U?, aby (1; 2; 0; 0) = u+u?.(e) spoèítejte ortogonální projek
i vektoru (�1; 1; 0; 4) do podprostoru W =h(1; 2; 1;�1); (1; 1; 0; 1)i.(a) Nejprve zvolíme vhodnou bázi prostoru V , kterou budeme ortogonalizovatpomo
í Gramovy-S
hmidtovy ortogonaliza
e. Vektor (2; 0; 1; 0) je zøejmì kolmý nazbývají
í vektory, zvolme tedy bázi V , tak aby byl vektor (2; 0; 1; 0) na jejím prv-ním místì. Tedy ortogonalizujme napøíklad bázi ((2; 0; 1; 0); (0; 1; 0; 1); (1; 1;�2; 1)).Gramovu-S
hmidtovu ortogonaliza
i tentokrát mírnì modi�kujeme: najdeme nej-prve ortogonální bázi a tu budeme normalizovat a¾ na závìr.U¾ jsme v¹imli, ¾e !((2; 0; 1; 0); (0; 1; 0; 1)) = 0, tedy máme první dva (zatímjen ortogonální, nikoli ortonormální) vektory hledané báze: v01 = (2; 0; 1; 0), v02 =(0; 1; 0; 1). Nyní budeme hledat tøetí bázi
ký vektor ve tvaru v03 = (1; 1;�2; 1) �
1 v01�
2 v02. Pøitom má splòovat podmínky, ¾e !(v0i;v03) = 0 pro i = 1; 2, z èeho¾vyu¾itím linearity skalárního souèinu v druhé slo¾
e dostáváme, ¾e
1 = !((1; 1;�2; 1); (2; 0; 1; 0))!2((2; 0; 1; 0)) = 0; 
2 = !((1; 1;�2; 1); (0; 1; 0; 1))!2((0; 1; 0; 1)) = �1:V¹imnìme si, ¾e koe�
ient je roven 0 díky volbì vektoru v01 kolmého na v¹e
hny ná-sledují
í vektory, proto nám staèilo hledat ortogonální bázi podprostoru h(1; 1;�2; 1);(0; 1; 0; 1)i, která musí být kolmá na vektor (2; 0; 1; 0). Tedy v03 = (1; 1;�2; 1) �(0; 1; 0; 1) = (1; 0;�2; 0) je posledním hledaným kolmým vektorem. Posloupnostvektorù ((2; 0; 1; 0); (0; 1; 0; 1); (1; 0;�2; 0)) tvoøí zøejmì ortogonální bázi prostoruV . Zbývá nám jednotlivé vektory normalizovat: v1 = v01kv01 k = 1p5 (2; 0; 1; 0), v2 =v02kv02 k = 1p2 (0; 1; 0; 1), v3 = v03kv03 k = 1p5 (1; 0;�2; 0), Ortonormální bází je tedynapøíklad posloupnost vektorù ( 1p5 (2; 0; 1; 0); 1p2 (0; 1; 0; 1); 1p5 (1; 0;�2; 0).(b), (
) Mù¾eme postupovat nìkolika zpùsoby. Jednak mù¾eme doplnit vektory(1; 1; 0; 1); (1; 0; 1; 1) na bázi 
elého prostoru R4 (napøíklad vektory (1; 0; 0; 0) a(0; 1; 0; 0)) a tuto bázi upravit Gramovou-S
hmidtovou ortogonaliza
í. První dvavektory ortogonalizované báze budou pøitom tvoøit ortogonální bázi U , dal¹í dvavektory budou tvoøit ortogonální bázi doplòku U?.Rovnì¾ nám staèí najít libovolnou bázi U? (napøíklad tým¾ postupem z 3.7) aobì báze ortogonalizovat. Postupujme druhým zpùsobem: Bázi U? tvoøí napøíkladposloupnost (�1; 1; 1; 0), (0; 1; 1;�1). Vektor (0; 1; 1;�1) mù¾eme upravit jednímkrokem Gramovy-S
hmidtovy ortogonaliza
e(0; 1; 1;�1)� !((�1; 1; 1; 0); (0; 1; 1;�1))3 (�1; 1; 1; 0) = 13(2; 1; 1;�3);



19a proto posloupnost (�1; 1; 1; 0); (2; 1; 1;�3) tvoøí ortogonální bázi U?.Obdobnì ((1; 1; 0; 1), (1;�2; 3; 1)) tvoøí ortogonální bázi U .(d) V úlohá
h (b), (
) jsme na¹li ortogonální báze podprostorù U a U?, z který
hpouhou normaliza
í dostaneme ortonormální bázi 
eléhoR4:M = (u1;u2;u3;u4) == ( 1p3(1; 1; 0; 1); 1p15(1;�2; 3; 1); 1p3(�1; 1; 1; 0); 1p15(2; 1; 1;�3));kde U = hu1;u2i a U? = hu3;u4i. Spoèítáme-li pro libovolný vektor w 2 R4souøadni
e(a1; a2; a3; a4) = fwgM = (!(u1;w); !(u2;w); !(u3;w); !(u4;w));vidíme, ¾e w = (a1 u1+a2 u2) + (a3 u3+a4 u4), kde zøejmì a1 u1+a2 u2 2 U aa3 u3+a4 u4 2 U?. Spoèítáme tedy souøadni
ef(1; 2; 0; 0)gM = (p3;�r35 ; 1p3 ; 4p15);a dostávámeu = p3p3(1; 1; 0; 1)� q 35p15(1;�2; 3; 1) = (1; 1; 0; 1)� 15(1;�2; 3; 1) = 15(4; 7;�3; 4)a podobnì u? = 13(�1; 1; 1; 0) + 415(2; 1; 1;�3) = 15(1; 3; 3;�4):Na závìr poznamenejme, ¾e jsme vektor u? nemuseli poèítat pomo
í Fourierový
hkoe�
ientù, ale staèilo uvá¾it, ¾e u? = (1; 2; 0; 0)� u.(e) Potøebujeme nejprve urèit souøadni
e x1; x2 ortogonální projek
e u = x1 �(1; 2; 1;�1)+x2 � (1; 1; 0; 1), ani¾ budeme hledat ortogonální bázi W , jak jsme èiniliv 3.5 a (d). Polo¾íme-li v1 = (1; 2; 1;�1), v2 = (1; 1; 0; 1) a y = (�1; 1; 0; 4) Øe¹ímetedy nehomogenní soustavu rovni
 s mati
í:�!(v1;v1) !(v1;v2) ?? !(v1;y)!(v2;v1) !(v2;v2) ?? !(v2;y)� = �7 2 ?? �32 3 ?? 4 � :Snadno zjistíme, ¾e x1 = �1 a x2 = 2, proto u = (1; 0;�1; 3).Pro kontrolu je¹tì ovìøme, zda je vektor v�u = (�2; 1; 1; 1) skuteènì kolmý napodprostor U . Zøejmì (�2; 1; 1; 1)�(1; 2; 1;�1) = 0 a (�2; 1; 1; 1)�(1; 1; 0; 1) = 0. �3.9. Uva¾ujme skalární souèin ! na reálném vektorovém prostoruR3, U podprostorR3 a v 2 R3. Najdìte vektor u 2 U a u? 2 U?, aby v = u+u?,(a) je-li U = h(1; 3;�2); (1; 1;�1)i a v = (2; 4; 3),(b) je-li U = h(1; 2; 1); (2; 1;�1)i a v = (1; 2; 4),(
) je-li U = h(1; 2; 1); (2; 1;�1)i a v = (4; 2; 1).Postupujme obdobnì jako v 3.8(d), tj. hledáme takovou lineární kombina
i vek-torù a(1; 3;�2)+b(1; 1;�1), aby byl vektor (2; 4; 3)�a(1; 3;�2)�b(1; 1;�1) kolmýna prostor U . To mù¾eme ekvivalentnì vyjádøit tak, ¾e vektor (2; 4; 3)�a(1; 3;�2)�b(1; 1;�1) je kolmý na vektor (1; 3;�2) i (1; 1;�1) a odtud dostáváme soustavu rov-ni
 !((1; 3;�2); [(2; 4; 3)� a(1; 3;�2)� b(1; 1;�1)℄) = 0;!((1; 1;�1); [(2; 4; 3)� a(1; 3;�2)� b(1; 1;�1)℄) = 0:



20Tuto soustavu upravíme na nehomogenní soustavu lineární
h rovni
, sepí¹eme do(Gramovy) mati
e a vyøe¹íme: �14 6 ?? 86 3 ?? 3� :Snadno zjistíme, ¾e a = 1 a b = �1, ortogonální projek
e vektoru (2; 4; 3) napodprostor U je u = (1; 3;�2)� (1; 1;�1) = (0; 2;�1) a u? = v�u = (2; 4; 3)�(0; 2;�1) = (2; 2; 4).(b) I tentokrát standardnì najdeme Gramovu mati
i �6 3 ?? 93 6 ?? 0� vyjadøují
ípodmínku, ¾e (1; 2; 4) � x(1; 2; 1) � y:(2; 1;�1) je kolmé na podprostor U a dopo-èítáme x = 2 a y = �1. Ortogonální projek
e vektoru (1; 2; 4) na podprostor U jetedy u = 2 � (1; 2; 1)� 1 � (2; 1;�1) = (0; 3; 3) a u? = (1; 2; 4)� (0; 3; 3) = (1;�1; 1).(
) V¹imnìme si, ¾e poèítáme-li stejnì jako v (b), dostaneme Gramovu mati
 sestejnými levými stranami, tj. �6 3 ?? 93 6 ?? 9� a dopoèítáme x = 1 a y = 1, protou = �(1; 2; 1) + (2; 1;�1) = (3; 3; 0) a u? = (4; 2; 1)� (3; 3; 0) = (1;�1; 1). �12.4.3.10. Najdìte pøibli¾né øe¹ení metodou nejmen¹í
h ètver
ù soustavy rovni
x1 +2x2 = 02x1 +x2 +2x3 = 0x1 �2x2 +x3 = 10x1 +2x2 +2x3 = 7x2 �x3 = 3Snadno nahlédneme, ¾e soustava nemá øe¹ení. Budeme tedy hledat jen pøibli¾néøe¹ení. Máme vektor pravý
h stran y = (1; 4; 6; 2;�1) a vektory levý
h strana1 = (1; 2; 1; 1; 0), a2 = (2; 1;�2; 2; 1) a a3 = (0; 2; 1; 2;�1). Hledáme xi tak, abyP3i=1 xiai byla právì ortogonální projek
e vektoru pravý
h stran do podprostoruha1; a2; a3i.Poznamenejme, ¾e by nebylo tì¾ké dokázat, ¾e právì ortogonální projek
e v 2ha1; a2; a3i vektoru y dává mezi v¹emi vektory podprostoru ha1; a2; a3i minimálníhodnotu !(y�v), 
o¾ je právì souèet druhý
h mo
nin rozdílù souøadni
 pùvodníhovektoru pravý
h stran y, pro nìj¾ soustava nemìla øe¹eni, a nového vektoru v, kterýzískáme ortogonální projek
í (odtud tedy název þmetoda nejmen¹í
h ètver
ù").Pøed
hozí úvaha vede stejnì jako v pøípadì ortogonální projek
e k soustavì rov-ni
 s mati
í 0�!(a1; a1) !(a1; a2) !(a1; a3) ?? !(a1;y)!(a2; a1) !(a2; a2) !(a2; a3) ?? !(a2;y)!(a3; a1) !(a3; a2) !(a3; a3) ?? !(a3;y)1A :Dosadíme a hledáme øe¹ení soustavy rovni
 s mati
í0�7 4 7 ?? 174 14 3 ?? �37 3 10 ?? 211A :Zbývá nám dopoèítat, ¾e x1 = 2, x2 = �1 a x3 = 1. �



213.11. Najdìte pøibli¾né øe¹ení metodou nejmen¹í
h ètver
ù soustavy rovni
x + y = 23x + y = 4�2x � y = 3Polo¾íme-li v1 = (1; 3;�2), v2 = (1; 1;�1) a y = (2; 4; 3) a uva¾ujme-li stejnìjako v pøíkladu 3.10 potøebujme vyøe¹it nehomogení soustavu s mati
í�!(v1;v1) !(v1;v2) ?? !(v1;y)!(v2;v1) !(v2;v2) ?? !(v2;y)� = �14 6 ?? 86 3 ?? 3� :Tuto soustavu u¾ jsme vyøe¹ili v úloze 3.9, tedy (x; y) = (1;�1) je pøibli¾né øe¹enísoustavy metodou nejmen¹í
h ètver
ù. �3.12. Uva¾ujme reálný vektorový prostor C1(h�1; 1i) hladký
h fuk
í a de�nujmef � g = R 1�1 fg pro ka¾dé f; g 2 C1(h�1; 1i).(a) Doka¾te, ¾e je � skalární souèin na C1(h�1; 1i).(b) Najdìte ortonormální bázi podprostoru h1; x; x2i.(a) Zvolme f; g; h 2 C1(h�1; 1i), a; b 2 R. Staèí pøipomenout, ¾e R 1�1 fg =R 1�1 gf a R 1�1 f(ag + bh) = a R 1�1 fg + d R 1�1 fh, proto je � symetri
ká bilineárníforma. Jestli¾e naví
 f 6= 0, pak f � f = R 1�1 f2 > 0, tudí¾ je � pozitivnì de�nitnísymetri
ká bilineární forma na reálném vektorovém prostoru, tedy skalární souèin.(b) Postupujeme Gramovou-S
hmidtovou ortogonaliza
í na posloupnost funk
í1; x; x2.Nejprve spoèítáme skalární souèin 1 � 1 = R 1�1 12 = 2, tedy k1k = p2 a f0 = 1p2 .Proto¾e je 1p2 �x = R 1�1 xp2 = 0, dostáváme ~f1 = x�(R 1�1 xp2dx) 1p2 = x. KoneènìR 1�1 x2dx = 133 � (�1)33 = 23 , proto kxk =q 23 a f1 =q 32x.Dále spoèítáme skalární souèiny 1p2 � x2 = R 1�1 x2p2dx = p23 a q 32x � x2 =q 32 R 1�1 x3dx = 0 a odtud ~f2 = x2 � p23 1p2 = x2 � 13 . Zbývá spoèítatZ 1�1(x2 � 13)2dx = Z 1�1 x4dx� 23 Z 1�1 x2dx+ 19 Z 1�1 1dx = 25 � 49 + 29 = 845 :Vidíme, ¾e f2 = 3p52p2x2 � p52p2 . �4. Vlastní èísla a vlastní vektory4.1. Najdìte v¹e
hna vlastní èísla a v¹e
hny jim pøíslu¹né vlastní vektory endomor-�smuu ' na reálném vektorovém prostoru R2 s mati
í ['℄K2 = �3 22 6� vzhledemke kanoni
ké bázi K2.Máme zjistit, pro která reálná (vlastní) èísla � existuje nenulový (vlastní) vektorv, aby '(v) = �v. To mù¾eme ekvivalentnì vyjádøit ve tvaru ('� �Id)(v) = 0, a



22v mati
ovém zápisu pro libovolnou bázi B prostoru R2 ve tvaru(['℄B � �E)[v℄TB = [('� �Id)℄B [v℄TB = [0℄TB = (0; 0)T :Hledáme tedy v¹e
hna taková � 2 R, pro nì¾ existuje netriviální øe¹ení homogennísoustavy rovni
 se ètver
ovou mati
í [('� �Id)℄B . To nastává právì tehdy, kdy¾ jemati
e ['℄B ��E singulární. Spoèítáme tedy nejprve vlastní èísla mati
e endomor-�smu vzhledem k nìjaké pevnì zvolené bázi. Poznamenejme, ¾e pøi tom nezále¾ína volbì báze, ale je dùle¾ité, aby
hom poèítali s mati
í endomor�smu, tj. s mati
ídaného homomor�smu vzhledem k stejné bázi v de�nièním oboru i oboru hodnot.V na¹em pøípadì budeme pra
ovat s mati
í ['℄K2 .Urèíme 
harkteristi
ký polynom mati
edet(['℄K2 � �E) = (3� �)(6� �)� 4 = �2 � 9�+ 14 = (� � 2)(�� 7):Vlastní èísla mati
e ['℄K2 jsou tedy právì koøeny 
harakteristi
kého polynomu,tedy èísla 2 a 7. Dále budeme postupnì dosazovat do mati
e ['℄K2 ��E vypoètenávlastní èísla a budeme hledat vlastní vektory mati
e ['℄K2 , tedy nenulová øe¹eníhomogenní
h soustav rovni
 s mati
emi, která tvoøí právì souøadni
ové vektoryvlastní
h vektorù endomor�smu ':['℄K2 � 2 �E = �1 22 4� ; ['℄K2 � 7 � E = ��4 22 �1� :Snadno zjistíme, ¾e v¹e
hny nenulové násobky vektoru (�2; 1) jsou vlastními vek-tory mati
e ['℄K2 pøíslu¹nými vlastnímu èíslu 2 a v¹e
hny nenulové násobky vektoru(1; 2) jsou vlastními vektory mati
e ['℄K2 pøíslu¹nými vlastnímu èíslu 7.Koneènì máme-li spoèítané souøadni
e vlastní
h vektorù fvgK2 vzhledem kekanoni
ké bázi, okam¾itì vidíme, ¾e mno¾inu v¹e
h vlastní
h vektorù pøíslu¹ný
hvlastnímu èíslu 2 tvoøí h(�2; 1)i � f(0; 0)g a mno¾inu v¹e
h vlastní
h vektorù pøí-slu¹ný
h vlastnímu èíslu 7 tvoøí h(1; 2)i � f(0; 0)g. �4.2. Najdìte v¹e
hna vlastní èísla a v¹e
hny vlastní vektory mati
eA = 0�4 0 24 1 12 0 41Anad tìlesem Z5. Kolik vlastní
h vektorù mati
e A existuje?Nejprve hledáme nad tìlesem Z5 koøeny polynomu p(�) = det(A��E) = 4�3+4�2 + 2. Prostým dosazením, zjistíme, ¾e p(1) = 0 a p(2) = 0, tedy vlastní èíslamati
e A jsou právì 1 a 2. Dále øe¹íme homogenní soustavy rovni
 s mati
í A�1 �EA� 2 � E: A� 1 � E = 0�3 0 24 0 12 0 31A ; A� 2 �E = 0�2 0 24 4 12 0 21AZøejmì napøíklad vektory (1; 0; 1) a (0; 1; 0) tvoøí bázi podprostoru øe¹ení soustavyrovni
 s mati
í A� 1 �E, tudí¾ h(1; 0; 1); (0; 1; 0)i n f0g je mno¾ina v¹e
hn vlastní
hvektorù pøíslu¹ný
h vlastnímu èíslu 1 a vektor (1; 3; 4) tvoøí bázi podprostoru øe¹enísoustavy rovni
 s mati
í A�2 �E, tudí¾ h(1; 3; 4)inf0g je mno¾ina v¹e
hn vlastní
hvektorù pøíslu¹ný
h vlastnímu èíslu 2.Snando spoèítáme, ¾e vlastní
h vektorù pøíslu¹ný
h vlastnímu èíslu 1 je právì52 � 1 = 24 a vlastní
h vektorù pøíslu¹ný
h vlastnímu èíslu 2 je právì 5 � 1 = 4,tedy 
elkem máme 28 vlastní
h vektorù mati
e A. �



234.3. Najdìte v¹e
hna vlastní èísla a v¹e
hny vlastní vektory endomor�smu  navektorové prostoru R3 nad tìlesem reálný
h èísel daný pøedpisem  (x; y; z) = (x+2y + z; 2x� y + 2z;�2y).Nejprve snadno urèíme mati
i endomor�smu [ ℄K3 = 0�1 2 12 �1 20 �2 01A vzhledem kekanoni
ké bázi K3 a poté najdeme její vlastní èísla. Máme tøi rùzná vlastní èísla 0,1 a �1. Vyøe¹íme-li soustavy s mati
emi [ ℄K3 +1E = 0�2 2 12 0 20 �2 11A, [ ℄K3 �0E =0�1 2 12 �1 20 �2 01A, [ ℄K3 � 1E = 0�0 2 12 �2 20 �2 �11A. Obvyklým zpùsobem najdeme právìv¹e
hny vlastní vektory h(1; 0;�1)i n f0g, h(3; 1;�2)i n f0g a h(�2; 1; 2)i n f0g. �
Dal¹í úlohy(1) Mìjme zobrazení h : R3�R3 ! R dané pøedpisem h((x1; x2; x3); (y1; y2; y3)) =x1y1 � x1y2 � x2y1 + 3x2y2 � x2y3 � x3y2 + 2x3y3.(a) Ovìøte, ¾e je h skalární souèin na R3,(b) najdìte nìjakou ortonormální bázi P skalárního souèinu h,(
) pro nalezenou bázi spoèítejte souøadni
e [(1; 0; 0)℄P , [(�1; 1; 2)℄P ,(d) najdìte takový izomor�smus ' : R3 ! R3, aby x � y = !('(x); '(y)),a urèete mati
e ' a '�1 z (
) vzhledem ke kanoni
ké bázi,(e) spoèítejte k(2; 3;�1)k.(2) Ne
h» B = ((0; 1; 1; 1); (0; 1; 1;�1); (0; 1; 0; 2); (1; 1;�1; 2)) je ortonormálníbáze vzhledem ke skalárnímu souèinu � na R4.(a) Spoèítejte (1; 0; 1; 1) � (2;�2;�1; 1) a k(1; 1; 1; 1)k,(b) najdìte mati
i A, pro ní¾ x � y = xAyT ,(
) oznaèíme-li ! standardní skalární souèin, najdìte takový izomor�smus' : R4 ! R4, aby x � y = !('(x); '(y)),(d) urèete mati
e ' a '�1 z (
) vzhledem k bázi B.(3) Buï ! je standardní skalární souèin na reálném vektorovém prostoru R5.(a) Najdìte ortonormální bázi podprostoru V = h(1; 3;�2; 1; 1), (2; 0; 1; 1; 0),(1; 3; 1; 2;�1)i,(b) najdìte ortonormální bázi ortogonálního doplòku V ?,(
) urèete ortogonální projek
i vektoru (2; 1;�1; 0; 4) do podprostoru V ado podprostoru V ?,(d) je-li U = h(2; 1; 0; 1;�1), (1; 1; 0;�1; 3), (4;�1;�1;�2; 3)i, najdìtevektory u 2 U a u? 2 U?, aby (1; 1; 0; 0;�2) = u+u?,(e) najdìte ortonormální báze podprostorù U + V , U? + V , U + V ?,U? + V ?, U \ V , U? \ V , U \ V ? a U? \ V ?.(4) Buï ! je standardní skalární souèin na reálném vektorovém prostoru C4daný pøedpisem !(x;y) = x � yT .



24 (a) Najdìte ortonormální bázi podprostoru V = h(1; 1 � i; 1 + i; 2 � 3i),(i+ 1;�1; 1+ 2i; 2� i)i,(b) najdìte ortonormální bázi ortogonálního doplòku V ?,(
) urèete ortogonální projek
i vektoru (1+3i; 2�i;�1; 2i) do podprostoruV a do podprostoru V ?,(d) je-li U = h(i;�i; 2 + i; 1� 3i), (1; 1; i; 2 + 3i)i, najdìte vektory u 2 Ua u? 2 U?, aby (1 + i; 1; i; 2� i) = u+u?,(5) Najdìte pøibli¾né øe¹ení metodou nejmen¹í
h ètver
ù soustavy rovni
AxT =yT nad R, jestli¾e(a) A = 0BBBB�1 1 22 1 01 2 10 1 31 1 11CCCCA a y = (1; 0; 1; 1; 2)(b) A je jako v (a) a y = (2; 1; 0; 2; 1),(
) A je jako v (a) a y = (2; 1; 0; 2; 0),(d) A = 0�1 12 11 21A a y = (2; 3; 0).(6) Najdìte v¹e
hna vlastní èísla a v¹e
hny jim pøíslu¹né vlastní vektory endo-mor�smu ' na reálném vektorovém prostoru R4(a) ['℄K4 = 0BB�3 4 2 70 2 1 10 0 2 30 0 0 41CCA ; (b) ['℄K4 = 0BB�3 4 2 70 2 0 10 0 2 30 0 0 41CCA ;(
) ['℄K4 = 0BB�3 4 4 44 2 4 44 4 2 44 4 4 41CCA ; (d) ['℄K4 = 0BB�3 4 0 04 2 0 00 0 2 40 0 4 41CCA ;(e) ' = Id; (f) ' = 0:(7) Najdìte v¹e
hna vlastní èísla a v¹e
hny vlastní vektory reálné mati
e A =0BB�0 3 3 33 0 3 33 3 0 33 3 3 01CCA.(8) Najdìte nad tìlesem Z7v¹e
hna vlastní èísla a v¹e
hny vlastní vektory ma-ti
e A = 0�3 4 42 3 13 3 21A.


