29./30.9.

1. POGITANI V TELESECH

Uvazujme mnozinu v8ech racionalnich c¢isel Q spolu s obvyklymi operacemi +
a - a vSimnéme si ,béznych” vlastnosti obou operaci (tj. takovych, jichz jsme bez
rozmysleni ochotni a schopni pouzivat). Nejprve zaznamenejme takové vlastnosti
sCitani:
1. Va,b,c € Q plati rovnost (a +b) +c=a+ (b+ ¢) (této vlastnosti operace
se obvykle ¥ké asociativita),
2. Va,b € Q plati, ze a + b = b+ a (této vlastnosti + Fikdme komutativita),
. Va € Q plati, Ze a + 0 = a (tedy 0 je tzv. neutrdlni prvek operace +),
4. Ya € Q existuje racionalni ¢islo, které oznacujeme —a, pro néz a+(—a) = 0
(tedy —a je opaény prvek k a).

w

Velmi podobny soubor vlastnosti spliiuje i ndsobeni:

5. Va,b,c € Q: (a-b)-c=a- (b-c) (asociativita),

6. Va,b € Q: a-b="b-a (komutativita),

7. Ya € Q plati, Ze a -1 = a (tedy 1 je neutrdlni prvek operace -),

8. Va € Q\{0} existuje racionalni ¢islo, které oznacujeme a~!, pronéz a-a=! =

1 (a™! je tzv. inverzni prvek k a).

Doposud jsme neuvedli Zaddnou vlastnost, ktera by uvazované operace néjak svazo-
vala. Uvédomme si, ze velmi silny pozadavek na ,spolupraci” + a - na racionédlnich
¢islech vyjadiuje pravidlo distributivity:

9. Va,b,ce Q:a-(b+c)=a-b+a-c

Neni tézké nahlédnout, ze jsme pravé shrnuli dilezité vlastnosti uvazovanych
operaci jako takovych a Ze mnohé dalsi samoziejmé vlastnosti lze z azxiomu 1.-9.
odvodit. Napiiklad fakt, ze —(a - b) = (—a) - b, plyne z axiom@ 9. a 4. a z faktu
0-b=0 (konkrétné a-b+ (—a)-b=(a+ (—a))-b=0-b=0) a dokonce i fakt, ze
0-b = 0 muzeme, jak zahy ukazeme z axiomatiky odvodit. To samoziejmé v pfipadé
racionalnich ¢isel, s nimiz jsme zvykli pocitat, na nic nepotiebujeme, ale muze to
byt velmi uzite¢né v okamziku, kdy se zamyslime, zda stejny (¢i podobny) soubor
vlastnosti nespliiuji i jiné pary operaci (a tim ani nevylu¢ujeme ani nezarucujeme,
Ze budou mit stejny zapis) na jinych mnozinch a zda pravé vyjmenované vlastnosti
nepostacuji k tomu, abychom uméli zodpovédét otazky, které si zdhy v ramci kurzu
linearni algebry polozime.
Uz ve chvili, kdy jsme sestavovali soupis vlastnosti 1.— 9., jsme si mohli uvédomit,

Ze jsou samoziejmeé splnény pro s¢itani a ndsobeni na realnych ¢i komplexnich ¢islech
(a Ze naptiklad s¢itani a ndsobeni na celych éislech splituje vSechny uvedené axiomy

.....

je pro né&jakou obecnou mnozinu T s dvojici binarnich operaci + a -:

1. Va,b,ceT: (a+b)+c=a+ (b+0¢),

. Va,beT:a+b=>b+a,

. existuje takovy prvek 0 € T, Ze Va € T plati rovnost a + 0 = a,

Va € T existuje —a € T, pro které a + (—a) =0,

. Va,b,ceT: (a-b)-c=a-(b-c),

.Va,beT:a-b=10-a,

. existuje takovy prvek 1 € T, ze Va € T plati rovnost a -1 = a,
1
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8. Va € T\ {0} existuje a=! € T, pro které a-a=* =1 (a™! je tzv. inverzni
proek k).

9. Va,b,ceT:a-(b+c)=a-b+a-c
V novém souboru axiomu jsme do 3. a 7. axiomu pridali formulaci ,existuje takovy
prvek”, ktera byla v piipadé racionélnich, redlnych ¢i komplexnich ¢isel zbytecna
(0 a 1 tam oznacuji zcela konkrétni ¢isla a my jen zaznamenali jejich charakteris-
tické vlastnosti), ale ve chvili, kdy nemame k dispozici nic vic nez dvé operace na
abstraktni mnoziné T, je nezbytna. Rovnéz si v§imnéme, Ze jsme v nové axiomatice
prevzali znaceni obvyklé u zmifiovanych konkrétnich éiselnych struktur (kromé sym-
bolti pro neutralni prvky také — a 1), které v obecné situaci nema konkrétni obsah
(je okamzité srozumitelné, jaké konkrétni raciondlni ¢isl mame na mysli, napiseme-
li —5 nebo %71, ovSem v jinych konkrétnich pfikladech struktur spliujicich danou
axiomatiku budou symboly — a ~! teprve vyzvou k naslednému vypoctu).

Nez shrneme nasi axiomatiku pod pojem téleso, ujasnéme si, co by znamenalo,
kdyby oba vyjimeéné prvky (tj. 0 a 1) splyvaly (tj. 0 = 1). Potom by pro libovolné
a € Toplatiloa =a-1=a-0 =0, tedy mnozina T by byla pouze jednoprvkova.
Pro jednoprvkovou mnozinu a jednoznaéné uréené (a zjevné totozné) operace + a
- by vSechny axiomy sice platily, ale pocitani by v takovém piipadé nebylo vibec
zajimavé a pii budovani vektorovych prostorti by pripusténi jednoprvkovych téles
prinaselo potize. Proto ptiddme k axiomatice pozadavek, aby mnozina T byla aspon
dvouprvkové (nebo ekvivalentné, aby 0 # 1).

1.1. Pfedpokladejme, Ze pro operace + a - na mnoziné 71" plati axiomy 1.-9. Do-
kazte, ze pro kazdé a,b € T plati:

(a) 0-a=0,

(b) (-1)-a=—a,

(c) jestlize a #0 a b # 0, potom a-b # 0.

(a) Nejprve uvézime, Ze podle 3. axiomu mame 0 + 0 = 0, podle 4. axiomu

0-a+(—(0-a)) =0, proto
0=0-a+(—(0-a))=(0+0)-a+ (—(0-a)).
Nyni upravime vyraz (0 + 0) - ¢ pomoci axiomu 9. a poté pouZzijeme nejprve axiom
1 a po ném opét axiomy 4 a 3 a dostaneme
0=(04+0)-a+(—(0-a))=0-a4+0-a+(—(0-a))=0-a+0=0-a.

(b) Staci vyuzit axiom 4, distribotivitu (tj. axiom 9) a pravé dokdzané pozorovani

(a), abychom dostali
0=0)-a=1+(-1)-a=1-a+(-1)-a.

Protoze 1-a = a podle 7. axiomu, vidime, ze (—1) - a je opravdu opaény prvek k
prvku a.

(c) Budeme dokazovat obménu tvrzeni. Pfedpoklddejme, Ze a -b = 0 a a # 0.
Potom existuje diky 8. axiomu inverzni prvek a~!. Diky axiomu 7, 8 a 5 tedy mame

b=1-b=(a"t-a)-b=a"t-(a-b).
Nyni sta¢i pouzit pfedpoklad a -b = 0 a tvrzeni (a), abychom dostali
b=at-(a-b)=a"'-0=0.



Nyni ukdzeme, ze dobfe znamé struktury Q, R ¢i C nejsou zdaleka jediné, které
splnuji axiomatiku télesa. Pomineme na tomto misté velké mnozsti prikladu téles,
ktera bychom mohli najit jako podtélesa redlnych cisel a zaméfime se na télesa s
koneénym pocétem prvki.

6./7.10.

Bud v nésledujicim n pfirozené éislo a polozme Z, = {0,1,...,n — 1}. Nyni
definujme na Z, operace +, a -, pfedpisem a +, b = (a + b)modn a a -, b =
(a - b)modn, kde modn znamend zbytek po celoéiselném déleni hodnotou n.

1.2. Ovéite, Ze pro vSechna celd a, b a libovolné pfirozené n plati, Ze ((a)modn +
(b)modn)modn = (a + b)modn a ((a)modn - (b)modn)modn = (a - b)modn.

Zvolme libovolé celd a, b a pfirozené n. Pfedné si rozmyslime vyznam zbytku
po celodiselném déleni, tedy, Ze existuji (jednoznacéné uréend) celd ¢ a r, pro néz
(a)modn + gn = a a (b)modn + rn = b. Navic pfipomenime, ze 0 < (a)modn < n
a 0 < (b)modn < n. Nyni poéitejme: (a + b)modn = ((a)modn + gn + (b)modn +
rn)modn = ((a)modn+(b)modn+(g+r)n)modn = ((a)modn+(b)modn)modn. O

1.3. Dokazte, ze Z,, spolu s operacemi +, a -, spliiuje axiomy 1.— 7. a 9.

Platnost axiomd 2.,3.,6.,7. plyne okamzité z definice operaci a odpovidajici vlast-
nosti pro cela ¢isla, axiomy 1., 5. a 9. plati diky pozorovani z 1.2. Koneéné —0 =0 a
—a = n—a pro véechna a € Z, \ {0}, protoze (a+n—a)modn = (n)modn =0. O

1.4. Najdéte inverzni prvky pro vSechny nenulové prvky télesa Zs.

V daném pifpadé miizeme postupovat zkusmo. Snadno zjistime, ze 17! = 1 (to
plati ostatné v kazdém télese), z pozorovani, ze 2 -5 3 = 1, plyne, ze 2! = 3 i ze
371 =2, a konedné 471 = 4, protoze 4 -5 4 = 1. ([l

1.5. Jsou-li r,s € N, r > 1,s > 1 a polozme n = rs. Dokazte, ze Z, spolu s
operacemi +,, a -, neni téleso.

Ukazali jsme, ze Z, spliiuje axiomy 1.— 7. a 9, zfejmé tedy nemiize platit 8.
axiom. Protoze vime, Ze v kazdém télese musi podle 1.1 platit pro a % 0 a b # 0,
ze a-b # 0, staci, abychom tuto podminku vyvratili. Polozime-li a = r a b = s, pak
vidime, 7e a # 0 a b # 0, ovSem a - b = (n)modn = 0. O

Necht ag > a; jsou dvé prirozena éisla. Pripometime Eukleidiv algoritmus
hledani nejvétsiho spolecného délitele (NSD) ¢isel ag a aq:

Zname-li a;_1 a a; spocteme a;+1 = (a;—1)mod a;. Tedy vime, Ze existuje takové
q; € N Ze a;—1 = q;a; + a;41 a a;41 < a;. Algoritmus skonéi, kdyz a,,+1 = 0, potom
an = NSD(ag, a1).

1.6. Najdéte pomoci Euklidova algoritmu takovéa cela ¢isla x a y, aby 30x+ 101y =
1.

Nejprve si v§imnéme, ze ¢islo 101 je prvocislo, tedy nejvétsi spole¢ny délitel ¢isel
30 a 101 je zcela jisté roven jedné. Euklidiv algoritmus na nalezeni nejvétsiho spo-
le¢ného délitele ¢isel 30 a 101 ndm tedy samoziejmé musi dat vysledek 1. Presto ho
pouzijeme a budeme vénovat pozornost vztahu predchozich a nasledujicich prvku:

ag = 101,

a; = 30,



az =101 —3-30 = 11,

a3 =30—2-11=28,

a4 = 11-8= 3,

a5 =8—-2-3=2,

ag =3 —2=1=NSD(101, 30).

Vidime, ze kazdé a;41 je celociselnou linearni kombinaci prvkt a; a a;—1, budeme-
li postupné dosazovat predchozi vyjadfeni do nasledujicich vyrazi, dostaneme kazdé
a;+1 jako celoéiselnou linedrni kombinaci prvkt ag a ay:

as =11 =101 — 3 - 30,

a3=8=30-2-11=30—-2-(101-3-30) =7-30—2-101,

ay=3=11-8=(101-3-30) — (7-30—2-101) =3-101 — 10 - 30,

a5 =2=8-2-3=(7-30—2-101) —2-(3-101 —10-30) =27-30 — 8- 101,

ag=1=3-2=(3-101-10-30) — (27-30—8-101) = 11-101 — 37 - 30.

Zjistili jsme, 7e x = —37 a y = 11. (]

1.7. Najdéte inverzni prvek k prvku 30 v télese Zqo1.

Potfebujeme najit ¢islo z € Z191, které by fesilo rovnici (30 - z)mod 101 = 1, coz
muzeme reformulovat tak, Ze hleddme celd x a y, z nichZ x ma leZet v Zq91, aby
30z + 101y = 1. Podobnou tlohu uz jsme fesili v pfedchozim piikladu, nyni si staci
uvédomit, ze nalezené x, které nelezi v pozadovaném intervalu miizeme posunout
pomoci vhodného nasobku ¢isla 101. Dostaneme tedy zbytek po celociselném déleni
¢islem 101, tj. 307! = (=37)mod101 = 101 — 37 = 64, protoze

1=11-101-37-30 = 11-101—30-101+101-30—37-30 = (11—30)-101+(101—37)-30.

Tedy jsme nasli dalsi a pro nés zajimavéjsi feseni feSeni 1 = 64-30—19-101 rovnice
z 1.6.
14./20.10.

1.8. Najdéte v télese Zig; prvky 6371, 2071 271, (20 - 63)~! a vyieste nad nim
rovnici 20 191 x =7

U prvnich dvou hodnot postupujme stejné jako v piedchozich tvahach, tedy
vyuzijeme Euklidiv algoritmus:

38 =101 — 63,

25 =63 —38=2-63 —101,

13=38—-25=2-101 - 363,

12=25-13=5-63 -3 101,

1=13-12=5-101 -8-63.

Zjistili jsme, Ze 637! = (—8)mod 101 = 93.

Podobné uz v prvnim kroku Euklidova algoritmu zjistime, ze 1 = 101 — 5 - 20,
tedy 207! = (—5)mod 101 = 96

Pii uréovani hodnoty 27! miizeme udélat jednoduchou obecnou tvahu pro Z,,
kde p je liché prvocislo, Ze ’%1 €Z,aze (2 p—;l)modp = (p+ )modp = 1, tedy
271 = 1005 — 51 v télese Zyor.

Uvézime-li, Ze z axiomatiky télesa plyne (a-b)"! =a~1-b71 a(—a) (—b) = a-bpro
vSechny jeho prvky a a b (zkuste podrobné dokazat!), a vyuzijeme-li vypoéitanych
hodnot, pak

(20 101 63) 71 =201 10, 6371 = (=5) -101 (—8) = 40.
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ProtoZe obvykly zptisob upravovani rovnic je ekvivalentni (tj. vratny) i pro rov-
nice nad obecnym télesem, zjistujeme, Ze hledané z je tvaru x = 207! .11 7 =
96 -101 7 = 66. O

1.9. Dokazte, pomoci Euklidova algoritmu, Ze Z,, spolu s operacemi +, a -, spliiuje
axiom 8.

Uvazujeme stejnym zptisobem jako v predchozich tlohéch. Zvolme libovolné ne-
nulové a € Z,. Protoze p je prvocislo, jsou a a p nesoudé€lné, tedy pomoci Euklidova
algoritmu lze najit celd = a y, pro néz ax + py = NSD(a,p) = 1. Nyni stac¢i vzit
a~! = (x)modp. O

Naddle budeme séitani a ndsobent v télese Z,, psdt bez indexu , (tj. jen + a -).

1.10. Spoditejte v télesech Zs a Z7 hodnotu vyrazu (—2)7'-((2+4)-(4+4)7) +3.
Postupujeme podle definice operaci na Zs i Z7, nejprve pocitejme nad Zs:

(=271 (2+4)-4+49) H+3=3"1-1-3H)+3=2-24+3=2.
Podobné dostavame nad Z:

(=2)7'(2+4) - d+49)H+3=5"1(6-17)+3=3-6+3=0.

O

1.11. Spoéitejte v télese komplexnich ¢isel C hodnotu vyrazii (3+i)~a (1—2i)~!-
(24 30).

Obvyklym zptsobem rozsifime zlomky komplexné sdruzenou hodnotou a dosta-

neme
1 1 3—1 3 1.

(3+4)7t

T3+%i 344 3—-i 10 10

243 243 1+2 4 7
1-2))71 (24 3i) = = : = —— + i
(=207 R43) =T =15, 779~ 515

1.12. Najdéte (n&jakd) realnd reseni soustavy rovnic:
r + 2y + z =1
—2r 4+ y + 2z = 2

Nejprve si soustavu zapiSeme do matice a poté ji pomoci pficteni vhodného
nésobku jedné rovnice k rovnici druhé upravime (na stfedni $kole se tento zptisob
upravovani obvykle nazyva ,séitaci metoda”):

1 2 1 |1 1 2 1 |1
<—2 1 2 ‘2)”(0 5 4 ’4)’
Druhy rfadek upravené matice, ktery odpovida rovnici 5y + 4z = 4, jsme dostali
pri¢tenim dvojnasobku rovnice x + 2y + z = 1 k rovnici —2z + y + 2z = 2 (tedy
prictenim dvojnasobku fadku (1 2 1 | 1) k radku (—2 1 2 | 2)) Snadno si uvé-
domime, Ze dosadime-li za z libovolnou hodnotu, pak jednoznac¢né dopocitame y a
x. Polozime-li naptiklad z = 0, pak z rovnice 5y + 4 - 0 = 4 dostavame, ze y = % a
z rovnice T + 2 - % + 0 = 1 spocitame, ze x = f%. Nasli jsme tedy jedno feseni dané



soustavy, které mizeme zapsat do trojice (z,y,z) = (—%, %,0). Podobné jsme jiné

feseni mohli dostat po volbé z = 1 a jednozna¢ném dopocitani y = x = 0. O

Na tomto misté si uvédomime geometricky vyznam feSeni dané soustavy: kazdou
z rovnic chdpeme jako rovinu v R? (tvofenou vSemi trojicemi (x,y, z), které rovnici
fesi) a mnoZina FeSeni celé soustavy je prinik téchto dvou rovin. Vimneme-li si
navic, ze roviny zjevné nejsou rovnobézné, musi mnozinu vsech feseni tvorit primka,
jejiz jeden bod (f%, %, 0) uZz jsme nasli. Nyni bychom mohli najit smér této pfimky
a najit tak dokonce vSechna redlna feseni. Tento ikol ovSsem vyfeSime az pozdéji
negeometricky pro vSechna télesa.

1.13. Najdéte (n&jakd) racionédlni reseni soustavy rovnic z tlohy 1.12.

Staci si rozmyslet, Ze z mnoziny feSeni predchozi llohy musime vybrat ta, ktera
jsou ve vsech slozkéch racionalni. Ziejmé maji feseni (—2,%,0) (0,0,1) vSechny
slozky racionalni, tedy jde o hledana racionalni feseni. O

1.14. Najdéte reseni soustavy rovnic z tlohy 1.12 nad télesem Zs.

Budeme postupovat stejnym formalizmem jako v tloze 1.12. Snadno si uveé-
domime, Ze staci postupovat obdobnymi tpravami, kterymi docilime maticového
zapisu v pozadovaném (,,odstuptiovaném” ¢ ,schodisfovém”) tvaru:

1 21 1y _ (1 2 1 |1 1 21 |1
-2 1 2 |2)\3 1 2 |2 0 0 4 |4)°

vSimnéme si, Zze k témuz vysledku dospé&jeme, kdyz finalni matici z 1.12 jednoduse
ve vSech slozkach upravime modulo 55:
1 2 1 1 1 2 1 1
(o 5 4 4>m°d5: (0 0 4 4)’
Nyni nejprve opét najdeme jedno FeSeni nehomogenni soustavy. Z druhé rovnice
nutné plyne, ze z = 1 a dosadime-li tentokrat y = 0 dopocitdme z prvni rovnice
x = 0. Tedy i feSeni (0,0,1) tlohy 1.12 bvyhovuje i nyni (v obecném ptipadé
bychom ho museli opét upravit modulo 5, tentokrat takova dprava ovSem fFeSeni
nezméni). Naopak raciondlni (a redlné) fesSeni (—%, %,0) nelze ,pfetlumocit” do
télesa Zs, protoZe zde nelze vydélit Cislem 5mod5 = 0 (tj. pFesnéji feceno najit k
nému inverzni prvek). O

1.15. Najdéte postupné nad télesy racionalnich ¢isel, Zs, Z7 a Z1; TeSeni soustavy
+ 2y = 3

rovinic: 3 + 2y - 9

Nejprve otazku pomoci maticového zapisu vyresime nad télesem Q, tentokrat si
navic uvédomime, Ze maticové umime zapsat nalezend feSeni:

1 2|3 1 2 3 1 2| 3 1 o] -3
3 2|2 0 —4 —7 01 1 0 1| I

Zjistili jsme, Ze (z,y) = (-3, %) je jediné racionélni feseni soustavy.

Nyni podobné jako v pfedchozi Gloze uvazime, ze jsme pri upravach nad Q nikde
_1
72) jen upravit modulo pFislusné
4

nedélili 5,7 ani 11 a proto staci matici (é 1

prvodislo.



Konkrétné nad télesem Zs je 271 = 3, 47! = 4, proto (—1)mod5 = (-1 -
27 mod5 = (4 - 3)mod5 = 2 a (f)mod5 = (7 -47')mod5 = (2 - 4)mod5 = 3.
Maticové zapsano nad Zs to znamena, ze

2

3 )

1 23 1 0
3 2|2 0 1

(x,y) = (2,3) je jediné feSeni soustavy nad télesem Zs. Podobné uvazime nad Z,
7e —1-271=6-4=3a7-47! =0, tedy nad timto t&lesem

1 23 1 0| 3
3 2|2 0 1] O

a (z,y) = (3,0). Kone¢né nad télesem Zj; stejnou tivahou dostavame —1-271 =
10-6=5a7-4"! =7-3 =10, a proto nad télesem Z;; dostavime jednoznaéné
feSeni (z,y) = (5,10), jemuz odpovidd maticovy zapis

1 23 1 0 5
3 2|2 0 1| 10/)°

Dalsi alohy

(1) Dokazte, ze opa¢ny i inverzni prvek jsou ke kazdému prvku v télese uréeny
jednoznacné.

(2) Dokazte, Ze neutrani prvky obou operaci v télese jsou uréeny jednozna¢né.

(3) Dokazte, ze pro vSechny prvky a, b obecného télesa plati —(a-b) = —a-b =
a-(=b), —(a)t=(-a)"t (a-b)t=a"t-bta(-a)(-b)=a-b.

(4) Bud T téleso - a necht a,b € T. Jestlize a - a = b - b, dokazte z axiomatiky
télesa, ze nutné a = b nebo a = —b.

(5) Spoditejte v télese Zgs hodnoty 1571 a (371 4+ 6-5371)~L.

(6) Vyfteste v télese Zgy rovnici 7 -2 +3 = 5171 +17.

(7) Najdéte nad télesy R, Q, C, Zs, Z5 a Z7 reSeni soustavy rovnic:

2z — y + 2z =1
z + y - z =1
(8) Najdéte vSechna komplexni feSeni soustavy rovnic:
i — 2y + z = 1—3
x + (14+dy — (2+3)z = i

(9) Najdéte nad télesy Zs a Z; aspoii t¥i FeSeni soustavy rovnic:

z + y + z + u = 3
T + 2y + 3z + 4du = 0
r + 4y = 0



