
ÚVOD DO FUNKCIONÁLNÍ ANALÝZY – CVIČENÍ

M. ZELENÝ

1. NORMOVANÉ LINEÁRNÍ PROSTORY – ZÁKLADNÍ POJMY A PŘÍKLADY

1.1. Zopakujte si definice pojmů: normovaný lineárnı́ prostor, metrika na normovaném prostoru, Ba-
nachův prostor.

1.2. Uvažujte prostor Rn, resp. Cn, s normami

jjxjjp D

 
nX
iD1

jxi j
p

!1=p
; p 2 Œ1;1/I

jjxjj1 D maxfjxi jI i 2 f1; : : : ; ngg:

(i) Ověřte, že jde opravdu o normy.
�
Zopakujte si zněnı́ a důkaz Youngovy nerovnosti, Hölderovy

nerovnosti a Minkowského nerovnosti.
�

(ii) Ukažte, že pro každé x je funkce p 7! jjxjjp nerostoucı́ a limp!1 jjxjjp D jjxjj1. Načrtněte
BX pro X D .R2; jj � jjp/ a p D 1; 2; 5=2;1.

(iii) Ukažte, že .Rn; jj � jjp/ je separabilnı́ Banachův prostor pro libovolné p 2 Œ1;1�.

1.3. Uvažujte prostory p̀; p 2 Œ1;1�, a c0 (přesněji p̀.N/; p 2 Œ1;1�, a c0.N/).
(i) Ukažte, že prostory p̀; p 2 Œ1;1�, a c0 jsou Banachovy.

(ii) Ukažte, že prostor `1 nenı́ separabilnı́.
(iii) Ukažte, že prostory p̀; p 2 Œ1;1/ a c0 jsou separabilnı́.

1.4. Definice prostorů Lp.X; �/, p 2 Œ1;1�.
(i) Ukažte, že prostory Lp.X; �/; p 2 Œ1;1� jsou Banachovy.

(ii) Ukažte, že prostor L1.0; 1/ nenı́ separabilnı́.
(iii) Ukažte, že prostory Lp.R/; p 2 Œ1;1/, jsou separabilnı́.

1.5. Prostor C.Œ0; 1�/ se supremovou normou je separabilnı́.

1.6. Nalezněte přı́klad normovaného lineárnı́ho prostoru, který nenı́ Banachův.

1.7. Každá koule (otevřená či uzavřená) v normovaném lineárnı́m prostoru je konvexnı́.

1.8. V normovaném lineárnı́m prostoru platı́: B.x; r/ D B.x; r/ a intB.x; r/ D B.x; r/.

1.9. Je-li Y podprostor normovaného lineárnı́ho prostoru X , pak Y je také podprostor.

1.10. Je-li A konvexnı́ podmnožina normovaného lineárnı́ho prostoru X , pak A je také konvexnı́.

1.11. Každá konvexnı́ podmnožina normovaného lineárnı́ho prostoru je souvislá.
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1.12. Necht’ `1.� / je vektorový prostor všech reálných (komplexnı́ch) omezených funkcı́ na neprázdné
množině � .

(a) Dokažte, že kf k1 D supfjf ./j W  2 � g je norma na `1.� /.
(b) Pro jaká � je .`1.� /; k � k1/ konečně rozměrný?
(c) Pro jaká � je .`1.� /; k � k1/ separabilnı́?
(d) Dokažte, že normovaný lineárnı́ prostor .`1.� /; k � k1/ je úplný.
(e) Uvažujte podprostor c0.� / všech funkcı́ x, které splňujı́

8" > 0 W f 2 � I jx./j > "g je konečná:

Zkoumejte jeho úplnost a separabilitu v závislosti na � .

1.13. Necht’ `p.� / je vektorový prostor všech reálných (komplexnı́ch) omezených funkcı́, které
splňujı́

P
 jx./j

p < 1. Ukažte, že .`p; jj � jjp/, kde p 2 Œ1;1/, jjxjjp D .
P
 jx./j

p/1=p, je
Banachův prostor. Zkoumejte jeho separabilitu.

1.14. Necht’ X , Y jsou normované lineárnı́ prostory, dimX <1 a L W X ! Y je lineárnı́. Potom je
L spojité.

1.15. Necht’ X je normovaný lineárnı́ prostor a dimX <1. Potom je BX kompaktnı́.

1.16. Necht’ X je normovaný lineárnı́ prostor, dimX < 1 a jj � jj1, jj � jj2 jsou normy na X . Potom
jsou tyto normy ekvivalentnı́.

1.17. Necht’ X je normovaný lineárnı́ prostor, dimX <1. Potom je X Banachův.

1.18. Necht’ X je Banachův prostor, dimX D 1. Potom existujı́ úplné normy k � k1 a k � k2 na X
takové, že

supfkxk1=kxk2I x 2 X n fogg D 1 a supfkxk2=kxk1I x 2 X n fogg D 1:

1.19. Necht’ X je Banachův prostor, dimX D1. Potom X nemá spočetnou algebraickou bázi.

1.20. Pro která p 2 Œ1;1� je norma k � kp na p̀ generována skalárnı́m součinem?

1.21. Ukažte, že T W R2 ! `1 definované předpisem

T .x; y/ D .x sin˛n C y cos˛n/
1
nD1;

kde množina f˛nI n 2 Ng je hustá v Œ0; 2��, je lineárnı́ izometrie do `1.

1.22. Necht’ X je Banachův prostor a
P
kxnk <1. Potom

P
x�.n/ konverguje ke stejnému součtu

pro každou permutaci � .

1.23. Nalezněte Banachův prostor X a
P
xn takovou, že

�
P
kxnk D 1,

�
P
x�.n/ konverguje pro každou permutaci � .

1.24. Necht’ X je Banachův prostor, dimX <1, K � X je kompaktnı́. Potom coK je kompaktnı́.

1.25. Nalezněte Banachův prostor X a K � X kompaktnı́ takové, že coK nenı́ kompaktnı́.
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2. OPERACE S BANACHOVÝMI PROSTORY

2.1. Ukažte ekvivalenci norem tvaru p.kxk; kyk/ na X � Y , kde p je norma na R2.

2.2. Pro která p v předchozı́ úloze je norma na X � Y Hilbertova?

2.3. Ukažte, že X � Y je Banachův, právě když X; Y jsou Banachovy.

2.4. Necht’ X je reálný normovaný prostor. Definujme Y WD fx C iy W x; y 2 Xg s normou

kx C iykY WD supfk.cos˛/x C .sin˛/yk W ˛ 2 Œ0; 2��g:

Ukažte, že Y je komplexnı́ normovaný prostor, přičemž X je jeho podprostor. Ukažte dále, že touto
konstrukcı́ vznikne z R komplexnı́ rovina C.

3. OPERÁTORY A FUNKCIONÁLY

3.1. Spočtěte normu lineárnı́ho zobrazenı́ L W .Rn; k � k1/! .Rm; k � k1/ s reprezentujı́cı́ maticı́ A.

3.2. Spočtěte normu lineárnı́ho zobrazenı́ L W .Rn; k � k1/! .Rm; k � k1/ s reprezentujı́cı́ maticı́ A.

3.3. Spočtěte normu zobrazenı́ L

� X D C.Œ0; 1�/, Y D R, g 2 C.Œ0; 1�/, L.f / D
R 1
0 f ,

� X D C.Œ0; 1�/, Y D R, g 2 C.Œ0; 1�/, L.f / D
R 1
0 fg,

� L W c0 ! R, L.x/ D
P1
nD1

xn

n2 ,
� L W `1 ! R, L.x/ D

P1
nD1.1 �

1
n
/xn,

� X D C1.Œ0; 1�/, Y D C.Œ0; 1�/, L W X ! Y;L.f / D f 0,
� f W H ! C, kde H je Hilbertův prostor a f .x/ D .x; y/,
� L W .R2; p/! .R2; p/, L.x; y/ D 3x C 4y, kde norma p D k � k1; k � k2; k � k1,
� L W L2.0; �/! R, L.f / D

R �
0 f .x/ sin x dx,

� L W C.Œ�1; 1�/! R, L.f / D
P1
nD1.�1/

n 1
n
f .1

n
/,

� L W `2 ! R, L.x/ D
P1
nD1

n

.2C 1
n
/n=2xn

,

� L W C.Œ0; 1�/! R, L.f / D lim
R 1
0 f .t

n/ dt ,
� L W Lp.0; 1/! R, L.f / D

R 1
0 tf .t/ dt ,

� L W L2.0; 1/! R, L.f / D
R 1
0 t
�1=5f .t/ dt .

4. HILBERTOVY PROSTORY

4.1. Najděte několik různých skalárnı́ch součinů na Rn (na Cn). Vysvětlete, proč normy definované
každým z nich jsou ekvivalentnı́ s eukleidovskou normou.

4.2. Spočtěte mina;b;c
R 1
�1 jx

3 � a � bx � cx2j2 dx:

4.3. Spočtěte mina;b;c
R1
0 jx

3 � .a C bx C cx2/j2e�x , a max
R1
0 x3g.x/e�x kde g je kolmé na

f1; x; x2g a
R1
0 jg.x/j

2e�x D 1.

4.4. Necht’ ' W H ! R je funkcionál. Dokažte, že kodimenze prostoru fxI '.x/ D 0g je nejvýše
jedna.

4.5. Dokažte tvrzenı́: M je uzavřený podprostor H , právě když .M?/? DM .
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4.6. Necht’ A � Œ0; 2�� je měřitelná. Dokažte, že

lim
n!1

Z
A

sinnx D lim
n!1

Z
A

cosnx D 0:

4.7. Popište ortogonálnı́ projekce H na M , pokud

M D ff 2 L2.0; 2�/ W cn.f / D 0 pro n 2 A � Zg;

M D ff 2 L2.R/ W f D 0 s.v. pro x 2 B � Rg

(A a B jsou dané množiny).

4.8. Ukažte, že na CŒ0; 1� nelze zavést skalárnı́ součin generujı́cı́ k:k1.

4.9. Najděte prostor se skalárnı́m součinem a v něm maximálnı́ ortonormálnı́ soustavu, jejı́ž lineárnı́
obal nenı́ hustý.

4.10. Necht’N je přirozené čı́slo, ˛ 2 C, ˛N D 1 a ˛2 ¤ 1. Dokažte, že skalárnı́ součin na Hilbertově
prostoru splňuje identity

.x; y/ D
1

N

NX
nD1

kx C ˛nyk2˛n

a

.x; y/ D
1

2�

Z �

��

kx C eityk2eit dt:

4.11. Necht’ X je prostor se skalárnı́m součinem. Pak je ekvivalentnı́:
(i) .x; y/ D 0;

(ii) kx C ˛yk D kx � ˛yk pro každý skalár ˛;
(iii) kx C ˛yk � kxk pro každý skalár ˛:

4.12. Necht’X je množina všech reálných absolutně spojitých funkcı́ na Œ0; 1�, pro něž f 0 2 L2.0; 1/:
Rozhodněte, zda X je prostor se skalárnı́m součinem, či zda je dokonce Hilbertův, pokud

.f; g/ D f .0/g.0/C

Z 1

0

f 0g0:

4.13. Určete ortogonálnı́ doplněk v L2.0; 1/ k prostoru ff 2 L2 W
R 1
0 f D 0g:

4.14. Ukažte, že Legenderovy polynomyPn.x/ D 1
2nnŠ

dn

dxn ..x
2�1/n/, n 2 N[f0g, tvořı́ ortogonálnı́

systém v L2.�1; 1/.

4.15. Ukažte, že Čebyševovy polynomy T0.x/ D 1, Tn.x/ D 1
2n�1 cos.n arccos x/ tvořı́ orto-

normálnı́ bázi v L2 s váhou 1p
1�x2

.

5. KONEČNĚROZMĚRNÉ PROSTORY

5.1. Necht’ X je normovaný lineárnı́ prostor a f 2 L.X;R/, kf k D 1. Potom

8x 2 X W jf .x/ D dist.x;Kerf /:

5.2. Necht’ Y D fx 2 c0I
P1
nD1

xn

2n D 0g. Potom platı́:
(i) Pak neexistuje x 2 Sc0

takový, že dist.x; Y / D 1.
(ii) Pro každé x 2 c0 n Y neexistuje y 2 Y takové, že kx � yk D dist.x; Y /.
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6. HAHN–BANACHOVA VĚTA

6.1. Ukažte, že kxk D supff .x/ W f 2 X�; kf k D 1g pro x 2 X , je-li X Banachův prostor.

6.2. (Banachova limita) Ukažte, že existuje spojitý lineárnı́ funkcionál L na prostoru `1 takový, že
L.x/ D limn!1 xn pro x 2 c,
L.x/ � L.y/, je-li xn � yn pro všechna n 2 N a konečně
L.x1; x2; : : : / D L.xk; xkC1; : : : / pro x 2 `1 a k 2 N.

(a) Užijte návod: Uvažujte funkcionál, který konvergentnı́ posloupnosti přiřadı́ jejı́ limitu, a sub-
lineárnı́ funkcionál lim supn!1

1
n

Pn
kD1 xk .

(b) Užijte návod: Uvažujte funkcionál rovný nule na posloupnostech tvaru .x2�x1; x3�x2; : : : /
a sublineárnı́ funkcionál p.x/ D supfxn W n 2 Ng.

(c) Ukažte, že ”Banachova limita”L nemůže splňovat rovnost L.xy/ D L.x/L.y/.

6.3. Necht’ X je normovaný lineárnı́ prostor.
(i) Necht’ Y �� X je konečněrozměrný. Pak Y má topologický doplněk.

(ii) Necht’ Y �� X je uzavřený a konečné kodimenze. Pak Y má topologický doplněk.

6.4. Necht’ f je konkávnı́ a g je konvexnı́ na konvexnı́ uzavřené množině K � Rn, necht’ f .x/ �
g.x/ pro x 2 K. Rozhodněte, zda existuje afinnı́ funkce h na R taková, že f .x/ � h.x/ � g.x/ pro
x 2 K.

(Funkce h je afinnı́, jestliže h.x/�h.0/ je lineárnı́. Ukažte, že h je afinnı́, právě když h.axCby/ D
ah.x/C bh.y/ pro všechna a; b 2 R, aC b D 1, x; y 2 Rn.)

6.5. Necht’ f je omezený funkcionál na podprostoru M Hilbertova prostoru H . Dokažte, že existuje
právě jedno rozšı́řenı́ f na celý H se stejnou normou. Ukaažte dále,že se toto rozšı́řenı́ anuluje na
M?.

6.6. Sestrojte omezený funkcionál na podprostoru L1.�/ tak, aby existovala dvě různá rozšı́řenı́ na
L1.�/ zachovávajı́cı́ normu.

6.7. Funkcionál f na normovaném lineárnı́m prostoru X je spojitý, právě když Kerf je uzavřený.
Ukažte, že obdobná věta neplatı́ pro operátory.

6.8. Necht’ M je podprostor normovaného prostoru X . Jestliže jediná spojitá lineárnı́ forma na X ,
která je nulová na M , je nulová, potom M je hustý v X:

6.9. Množina H � Rn se nazývá nadrovina, pokud existujı́ reálná čı́sla a1; : : : ; an; c tak, že H D
fx 2 Rn W

P
aixi D cg: Necht’ E je konvexnı́ s neprázdným vnitřkem a y ležı́ na hranici E.Dokažte,

že existuje nadrovina H tak, že y 2 H a E ležı́ na jedné straně H .

7. DUÁLNÍ PROSTORY A REFLEXIVITA

7.1. Popis duálnı́ch prostorů.
(a) .Fn; k � k2/� Š .Fn; k � k2/,
(b) .c0/� Š l1,
(c) .`1/� Š `1,
(d) .`p/� Š `q , kde 1

p
C

1
q
D 1,

(e) .LpŒ0; 1�/� Š LqŒ0; 1�, kde 1
p
C

1
q
D 1,

(f) .C.K//� ŠM.K/.

7.2. (a) Fn je reflexivnı́,
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(b) LpŒ0; 1� prostory jsou reflexivnı́ pro 1 < p <1,
(c) c0, `1, `1, L1Œ0; 1�, C.Œ0; 1�/ nenı́ reflexivnı́.

7.3. Nalezněte f 2 X� nenabývajı́ normu na BX pro X D c0; `1; `1; C.Œ0; 1�/.

8. SLABÁ KONVERGENCE

8.1. Platı́:
(i) w i w�–limita je jednoznačně určena,

(ii) jestliže xn ! x, pak xn
w
! x,

(iii) jestliže x�n
w
! x�, pak x�n

w�

! x�.

8.2. Platı́:
(i) feng � H je ortonormálnı́ báze v Hilbertově prostoru H , pak en

w
! 0 a feng nekonverguje k

0.
(ii) feng � `1 ”standardnı́ báze“, pak en

w�

! 0 a feng nekonverguje slabě k 0.

8.3. Ukažte, že každá posloupnost v duálu k Banachovu prostoru X , která konverguje slabě, konver-
guje též w�.

8.4. Platı́:
(i) Je-li fxng � X , xn

w
! x, pak fxng je omezená.

(ii) Je-li X Banachův, fx�ng � X
�, x�n

w�

! x�, pak fx�ng je omezená.

8.5. Ukažte, že slabá a w�-konvergence v duálu k reflexivnı́mu prostoru splývajı́.

8.6. Najděte posloupnosti na jednotkové sféře, které konvergujı́ slabě k nule, také v prostorech c0,
`1, . . .

8.7. Ukažte, že konvergence posloupnostı́ v normě splývá se slabou konvergencı́ v Rn a ve všech
konečně rozměrných Banachových prostorech.

8.8. Posloupnost ffng � CŒ0; 1� konverguje slabě k f 2 CŒ0; 1�, právě když ffng je omezená a
fn ! f bodově.

8.9. Necht’ X je normovaný prostor, fxng je kompaktnı́ množina a xn
w
! x, pak xn ! x:

8.10. Necht’ H je Hilbertův, xn ! x slabě a kxnk ! kxk: Pak xn ! x.

8.11. (Schurova věta) Dokažte, že každá slabě konvergentnı́ posloupnost v `1 je konvergentnı́ v
normě.


