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1. Uvazujte soustavu diferencialnich rovnic
yi=yi+y2+t,
Yy = =y1 + 3.

Naleznéte véechna maximalni feseni uvedené soustavy, ktera vyhovuji pocate¢ni pod-
mince y(0) = (3,0)7. (20 bodu)

2. Oznaéme
G ={lx.y.z] e R* x>+ y> +2° =4},
v(x,y,2) = [3x,3v.32]. [x,».z] €G,
2 = {[x,y,z] €eG:; x*+y?*<l,z> 0}.

Necht vektorové pole f: R? — R? je definovdno piedpisem f(x,y,z) = [x% 22, y].
(a) Ukazte, ze mnozina G je 2-plocha orientovana zobrazenim v.
(b) Ukazte, ze £2 je relativné oteviena podmnozina G spliujici 2\ 2 C G.
(c) Uréete Hg(£2) a explicitné odvodte, ze [1,0, /3] € Hg ().
(d) Uréete Hg(£2)+ a explicitné odvodte, ze [1,0, v/3] € Hg(£2)..
(¢) Ukazte, ze #'(Hg(£2) \ Hg(£2)«) = 0.
(D Ukazte, ze #H'(Hg(£2)) < oo.
(g) Spoctéte 1o, (x, y,z) pro (x,y,z) € Hg(82)«.
(h) Spoctéte [, (rot f,v)d H>.
(25 boduw)

3. Pro 27-periodickou funkci f, ktera je na intervalu [—m, ) definovana predpisem

—X, x € [-m,0),
f(x) =
2x, x €]0,m),
naleznéte Fourierovu fadu. Pro kazdé x € R naleznéte soucet této Fourierovy rady a
rozhodnéte, zda rfada konverguje stejnomérné. Sva tvrzeni zdavodnéte. (15 bodu)
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Reseni

1. Nejprve vyresime homogenni soustavu. Matice soustavy ma tvar

A:(_ll ;).

Upravami A-matice Al — A obdrzime matici

1 A=3
0 A2—4r+4)
Polynom A% — 41 + 4 ma dvojnasobny koten 2. Fundamentalni systém rovnice y — 4y}, +

2t 4,2t
,te

4y, = 0 ma tvar e . Obecné maximaln{ feSeni md pak tvar y (1) = cre? + core?.

Z rovnice y; + y5 — 3y, = 0 vypocteme

y1(t) = (c1 — 02)6% + cpte?.

Reseni nchomogenni soustavy budeme hledat ve tvaru
yi(t) = (a(t) = B(0))e* + p(r)te™,
y2(t) = a(t)e* + B(t)te.
Po dosazeni do soustavy dostaneme podminky
(@'(t) = B(0))e* + B'(t)ee? =1,
o (t)e* + B (H)te* =0

Odtud plyne o'(t) = t?e=%, /(1) = —te~?'. Nalezneme primitivni funkce a dostaneme
1 1 1
Ol(t) — __t26—2t _ _te—2t _ _e—2t,
2 2 4
B(t) = lte_Zt + le‘zt teR
2 4 ’ N

Obecné maximalni feseni nasi soustavy ma pak tvar

3 1
() = —Zl ) + (c1 — c2)e*! + cpte*

1 1 21 21
t)=——t——+cre cytet.
y2(1) 1 4+ 17 + ¢



Koeficienty ¢y, ¢, ur¢ime na zakladé pocatecni podminky a dostaneme

3 1 7 13
b )y =—71—>+ Eezt — TteZ’
1 1 1 13
yz(t) :—ZZ—Z—I—ZeZt—Tl(/’Zt, t €R.
3. Pro Fourierovy koeficienty plati
3
dogp = 57’[,
_3((=D" =1
n — nnz ’
-1 n+1
by = D
n

Pro soucet Fourierovy rady plati

) f(x), xe€(—m n)+2kn ke,
lim s,(f,x) =
n—00 %n, x=m+2kn, keZ.

Fourierova fada nekonverguje stejnomérné na R, nebot limita ¢aste¢nych souctti neni
spojita funkce.



