Zadani pisemné zkousky z Matematické analyzy 1 (vzor)
ZS 2019-20

1. Urcete, pro které hodnoty k € N je nasledujici limita vlastni a pro tyto hodnoty limitu
spoctcte.
(nz + 1)20 _ (l’l + 1)40
nggo (nk +2)10 — (n 4 1)30

(15 bodi)

2. Spoctéte limitu funkce.

o I+ x) =1+ x2
lim

x—>0 x2

(15 bod)

3. Spoctéte derivace i jednostranné derivace funkce f ve vsech bodech, kde existuji.
Urcete body, kde tyto derivace neexistuji.

f(x) = arcsin(%)

(15 bodi)

4. Uvazujte funkci
X 1
e 1+2x pr() X 75 —5,

0 pro x = —%.

fx) = {
(@) Rozhodnéte, zda je funkce f spojita na R.
(b) Rozhodnéte, zda existuje f”(—3). Pokud ano, uréete jeji hodnotu.
(¢) Uréete obraz mnoziny (—3, 00) pii zobrazeni f.

(d) Rozhodnéte, zda je funkce f na intervalu (—oo, —3) konvexni.

(15 bodi)
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Reseni uloh
1. Nejprve vyjadiime vhodnéjs$im zpiisobem vyrazy v Citateli a jmenovateli. Plati

(n* 4+ 1> — (n + D* = (n** +20n°% + P1(n)) — (n** + 400 + P>(n))
= —40n°° + P5(n),

kde Py, P,, P5 jsou polynomy splnujici st P; < 36, st P, < 38 a st P3 < 38, adale

(" +2)" — (n + 1)* = (n"% +20n% + 0,(n)) — (n*° + 300 + Q,(n))
—n30 + P4(n), pokud k <2,
= { —30n*® + Ps(n), pokudk =3,
n'% 4 Pg(n), pokud k > 3,

kde Q1, Q2, P4, Ps, Ps jsou polynomy splnujicist O < 8k, st O < 28,st P, < 29, st Ps <
28 a st Pg < 9k.

Pak mtzeme pocitat

i —40n3 0+ P3(n) _
(n* + 1) = (n + D* limy o0 =ity = 00 pokudk <2,
im = im0 g — 3
n—o00 (nk +2)10 — (n 4 1)30 n—00 —30n§g+P5(n) = p =3
limy o0 Sy pecy” =0 pokud k > 3.

K vypoctu prvnich dvou limit jsme vyuzili informaci ohledné stupnt polynomi
P3, P4, Ps a Pg. K odvozeni posledni rovnosti jsme vyuzili nerovnost st P3 < 38 < 10-4 <
10k. Limita zadané posloupnosti je tedy vlastni, pravé kdyz k > 3, a ma hodnotu 0.

2. Funkci v ¢itateli, kterou ozna¢ime f, mizeme zapsat jako

f(x) = e¥los+®) _ /1 4 x2, x> —1.

Plati limy_¢ xlog(l + x) = 0-0 = 0, a tedy lim,_o f(x) = ¢® — 1 = 0. Zde jsme vyuzili
spojitost funkei y = log(1 + y), y = e” a y = /¥ najejich defini¢nich oborech.

Pro derivaci funkce f plati

1 1 2x
"(x =e’”°g(1+x)<l-lo 1+ x —I—x-—)———, x> —1.
S sUt o+ ) e
Jmenovatel funkce ze zadani oznacime jako g. Pak plati splnuje limyg(x) = 0 a

Mg (x) = 2x, x € R.
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Zkusme spocitat limitu

. ! . 1 log(1 1 1 1 1
tim £ Jim (ersren (L. logl+x) 1 I pp——
x—0 g/(X) x—0 2 X 2 1+x 2 ,/1+x2 (1)
—1(11+11) S
2 2 2 2
Zde jsme pouzili vétu o aritmetice limit a limitu limy_,o w = 1. Limita (1) tedy

existuje a jsou splnény i ostatni predpoklady I'Hospitalova pravidla. Plati tedy

. I+ x) =1+ x2
lim -

1
x—0 x2 2

3. Nejprve urc¢ime defini¢ni obor funkce f. Defini¢ni obor funkce arcsin je roven inter-

valu [—1, 1]. Funkce f je tedy definovana v bodé x € R pokud plati —1 < 1—2:;2 < 1. Prvni

nerovnost lze prepsat jako (x + 1)? > 0 a druhou jako (x — 1)* > 0. Ob¢ nerovnosti jsou
splnény pro kazdé x € R, a tedy je funkce f definovana na celém R. Zaroven vidime, ze

pro kazdé x e R\ {—1,1} plati —1 < 1_%_);2 < 1.

Podle véty o derivaci slozené funkce miizeme pro x € R\ {—1, 1} pocitat

Fx) = 1 .2-(1—|—x2)—2x-2x
2x_\2 (14 x2)?
1_(14—);2)
_2(1—x?) 1 2sgn(l—x?)
Ol =x2? 14x2 1 4x2

Zbyva dopoditat (jednostranné) derivace v bodech 1 a —1. Spocteme jednostranné limity
derivace v bodech —1 a I:

2sgn(l — x?) ) -2

Am feo=Im e =0 e =t

Jim = tim BEEED < i
g 0= Jip PG = i =
g, = Jim PEEE = g =

Funkce f je spojita na R, takze podle Véty 5.11 a jeji analogie pro derivaci zleva dosta-

swyvame f/(=1) = =1, fi(-1) =1, f/(1) = 1 a f{(1) = —1. Derivace v bodech —1 a 1

neexistuji, nebot prislusné jednostranné derivace se nerovnaj.
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4. (a) Potitejme jednostranné limity v bodé —3:

. —X . —x
— X = .

lim oo a lim e™2 %)
x—>—3 I+ 2x x—>—1

2+

Prvni limita je typu ,,4/0% kde A > 0. Funkce x — 1 4 2x je kladna pro x > —%.

Podle Véty 3.4 dostavame prvni vysledek. Druhy vysledek plyne z prvniho pomoci véty
o limit¢ slozené funkce ve varianté s podminkou (P), ktera je splnéna, nebot {75+ # oo

pro kazdé x > —1. Funkce f tedy neni spojitd v bodé 1.

(b) Pocitejme podle definice derivace zleva

1 __x
b1 . )= f(=3) . e THx®
f(—5) = lim = lim
2 1 1 ! 1
x—>—5 X+ 5 x>—3_ X+ 3
1 __ 1
. x+1 . (x+3)2
= lim 2 = lim _ 1-i2 -
x—>—%_ e T+2x x—»—%_ eT+2x . (1+§x)2x
. -1 —1
= lm ———=—=0.
x_>_%_ eT+2x . 1 (0,@)

Pti vypoctu jsme pouzili druhé I'Hospitalovo pravidlo pro dvojici funkei h(x) = ﬁ,
XT3
x<—1/2ag(x)=eTx, x < —1. Ovéfme splnéni jeho predpokladii. Plati

. X . _x
lim = 00 a lim eT+2x = 0.
x—>—%_ 14+ 2x x—>—%_

Prvni limita je typu ,,4/0% kde A < 0. Funkce x — 1 4 2x je zaporna pro x < —%.
Podle Véty 3.4 dostavame prvni vysledek. Druhy vysledek plyne z prvniho pomoci véty

. v v ’ . v 7z st Y / X
o limit¢ slozené funkce ve varianté s podminkou (P), ktera je splnéna, nebot =5 75/00
v 17/ _l . . ., , _l . . . h (x)
pro kazdé x < —3. Derivace h a g existuji vlastni pro x < —3 a limita hmx_>_%_ 70)

existuje, jak jsme jiz spoditali.

(c) Plati lirnx_)_%Jr f(x) = 0o alimyo f(x) = e 2. Na intervalu (—1,00) spocitejme

derivaci funkce f:

x —1
! = +2x . — < (
fix)=e 11232
Funkce g(x) = —175;, x € R\ {—3}, je spojitd na svém defini¢nim oboru. SloZenim

s exponencialni funkci, ktera je spojita na R, dostavame funkci f spojitou v kazdém
bodé& mnoziny R \ {—1}. Funkce f je na intervalu (—3, o) spojitd a vzhledem ke zna-
ménku derivace klesajici. Mnozina f((—%, oo)) je interval a podle predchoziho plati

f((=3.00)) = (72, 00).



3b

(d) Spoctéme druhou derivaci funkce f na intervalu (—31, 00).

R N U S W Sl o 3
Sx) =e ((1—|—2x)4 (=2) (1+2x)3> 1+ 2x)*

Na intervalu (—oo,—32) je f” zdpornd a [’ je zdé spojita, a proto je funkce f na tomto
intervalu ryze konkédvni. Funkce f tedy neni na intervalu (—oo, —3) konvexni.

Pocetni chyba bez dopadu na obtiznost tlohy ................ —1 az —2 body



