18 Hilbertovy prostory

Véta 18.1. Necht’ (X, (-,-)) je unitdrni prostor nad télesem [ redlnych nebo komplexnich Cisel.

Potom ||x|| = +/{(x, x) je norma na X.

Lemma 18.2. Necht’ (X, (-, -)) je unitdrni prostor nad télesem . Na X x X uvaZujme metriku
p((u, ), (', v")) = max{|lu —u'l[, [l —v'[|}.

Potom je zobrazeni (-,-): X x X — F spojité.

Definice. Necht' X je unitdrni prostor nad télesem [F. Pokud je X tplny vzhledem k metrice
indukované normou ||x|| = /(x, x), pak se nazyva Hilbertovym prostorem.

Definice. Necht' X je unitdrni prostor, I" je indexovd mnoZina a (xy)yer je systém prvkl pros-
toru X.

(i) Rekneme, Ze indexovany systém {x, }yer je ortogonalni, jestlize plati
Vy,y €Ly #y"(x),x,) =0.

JestliZze navic ||x,|| = 1 pro kazdé y € I, potom fikdme, Ze je systém {x, },r ortonor-
malni.

(ii) Ortogondlni systém {x, },cr je uplny, jestlize jeho linedrni obal je husty v X.

(iii) Ortogondln{ systém {x, },er je maximalni, jestlize neexistuje prvek u € X \ {0} kolmy
na kazdy vektor x,,, y € I'.

Véta 18.3. Necht’ {x,}5>, je ortogondlni posloupnost v Hilbertové prostoru X .

(i) Potom Fada ) . xn konverguje, pravé kdy? konverguje fada y - | ||xn||*

(ii) Konverguje-li Faday .- | X, potom
o0
D
n=1

Véta 18.4. Necht’ {v,}°2, je ortogondlni posloupnost nenulovych prvkii v unitdrnim prostoru
X nad F. Necht' x =) 77| CnUn, kde ¢, € F. Potom ¢, = (x,v,)/||va||? n € N (Fourieruy
koeficient).

Véta 18.5. Necht’ X je unitdrni prostor, {u,}n~, je ortonormdlni systém nenulovych prvkii v X,
x € X a{cy}y2 jsou Fourierovy koeficienty prvku x vzhledem k {u,}5> . Potom plati
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Z leal® < [|x]? (Besselova nerovnost).

n=1

Pokud x = Y72, CylUly, potom

o0
Z leal? = |]x]|? (Parsevalova rovnost).
n=1



Definice. Necht’ X je normovany linedrni prostor nad [F. Posloupnost {u,}5>, prvki z X se
nazyva (Schauderova) baze prostoru X, jestlize pro kazdy bod x € X existuje pravé jedna

posloupnost {¢, }22, prvki F, pro kterou plati x = Y 72| c,uy.

Véta 18.6. Necht' X je Hilbertitv prostor a {v,}5>, je ortogondlni systém nenulovych prvkii
prostoru X. Pak ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) {vn}o2, je Schauderova bdze,
(i) {vn}5, je tiplny ortogondlni systém,
(iii) {vn}5>, je maximdlni ortogondlni systém.
Véta 18.7.

(i) Necht’ X je nekonecné-dimenziondlni separabilni Hilbertiiv prostor. Potom v X existuje
ortonormdlni bdze.

(i) Necht’ X1, X, jsou nekonecné-dimenziondlni separabilni Hilbertovy prostory. Potom jsou
X1 a X, izometricky izomorfni.

Véta 18.8. Prostor L2(0,2r) se skaldrnim soucinem
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tvori Hilbertiiy prostor. Systém e'0%, e'*, e™'* e!2% ¢™12X __ tyoii ortonormdlni bdzi L*(0, 21).

Disledek 18.9. Necht' f € P(2n) a | f|? je integrovatelnd na [0, 27]. Potom

f=Y fe™ vL*0.271) a
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Véta 18.10 (Riesz-Fischer). Necht’ c,, n € Z, jsou komplexni &isla splitujiciy e |ca]* < 0.

Pak existuje f € P(2m) takovd, Ze | f'|* je integrovatelnd na [0,27] a f (n) = c,.



