
18 Hilbertovy prostory
Věta 18.1. Necht’ .X; h�; �i/ je unitární prostor nad tělesem F reálných nebo komplexních čísel.
Potom jjxjj D

p
hx; xi je norma na X .

Lemma 18.2. Necht’ .X; h�; �i/ je unitární prostor nad tělesem F . Na X � X uvažujme metriku

�..u; v/; .u0; v0// D maxfjju � u0
jj; jjv � v0

jjg:

Potom je zobrazení h�; �iW X � X ! F spojité.

Definice. Necht’ X je unitární prostor nad tělesem F . Pokud je X úplný vzhledem k metrice
indukované normou jjxjj D

p
hx; xi, pak se nazývá Hilbertovým prostorem.

Definice. Necht’ X je unitární prostor, � je indexová množina a .x
/
2� je systém prvků pros-
toru X .

(i) Řekneme, že indexovaný systém fx
g
2� je ortogonální, jestliže platí
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W hx
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 0i D 0:

Jestliže navíc jjx
 jj D 1 pro každé 
 2 � , potom říkáme, že je systém fx
g
2� ortonor-
mální.

(ii) Ortogonální systém fx
g
2� je úplný, jestliže jeho lineární obal je hustý v X .

(iii) Ortogonální systém fx
g
2� je maximální, jestliže neexistuje prvek u 2 X n f0g kolmý
na každý vektor x
 , 
 2 � .

Věta 18.3. Necht’ fxng1
nD1 je ortogonální posloupnost v Hilbertově prostoru X .

(i) Potom řada
P1

nD1 xn konverguje, právě když konverguje řada
P1

nD1 jjxnjj2.
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Věta 18.4. Necht’ fvng1
nD1 je ortogonální posloupnost nenulových prvků v unitárním prostoru

X nad F . Necht’ x D
P1

nD1 cnvn, kde cn 2 F . Potom cn D hx; vni=jjvnjj2, n 2 N (Fourierův
koeficient).
Věta 18.5. Necht’ X je unitární prostor, fung1

nD1 je ortonormální systém nenulových prvků v X ,
x 2 X a fcng1

nD1 jsou Fourierovy koeficienty prvku x vzhledem k fung1
nD1. Potom platí

1X
nD1

jcnj
2

� jjxjj
2 (Besselova nerovnost):

Pokud x D
P1

nD1 cnun, potom
1X

nD1

jcnj
2

D jjxjj
2 (Parsevalova rovnost):



Definice. Necht’ X je normovaný lineární prostor nad F . Posloupnost fung1
nD1 prvků z X se

nazývá (Schauderova) báze prostoru X , jestliže pro každý bod x 2 X existuje právě jedna
posloupnost fcng1

nD1 prvků F , pro kterou platí x D
P1

nD1 cnun.

Věta 18.6. Necht’ X je Hilbertův prostor a fvng1
nD1 je ortogonální systém nenulových prvků

prostoru X . Pak následující tvrzení jsou ekvivalentní:

(i) fvng1
nD1 je Schauderova báze,

(ii) fvng1
nD1 je úplný ortogonální systém,

(iii) fvng1
nD1 je maximální ortogonální systém.

Věta 18.7.

(i) Necht’ X je nekonečně-dimenzionální separabilní Hilbertův prostor. Potom v X existuje
ortonormální báze.

(ii) Necht’ X1; X2 jsou nekonečně-dimenzionální separabilní Hilbertovy prostory. Potom jsou
X1 a X2 izometricky izomorfní.

Věta 18.8. Prostor L2.0; 2�/ se skalárním součinem

hf; gi D
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tvoří Hilbertův prostor. Systém ei0x, eix , e�ix , ei2x , e�i2x, . . . tvoří ortonormální bázi L2.0; 2�/.

Důsledek 18.9. Necht’ f 2 P.2�/ a jf j2 je integrovatelná na Œ0; 2��. Potom
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Věta 18.10 (Riesz-Fischer). Necht’ cn, n 2 Z, jsou komplexní čísla splňující
P1

nD�1 jcnj2 < 1.
Pak existuje f 2 P.2�/ taková, že jf j2 je integrovatelná na Œ0; 2�� a Of .n/ D cn.


