
13 Stejnom̌erná konvergence

13.1 Stejnom̌erná konvergence posloupností funkcí

Definice. Necht’ M je množina,.Q; �/ je metrický prostor,f; fn, n 2 N, jsou zobrazení defi-
novaná naM s hodnotami vQ. Řekneme, že posloupnostffng1

nD1

� konverguje bodov̌ek f naM , jestliželimn!C1 fn.x/ D f .x/ pro každéx 2 M , neboli

8x 2 M 8" 2 R; " > 09n0 2 N 8n 2 N; n � n0 W �.fn.x/; f .x// < ":

Znǎcímefn ! f naM ,

� konverguje stejnoměrně k f naM , jestliže

8" 2 R; " > 0 9n0 2 N8x 2 M 8n 2 N; n � n0 W �.fn.x/; f .x// < ":

Znǎcímefn � f naM .

Definice. Necht’.M; �/ a.Q; �/ jsou metrické prostory,f; fn, n 2 N, jsou zobrazení definovaná
naM s hodnotami vQ. Řekneme, že posloupnostffng1

nD1 konverguje lokálně stejnom̌erně k
f na.M; �/, jestliže pro každéx 2 M existujer > 0, žeffnjB.x;r/g

1

nD1 konverguje kf jB.x;r/

stejnom̌erňe naB.x; r/, znǎcímefn

lo
� f naM .

Věta 13.1.Necht’M je neprázdná množina,.Q; �/ je metrický prostor,fn W M ! Q, n 2 N, a
f W M ! Q. Pak platífn � f na M , právě kdyžlimn!1 supf�.fn.x/; f .x//I x 2 M g D 0.

Věta 13.2(Moore–Osgood). Necht’.P; �/ je metrický prostor,x0 2 P a necht’ funkcef; fn zP

doR, n 2 N, splňují

(i) fn � f na B.x0; r/ n fx0g pro jistér > 0,

(ii) limx!x0
fn.x/ D an 2 R pro každén 2 N.

Potom existují vlastní limitylimn!1 an, limx!x0
f .x/ a jsou si rovny.

Věta 13.3.Necht’ .P; �/, .Q; �/ jsou metrické prostory,fn W P ! Q, n 2 N, f W P ! Q a

fn

lo
� f naP . Jsou-lifn spojitá zobrazení, pakf je také spojité.

Věta 13.4.Necht’a; b 2 R?, a < b, fnW .a; b/ ! R, n 2 N. Potomffng konverguje lokálně
stejnoměrně na intervalu.a; b/, právě kdyžffng konverguje stejnoměrně na každém intervalu
Œc; d �, kdec; d 2 .a; b/.



Lemma 13.5. Necht’ M je množina agnW M ! R, n 2 N. Posloupnostfgng je stejnoměrně
konvergentní naM , právě když jestejnoměrně cauchyovskána M , tj.

8" 2 R; " > 0 9n0 2 N 8n; m 2 N; n; m � n0 8x 2 M W jgn.x/ � gm.x/j < ":

Věta 13.6.Necht’.a; b/ je omezený interval,fnW .a; b/ ! R, n 2 N. Necht’

(i) fn má vlastní derivaci na intervalu.a; b/, n 2 N,

(ii) existujex0 2 .a; b/ takové, žeffn.x0/g1

nD1 konverguje,

(iii) ff 0

ng konverguje stejnoměrně na.a; b/.

Potom existuje funkcef taková, žefn � f na .a; b/, f má vlastní derivaci na.a; b/ a platí
f 0

n � f 0 na .a; b/.

Věta 13.7.Necht’fn � f na neprázdném omezeném intervalu.a; b/ a fn 2 N .a; b/, n 2 N.
Potomf 2 N .a; b/ a platí lim

n!1
.N /

Z b

a

fn D .N /

Z b

a

f:

Věta 13.8(Dini). Necht’ .K; �/ je kompaktní metrický prostor. Necht’ffng je monotónní po-
sloupnost spojitých funkcí naK, která konverguje bodově ke spojité funkcif W K ! R. Pak
fn � f naK.

Věta 13.9(Weierstrass). Necht’f je spojitá funkce na uzavřeném intervaluŒa; b�. Pak pro každé
" 2 R; " > 0, existuje polynomP WR ! R takový, že

8x 2 Œa; b� W jf .x/ � P.x/j < ":

13.2 Stejnom̌erná konvergenceřad funkcí

Definice. Necht’ M je množina,.Q; jj � jj/ je normovaný lineární prostor,fnW M ! Q, n 2 N.
Řekneme, žěrada funkcí

P

1

nD1 fn je bodově konvergentnína M , jestliže posloupnost funkcí
f
Pm

kD1 fkg1

mD1 je bodov̌e konvergentní naM . Pojmystejnoměrné konvergencea lokálně stej-
noměrné konvergencěrady

P

1

nD1 fn se definují analogicky.

Věta 13.10(Weierstrassovo kritérium). Necht’
P

1

nD1 fn je řada funkcí definovaných na ne-
prázdné množiněM s hodnotami vR a necht’ proSn D supfjfn.x/jI x 2 M g platí

P

1

nD1 Sn <

1. Potom
P

1

nD1 fn konverguje stejnoměrně naM .



Věta 13.11(zám̌ena sumy a derivace). Necht’.a; b/ je omezený neprázdný interval a
P

1

nD1 fn

je řada funkcí zR doR splňující:

(i) fn má vlastní derivaci na.a; b/, n 2 N,

(ii) existujex0 2 .a; b/ takové, že
P

1

nD1 fn.x0/ konverguje,

(iii) řada
P

1

nD1 f 0

n konverguje stejnoměrně na.a; b/.

Potom řada
P

1

nD1 fn konverguje stejnoměrně na.a; b/ a pro každéx 2 .a; b/ platí
 

1
X

nD1

fn

!0

.x/ D

1
X

nD1

f 0

n.x/:

Věta 13.12(zám̌ena sumy a integrálu). Necht’.a; b/ je omezený neprázdný interval a
P

1

nD1 fn

je řada funkcí splňující:

(i) fn 2 N .a; b/, n 2 N,

(ii) řada
P

1

nD1 fn konverguje stejnoměrně k funkcif na .a; b/.

Potomf 2 N .a; b/ a platí
1
X

nD1

.N /

Z b

a

fn D .N /

Z b

a

f:

Věta 13.13(Abelovo kritérium). Necht’M je množina,an W M ! R a bn W M ! R, n 2 N.
Dále necht’ platí

(i) fbn.x/g1

nD1 je monotónní pro každéx 2 M ,

(ii) fbng je posloupnost stejně omezených funkcí, tj.

9K 2 R 8n 2 N 8x 2 M W jbn.x/j � K;

(iii)
P

1

nD1 an konverguje stejnoměrně naM .

Potom
P

1

nD1 anbn konverguje stejnoměrně naM .

Věta 13.14(Dirichletovo kritérium). Necht’M je množina,an W M ! R a bn W M ! R, n 2 N.
Dále necht’ platí

(i) fbn.x/g1

nD1 je monotónní pro každéx 2 M ,

(ii) fbng konverguje stejnoměrně k nulové funkci naM ,

(iii)
P

1

nD1 an má stejně omezené částečné součty naM , tj.

9K 2 R 8m 2 N 8x 2 M W
ˇ

ˇ

ˇ

m
X

j D1

aj .x/
ˇ

ˇ

ˇ
� K:

Potom
P

1

nD1 anbn konverguje stejnoměrně naM .



Věta 13.15.Necht’
P

1

nD0 an.x � x0/n je mocninná řada (x0 2 R, an 2 R, n 2 N) s poloměrem
konvergenceR 2 Œ0; 1�. Potom řada konverguje lokálně stejnoměrně na množinˇe .x0 � R; x0 C

R/.

Věta 13.16(Abelova v̌eta). Necht’
P

1

nD0 an.x�x0/n je mocninná řada (x0 2 R, an 2 R, n 2 N)
a R 2 .0; 1/. Pokud

P

1

nD0 anRn konverguje, pak mocninná řada konverguje stejnoměrně na
Œx0; x0 C R� a lim

x!x0CR�

1
X

nD0

an.x � x0/n D

1
X

nD0

anRn:

Věta (Abelova v̌eta (V̌eta 8.7)). Necht’
P

1

nD1 an,
P

1

mD1 bm jsou konvergentní řady, jejichž Cau-
chyův součin konverguje. Pak platí

1
X

kD1

 

k
X

iD1

akC1�i bi

!

D

 

1
X

nD1

an

!

�

 

1
X

mD1

bm

!

:


