
13. Stejnoměrná konvergence



13.1. Stejnoměrná konvergence psl. funkcí

Definice
Necht’ M je množina, .Q; �/ je metrický prostor, f ; fn,
n 2 N, jsou zobrazení definovaná na M s hodnotami v Q.
Řekneme, že posloupnost ffng1

nD1

konverguje bodov ě k f na M, jestliže
limn!C1 fn.x/ D f .x/ pro každé x 2 M, neboli

8x 2 M 8" 2 R; " > 0

9n0 2 N 8n 2 N; n � n0 W �.fn.x/; f .x// < ":

Značíme fn ! f na M,
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konverguje stejnom ěrně k f na M, jestliže

8" 2 R; " > 0 9n0 2 N
8x 2 M 8n 2 N; n � n0 W �.fn.x/; f .x// < ":

Značíme fn � f na M.
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13.1. Stejnoměrná konvergence psl. funkcí
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13.1. Stejnoměrná konvergence psl. funkcí
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13.1. Stejnoměrná konvergence psl. funkcí



13.1. Stejnoměrná konvergence psl. funkcí

Definice
Necht’ .M; �/ a .Q; �/ jsou metrické prostory, f ; fn, n 2 N,
jsou zobrazení definovaná na M s hodnotami v Q.
Řekneme, že posloupnost ffng1

nD1 konverguje lokáln ě
stejnom ěrně k f na .M; �/, jestliže pro každé x 2 M
existuje r > 0, že ffnjB.x;r/g

1

nD1 konverguje k f jB.x;r/

stejnoměrně na B.x ; r/, značíme fn
loc
� f na M.
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Věta 13.1
Necht’ M je neprázdná množina, .Q; �/ je metrický
prostor, fn W M ! Q, n 2 N, a f W M ! Q. Pak platí fn � f
na M, právě když limn!1 supf�.fn.x/; f .x//I x 2 Mg D 0.
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Věta 13.1
Necht’ M je neprázdná množina, .Q; �/ je metrický
prostor, fn W M ! Q, n 2 N, a f W M ! Q. Pak platí fn � f
na M, právě když limn!1 supf�.fn.x/; f .x//I x 2 Mg D 0.

Věta 13.2 (Moore–Osgood)
Necht’ .P; �/ je metrický prostor, x0 2 P a necht’ funkce
f ; fn z P do R, n 2 N, splňují

(i) fn � f na B.x0; r/ n fx0g pro jisté r > 0,

(ii) limx!x0 fn.x/ D an 2 R pro každé n 2 N.

Potom existují vlastní limity limn!1 an, limx!x0 f .x/ a jsou
si rovny.
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Věta 13.3
Necht’ .P; �/, .Q; �/ jsou metrické prostory, fn W P ! Q,

n 2 N, f W P ! Q a fn
loc
� f na P. Jsou-li fn spojitá

zobrazení, pak f je také spojité.
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Věta 13.4
Necht’ a; b 2 R?, a < b, fnW .a; b/ ! R, n 2 N. Potom ffng

konverguje lokálně stejnoměrně na intervalu .a; b/, právě
když ffng konverguje stejnoměrně na každém intervalu
Œc; d �, kde c; d 2 .a; b/.
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Lemma 13.5
Necht’ M je množina a gnW M ! R, n 2 N. Posloupnost
fgng je stejnoměrně konvergentní na M, právě když je
stejnom ěrně cauchyovská na M, tj.

8" 2 R; " > 0 9n0 2 N
8n; m 2 N; n; m � n0 8x 2 M W jgn.x/ � gm.x/j < ":
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Věta 13.6
Necht’ .a; b/ je omezený interval, fnW .a; b/ ! R, n 2 N.
Necht’

(i) fn má vlastní derivaci na intervalu .a; b/, n 2 N,

(ii) existuje x0 2 .a; b/ takové, že ffn.x0/g1

nD1 konverguje,

(iii) ff 0

ng konverguje stejnoměrně na .a; b/.

Potom existuje funkce f taková, že fn � f na .a; b/, f má
vlastní derivaci na .a; b/ a platí f 0

n � f 0 na .a; b/.
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Věta 13.7
Necht’ fn � f na neprázdném omezeném intervalu .a; b/ a
fn 2 N .a; b/, n 2 N. Potom f 2 N .a; b/ a platí

lim
n!1

.N/

Z b

a
fn D .N/

Z b

a
f :
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Věta 13.8 (Dini)
Necht’ .K ; �/ je kompaktní metrický prostor. Necht’ ffng je
monotónní posloupnost spojitých funkcí na K , která
konverguje bodově ke spojité funkci f W K ! R. Pak fn � f
na K .
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Věta 13.8 (Dini)
Necht’ .K ; �/ je kompaktní metrický prostor. Necht’ ffng je
monotónní posloupnost spojitých funkcí na K , která
konverguje bodově ke spojité funkci f W K ! R. Pak fn � f
na K .

Věta 13.9 (Weierstrass)
Necht’ f je spojitá funkce na uzavřeném intervalu Œa; b�.
Pak pro každé " 2 R; " > 0, existuje polynom PW R ! R
takový, že

8x 2 Œa; b� W jf .x/ � P.x/j < ":
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13.2. Stejnoměrná konvergence řad funkcí

Definice
Necht’ M je množina, .Q; jj � jj/ je normovaný lineární
prostor, fnW M ! Q, n 2 N. Řekneme, že řada funkcí
P

1

nD1 fn je bodov ě konvergentní na M, jestliže
posloupnost funkcí f

Pm
kD1 fkg1

mD1 je bodově konvergentní
na M. Pojmy stejnom ěrné konvergence a lokáln ě
stejnom ěrné konvergence řady

P

1

nD1 fn se definují
analogicky.
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Věta 13.10 (Weierstrassovo kritérium)
Necht’

P

1

nD1 fn je řada funkcí definovaných na neprázdné
množině M s hodnotami v R a necht’ pro
Sn D supfjfn.x/jI x 2 Mg platí

P

1

nD1 Sn < 1. Potom
P

1

nD1 fn konverguje stejnoměrně na M.
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Věta 13.11 (záměna sumy a derivace)
Necht’ .a; b/ je omezený neprázdný interval a

P

1

nD1 fn je
řada funkcí z R do R splňující:

(i) fn má vlastní derivaci na .a; b/, n 2 N,

(ii) existuje x0 2 .a; b/ takové, že
P

1

nD1 fn.x0/ konverguje,

(iii) řada
P

1

nD1 f 0

n konverguje stejnoměrně na .a; b/.

Potom řada
P

1

nD1 fn konverguje stejnoměrně na .a; b/ a
pro každé x 2 .a; b/ platí

 

1
X

nD1

fn

!0

.x/ D

1
X

nD1

f 0

n.x/:
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Věta 13.12 (záměna sumy a integrálu)
Necht’ .a; b/ je omezený neprázdný interval a

P

1

nD1 fn je
řada funkcí splňující:

(i) fn 2 N .a; b/, n 2 N,

(ii) řada
P

1

nD1 fn konverguje stejnoměrně k funkci f na
.a; b/.

Potom f 2 N .a; b/ a platí

1
X

nD1

.N/

Z b

a
fn D .N/

Z b

a
f :
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Věta 13.13 (Abelovo kritérium)
Necht’ M je množina, an W M ! R a bn W M ! R, n 2 N.
Dále necht’ platí

(i) fbn.x/g1

nD1 je monotónní pro každé x 2 M,

(ii) fbng je posloupnost stejně omezených funkcí, tj.

9K 2 R 8n 2 N 8x 2 MW jbn.x/j � K ;

(iii)
P

1

nD1 an konverguje stejnoměrně na M.

Potom
P

1

nD1 anbn konverguje stejnoměrně na M.
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Věta 13.14 (Dirichletovo kritérium)
Necht’ M je množina, an W M ! R a bn W M ! R, n 2 N.
Dále necht’ platí

(i) fbn.x/g1

nD1 je monotónní pro každé x 2 M,

(ii) fbng konverguje stejnoměrně k nulové funkci na M,

(iii)
P

1

nD1 an má stejně omezené částečné součty na M,
tj.

9K 2 R 8m 2 N 8x 2 MW
ˇ

ˇ

ˇ

m
X

jD1

aj.x/
ˇ

ˇ

ˇ � K :

Potom
P

1

nD1 anbn konverguje stejnoměrně na M.
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Lemma (Abelova parciální sumace (Lemma
8.1))
Necht’ n 2 N a a1; : : : ; an, b1; : : : , bn 2 R. Označme
sk D

Pk
iD1 ai pro k D 1; : : : ; n. Pak platí

n
X

jD1

ajbj D

n�1
X

jD1

sj.bj � bjC1/ C snbn:

Jestliže navíc b1 � b2 � � � � � bn � 0, pak platí

b1 � min
iD1::n

si �

n
X

jD1

ajbj � b1 � max
iD1::n

si :
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Věta 13.15
Necht’

P

1

nD0 an.x � x0/n je mocninná řada (x0 2 R, an 2 R,
n 2 N) s poloměrem konvergence R 2 Œ0; 1�. Potom řada
konverguje lokálně stejnoměrně na množině
.x0 � R; x0 C R/.
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Věta 13.16 (Abelova věta)
Necht’

P

1

nD0 an.x � x0/n je mocninná řada (x0 2 R, an 2 R,
n 2 N) a R 2 .0; 1/. Pokud

P

1

nD0 anRn konverguje, pak
mocninná řada konverguje stejnoměrně na Œx0; x0 C R� a

lim
x!x0CR�

1
X

nD0

an.x � x0/n D

1
X

nD0

anRn:
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Věta (Abelova věta (Věta 8.7))
Necht’

P

1

nD1 an,
P

1

mD1 bm jsou konvergentní řady, jejichž
Cauchyův součin konverguje. Pak platí

1
X

kD1

 

k
X

iD1

akC1�ibi

!

D

 

1
X

nD1

an

!

�

 

1
X

mD1

bm

!

:


