Pisemna zkouska z Matematiky IV pro FSV (A)
LS 2005/2006

Piiklad A1. Najdéte v8echna maximalni feSen{ rovnice (15 bodt)
y'=ay(y+2).
Pfiklad A2. Najdéte vSechna maximélni feSeni rovnice (10 bodt)

2y + (1+x)y =e€".

Pfiklad A3. Najdéte vSechna maximélni ¥eSeni rovnice (15 bodu)
Yy — 2" 4y — 4y — 2y = cos V2x + sin 2z,
vite-li, Ze funkce y = % cos \/2x Fedi piislusnou homogenni rovnici.

Ptiklad A4. Naértnéte graf maximalnich feSeni rovnice (10 bodt)

y_ -1y —2)¥y -2
(y —5)*log(3 — y)
a uréete vSechny body R2, kterymi prochézi néjaké neklesajici maximalni fegeni.

Piiklad A5. Najdéte vSechna maximalni feSen{ soustavy (10 bodt)

' =y +sint,

/!

Yy = —x +cost.



Reseni pisemné zkousky z Matematiky IV pro FSV (A)
LS 2005/2006

Priklad A1l. Maximélni feSeni jsou singuldrni feSeni y = 0 na R a y = —2 na R a déle funkce
2

- 1+ e2®—C -2

Y

naRproCeRa
2

Y=t
1—ev*—C
na intervalech (—v/C,/C), (—o0, —v/C), (v/C, ) pro C >0 ana R pro C < 0.

-2

Piiklad A2. Maximaln{ fegeni jsou funkce y = £ ’2?% na intervalech (—o0,0) a (0,00) pro C € R\ {1} a funkce

e _e~®

y= 55—, y(0)=1naR.

Priiklad A3. Maximdlni ¥eSeni jsou funkce y = 11—7x cos v2z — %x sin v/2z — % cos 2z + 8% sin 2z + C4 cos V2 +
Oy sin 2z + C3eHV27 4 0y e(1-VD7 ng R kde Cy, C, C3,Cy € R.

P¥iklad A4. Rovnice m4 jedno staciondrni fegeni y = 1 na R. ReSeni y s hodnotami v intervalu (—oo,1) jsou
rostouci a jsou definovéna na intervalu typu (T, o0), T' € R. ReSeni s hodnotami v intervalu (1,2) jsou rostouci a jsou
definovana na intervalu typu (—oo,T), T' € R. Refeni s hodnotami v intervalu (2,3) jsou klesajici a jsou definovana na
omezenych intervalech. V poslednich dvou p¥ipadech jsou ve v8ech (kone¢nych) krajnich bodech piislu§né jednostranné
derivace rovny 0.

MnoZina bodd, kterymi prochézi néjaké neklesajici maximalni feSeni je (—oo, 00) X (—00, 2).

Piiklad A5. Maximélni feSeni jsou funkce x = tsint — Acost + Bsint, y = tcost + Asint + Bcost na R, kde
A, B eR.

Piiklad A4.

Priklad Al.



Pisemna zkouska z Matematiky IV pro FSV (B)
LS 2005/2006

Priklad B1. Najdéte vSechna maximalni feSeni rovnice
Yy sinz = 2ylogy.

Piiklad B2. Najdéte vSsechna maximalni feSeni rovnice

2 x, /

zée”y’ = x(2 — z) — e (2zy + sinx).

Piiklad B3. Najdéte vsechna maximalni feSeni rovnice

X

y///_3y//+4y/_2y: : )
s x

Piiklad B4. Nacrtnéte graf maximélnich feSeni rovnice
y' =18y
a urdete vSechny body R2, kterymi prochézeji alespoit tfi riizn4 maximalni fefeni.
Piiklad B5. Najdéte vSechna maximalni feSeni soustavy
¥ =x+y+z,
Y =2y+z,
2 =2z + 2y + 2z.

Pro které body yo € R? je feSeni spliiujici y(0) = yo omezené?

(15 bodit)

(10 bodt)

(15 bodt)

(10 bodit)

(10 bodt)



Reseni pisemné zkousky z Matematiky IV pro FSV (B)
LS 2005/2006

Priklad B1. Ozna¢me

z\2 l—cosz
Zc(x) frd ec(tg 2) ] ecl+cosw .

Maximalni feSeni je singularni feSeni y = 1 na R a déale funkce

) = {1 pro = € (—o0, 2k (1)
zo(x) pro x € (2km, 7 + 2km)
_ ) zc(x) pro x € (=7 + 2km, 2kT)
ylw) = {1 pro z € [2km, c0) ’ @)

zo(x) pro x € (—n + 2km, 2km)
y(x) = < 1 pro = € [2km, 2i7] , (3)
zp(x) pro z € (2lw, 7 + 2I7)
kde C,D e R\ {0} ak,lcZ, k<l

Priklad B2. Maxim4ln{ fefeni jsou funkce y = %= 4 ¢~ nga intervalech (—00,0) a (0,00) pro C € R\ {1} a
funkce y = €4 4+ ¢77 y(0) = %, na R.

Priklad B3. Maximalni fefeni jsou funkce y = e” (Cy +log |tg %| + sinz(Cy — z) + cos z(Cs — log [sinz])) na
(km,(k+ 1)7), k € Z, kde C1,Cs,C3 € R.

P¥iklad B4. Rovnice m4 nekoneénd mnoho stacionéarnich fegeni y = k272 na R, kde k € NU {0}.

Maximélni feSeni y s hodnotami v intervalech (k*72, (5 +km)?), k € N, jsou rostouci a jsou definovéna na intervalu
typu (—oo,T), T € R. Plati y' (T) = +o0.

Maximalni feSeni y s hodnotami v intervalech ((5 + km)?, (k +1)?7?), k € NU{0}, jsou klesajici a jsou definovéna
na intervalu typu (—oo,T), T € R. Plati ¢/ (T) = —occ.

Maximalni feSeni y s hodnotami v intervalu [0, ”Tz), jsou definovana na intervalu typu (—oo, B) a jsou slepena ze
stacionarniho feSeni a rostouciho ¥eSeni definovaného na omezeném intervalu (A, B), A, B € R.

Mnozina bodi, kterymi prochézi alespoi t¥i riznd maximalni feSeni je {[z,y]: y = 0,2 € R}.

Priklad B5. Maximélni feSeni jsou funkce z(t) = — 2+ Bef+ Cett, y(t) = —4 —Be'+ Sett a z(t) = A+ Bel +Cett
na R, kde A, B, C € R. Hledané body jsou body tvaru [—é, —%, Al, AeR.

Priklad B1. Priklad B4.

|

™

%




Pisemna zkouska z Matematiky IV pro FSV (C)
LS 2005/2006

Piiklad C1. Najdéte vSechna maximalni feSeni rovnice (10 bodt)
y(1+2%) =1+y°

a nadrtnéte jejich graf. Naleznéte mnozinu v8ech bodil v R?, kterymi prochazi n&jaké ryze konvexni feseni této rovnice.

Piiklad C2. Najdéte vSechna maximalni feSeni rovnice (15 bodt)

zy' =22 -y’ +y

a nacrtnéte jejich graf.

Pfiklad C3. Najdéte viechna maximalni feSeni rovnice (15 bodt)

(1 +logz)(23y" + zy — y) = 2.

Pfiklad C4. Popiste pribéh a nadrtnéte graf maximalnich feSeni rovnice (10 bodt)
5 -
yy+4) = (y - 5”) Vysiny.
Pfiklad C5. Najdéte v8echna maximalni feSeni soustavy (10 bodt)
1 1 11
, 111
*Zl1 11 1|*
1 1 1 1

Naleznéte mnozinu viech bodt v R%, kterymi prochazi n&jaké omezené maximalni FeSeni této soustavy.
’ Yy



Reseni pisemné zkousky z Matematiky IV pro FSV (C)
LS 2005/2006

Priklad C1. Maximlni fefeni je funkce y = z na R a funkce y = tg(arctgz + C) na (—oo,tg(5 — C)) pro
0<C <mana (tg(—F — C),+00) pro —7 < C < 0. Mnozina bodi, kterymi prochézi néjaké ryze konvexni feSenf je
{[z,y] € R?* y >}

Piiklad C2. Maximalni feSeni jsou vSechna definovdna na R a jsou to funkce y = z, y = —x a déle funkce
—x pro x € (—oco,e” 2]
y=< wsinflogz +C) proz € (e"37¢ ex7C),
T pro z € [e2 7 +00)
-z pro x € (—o0, —e3+C]
y = xsin (log(—1) + C) proz e (—e2¢ —e" 21,
T pro z € [—e~2+¢ +o0)

kde C € R.

Priklad C3. Maximalni fefenf jsou funkce y = z ((1 + 2logz + log” z) log |1 + log 2| + A + Blogz + C'log” z) na
(0,1) ana (1,+00), kde 4, B,C € R.

Piiklad C4. Rovnice mé nekoneéné mnoho stacionarnich feSeni y = krna R, k€ Z, ay = gﬂ' na R.

Maximélni feSeni y s hodnotami v intervalech [—(2k + 1)7, —2k7n], k € N, jsou slepena ze stacionarnich FeSeni a
rostouciho FeSeni definovaného na omezeném intervalu (A, B), A, B € R.

Maximalni feSeni y s hodnotami v intervalu [—m,0), jsou slepena z klesajiciho FeSeni definovaného na intervalu
typu (—o0,T), T € R, a stacionarniho FeSeni y = —7. Maximdlni FeSeni y s hodnotami v intervalu (0, 7], jsou slepena
ze staciondrniho ¥eSeni y = 7 a klesajiciho feSeni definovaného na intervalu typu (T, +0), T € R.

Maximélni ¥eSeni y s hodnotami v intervalu [2, gﬂ), jsou slepena z klesajiciho feSeni definovaného na intervalu
typu (—o0,T), T € R, a stacionérniho fefeni y = 27. Maximaln{ fefeni y s hodnotami v intervalu (3r,3n], jsou
slepena z rostouctho Fefeni definovaného na intervalu typu (—oo,T), T' € R, a stacionarniho fegeni y = 3.

Maximélni feSeni y s hodnotami v intervalech [2k7, (2k + 1)7], k € N, k > 1, jsou slepena ze stacionarnich feSeni
a rostouciho feSeni definovaného na omezeném intervalu (A, B), A, B € R.

Piiklad C5. Maximélni fefeni jsou funkce z(t) = Ae* + B, y(t) = Ae* + C, z(t) = Ae* + D a w(t) =
Ae* —(B+C+ D) naR, kde A, B,C, D € R. Hledan4 mnoZina bodt je mnozina {[z,y, z, w] € R*; 2+y+z+w = 0}.

4 3 2 R 1 2 3 4

Piiklad C1. Piiklad C2.

Priklad C4.



Pisemnd zkouska z Matematiky IV pro FSV (D)
LS 2005/2006

Piiklad D1. Najdéte vechna maximélni feSeni rovnice (12 bodi)
2yy = e ¥ sinx
a nadrtnéte jejich graf.

Pfiklad D2. Najdéte vSechna maximalni FeSeni rovnice (12 bodu)
z(z® + 1)y + (22% + 1)y = V1 + 22,

Piiklad D3. Najdéte viechna maximélni feSeni rovnice (12 bodi)

4) "

y W — 2y 4y =sinz + xcosa.
Pfiklad DA4. Popiste pribéh a naértnéte graf maximalnich feSeni rovnice (12 bodt)

y' = arcsin(sin y) |10g (% + \y|) |

Pfiklad D5. Najdéte vSechna maximalni feSeni soustavy (12 bodt)
r=x+ y+z,
y =x+ 2z,

2 =2+ 2.



Regeni pisemné zkousky z

Matematiky IV pro FSV (D)

LS 2005/2006

P¥iklad D1. Maximélni feSeni jsou funkce y(z) = ++/log(C — cosx) na R pro C > 2 a na intervalech (arccos(C —
1) + 2km, 27 — arccos(C — 1) + 2kn), k € Z, pro 0 < C' < 2. Definujeme-li funkci

_ g(x) = /log(2 — cos x)
g(x) = —+/log(2 — cos x)

jsou dal§imi maximélnimi feSenimi na R funkce g a —g.

Piiklad D2. Maxim4lni fesenf jsou funkce y = %

yZﬁnaR.

pro z € (4km, 2w + 4kn], k € Z
pro x € (27 + 4km, 47 + 4k7], k € 7’

na intervalech (—o0,0) a (0, +00) pro C # 0 a déle funkce

Priklad D3. Maximélni ¥eSeni jsou funkce y = ””T“ sin z+cosx+¢e*(C1+Cox)+C3+Cyzna R, kde C1,Co,C3,Cy €

R.

Piiklad D4. Viechna maximélni ¥eSeni jsou definovana na R. Rovnice mé nekone¢né mnoho stacionarnich feSeni

y=k,k€Z ay=+;.

Maximélni feSeni y s hodnotami v intervalech ((2k — 1),2k), k € Z \ {0}, jsou klesajici. Maximalni ¥eSeni y s
hodnotami v intervalech (2k, (2k + 1)), k € Z \ {0}, jsou rostouci.

Maximélni FeSenf y s hodnotami v intervalu (0,1), jsou slepena z rostouciho fefeni s hodnotami v (0, 1), ¢asti
stacionarniho feSeni y = %, a z rostouciho feSeni s hodnotami v (%, 1), pfipadné& pouze z libovolnych dvou téchto ¢asti.
Maximélni feSen{ y s hodnotami v intervalu (—1,0), jsou slepena z klesajiciho fefeni s hodnotami v (0, —1), &4sti

staciondrniho feseni y = —%7

Casti.

Pi#iklad D5. MaximAlni fefeni jsou funkce x(t) = Ae

na R, kde A, B,C € R.

1.57

a z klesajicfho feSeni s hodnotami v (-1,

—1), pfipadné pouze z libovolnych dvou t&chto

3t 20, y(t) = Ae3! — Be 2 + C a 2(t) = Ae3' + Be 2! + C

/\_/

=\ =
B

=

C

Priklad D1.

Priklad D4.



Pisemna zkouska z Matematiky IV pro FSV (E)
LS 2005/2006

Piiklad E1. Najdéte v8echna maximdlni feSeni rovnice (12 bodi)
Y =y(1+y*)cos
a nacrtnéte jejich graf.
Piiklad E2. Najdéte v8echna maximdlni feSeni rovnice (12 bodi)
ry = y(1+logy — logx)
spliiujici podate¢ni podminku y(1) = yo. Pro jakd yo € R jsou tato FeSeni omezend?
Priklad E3. Najdéte v8echna maximélni feSeni rovnice (12 bodt)

1'3:1//” + 43723/// + 333?/ + Yy = sinlog |fE| .

Ptiklad EA4. PopiSte pribéh a nacrtnéte graf maximélnich feSeni rovnice (12 bodt)
r_yly-1)
evlog ly|
Ptiklad E5. Najdéte v8echna maximélni feSeni soustavy (12 bodt)
1 1 1
xX =11 2 1 |x
-1 -1 -1

Kterymi body [z,y, z] € R?® prochézi néjaké omezené maximalni feseni?
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ReSeni pisemné zkousky z Matematiky IV pro FSV (E)
LS 2005/2006

Piiklad E1. Maximdlni feSeni je stacionarni feSeni y = 0 na R a déle

1
vy= :l:\/]_ — e2(sinz—C) -1
proC >1naRapro —1< C <1na (-7 —arcsinC + 2kn,arcsin C + 2kr), k € Z.

P¥iklad E2. Maximalni fefeni s pocateni podminkou y(1) = yo je y = ze®1°8% na (0, +oc). Tato Fefeni jsou
omezend pro yo € (0,1).

Piiklad E3. Maximalni feSeni jsou funkce y = (01 - loiﬁ) sinlog |x| + (02 - %) coslog |z| + €2 na (—o0,0)
ana (0,400), kde C1,C,C5 € R.

P¥iklad E4. Maximélni ¥eSeni y s hodnotami v intervalu (—oo, —1) jsou rostouci, definovdna na omezenych inter-
valech (A4, B), lim,_.p_ y'(z) = +o0o. Maximélni feSeni y s hodnotami v intervalu (—1,0) jsou klesajici, definovina
na intervalech typu (—oo,T), lim,_.7_ y'(x) = —oco. Maximalni feSeni y s hodnotami v intervalu (0, 1) jsou rostouci,
definovéana na intervalech typu (—oo,T), lim,_,7_ y'(z) = 1/e. Maximalni feSeni y s hodnotami v intervalu (1, +0o0)
jsou rostouci, definovdna na intervalech typu (T, +00), lim,_,r4 v/(x) = 1/e.

P#iklad E5. Maximéln{ fedeni jsou funkce x(t) = —A — 2B — Bt — Ce?, y(t) = B —2Ce?" a 2(t) = A+ Bt + Ce?!
na R, kde A, B,C € R. Mnozina bod1, kterymi prochdzi n&jaké omezené maximélni fefeni je {[—A4,0, A]; A € R}.

Y

EEEERER

=
‘

Q

-1

A

Priklad E1. Priklad E4.
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Pisemna zkouska z Matematiky IV pro FSV (F)
LS 2005/2006

Pi#iklad F1. Najdéte vSechna maximalni feSeni rovnice (12 bodi)
Yy +yy —1-2=0
a nacrtnéte jejich graf.
Pi#iklad F2. Najdéte vSechna maximélni feSeni rovnice (12 bodu)
2z + 1)y =4z + 2y.

Pf¥iklad F3. Najdéte vSechna maximalni feSeni rovnice (12 bodt)
y/// + y/ — tg.’l:
Piiklad F4. Popiste priibéh a naértnéte graf maximélnich FeSeni rovnice (12 bodu)

-1
y = eyz 1 Varctgy.

Pf¥iklad F5. Najdéte vSechna maximalni feSeni soustavy (12 bodt)
-1 -9 6
xX=1-6 2 -6]x.

6 -9 -1
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Reseni pisemné zkousky z Matematiky IV pro FSV (F)
LS 2005/2006

Ptiklad F1. Rovnice nemd Zadna stacionarni feSeni. Maximalni feSeni jsou funkce y = x a y = —x na R a funkce
y=-1+/(r+1)2-CproC <0naRaproC >0na(—oo,—1—+C)ana(-14++C,o0).

Piiklad F2. Maximélni fedeni jsou funkce y = (2z + 1)(log |2z + 1| + C) + 1, C € R, na intervalech (—oco, —1)
a (—%,oo). Tato feSeni nelze slepit v bodé —%. Reeni tam sice maji koneénou limitu 1, ale po dodefinovani tam

vysledna funkce ma pouze nevlastni derivaci —oo.

Priklad F3. Maximélni fefen{ jsou funkce y = —log|cosz| — 1log (}fgﬁ) sinz + A + Bsinz + Ccosx na
intervalech (—3 + km, 5 + km), kde A, B,C € R, k € Z.

Pfiklad F4. Maximélni FeSeni y s hodnotami v intervalu (—oo, —1) jsou klesajici, definovéna na intervalech typu
(T, 4+00), lim,_, 74 y'(x) = —oco. Maximalni FeSen{ y s hodnotami v intervalu (—1,0) jsou slepena z feSeni rostouciho
na intervalu (A4, B) a ze staciondrniho FeSeni y = 0 na [B, 00), lim,_, 44 ¥'(2) = co. Maximalni feen{ y s hodnotami v
intervalu (0,1) jsou definovédna na R a jsou slepena z ¥eSeni klesajictho na intervalu (—oo, T') a ze stacionarniho feSen{
y = 0 na [T, c0). Maximalni ¥eSeni y s hodnotami v intervalu (1, 4+00) jsou rostouci a jsou definovéna na intervalech
typu (—o0,T).

Priklad F5. Maximélni feSeni jsou funkce z(t) = (3C — A)e ™ + Be, y(t) = —Be'* + Ce™™ a 2(t) =
Ae ™ 4+ Be'* na R, kde A, B,C € R.

T
n

T
—

s

Priklad F1. Priklad F2.

Priklad F4.



