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y′ | xy

u
y }�~ { .

?A@CBEDGFIH1JLK��RORQ�SUTWV1XZY\[^]`_\["acb1deS�fgSChjikf$lnmodepRq\[�_W["d1pRr\sC]`d1itaZ[ uWv"��x(sjVjz({
xy′ } uWv } x

{
y | ex.

?A@CBEDGFIH1JLK��GORQ�SUTWV1XZY\[^]`_\["acb1deS�fgSChjikf$lnmodepRq\[�_W["d1pRr\sC]`d1itaZ[ uWv�wyx(sjVjz({
y ���c� − ~ y′′′ } y′′ − � y′ − ~ y | a�s�� √ ~ x } �Wikd ~ x,]�poY\[���mki��j�"[��E�1d1��a�[

y |��� a�s�� √ ~ x q�["_\p��eq\pt�Wmk�e_\d1sn��b1snf$s��n[�ded1pRr\sC]`d1ika�iI�
?A@CBEDGFIH1JLK���ORQ�Sn�Zr\Y\deXZY\[��nrcSC��fgSChjikf$lnmodepkacb�q\[�_W["d1pRr\sC]`d1ika�[ uWv"��x(sjVjz({

y′ |
u
y − vU{ � u y − ~ {< √y − ~u
y − w�{ � mksn�(u¢¡ − y

{
S��1r���[ZY�[A]j_W[�a�b1d`£¤x(sjVj£

R
� �j��Y�[�r�¥`f�iG�1r\sjacbeln¦�p�d1XWTWS§�n¨�d1[��`mk["��SUT©ptaZpGf$S§hjiofgl§mkd1pRq�["_\[�depI�
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x′ | y } �\ikd t,
y′ | −x } a�s�� t.
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y ≡ ��deS R
S
y ≡ − ~ deS R

S$Vel§mk[��E�1d1��aZ[
y | ~v } ex ´ −C − ~deS

R
�1r�s

C ∈ R
S

y | ~v − ex ´ −C − ~deS�ikd�Y\["r\]�Snmo[�a�bµu −√C,√C {¶��u −∞,−
√
C
{¶��u √

C,∞ {·�1r�s C ≥ �$S�deS R
�1r�s

C <
�1�

?A@CBEDGFIH1J¸K��GOP²³S§hjiofglnmod1p(q�["_\[�d1p�TW�\sn�¤�E�1d1��a�[
y | ex−Ce−x� x deS�ikd�Y�[�r�]�S§mk["acbNu −∞,

��{=S�uI�
,∞ {!�1r�s C ∈ R \ { v } S^�E�1de��aZ[

y | ex−e−x� x �
y
u¢��{ | vn�jdPS

R
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y | «« � x aZs�� √ ~ x− » √ �¼�½ x �Wikd √ ~ x− �� «

aZs�� ~ x }�¾½ � �Wikd ~ x } C « aZs�� √ ~ x }
C � �\iod √ ~ x } C » e �

«W¿ √ � � x } C � e �
« −√ � � x deS R

�1�jVj[
C « , C � , C » , C � ∈ R

�
?A@CBEDGFIH1JÀK���O=Á�sC]`d1itaZ[¤fgl$T©["Vjd1sÂ�WY�S�aZiksndelnr\d1p!q�["_\[�d1p

y ≡ vgdPS
R
��ÃÄ["_\[�d1p

y
��b1sjVjd1snY�Snf�i:]Âikd�Y�[�r�]�S§mk�Lu −∞,

v�{ÅTW�Ws��
r\s��©Y�sn�eaZp(SÄTW�\sn��Vj[�Æed1sU]�l§deS^deS�ikd�Y�[�r�]�S§mk�gY©£`�1�Âu

T,∞ {¶� T ∈ R
�jÃ�["_\[�dep��:b1s1Vjd1s§YcS§f$i(]$ikd�Y�[�r�]�S§mk�NuWv

, ~ {�TW�\sn�ºr�s��WY\s��eaZp(SÄTW�\sn�Vj[ZÆed1sC]�l§dPS�dPS�ikd�Y�[�r�]�S§mk�yYÇ£`�1�³u −∞, T
{Z�
T ∈ R

��Ã�["_\[�d1pe��besjVjd1s§YcS§f$i1]�ikd�Y\["r\]�Snmo��u ~ , ¡�{eTW�\sn�$�`mo[��\SCT©ptaZpeS:TW�\sn�gVj[ZÆPd1sU]�lndeS�deSsnf$[�¦�["d�¥jacb^ikd�Y\["r\]�Snmo[�a�bG��È��(s��Wmk["Vjdepkacb�V1]nsn�^�eq\pk�eSnV1["a�bÄTW�Ws��^]n[:]j_\["a�b�uE�ns�d1["��d�¥ja�b({R�`rcSCT©d1pta�b^x(s1Vj["acb^�1q�pt�Wmk�e_\d1¨GT©[�Vjd1s��WY\rcS§d1de¨
Vj[�r�io]�S�aZ[�r�sU]`d`£¤�e�
²+d1s���ikdeS�x(sjVjzG�1��Y\["r\¥`f$iR�1r�sjacbel§¦"p�d1XWTWS§�n¨Ad1["�`mo[��\SCT©ptaZpRfgS§h`ikfgl§mkd1pRq�["_\[�d1p`T©[¤u −∞,∞ { × u −∞, ~ {Z�
?A@CBEDGFIH1JÉK�ªRO<²³SChjikfgl§mkd1pÊq�["_\[�d1p(TW�Ws��³�E�1de��aZ[
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y′
�\ikd

x | ~ y mos�� y.
?A@CBEDGFIH1JLÏg�RORQ�SCTWVjX�Y\[�]j_\["acb1deS�fgSChjiofglnmod1pGq\[�_W["d1pRr\sC]`d1itaZ[ uWv"��x(sjVjz({

x � exy′ | x
u ~ − x

{ − ex
u ~ xy } �\iod x { .

?A@CBEDGFIH1JLÏ$�GORQ�SCTWVjX�Y\[�]j_\["acb1deS�fgSChjiofglnmod1pGq\[�_W["d1pRr\sC]`d1itaZ[ uWv�wyx(sjVjz({
y′′′ − ¡ y′′ }Ð� y′ − ~ y | ex�Wikd

x
.

?A@CBEDGFIH1JLÏ���ORQ�S��Zr\Y\d1X�Y\[A��r�S§��fgSChjiofglnmod1ptacb�q�["_\[�depRr\sC]`d1ika�[ uWv"��x(sjVjz({
y′ | Y\� √yS��1r���[ZY�[A]j_W[�a�b1d`£¤x(sjVj£

R
� �j��Y�[�r�¥`f�iG�1r\sjacbeln¦�[©T©pGSnmo[��W�(snÑ�Y\q�iRr�z1¦�dPlyfgSChjikfgl§mkd1pRq�["_\[�d1p��

?A@CBEDGFIH1JLÏgªRORQ�SCTWVjX�Y\[�]j_\["acb1deS�fgSChjiofglnmod1pGq\[�_W["d1pG�Ws��e�WY�SU]�£ uWv"��x(sjVjz({
x′ | x } y } z,

y′ | ~ y } z,

z′ | ~ x }­~ y }­~ z.Ë!r�sy��Y�[�r�¨�x(s1Vj£
y Ò ∈ R » T©[�q�["_\[�depR�\�1mkÑ��CT©ptaZp y uI��{ | y Ò s�f$[�¦�["d1¨�Ó
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?A@CBEDGFIH1JLÏ�MPO�Õ�¦�dPSn�Zf$[
zC
u
x
{ | eC �×Ö¢Ø x´ � ´ | eC Ù − ÚtÛ�Ü xÙIÝ ÚtÛ�Ü x .²³SChjikf$lnmodepRq\[�_W["d1p`T©[^�Wikd1�n�emklnr\d1pRq�["_\[�d1p

y ≡ vAdeS R
S$V1l§mk[��E�1d1��a�[

y
u
x
{ |

{ vA�1r�s
x ∈ u −∞, ~ kπ Þ

zC
u
x
{·�1r\s

x ∈ u ~ kπ, π }�~ kπ { ,
u©vU{

y
u
x
{ |

{

zC
u
x
{·�1r\s

x ∈ u −π }�~ kπ, ~ kπ {vA�1r�s
x ∈ ß ~ kπ,∞ { ,

u ~ {

y
u
x
{ |











zC
u
x
{·�1r�s

x ∈ u −π }­~ kπ, ~ kπ {vA�1r�s
x ∈ ß ~ kπ, ~ lπ Þ

zD
u
x
{·�1r�s

x ∈ u ~ lπ, π }­~ lπ {
,

u¢¡�{

�`V1[
C,D ∈ R \ { � } S k, l ∈ Z

�
k ≤ l

�
?A@CBEDGFIH1JàÏ$�GOG²NSChjiofglnmod1p�q�["_\[�dep1TW�Ws����E�1d1��aZ[

y |âáÇã�ä x−C
x ´ } e−x

dPSgiod�Y\["r\]�Snmo[�a�bÐu −∞,
��{�S³uI�

,∞ {��1r�s C ∈ R \ { v } S�å�ed1��aZ[
y |æáÇã�ä x− «

x ´ } e−x
�
y
u¢��{ | «� �jdPS R

�
?A@CBEDGFIH1JçÏ$�GO�²³SChjikfgl§mkd1p�q�["_\[�dep=TW�\sn�Ô�E�1d1��a�[

y | ex
(

C « } mksn� ∣∣ Y\� x� ∣∣ } �\iod x u C � − x
{ } aZs�� x u C » −

mksn� | �\iod x| { ) deSu
kπ,

u
k } vU{ π {¶� k ∈ Z

�1�jVj[
C « , C � , C » ∈ R

�
?A@CBEDGFIH1JLÏ���ORÁ�sC]`d1ika�[Afgl�d1[��ns�d1["��d1XAf$d1snb1sg�WY�S�aZiksndelnr\depkacbºq�["_\[�d1p

y ≡ k � π � deS R
�1�jVj[

k ∈ N ∪ { � } �²³S§hjiofgl§mkd1p1q�["_\[�d1p
y
�!b1sjVjd1snY�Snf�i1]yikd�Y�[�r�]�S§mk["acb�u

k � π � , u π� } kπ { � {¶� k ∈ N
�ZTW�Ws��$r\s��©Y�sn�ea�p1S·TW�\sn�gVj[�Æed1sC]�l§deSAdeSAikd�Y�[�r\]�S§mk�

YÇ£`�1�èu −∞, T
{¶�
T ∈ R

�eË=mkS§Y\p
y′−
u
T
{ | } ∞ �²³S§hjiofgl§mkd1p(q�["_\[�d1p

y
�:b1sjV1d1s§YcS§f$i(]giod�Y\[�r�]�S§mk["acbNu\u π� } kπ { � , u k } v�{ � π � {¶� k ∈ N∪ { � } �"TW�\sn�º�`mk["��SCT©pka�p�SÄTW�Ws���Vj[ZÆedesU]�lndeSdeS�ikd�Y\["r\]�Snmo��Y©£`�1�èu −∞, T
{Z�
T ∈ R

�eË!mtSCY\p
y′−
u
T
{ | −∞ �²³S§hjiofgl§mkd1p�q�["_\[�d1p

y
��b1s1Vjd1s§YcS§f$i�]�ikd�Y�[�r�]�S§mk� ß � , π ´�

{¶��TW�\sn�NVj[ZÆPd1sU]�lndeSgdeS¤ikd�Y�[�r�]�S§mk��Y©£��e�­u −∞, B
{�S�TW�\sn�N�Wmk[��(["deSg¦"[

�©YcSnaZiksndelnr\depob1s�q\[�_W["d1pGS�r\s��©Y�sn�ea�pobesyq�["_\[�d1pGVj[�Æed1sC]�S§d1¨"b1s�deS$snf$[�¦"[�d1¨"f�ikd�Y�[�r�]�S§mk�éu
A,B

{Z�
A,B ∈ R

�
²+d1s���ikdeS�x(sjVjzG�1��Y\["r\¥`f$iR�1r�sjacbel§¦"pRS§mk["�\�(snÑ�Y\q�iRr�z1¦�dPlyfgSChjikfgl§mkd1pRq�["_\[�d1p`T©[ { ß x, y Þ�ê y | � , x ∈ R} �
?A@CBEDGFIH1JÂÏgªRO�²³S§h`ikfgl§mkd1p�q�["_\[�d1p"TW�\sn�^�E�ed1��aZ[

x
u
t
{ | −A� } B� et } C� e � t � y u t { | −A� −Bet } C� e � t S z u t { | A } Bet } Ce � tdeS

R
�1�jVj[

A,B,C ∈ R
�1ë�mk["V1S§de¨Ax(sjVj£^TW�\sn��x(sjVj£¤Y\]�Snr\� ß−A� ,−A� , A Þ � A ∈ R
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?A@CBEDGFIH1J.îºM(O�Q�SCTWVjXZY�[�]`_\["acb1deS�fgSChjikf$lnmodepRq\[�_W["d1pRr�sU]`d1itaZ[ uWv"��x(sjVjz({
y′
uWv } x � { | v } y �S�deSn��rWY�d1XZY�[�T©[WT©ikacb$�nrcSC�©�CQ�Snmo["¦�d1X�Y\[Åf$d1sn�"iod`��]`_\["acbyx(sjV1zy]

R
� �C��Y�[�r�¥�f$ij�1r�sja�beln¦�p`d1X©TWSn�n¨·r�£`¦�[·�ns�d�]n[Zhjd1pjq\[�_W["d1p�Y�¨ZY\sAr�sC]�deika�[n�

?A@CBEDGFIH1J.î$�GO�Q�SCTWVjXZY�[�]`_\["acb1deS�fgSChjikf$lnmodepRq\[�_W["d1pRr�sU]`d1itaZ[ uWv�wyx(sjVjz({
xy′ | √

x � − y � } yS�deSn��rWY�d1XZY�[·T©[©T©ita�b+�nrcSC�©�
?A@CBEDGFIH1J.î���O�Q�SCTWVjXZY�[�]`_\["acb1deS�fgSChjikf$lnmodepRq\[�_W["d1pRr�sU]`d1itaZ[ uWv�wyx(sjVjz({

u©v } mksn� x {�u x » y′′′ } xy′ − y
{ | ~ x.

?A@CBEDGFIH1J.îy��O�Ë<sn�1it_WY\[A�1r\zex(X�b�S�dPSn�Zr\Y\d1X�Y\[A��r�S§��fgSChjiofglnmod1ptacb�q�["_\[�dep�r�sC]`d1ika�[ uWv"��x(sjVjz({
y′
u
y }Ð� { | (

y −
w
~ π
)

√

y
�\iod

y.

?A@CBEDGFIH1J.î$ªGO�Q�SCTWVjXZY�[�]`_\["acb1deS�fgSChjikf$lnmodepRq\[�_W["d1pG�\sn�e�WY�SU]`£ uWv"��x(sjVjz({

ï ′ |
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

vðvðvñv
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


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

ï .
Q�S§mk[�¦"d1XZY�[Af$d1s���ikd���]j_\["acb�x(sjVjz�]

R � �1��Y�[�r�¥`f�iG�1r\s1a�beln¦�p�deX©TWS§�n¨�snf$[�¦"[�d1¨AfgSChjikfgl§mkd1pRq�["_\[�d1p�Y�¨ZY\s¤�Ws��e�WY�SU]�£��
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y | x
deS

R
Sé�å�ed1��aZ[

y | Y\��u¢S§rca¶Y��
x } C

{�deSLu −∞,
Y���u π� − C

{W{$�1r�s
�
< C < π

S�deS�uåY���u −π� − C
{
, } ∞ {:�er\s −π < C <

�e�1²+d1s���ikdeS�x(sjVjzG�1��Y\["r\¥`f$iR�1r�sja�bPl§¦�pRd1X©TWS§��¨Ar\£`¦�[A�nsnd`]n[Zhjd1pRq�["_\[�d1p`T©[
{ ß x, y Þ ∈ R

�nó y > x} �?A@CBEDGFIH1J.î$�GO�²³S§hjiofglnmod1pRq�["_\[�dep`TW�Ws���]`_\["acb1deS$Vj[�Æed1sU]�l§deSydPS
R
S�TW�Ws���Y\s$�E�1d1��aZ[

y | x
�
y | −x S$V1lnmo[��E�ed1��aZ[

y |










−x �1r�s
x ∈ u −∞, e−

π´ −C Þ
x
�\iod�uEmksn�

x } C
{®�1r�s

x ∈ u e−π´ −C , eπ´ −C {
x

�1r�s
x ∈ ß eπ´ −C , } ∞ {

,

y |










−x �1r�s
x ∈ u −∞,−e π´ ¿ C Þ

x
�\iod ( mksn�(u − «

x

{ } C
) �1r�s

x ∈ u −eπ´ ¿ C ,−e−π´ ¿ C {
x

�1r�s
x ∈ ß−e−π´ ¿ C , } ∞ {

,

�`V1[
C ∈ R

�
?A@CBEDGFIH1J.î��GOR²³SChjikfgl§mkd1pRq\[�_W["d1p`TW�Ws����E�1d1��aZ[

y | x
( u©v }�~ mksn� x } mksn� � x {`mksn� | v } mksn� x| } A } B

mksn�
x } C

mksn� � x) deSu¢�
,
«
e

{ÅS�deS�u «
e
, } ∞ {¶�1�jVj[ A,B,C ∈ R

�
?A@CBEDGFIH1J.îy��O�Á�sC]`d1itaZ[Afgl�d1["�nsnd1[��Zd1XAf$d1snbesg�©YcSnaZiksndPl§r�d1pkacb�q\[�_W[�dep

y ≡ kπ
dPS

R
�
k ∈ Z

�eS
y ≡ ¾� π deS R

�
²³S§hjiofgl§mkd1p�q\[�_W["d1p

y
�Ab1sjVjd1snY�Snf�i�]³ikd�Y�[�r�]�S§mk["acb ß− u ~ k } v�{ π,− ~ kπ Þ � k ∈ N

�`TW�\sn�µ�Wmk[��(["deS�¦"[g�©YcSna�ios�del§r�d1pta�bNq�["_\[�d1p!S
r\s��©Y�sn�eaZpkb1s�q\[�_W["d1pGVj[�Æed1sC]�S§d1¨"b1s�deS�s�f$[�¦�["d1¨�fôiod�Y\["r\]�Snmo�µu

A,B
{¶�
A,B ∈ R

�
²³S§hjiofgl§mkd1p:q\[�_W["d1p

y
��b1sjV1d1s§YcS§f$i:]éikd�Y�[�r�]�S§mk� ß−π, ��{¶�PTW�Ws��­�Wmk[��([�dPS+¦º�`mk["��SCT©pka�pob1sNq\[�_W["d1p:V1[ZÆed1sC]�S§d1¨"b1s³deS³ikd�Y�[�r\]�S§mk�YÇ£`�1�éu −∞, T

{¶�
T ∈ R

�jSy�©YcSna�ios�del§r�d1pkb1s^q�["_\[�d1p
y ≡ −π �j²NSChjiofglnmod1p�q\[�_W["d1p y �:b1s1Vjd1s§YcS§f$i(]gikd�Y�[�r�]�S§mk�Âu¢� , π Þ �"TW�\sn���Wmk[��(["deS¦�[��WY�S�aZiksndelnr\d1pkb1s�q\["_\[�dep

y ≡ π
S��`mk["��SCT©pka�pob1s$q�["_W["d1pGVj[�Æed1sC]�S§d1¨"b1s�deS�ikd�Y�[�r�]�S§mk��YÇ£`�1�èu

T, } ∞ {¶� T ∈ R
�

²³S§hjiofgl§mkd1p�q\[�_W["d1p
y
�Ab1sjVjd1snY�Snf�i�]³ikd�Y�[�r�]�S§mk� ß ~ π, ¾� π {Z�jTW�Ws��é�\mk[��([�deS�¦$�`mo[��\SCT©ptaZpkb1s�q�["_\[�d1p!Vj[ZÆedesU]�Snd1¨�b1s�dPS�ikd�Y�[�r�]�S§mk�YÇ£`�1�õu −∞, T

{Z�
T ∈ R

��Sé�©YcSnaZiks�del§r�d1pobes³q�["_\[�d1p
y ≡ ~ π �<²³S§hjiofglnmod1pÅq\[�_W["d1p y ��besjVjd1snY�S§f$iÅ]èikd�Y\["r\]�Snmo�õu ¾� π, ¡ π Þ �(TW�\sn��Wmk[��([�dPS�¦Ar�s��WY\sn�PaZpkb1syq�["_\[�d1p�Vj[ZÆed1sC]�S§de¨�b1s$deS�iod�Y\["r\]�Snmo��Y©£��e�µu −∞, T

{Z�
T ∈ R

�eS$�©YcSnaZiksndPl§r�d1pobesyq\[�_W["d1p
y ≡ ¡ π �²³S§hjiofgl§mkd1p�q�["_\[�d1p

y
�Äb1s1Vjd1s§YcS§f$i�]�ikd�Y\["r\]�Snmo[�a�b ß ~ kπ, u ~ k } v�{ π Þ � k ∈ N

�
k >

v��§TW�\sn�³�\mk[��([�deSg¦"[��WY�Sna�ios�del§r�d1pta�b�q\[�_W["d1p
S�r\s��©Y�sn�ea�pob1s�q\[�_W["d1pGVj[�Æed1sC]�S§d1¨�bes�deS�s�f$[�¦�["d1¨�fôikd�Y\["r\]�Snmo�µu

A,B
{¶�
A,B ∈ R

�
?A@CBEDGFIH1Jöî$ªRO�²³S§hjiofglnmod1pAq\[�_W["d1p:TW�\sn�Ô�E�1de��aZ[

x
u
t
{ | Ae � t } B

�
y
u
t
{ | Ae � t } C

�
z
u
t
{ | Ae � t } D

S
w
u
t
{ |

Ae � t− u B } C } D {ÊdPS R
�n�`V1[

A,B,C,D ∈ R
�në�mo[�V1S§dPl�f$d1sn�"iodPS�x(sjV1z�T©[Äf$d1sn�"iodeS { ß x, y, z, w Þ ∈ R � ó x } y } z } w | � } �

–4

–3

–2

–1

0

1

2

3

4

–6 –4 –2 2 4 6

x

Ë=q\pk�`mtSnV�÷�vn�
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?A@CBEDGFIH1JLùÂMPORQ�SCTWVjXZY�[�]j_W[�a�b1dPSyfgSChjikfgl§mkd1pRq�["_\[�d1pRr�sU]`d1itaZ[ uWv ~ x(sjVjz({

~ yy′ | e−y ´ �\iod xS�deSn��rWY�d1XZY�[·T©[©T©ita�b+�nrcSC�©�
?A@CBEDGFIH1JLù+�RORQ�SCTWVjXZY�[�]j_W[�a�b1dPSyfgSChjikfgl§mkd1pRq�["_\[�d1pRr�sU]`d1itaZ[ uWv ~ x(sjVjz({

x
u
x � } vU{ y′ } u ~ x � } v�{ y | √ v } x � .

?A@CBEDGFIH1JLù��GORQ�SCTWVjXZY�[�]j_W[�a�b1dPSyfgSChjikfgl§mkd1pRq�["_\[�d1pRr�sU]`d1itaZ[ uWv ~ x(sjVjz({
y �o��� − ~ y′′′ } y′′ | �\iod x } x

aZs��
x.

?A@CBEDGFIH1JLù���ORË<sn�eik_WY\[A�1r�z1x(X�b�S�dPSn�Zr\Y\deXZY\[��nrcSC��fgSChjikf$lnmodepkacb�q\[�_W["d1pRr\sC]`d1ika�[ uWv ~ x(sjVjz({
y′ | S§rca��\ikdRuI�Wikd πy {

√

∣

∣

mksn� ( «� } |y|)
∣

∣.

?A@CBEDGFIH1JLù+ªRORQ�SCTWVjXZY�[�]j_W[�a�b1dPSyfgSChjikfgl§mkd1pRq�["_\[�d1pG�\sn�e�WY�SU]`£ uWv ~ x(sjVjz({
x′ | x } y } z,

y′ | x }­~ z,
z′ | x }­~ y.
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?A@CBEDGFIH1J­ùNM(Oe²³SChjikfgl§mkd1peq\[�_W["d1p§TW�\sn�$�E�1d1��a�[

y
u
x
{ | ±√ mos��Pu C − aZs�� x {�deS R

�1r�s
C > ~ S�deS�ikd�Y\["r\]�Snmo[�a�b³u¢Snr�a"aZs���u C−v�{ }�~ kπ, ~ π − Snr�a�a�s���u C − vU{ }�~ kπ {Z� k ∈ Z

�1�1r�sg�
< C < ~ �1ú�[ZÆed��§T©[�f$[Z�ûmoiG�E�ed1��aZi

y |
{

g
u
x
{ | √ mos��Pu ~ − a�s�� x { �1r�s

x ∈ u � kπ, ~ π }è� kπ Þ � k ∈ Z

g
u
x
{ | −√ mksn�(u ~ − aZs�� x {®�1r�s

x ∈ u ~ π }Ð� kπ, � π }è� kπ Þ � k ∈ Z
,

T©�\sn�+V1S§mt_Wpkf$iRfgS§h`ikfgl§mkd1pkf�iGq\[�_W["d1pkf�iGdeS
R
�E�1d1��aZ[

g
S −g �?A@CBEDGFIH1J¸ù+�RO(²NSChjiofglnmod1p�q\[�_W[�dep�TW�Ws��¤�E�1d1��a�[

y | x
¿
C

x
√ «©¿

x ´ deS�ikd�Y�[�r�]�S§mk["acbNu −∞,
��{:S�uI�

, } ∞ {!�1r�s C 6 | �ySyV1lnmo[��å�ed1��aZ[
y | «

√ «W¿
x ´ deS R

�
?A@CBEDGFIH1JNù���O�²³SChjikfgl§mkd1p�q�["_\[�d1p�TW�Ws����E�1d1��a�[

y | x
¿�«
� �\ikd

x } aZs�� x } ex u C « } C � x { } C » } C � x
deS

R
���jVj[

C « , C � , C » , C � ∈
R
�
?A@CBEDGFIH1JLù���O�È�_W[�a�b1dPS�f$S§hjiofgl§mkd1pRq�["_\[�d1p`TW�\sn��V1[ZÆed1sC]�l§deS�deS

R
�eÁ�sU]`d1itaZ[Afgl�d1["�nsnd1[��Zd1XAf$d1snbes$�WYcSnaZiksndelnr\depkacbºq�["_\[�d1p

y ≡ k
�
k ∈ Z

�eS
y ≡ ±

«
� �²³S§hjiofgl§mkd1pÅq�["_\[�d1p
y
�$b1sjVjd1snY�Snf�i�]èikd�Y�[�r\]�S§mk["acbàuWu ~ k − vU{ , ~ k {¶� k ∈ Z \ { � } �(TW�\sn���`mo[��\SCT©ptaZp���²³S§h`ikfgl§mkd1pÅq�["_\[�d1p y �b1sjVjd1snY�S§f$iR]ºikd�Y�[�r�]�S§mk["acbéu ~ k, u ~ k } vU{W{Z� k ∈ Z \ { � } �CTW�Ws���r\s��©Y�sn�ea�pI�²³S§hjiofgl§mkd1pÅq\["_\[�dep

y
��b1sjVjd1snY�Snf�iÅ]èikd�Y\["r\]�Snmo�õu¢�

,
vU{¶�(TW�\sn���\mk[��([�dPSN¦�r\s��©Y�sn�ea�pob1sNq�["_\[�d1p���b1sjVjd1snY�Snf�iÅ]Ôu¢�

,
«� {Z���"ln�WY\i�©YcSnaZiksndelnr\depob1sAq�["_\[�d1p

y | «� ��S�¦�r�s��WY\s��eaZpkb1sAq�["_\[�d1pe�!b1s1Vjd1s§YcS§f$i1]�u
«
� , v�{Z�n�1q�po�eS�Vjd1X��(s��1¦�[Ä¦�mkikx(sU]ns�mod`¥ja�bgVj]nsn�$Y\X"acb�Y�s���ln�WY�pI�²³SChjikf$lnmodep=q\[�_W["d1p

y
��b1sjVjd1snY�S§f$i=]éikd�Y�[�r�]�S§mk�Lu − v , ��{¶�eTW�Ws��Ð�Wmk[��(["deS+¦¤�`mk["��SCTÇptaZpkb1s³q\[�_W["d1p:�^b1s1Vjd1s§YcS§f$i=]¹u¢� ,− «� {¶�Ê�"ln�WY\i�©YcSnaZiksndelnr\depob1s�q�["_\[�d1p
y | − «� ��S^¦���mk["��SCT©ptaZpkb1s^q\[�_W["d1pP�=b1sjV1d1s§YcS§f$ie]+u −

«
� ,− v�{Z���1q�po�eS�Vjd1X��(sn�1¦"[Ä¦�mkiox(sC]nsnmkd�¥jacbgV1]nsn�$Y�X"acb�Y�s��ln�WY\p��

?A@CBEDGFIH1J¸ù+ªGO(²³S§h`ikfgl§mkd1p�q\[�_W["d1p�TW�\sn�º�E�1d1��a�[
x
u
t
{ | Ae » t − ~ C � y u t { | Ae » t −Be− � t } C

S
z
u
t
{ | Ae » t } Be− � t } CdeS

R
�1�jVj[

A,B,C ∈ R
�
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?A@CBEDGFIH1JLþyMPORQ�SCTWVjX�Y\[�]j_\["acb1deS�f$S§hjiofgl§mkd1pRq�["_\[�depRr\sC]`d1ika�[ uWv ~ x(sjVjz({

y′ | y
uWv } y � {jaZs�� xS�deSn��rWY�d1XZY�[·T©[©T©ita�b+�nrcSC�©�

?A@CBEDGFIH1JLþ��RORQ�SCTWVjX�Y\[�]j_\["acb1deS�f$S§hjiofgl§mkd1pRq�["_\[�depRr\sC]`d1ika�[ uWv ~ x(sjVjz({
xy′ | y

uWv } mos�� y − mos�� x {�W�1mkÑ��CT©ptaZp��(sj�"lCY\[��Zd1pR�(s1Vjf�pkd1�`�
y
u©vU{ | y Ò �eË!r�s�TWSn��l y Ò ∈ R

TW�Ws���Y�S§Y\s$q�["_\[�d1pRs�f$[�¦�["del�Ó
?A@CBEDGFIH1JLþA�GORQ�SCTWVjX�Y\[�]j_\["acb1deS�f$S§hjiofgl§mkd1pRq�["_\[�depRr\sC]`d1ika�[ uWv ~ x(sjVjz({

x » y′′′ }Ð� x � y′′ } ¡ xy′ } y | �\iod�mksn� |x| .
?A@CBEDGFIH1JLþ���ORËÊs��1it_©Y�[��1r�z1x(X"b�S�deSn��rWY�d1XZY�[A�nrcSC��fgSChjikfgl§mkd1pta�b�q�["_\[�d1pRr�sU]`d1itaZ[ uWv ~ x(sjVjz({

y′ | y
u
y − vU{

ey
mksn� |y| .

?A@CBEDGFIH1JLþ�ªRORQ�SCTWVjX�Y\[�]j_\["acb1deS�f$S§hjiofgl§mkd1pRq�["_\[�depG�Ws��e�©YcS�]`£ uWv ~ x(sjVjz({

ï ′ |




v v v
v ~ v
− v − v − v





ï .
ÿ�Y\[�r�¥`f$iRx(sjVj£ ß x, y, z Þ ∈ R » �1r�sja�bPl§¦�pRd1X©TWSn�n¨Asnf$[�¦"[�d1¨AfgS§h`ikfgl§mkd1pRq�["_\[�d1påÓ



« Ò
¬ ������	��­)+�������®	�¯°
��y�������$#±
�� ���<�������� "�$#&%�' )�*!�
,.-$' /`ýÀ2

4$576�8!8:9:;<6�8=8=>
?A@CBEDGFIH1JLþyMPOR²³SChjikfgl§mkd1pRq�["_\[�d1p`T©[^�WY�Sna�ios�del§r�d1p�q�["_\[�d1p

y ≡ ��deS R
S$V1l§mk[

y | ±
√ v
v − e � � ä�� � x−C � −

v
�1r\s

C >
vAdeS

R
S��er\s − v < C ≤ vAdeS�u −π − Snr�a"�Wikd C }­~ kπ, Snr�a"�Wikd C }�~ kπ {¶� k ∈ Z

�
?A@CBEDGFIH1JÀþ��RO=²³SChjikfgl§mkd1p=q\[�_W["d1p:�^�(sj��l§Y\[��Zd1p=�(sjVjf$pkd1�nsn�

y
u©v�{ | y Ò T©[ y | xex � ã Ø y � deSÐu¢� , } ∞ {Z���ÊSCY�s+q�["_\[�d1pGTW�\sn�snf$[�¦�["del��1r\s

y Ò ∈ uI� , vU{¶�
?A@CBEDGFIH1JLþA�GO�²³S§h`ikfgl§mkd1pRq�["_\[�d1p`TW�Ws��º�E�ed1��aZ[

y | (

C « − � ã Ø |x|�
) �\iod�mos�� |x| } (C � − � ã Ø |x|�

) aZs��1mos�� |x| } C  
x

dPS�u −∞,
��{

S�deS�u¢�
, } ∞ {¶�j�jVj[ C « , C � , C » ∈ R

�
?A@CBEDGFIH1J¸þ���OP²NSChjiofglnmod1p(q�["_\[�dep

y
�:besjVjd1snY�S§f$i(]gikd�Y\["r\]�Snmo�Âu −∞,− v�{GTW�\sn�ºr�s��WY\s��eaZp���Vj[�Æed1sC]�l§deS^dPS�snf$[�¦"[�d�¥jacb¤ikd�Y�[�r\�]�S§mk["acb�u

A,B
{Z�Gmoikf

x→B− y′
u
x
{ | } ∞ �G²³S§h`ikfgl§mkd1p<q�["_\[�dep y �Ab1sjVjd1snY�Snf�i�]³ikd�Y\["r\]�Snmk�¸u − v , ��{=TW�Ws��Â�`mk["��SCT©pka�pI�GVj[ZÆedesU]�lndeSdeS�ikd�Y�[�r�]�S§mk["acbºY©£`�1�èu −∞, T
{¶�emkiof

x→T− y′
u
x
{ | −∞ �e²³S§hjiofglnmod1pGq\[�_W["d1p y ��b1sjVjd1snY�S§f$iG]ºiod�Y\["r\]�Snmo�µuI� , vU{�TW�\sn��r�s��WY\s��eaZp��Vj[ZÆed1sC]�l§dPS�dPS$ikd�Y�[�r�]�S§mk["acb�Y©£��e�Ðu −∞, T

{¶�Pmkiof
x→T− y′

u
x
{ | v /e �P²³S§hjiofgl§mkd1p�q\[�_W["d1p y �Äb1sjVjd1snY�Snf$iG]�iod�Y\[�r�]�S§mk�èuWv , } ∞ {T©�\sn��r\s��©Y�sn�ea�pI�jV1[ZÆed1sC]�l§dPSydeS�ikd�Y�[�r�]�S§mk["acbºY©£`�1�èu

T, } ∞ {Z�1mkiof x→T
¿ y′ u x { | v /e �?A@CBEDGFIH1J¸þAªGOP²³S§hjiofgl§mkd1p(q�["_\[�d1p�TW�\sn�¤�E�1d1��a�[

x
u
t
{ | −A− ~ B−Bt−Ce � t � y u t { | B− ~ Ce � t S z u t { | A } Bt } Ce � tdeS

R
�1�jVj[

A,B,C ∈ R
�1²³d1sn�"iodeS�x(sjV1zG�j��Y�[�r�¥`f�iG�1r\s1a�beln¦�p�deX©TWS§�n¨�snf$[�¦"[�d1¨AfgSChjikf$lnmkd1pRq�["_W["d1p`T©[ { ß−A, � , A Þ ó A ∈ R} �
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?A@CBEDGFIH1J
	AM(ORQ�SCTWVjXZY�[�]j_W[�a�bedeSyfgS§h`ikfgl§mkd1pRq�["_\[�d1pRr�sC]�deika�[ uWv ~ x(sjVjz({

y′ } yy′ − v − x | �S�deSn��rWY�d1XZY�[·T©[©T©ita�b+�nrcSC�©�
?A@CBEDGFIH1J
	��GORQ�SCTWVjXZY�[�]j_W[�a�bedeSyfgS§h`ikfgl§mkd1pRq�["_\[�d1pRr�sC]�deika�[ uWv ~ x(sjVjz({u ~ x } v�{ y′ | � x }�~ y.
?A@CBEDGFIH1J
	Ä��ORQ�SCTWVjXZY�[�]j_W[�a�bedeSyfgS§h`ikfgl§mkd1pRq�["_\[�d1pRr�sC]�deika�[ uWv ~ x(sjVjz({

y′′′ } y′ | Y�� x.
?A@CBEDGFIH1J
	���ORËÊs��1ik_WY�[��1r�z1x(X�b+S�deSn��rWY�d1XZY�[A�nrcSC��fgSChjikfgl§mkd1pkacb�q\[�_W["d1pRr\sC]`d1itaZ[ uWv ~ x(sjVjz({

y′ | ey
y − v
y } v

 √ S§rca¶Y��
y.

?A@CBEDGFIH1J
	�ªGORQ�SCTWVjXZY�[�]j_W[�a�bedeSyfgS§h`ikfgl§mkd1pRq�["_\[�d1pG�\sn�e�WYcS�]`£ uWv ~ x(sjVjz({

ï ′ |




− v − � �
− � ~ − �
� − � − v





ï .
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?A@CBEDGFIH1J
	AM(O�Á�sC]`d1ika�[�d1["f$l��"l�Vjdel��WY�Sna�ios�del§r�d1p(q�["_\[�d1p��j²³S§hjiofglnmod1pRq\[�_W["d1p�TW�\sn�º�E�ed1��aZ[

y | x
S
y | −x deS R

S��E�1de��aZ[
y | − v ±√ u

x } v�{ � − C
�er\s

C <
��deS

R
S��1r�s

C >
��deS�u −∞,− v −√C {ÅS�deS�u − v } √C,∞ {Z�?A@CBEDGFIH1J�	��GO<²³S§hjiofgl§mkd1p�q\[�_W["d1p(TW�\sn�N�E�ed1��aZ[

y | u ~ x } v�{�uEmksn� | ~ x } v | } C
{ } vn� C ∈ R

�GdeS�ikd�Y�[�r�]�S§mk["acb¸u −∞,−
«� {S­u − «� ,∞ {¶����S§Y\sNq�["_\[�d1p·d1[�mk¦�[��\mo["�1i�Y$]µx(sjVjX −
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