IMPLICITNI FUNKCE

V ndsledujicich dlohéch ukazte, Ze uvedena rovnice uruje v jistém okoli daného bodu [z, yo] impli-
citn€ zadanou funkci (proménné x). Spoctéte prvni a druhou derivaci této funkce v bodé x.

15 22+ 22y +yt -9y =0, [0,1] 25 e™ +siny +y? =1, [2,0]

3. sin(zy) + cos(zy) = 1, [m, 0] 4. 2zty+ a3 +y3+ay=1, [1,0]

5. log(z? + y? + cos(zy)) +y =0, [0,0] 6. log(z +arctgy + 1) +zy =0, [0,0]

7. z¥4y® =2y, [1,1) 8. 32?2 +y%2? +siny =0, [0,0]

9. ¢sine’ yesiney — 9y 42 [0, 0] 10. % + arcsin(x + y?) = arccos(y + z2), [0,0]

11.* Je dén vztah 22 + 2y? + 322 + 2y — 2 — 9 = 0 a bod [1, —2, 1]. DokaZte, Ze timto vztahem je
definovédna hladkd funkce z = z(x, y) v jistém okoli U bodu [1, —2], pro kterou plati z(1, —2) = 1, urCete
gz g—z v okoli U, napiste rovnici te¢né roviny ke grafu funkce z = z(x, y) v bodé [1, —2].

12. DokaZte, Ze mnoZina bodi [z,y, z] € R, které spliiuji vztah 2% + 3% + 22 — 3xyz = 0 je v okoli
bodu [1,1, 1] popsatelnd jako graf funkce f(z,y) definované na jistém okoli bodu (1,1), pro kterou je
f(1,1) = 1. UrCete totélni diferencidl v bod& [1, 1] a napiSte rovnici te¢né roviny ke grafu funkce f v
tomto bodé.

13.  Spoctéte parciélni derivace funkce z v bodé& [0, 1], kterd je implicitné zadan4 rovnici £ = log§ a

spliiuje z(0,1) = 1.

z
z

V nésledujicich tfech tlohach ukaZte, Ze uvedend soustava rovnic urCuje v jistém okoli daného bodu
[0, Yo, Uo, vo] implicitné zadané funkce u, v (proménnych x, y). Spoctéte obé parcidlni derivace prvniho
Fadu t&chto funkci v bodé [z, yo].

145 et 4+ 2uv =1, ye" v — THs = 2%, [1,2,0,0]

157 x =wcos 2,y = usin 2, [1,0,1,0]

165 z =¢“ +usinv,y =e* —ucosv, [e+1,e1,7/2]
VYSLEDKY

1.2, -14 2. Rovnice tecny: x — 0.

3. Polozme
F(z,y) = sin(zy) + cos(zy) — 1.
Funkce F je definovana na R? a pro jeji parcidlni derivace plati:

oF .
%(w, y) = cos(wy) -y — sin(zy) - y,

oF :
a—y(w, y) = cos(zy) - x — sin(zy) - x.

Obé parcidlni derivace jsou na R? spojité, stejné jako jejich parcidlni derivace, tj. F' € C?(R?). Déle
plati F(7,0) = 0 a %(ﬂ', 0) = 7 # 0. Tim jsme ovéfili, Ze naSe rovnice urluje v jistém okoli bodu

[7,0] implicitné zadanou funkci proménné z, kterd sama je tiidy C2. Funkci oznaéme ¢ a jeji derivace



vypocitejme postupnym derivovanim vztahu
sin(zp(x)) + cos(zp(x)) =1,
cos(zp(z)) - (p(z) + 2 (2)) — sin(ze(x)) - (p(x) + 2¢'(x)) = 0,

—sin(zp(x)) - (¢(2) +2¢(2))? + cos(zp(x)) - (2¢' (2) + 29" ()
— cos(zp(x)) - (p(2) + 2¢'(2))* = sin(zp(x)) - (2¢' () + 29" (z)) = 0.
Dosadime-li z = 7 a pouZijeme-li ¢(7) = 0, dostaneme ¢’ (7) = 0 a ¢”(7) = 0.

4. PoloZzme

F(z,y) =22y 4+ 2% +y° + 2y — 1.

Funkce F je definovana na R? a pro jeji parcidlni derivace plati:
oF
Dz
oF
Ay
Obé parcidlni derivace jsou na R? spojité, stejné jako jejich parcidlni derivace, tj. F' € C*(R?). Déle
plati £(1,0) = 0 a %—5(1,0) = 3 # 0. Tim jsme ovéfili, Ze naSe rovnice urCuje v jistém okoli bodu

(z,y) = 8%y + 32° + y,

—(z,y) = 22* + 3y° + .

[1,0] implicitné zadanou funkci proménné z, kterd sama je tiidy C2. Funkci oznatme ¢ a jeji derivace
vypocitejme postupnym derivovanim vztahu

20%0(z) + 2% + o)’ + zp(z) — 1 =0,
82°¢(x) + 209/ (2) + 32% + 3p(2)*¢' (x) + ¢(2) + 2¢/(z) = 0,
24a?p(x) + 82/ () + 82/ () + 229" (x) + 62 + 6ip(x) (' (2))” + B ()" ()
+¢'(z) + ' (z) + 2" (z) = 0.
Dosadime-li z = 1 a pouzijeme-li (1) = 0, dostaneme ¢'(1) = —1 a ¢”(1) = 4.
5. PoloZzme
F(z,y) = log(z® +y* + cos(zy)) +y.

Funkce F je definovadna na jisté oteviené mnoZiné G (lze ukézat, Ze dokonce G = R?) obsahujici bod
[0, 0] a pro jeji parcidlni derivace plati:

OF 1 .

O (v,y) = 2% 1 g + cos(ay) - (2z — sin(zy) - y),
OF 1 .

G 00 = ey (B~ sina) ) 1

Obé parcidlni derivace jsou na G spojité, stejné jako jejich parcidlni derivace, tj. ' € C%(G). Déle
plati F(0,0) = 0 a Eg—gj(O,O) = 1 # 0. Tim jsme ovéfili, Ze naSe rovnice uréuje v jistém okoli bodu
[0,0] implicitné zadanou funkci proménné x, kterd sama je tfidy C2. Funkci oznatme ¢ a jeji derivace
vypocitejme postupnym derivovanim vztahu

log(a” + ¢()? + cos(wp())) + p(z) =0,

1 ! : / / _
o e (2 20 (@) — sinap(a)) (o(e) + ¢ (@) + ¢/ () = O
-1 - (22 )¢ (z) — sin(zp(x T o' (2)))?
T e (2 2@ () — sin(ap(w) (@) + 20/ (@))

1 / 2 1
T (@) + coswpl@)) (2 +2(¢' ()" + 20 (2) " (2)

— cos(wp(x))(p() + 2’ (2))? = sin(zp(2))(2¢ (z) + 2" (2))) + ¢ (x) = 0.
Dosadime-1i z = 0 a pouZijeme-li ¢(0) = 0, dostaneme ¢’ (0) = 0 a ¢”(0) = —2.




6. Polozme
F(z,y) = log(x + arctgy + 1) + xy.
Funkce F je definovana na jisté oteviené mnoZiné G obsahujici bod [0, 0] a pro jeji parcidlni derivace plati:

%(x,y) - x +arctgy + 1 t
oF 1 1
7('/137 y) = : 2
Jy z+arctgy+1 1+y
Obé parcidlni derivace jsou na G spojité, stejné jako jejich parcidlni derivace, tj. ' € C?(G). Déle
plati £(0,0) = 0 a %—5(0,0) = 1 # 0. Tim jsme ovéfili, Ze naSe rovnice urcuje v jistém okoli bodu

+ .

[0,0] implicitné zadanou funkci proménné z, kterd sama je tiidy C2. Funkci ozname ¢ a jeji derivace
vypocitejme postupnym derivovanim vztahu

log(z + arctg o(z) + 1) + zp(z) =0,

! : Sﬁl(x) x zo'(2) =
x + arctg p(x) + 1 <1+1+<p(x)2)+90()+ ¢'(r) =0,

-1 ¢'(z) \*
(z + arctg p(z) + 1) (1 + 1+ ga(x)2>
N 1 (@) (1 + p(2)?) — 2¢' (2)¢' (2) ()
x + arctg p(z) + 1 (14 p(x)2)?
+¢'(2) + ¢'(x) + 29" (2) =0,

Dosadime-li z = 0 a pouZijeme-li »(0) = 0, dostaneme ¢’ (0) = —1 a ¢”(0) = 2.
7. PoloZzme
F(z,y) =2 +y° —2y.
Funkce F je definovdna na oteviené mnozin€ G = (0, +o00) x (0,4+00), kterd obsahuje bod [1,1]. Pro
parcidlni derivace F’ plati:

oF
- B ]
5y (LY) =ya¥" +y” logy,
oF
379(96, y) = a¥logz +ay" " — 2.
Obé& parcidlni derivace jsou na G spojité, stejné jako jejich parcidlni derivace, tj. F' € C%(G). Déle
plati F(1,1) =0 a %—5(1, 1) = —1 # 0. Tim jsme ovéfili, Ze naSe rovnice uréuje v jistém okoli bodu

[1,1] implicitné zadanou funkci proménné z, kterd sama je tiidy C2. Funkci oznaéme ¢ a jeji derivace
vypocitejme postupnym derivovanim vztahu

9@ 4 p(z)* — 20(z) = 0.
Tento vztah si pfepiSme na tvar
ev(@)logz 4 cxlogy(r) _ 2p(z) = 0.

Nyni postupné obdrzime

/
o (@) loga <<p/(1’) log 2 + So(x)) 4 evloge(@) | <10g¢($) 4 TP (x)) . 2@/(@ =0,

X

2 /
ep(@)logz (QOI(.%') log = + (p(CC)) +680(x)logx_ (@//(x) 1ng—‘r2w (:L‘) . ¢($)>
€T

o(x)

_i_emlogap(r) . (10ggo(x) + $(P’(-T)>
Lerlogg() | (tp’(w) (¢'(2) + 2" ())p(x) — w’(w)w’(ﬂf)) _ 9" (z) = 0.

olo) ()2



Dosadime-li x = 1 a pouZijeme-li ¢(1) = 1, dostaneme ¢’(1) = 1 a ¢”’(1) = 4.PoloZzme
Flz,y) =2 +y* = 2.

Funkce F je definovédna na oteviené mnoziné G = (0,400) x (0,+00), kterd obsahuje bod [1, 1]. Pro
parcidlni derivace F plati:

oF

- — gyl |
5y (LY) =ya¥™ +y” logy,
oF
379(96, y) = a¥logz +azy" " — 2.
Obé parcidlni derivace jsou na G spojité, stejné jako jejich parcidlni derivace, tj. F' € C?(G). Déle
plati F(1,1) = 0a ‘?9—5(1, 1) = —1 # 0. Tim jsme ovéfili, Ze naSe rovnice urcuje v jistém okoli bodu

[1,1] implicitné zadanou funkci proménné z, kterd sama je tiidy C2. Funkci ozname ¢ a jeji derivace
vypocitejme postupnym derivovanim vztahu

9@ 4 p(z)* — 2p(z) = 0.
Tento vztah si pfepiSme na tvar
ev(@)logz | pzlogp(z) _ 2p(z) = 0.

Nyni postupné obdrzime

/
o) logz . ((p’(x) log = + @($)> + eTloge(@) | (10g<,0(x) i TP (1')) . 2@/(33) =0,

x o(x)
2 /
ev(@)loga | (90/(33) log = + 90('73)> + eP(@)logz (SOII(.T) log = + 290 (z) . @(f))
x T x
/ 2
+emloggp(m) . (lOgcp(:c) + Ty (I)>
o(x)
Lerlose() | (@) | (P(@) + 2¢"(2))p() — wp'(z)¢'(x) 9 (z) = 0.
p(x) p(x)?
Dosadime-li z = 1 a pouzijeme-li (1) = 1, dostaneme ¢'(1) = 1a ¢"(1) = 4.
8. PoloZzme
F(z,y) = v*2? + y*2? + siny.

Funkce F je definovdna na R?. Pro parcidlni derivace F plati:

oF

%(ﬂf,y) =2z + 2%z,

oF

—(x,y) = 3y22? + 2yz? + cosy.

Ay

Obé parcidlni derivace jsou na R? spojité, stejné jako jejich parcidlni derivace, tj. F' € C*(R?). Déle
lati £'(0,0) = 0 a or 0,0) =1 0. Tim jsme ovéfili, Ze naSe rovnice urcuje v jistém okoli bodu

P oy J je v ]

[0,0] implicitné zadanou funkci proménné z, kterd sama je tiidy C2. Funkci oznaéme ¢ a jeji derivace
vypocitejme postupnym derivovanim vztahu

o(x)3x? + p(x)?2?® 4 sinp(z) = 0.
Postupné obdrzime
3p(2)%¢ ()2? + 2¢p(x)’x + 20(2)¢' (2)2® + 2p(x)x + cos p(x) - ¢’ (x) = 0
Gip(2)¢' ()" (x)2® + Bp ()" (2)2” + 6p(2)* ' () + 6p(2) ¢’ (2)2
+20(2)° +2¢ ()’ (x)2® + 2p(2) " (x)2® + dp(z)¢' ()2
()@ (2)z + 20(x)* —sinp(a) - ¢ ()¢ () + cos () - 9" () = 0.
Dosadime-li = 0 a pouZijeme-li ¢(0) = 0, dostaneme ¢’ (0) = 0 a ¢”(0) = 0.

9. PoloZme o '
F(.’L‘,y) — eSIIIZL’ + esmzy _ 2y _ 2



Funkce F je definovana na R2. Pro parcidlni derivace I plati:

oF , ,
—(z,y) = e L cos 22 - 27 + €507V . cos HATRETS
Ox
oF
_ sinzy _9
3y —(z,y) =€ -cosxTy - T
Obé parcidlni derivace jsou na R? spojité, stejné jako jejich parcidlni derivace, tj. F' € C%(R?). Déle
plati F(0,0) = 0a %—Z(O, 0) = —2 # 0. Tim jsme ovéfili, Ze nase rovnice uréuje v jistém okoli bodu

[0,0] implicitné zadanou funkci proménné z, kterd sama je tiidy C2. Funkci oznalme ¢ a jeji derivace
vypocitejme postupnym derivovanim vztahu

esin$2 + esinwga(w) _ ZQD(SIJ) —92=0.
Postupné obdrzime
e cosz? - 2z + e cos pp(z) - (@(7) + 29 (2)) — 24/ (x) = 0,
esina” (cosz? - 2z)% — €0 o gina? - 422
e L cogg? . 2 4 i 0@ (cos () - (p(x) + ' (2)))?
=D sinzp(x) - (p(x) + ¢ (2))° + M coswp(a) - (26 () + 29" () — 2¢" (x) = 0,
Dosadime-li x = 0 a pouZijeme-li ¢(0) = 0, dostaneme ¢’(0) = 0 a ¢”(0) = 1.
10. PoloZzme
F(z,y) = /2 + arcsin(z + y?) — arccos(y + 22).
Bod [0, 0] je ve vnitiku defini¢niho oboru funkce F' — miZeme tedy spocitat parcidlni derivace funkce F na
jistém okoli G bodu [0, 0]:

aj(x )= 1 2x

oz Y \/1— (x +y?) \/17 (y + 22)2
OF 2y 1
7‘]:’ +

3y( v) = VIi—@+y?)? 1 (y+a22)?

Obé parcidlni derivace jsou na jistém okoli bodu [0, 0] spojité a navic tam jsou jejich parcidlni derivace
spojité, tj. f € C%(G). Déle plati F(0,0) =0a %—5(0, 0) = 1 # 0. Tim jsme ovéfili, Ze nase rovnice uréuje
v jistém okoli bodu [0, 0] implicitné zadanou funkci proménné z, kterd je tiidy C2. Funkci ozname ¢ a jeji
derivace vypocitejme postupnym derivovanim vztahu
arcsin(x + (p(z))?) + 7/2 — arccos(p(z) + x?) = 0,
1+ 20(a)¢'(x) so’<>+2x
V1= (@ + (p(2))?)? — (p(2) +22)?
1 _3
—5 (1= @+ (@))*)*)7% - (222 + (p(2))*)) - (1 + 2(2)¢' ()
1
H(1 = (2 + (p(2)))) 72 - (2(¢' (@) + 20(2)¢" (2))
3

—%(1—(s0(x)+fc2)) 2 (=2(p() + %)) - (¢ (2) + 22)°

+(1 = (p(x) +2%)*) 72 - (¢ (2) +2) = 0.
Dosadime-li z = 0 a vyuZijeme-li ¢(0) = 0, dostaneme ¢’ (0) = —1 a ¢”"(0) = —4.

b

11. Rovnice te¢né roviny: L(z,y) = (y +2)+ 1. 12. Rovnice te¢né roviny: L(z,y) = —(z -
Do-D+1 1 2E01) =1, 201) = Lo 502 =0 35( 2) =
GeL2) = —1/3. 5:(1,2) = 1/3 15 5¥(1,0) = L 52(1,0) = 0. 5(1,0) = 0, §2(1,0) =

16. J4(e+1.e) =1/(1+ ),%(e+1,e)=—e/(e+1) (e—l—le)—Oa”(e—i—le) 1



