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5. Funkce vice proménnych
6. Maticovy pocet

7. Ciselné fady

8. Integrél



5. Funkce vice proménnych



5.1. R jako metricky a linearni prostor

Definice
Mnozinou R”, n € N, rozumime mnozinu vSech
usporadanych n-tic realnych Cisel.



5.1. R jako metricky a linearni prostor

Definice
Mnozinou R”, n € N, rozumime mnozinu vSech
usporadanych n-tic realnych Cisel.

Definice
Euklidovskou metrikou (vzdalenosti) na R” rozumime
funkci p: R” x R” — (0, 4+-00) definovanou predpisem

p(x.y) = | D _(xi—y).

i=1

Cislo p(x, y) nazyvdme vzdalenosti bodu x od bodu y.



Véta 5.1 (vlastnosti euklidovské metriky)
Euklidovska metrika p ma nasledujici vlastnosti:
(i) Vx,y e R": p(x,y) =0 x =y,



Véta 5.1 (vlastnosti euklidovské metriky)

Euklidovska metrika p ma nasledujici vlastnosti:
(i) Vx,y e R": p(x,y) =0 x =y,

(i) Vx,y € R": p(x,y) = p(¥, X),



Véta 5.1 (vlastnosti euklidovské metriky)

Euklidovska metrika p ma nasledujici vlastnosti:
(i) Vx,y e R": p(x,y) =0 x =y,

(i) Vx,y € R": p(x,y) = p(¥, X),

(i) Vx,y,z € R™: p(x,2) < p(x,y) + p(y. 2)
(trojuhelnikova nerovnost),



Véta 5.1 (vlastnosti euklidovské metriky)

Euklidovska metrika p ma nasledujici vlastnosti:
(i) Vx,y e R": p(x,y) =0 x =y,

(i) Vx,y € R": p(x,y) = p(¥, X),

(i) Vx,y,z € R™: p(x,2) < p(x,y) + p(y. 2)
(trojuhelnikova nerovnost),

(iv) Vx,y € R"VA € R: p(Ax, Ay) = [Alp(X, y),



Véta 5.1 (vlastnosti euklidovské metriky)

Euklidovska metrika p ma nasledujici vlastnosti:
(i) Vx,y e R": p(x,y) =0 x =y,

(i) Vx,y € R": p(x,y) = p(¥, X),

(i) Vx,y,z € R™: p(x,2) < p(x,y) + p(y. 2)
(trojuhelnikova nerovnost),

(iv) Vx,y € R"VA € R: p(Ax, Ay) = [Alp(X, y),
(V) Vx,¥,Z€R": p(x+ 2,y + 2) = p(X, y).



Definice
Necht x € R", r > 0. Mnozinu B(x, r) definovanou
predpisem

B(x,r):{ye Rn;p(X,y)< r}

nazyvame otevienou kouli o poloméru r a stredu x
nebo také okolim bodu x.



Definice )
Necht M C R", x € R". Rekneme, Ze x € R” je vnitfnim

bodem mnoziny M, jestlize existuje r > 0 takové, ze
B(x,r) c M.



Definice

Necht M c R”, x € R". Rekneme, Ze x € R” je vnitfnim
bodem mnoziny M, jestlize existuje r > 0 takové, ze
B(x,r) c M.

Definice

Mnozina M C R” se nazyva oteviena v R, jestlize kazdy
jeji bod je jejim vnitfnim bodem. Doplnky otevienych
mnozin (tj. mnoziny tvaru R"\ G, kde G je oteviena
mnozina) nazyvame uzavienymi mnozinami v R".



Véta 5.2 (vlastnosti otevienych mnozin)

(i) Prazdna mnozina a cely prostor R" jsou oteviené
vR".



Véta 5.2 (vlastnosti otevienych mnozin)

(i) Prazdna mnozina a cely prostor R" jsou oteviené
vR".

(i) Necht mnoziny G, C R", a € A, jsou otevrené v R".
Pak ., G. je oteviena mnoZina v R".



Véta 5.2 (vlastnosti otevienych mnozin)

(i) Prazdna mnozina a cely prostor R" jsou oteviené
vR".
(i) Necht mnoziny G, C R", o € A, jsou oteviené v R".
Pak ., G. je oteviena mnoZina v R".
(iii) Necht mnozZiny G;, i = 1,..., m, jsou oteviené. Pak
N, Gi je oteviena mnoZina v R".



Véta 5.3 (vlastnosti uzavienych mnozin)

(i) Prazdna mnozina a cely prostor R" jsou uzaviené
vR".



Véta 5.3 (vlastnosti uzavienych mnozin)

(i) Prazdna mnozina a cely prostor R" jsou uzaviené
vR".

(i) Necht mnoziny F, c R", o € A, A+ 0, jsou uzaviené
vR". Pak (.4 Fo je uzaviena mnoZina v R".



Véta 5.3 (vlastnosti uzavienych mnozin)

(i) Prazdna mnozina a cely prostor R" jsou uzaviené
vR".
(i) Necht mnoziny F, c R", o € A, A+ 0, jsou uzaviené
vR". Pak (\,c4 Fa je uzaviena mnozina v R".
(iii) Necht mnoziny F;, i =1,..., m, jsou uzaviené. Pak
U, Fi je uzaviena mnozina v R".



Definice .
Necht M c R" a x € R". Rekneme, Ze x je hrani¢nim

bodem mnoziny M, pokud pro kazdé r > 0 plati
B(x,r)Nn M # 0 aB(x,r)n(R"\ M) # 0.



Definice

Necht M c R" a x € R". Rekneme, Ze x je hraniénim
bodem mnoziny M, pokud pro kazdé r > 0 plati
B(x,ryn M # (§ a B(x,r)n(R™\ M) # 0. Hranici
mnoziny M rozumime mnozinu v8ech hraniCnich bodu
M.



Definice

Necht M c R" a x € R". Rekneme, Ze x je hraniénim
bodem mnoziny M, pokud pro kazdé r > 0 plati
B(x,ryn M # (§ a B(x,r)n(R™\ M) # 0. Hranici
mnoziny M rozumime mnozinu v8ech hraniCnich bodu
M. Znacime ji H(M).



Definice
Necht M c R". Vnittkem mnoziny M rozumime mnozinu
vSech vnitfnich bodd mnoziny M.



Definice
Necht M c R". Vnittkem mnoziny M rozumime mnozinu

v§ech vnitfnich bodd mnoziny M. Uzavérem mnoziny M
rozumime mnozinu M U H(M).



Definice
Necht M c R". Vnittkem mnoziny M rozumime mnozinu

v§ech vnitfnich bodd mnoziny M. Uzavérem mnoziny M
rozumime mnozinu M U H(M). Vnittek mnoziny M
budeme znacit int M a pro uzavér mnoziny M vyhradime
symbol M.



Definice
Necht M c R". Vnittkem mnoziny M rozumime mnozinu

v§ech vnitfnich bodd mnoziny M. Uzavérem mnoziny M
rozumime mnozinu M U H(M). Vnittek mnoziny M
budeme znacit int M a pro uzavér mnoziny M vyhradime
symbol M.

Definice
Rekneme, Ze mnozina M je omezena v R”, jestlize
existuje r > 0 tak, ze M C B(o,r).



5.2 Spojitost funkci z R”

Definice )
Necht M Cc R", x e Maf: M — R. Rekneme, ze f je

spojita v bodé x vzhledem k M, jestlize plati

Vee R, e>030 € R, 0 >0Vy € B(x,6)nM: f(y) € B(f(x),¢).



5.2 Spojitost funkci z R”

Definice )
Necht M Cc R", x e Maf: M — R. Rekneme, ze f je
spojita v bodé x vzhledem k M, jestlize plati

Vee R, e>030 € R, 0 >0Vy € B(x,6)nM: f(y) € B(f(x),¢).

Definice

Necht x/ € R" pro kazdé j € N a x € R". Rikame, Ze
posloupnost {xf}/?’g1 konverguje k x, pokud

lim; 00 p(X, /) = 0.



5.2 Spojitost funkci z R”

Definice )
Necht M Cc R", x e Maf: M — R. Rekneme, ze f je
spojita v bodé x vzhledem k M, jestlize plati

Vee R, e>030 € R, 0 >0Vy € B(x,6)nM: f(y) € B(f(x),¢).

Definice

Necht x/ € R" pro kazdé j € N a x € R". Rikame, Ze
posloupnost {xf}/?’g1 konverguje k x, pokud

lim; 00 p(X, X') = 0. Znacime X' — x.



5.2 Spojitost funkci z R”

Definice )
Necht M Cc R", x e Maf: M — R. Rekneme, ze f je
spojita v bodé x vzhledem k M, jestlize plati

Vee R, e>030 € R, 0 >0Vy € B(x,6)nM: f(y) € B(f(x),¢).

Definice

Necht x/ € R" pro kazdé j € N a x € R". Rikame, Ze
posloupnost {x/}>, konverguije k x, pokud

lim; 00 p(X, X') = 0. Znacime X/ — x. Prvek x nazyvame
limitou posloupnosti {x/} ;.



Véta 5.4

Necht x) € R" pro kazdé j € N a x € R". Posloupnost
{x/}>2, konverguje k x pravé tehdy, kdyZ posloupnost
{x]}32, konverguje k x; pro kazdé i € {1,...,n}.



Véta 5.5 (Heine)
Necht M Cc R", x e M af: M — R. Pak je ekvivalentni:
(i) f je spojita v x vzhledem k M,
(i) lim;_ f(X’) = f(x) pro kaZdou posloupnost {x/}?°,
splriujici X € M proj € N alim;_,., x/ = x.



Véta 5.5 (Heine)
Necht M Cc R", x e M af: M — R. Pak je ekvivalentni:

(i) f je spojita v x vzhledem k M,
(i) lim;_ f(X’) = f(x) pro kaZdou posloupnost {x/}?°,
splriujici X' € M proj € N alim;_., x/ = x.

Definice .
Necht M c R"a f: M — R. Rekneme, Ze f je spojita na

M, jestlize je spojitda v kazdém bodé x € M vzhledem k M.



X2y
f(x,y) = m









Definice
MnozZinu M c R" nazyvame kompaktni, pokud z kazdé
posloupnosti prvkd mnoziny M Ize vybrat konvergentni

posloupnost s limitou v M.



Definice

MnozZinu M c R" nazyvame kompaktni, pokud z kazdé
posloupnosti prvkd mnoziny M Ize vybrat konvergentni
posloupnost s limitou v M.

Lemma 5.6 _
Necht F C R" je uzaviena mnoZina a {x'} je posloupnost
prvku mnoZiny F majici limitu x € R". Pak x € F.



Definice

MnozZinu M c R" nazyvame kompaktni, pokud z kazdé
posloupnosti prvkd mnoziny M Ize vybrat konvergentni
posloupnost s limitou v M.

Lemma 5.6 _
Necht F C R" je uzaviena mnoZina a {x'} je posloupnost
prvku mnoZiny F majici limitu x € R". Pak x € F.

Véta 5.7 (charakterizace kompaktnich mnozin
v R")

MnozZina M C R" je kompaktni, pravé kdyZ je uzavrena a
omezena.
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Definice

Necht M C R", x € M a f je funkce definovana alespon
na M (tj. M c D;). Rekneme, Ze f nabyva v bodé x
maxima (minima) na M, jestlize plati

Vy € M: f(y) < f(x)
(Vy € M: f(y) > f(x)).



Definice

Necht M C R", x € M a f je funkce definovana alespon
na M (tj. M c D;). Rekneme, Ze f nabyva v bodé x
maxima (minima) na M, jestlize plati

Vy € M: f(y) < f(x)
(Vy € M: f(y) > f(x)).

Rekneme, Ze f ma v bodé x lokalni maximum (lokalni
minimum) vzhledem k M, jestlize existuje 6 > 0 takové,
ze
Vy € B(x,8) N M: f(y)
(Vy € B(x,8) N M: f(y)



Definice
Rekneme, Ze f ma v bodé x ostré lokalni maximum

(ostré lokalni minimum) vzhledem k M, jestlize existuje
d > 0 takové, Ze

vy € (B(x,0) \ {x}) N M: f(y) < f(x)

(7y € (B(x,6)\ {x}) N M: £(y) > f(x)).



Véta 5.8

Necht M C R" je neprazdna kompaktni mnoZina a

f: M — R je spojita na M. Pak f nabyva na M svého
maxima i minima.



Véta 5.8

Necht M C R" je neprazdna kompaktni mnoZina a
f: M — R je spojita na M. Pak f nabyva na M svého
maxima i minima.

Dusledek 5.9
Necht M C R" je neprazdna kompaktni mnoZina a
f: M — R je spojita na M. Pak f je omezena na M.



5.3 Parcialni derivace

Definice
Necht f je funkce nproménnych, je {1,... ,n} aac R".
Pak Cislo
of . . fla+te)—f(a)
ox D =10 t
(: lim f(a1,...,aj,1,aj+t,aj+1,...,an)— f(a1,...,an))
t—0 t

nazyvame parcialni derivaci (prvniho radu) funkce f
podile j-té proménné v bodé a (pokud limita existuje).
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Definice
Necht G C R" je neprazdna a oteviena. Necht funkce f

ma v kazdém bodé mnoziny G spojité vSechny parcialni
derivace (tj. funkce x — g—;j(x), j=1,...,n, jsou spojité

v kazdém bodé G). Pak fikame, Ze funkce f je tiidy C' na
G. Znacime f € C'(G).



Definice
Necht G C R" je oteviena mnozina, ac Ga f € C'(G).

Pak graf funkce

T:x—f(a)+ a—f(az)(x1 — ay)

ax, (@)(x2 — a)

+8_X2
of

8x,,(a)(x" —ap),x R’

se nazyva teénou nadrovinou ke grafu funkce f v bodé

[a, f(a)]-






Véta 5.10
Necht G C R" je oteviena mnoZina a f € C'(G). Pak f je
spojita na G.



Definice
Necht G C R" je oteviend mnozina, ac Gaf € C'(G).
Gradientem funkce f v bodé a rozumime vektor

of of of

Vf(a): a—)ﬁ(a),ﬁ—xz(a),...,a—%(a) .
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Véta 5.11

Necht G C R" je oteviena, a€ G, j € {1,...,n}. Necht
funkce f: G — R ma v bodé a lokalni extrém (vzhledem
ke G). Pak bud g—;j(a) neexistuje nebo je rovna nule.



Véta 5.12 (derivace slozené funkce)

Necht'r,s € N a necht G C R®, H C R’ jsou oteviené
mnoZziny. Necht ¢, ..., o, € CY(G) af € C'(H). Je-li
slozena funkce F: G — R urCena predpisem

F(x) = f(e1(x), p2(X), - - r(X))

definovana na G, pak F € C'(G). Pro a € G oznacme
b=[pi(a),...,pr(a)]. Pakproje {1,...,s} plati

OF , . ~~ Of ,, 0y
8_)(,-(a) = 2 8_y,-(b)8_xj(a)'



Véta 5.13
Nechti,jeN, i<n j<n a funkce f ma na okoli bodu

a € R" obé derivace ;21 5% ayax 4 lyto jsou v bodé a

spojité. Pak plati 57 8X( a) = azzfxl_(a).



Véta 5.13
Nechti,jeN, i<n j<n a funkce f ma na okoli bodu

a € R" obé derivace aff gx, B 5 @ tyto jsou v bodé a
spojité. Pak plati 52.1-(a) = a)‘?jzafxl_(av).
Definice

Necht G c R" je oteviena mnozina. Rekneme, Ze funkce
f je tfidy C> na G, ma-li f vSechny parcialni derivace
v8ech F4du spojité na mnoziné G. Znacime f € C*(G).



5.4 Véta o implicitnich funkcich

Véta 5.14
Necht G c R" je oteviend mnoZina, F: G — R, X € R",
y € R, [X,¥] € G a necht plati:



5.4 Véta o implicitnich funkcich

Véta 5.14
Necht G c R" je oteviend mnoZina, F: G — R, X € R",
y € R, [X,¥] € G a necht plati:

() Fec'(G),



5.4 Véta o implicitnich funkcich

Véta 5.14
Necht G c R" je oteviend mnoZina, F: G — R, X € R",
y € R, [X,¥] € G a necht plati:
() Fec'(G),
(i) F(x,y)=0,



5.4 Véta o implicitnich funkcich

Véta 5.14
Necht G c R" je oteviend mnoZina, F: G — R, X € R",
y € R, [X,¥] € G a necht plati:
(i) Fec'(G),
(i) F(x,y)=0,
oF

(i) 5, (%.9) # 0.



5.4 Véta o implicitnich funkcich

Véta 5.14
Necht G c R" je oteviend mnoZina, F: G — R, X € R",
y € R, [X,¥] € G a necht plati:

() Fec'(G),

(i) F(x,y)=0,

... OF .

(i) %5, (%:9) #0.
Pak existuje okoli U C R" bodu X a okoli V C R bodu y
tak, Ze pro kazdé x € U existuje pravé jednoy € V' s

viastnosti F(x,y) = 0 a piseme-li y = p(x), pak
peC'(U)a

dp, o m(xel)
o5 ) = T (e o)

kdeje {1,...,n}, x e U.



#
“‘0‘:‘0‘0
\\\\

“““0‘”’0

\\“‘“ XN
\‘Q‘W&"@W //
\‘:“‘WW




N)















dh

L/



dh

"L/



[)2—52, ,)7_)7]




Véta 5.15
Necht G C R™"™ je oteviena mnoZina, F;: G — R,
j=1,....,m xe€R", ye€R" [X,y] € G anecht plati:



Véta 5.15

Necht G C R™"™ je oteviena mnoZina, F;: G — R,

j=1,....,m xe€R", ye€R" [X,y] € G anecht plati:
() FFeC'(G)proje{l,....m},



Véta 5.15

Necht G C R™"™ je oteviena mnoZina, F;: G — R,

j=1,....,m xe€R", ye€R" [X,y] € G anecht plati:
() FFeC'(G)proje{l,....m},

(i) Fi(%.7)=0proje{1,....m},



Véta 5.15

Necht G C R™"™ je oteviena mnoZina, F;: G — R,
j=1,....,m xe€R", ye€R" [X,y] € G anecht plati:
(i) FFeC'(G)proje{1,...,m},

(i) Fi(x,y)=0proje{1,...,m},

(F1,F2,....,Fm)
( ) ‘3(}/1 Y255 Ym) (%.7) 7 0.




Véta 5.15

Necht G C R™"™ je oteviena mnoZina, F;: G — R,

j=1,....,m xe€R", ye€R" [X,y] € G anecht plati:
() FFeC'(G)proje{l,....m},

(i) Fi(%.5)=0proje{1,....m},

(iif) ‘a(y1,yz ----- ym) | (%7 70

Pak existuje okoli U C R" bodu X a okoli V C R™ bodu y
tak, Ze pro kazdé x € U existuje pravé jednoy € V s
viastnosti Fi(x,y) = 0 pro kazdéjec {1,...,m} a
piseme-li y; = ¢j(x), j € {1,...,m}, pak ; € C' (V).




5.5 Lagrangeova véta o multiplikatorech

Véta 5.16

Necht G C R? je oteviena mnoZina, f, g € C'(G),
M= {[x,y] € G; g(x,y) =0} a[X,y] € M je bodem
lokalniho extrému funkce f vzhledem k mnoziné M.



5.5 Lagrangeova véta o multiplikatorech

Véta 5.16

Necht G C R? je oteviena mnoZina, f, g € C'(G),
M= {[x,y] € G; g(x,y) =0} a[X,y] € M je bodem
lokalniho extrému funkce f vzhledem k mnoziné M.

Potom je splnéna alespori jedna z nasledujicich
podminek:

(I o
Vg(x,y) =o,



5.5 Lagrangeova véta o multiplikatorech

Véta 5.16

Necht G C R? je oteviena mnoZina, f, g € C'(G),
M= {[x,y] € G; g(x,y) =0} a[X,y] € M je bodem
lokalniho extrému funkce f vzhledem k mnoziné M.

Potom je splnéna alespori jedna z nasledujicich
podminek:

(I o
Vg(x,y) =o,

() existuje realné cislo A € R splriujici
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Veéta 5.17

Necht G C R" je oteviena mnoZina, f, g1, ...,gm € C'(G),
m < n,

M={ze G; 91(2) =0,0:(2) =0,...,gm(2) = 0}

abod z € M je bodem lokalniho extrému funkce f
vzhledem k M.



Veéta 5.17

Necht G C R" je oteviena mnoZina, f, g1, ...,gm € C'(G),
m < n,

M={ze G; 91(2) =0,0:(2) =0,...,gm(2) = 0}

abod z € M je bodem lokalniho extrému funkce f
vzhledem k M.

Potom je splnéna alespori jedna z nasledujicich
podminek:

(I) vektory
V91(2),V0(2),...,Vgm(Z)
jsou linearné zavislé,



Veéta 5.17

Necht G C R" je oteviena mnoZina, f, g1, ...,gm € C'(G),
m < n,

M={ze G; 91(2) =0,0:(2) =0,...,gm(2) = 0}

abod z € M je bodem lokalniho extrému funkce f
vzhledem k M.

Potom je splnéna alespori jedna z nasledujicich
podminek:

(I) vektory
V91(2),Vae(2),. .., Vgn(Z)
jsou linearné zavislé,
() existuji redlna Cisla \i, Xz, ..., \m Splnujici

Vf(2)+)\1 Vg1 (2)+>\2Vgg(2)+ : +)\ng,,7(2) = 0.



5.6 Funkce konkavni a kvazikonkavni

Definice .
Necht M c R". Rekneme, ze M je konvexni mnozina,
jestlize plati:

Vx, ye Mvte (0,1): tx+(1 -ty e M.



5.6 Funkce konkavni a kvazikonkavni

Definice

Necht M c R". Rekneme, ze M je konvexni mnozina,
jestlize plati:

Vx, ye Mvte (0,1): tx+(1 -ty e M.

Véta 5.18 (o stfedni hodnoté)
Necht G C R" je konvexni oteviena mnoZina,
feC'(G), ac G,be G. Pakexistuje t € (0,1) tak, Ze

f(a) — f(b) = _n g—)’;(toa+(1 ~ t)b)(a — by).



Definice
Necht M C R" je konvexni mnozina a funkce f je
definovana na M. Rekneme, ze f je

m konkavni funkce na M, jestlize

Va,be MVte (0,1):
f(ta+ (1 —t)b) > tf(a) + (1 — Hf(b),



Definice
Necht M C R" je konvexni mnozina a funkce f je
definovana na M. Rekneme, ze f je

m konkavni funkce na M, jestlize

Va,be MVte (0,1):
f(ta+ (1 —t)b) > tf(a) + (1 — Hf(b),

m ryze konkavni funkce na M, jestlize

Va,be M,a+# bvte (0,1):
f(ta+ (1 — t)b) > tf(a) + (1 — t)f(b),



m kvazikonkavni na M, jestlize

Va,b e M, f(b) > f(a)Vt € (0,1) :
f(ta+ (1 —t)b) > f(a),



m kvazikonkavni na M, jestlize

Va,b e M, f(b) > f(a)Vt € (0,1) :
f(ta+ (1 —t)b) > f(a),

m ryze kvazikonkavni na M, jestlize

Va,be M,a+ b, f(b) > f(a)Vt € (0,1):
f(ta+ (1 —t)b) > f(a).
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Véta 5.19
Necht M C R" je konvexni mnoZina a f je funkce
definovana na M. Pak plati:

(i) Je-li f konkavni na M, pak je i kvazikonkavni na M.



Véta 5.19
Necht M C R" je konvexni mnoZina a f je funkce
definovana na M. Pak plati:

(i) Je-li f konkavni na M, pak je i kvazikonkavni na M.
(il) Je-li f ryze konkavni na M, pak je i ryze
kvazikonkavni na M.



Véta 5.19
Necht M C R" je konvexni mnoZina a f je funkce
definovana na M. Pak plati:

(i) Je-li f konkavni na M, pak je i kvazikonkavni na M.

(il) Je-li f ryze konkavni na M, pak je i ryze
kvazikonkavni na M.

Véta 5.20
Necht funkce f je konkavni na oteviené konvexni
mnoziné G. Pak f je spojita na G.



Véta 5.21

Necht funkce f je konkavni na konvexni mnoziné M. Pak
pro kazdé o € R je mnoZina Q, = {x € M; f(x) > «a}
konvexni.



Véta 5.21

Necht funkce f je konkavni na konvexni mnoziné M. Pak
pro kazdé o € R je mnoZina Q, = {x € M; f(x) > «a}
konvexni.

Véta 5.22
Necht G C R" je konvexni oteviend mnoZina a f € C'(G).
Pak je funkce f konkavni na G praveé tehdy, kdyZ plati

VX, y € G: f(y) < f(x)+ ) i(x)(yi — X)).



Véta 5.23

Necht G C R" je konvexni oteviend mnoZina a f € C'(G)
je konkavni na G. Je-li a € G stacionarnim bodem funkce
f, pak je a bodem maxima funkce f.



Véta 5.24
Necht G C R" je konvexni otevienda mnoZinaa f € C'(G).
Pak je funkce f ryze konkdvni na G pravé tehdy, kdyz

", of

Vx,ye G,x #y: f(y) < f(x)+ X
i=t

()i = xi).



Véta 5.25

Necht M C R" je konvexni mnoZina a f je funkce
definovana na M. Funkce f je kvazikonkavni na M pravé
tehdy, kdyZ pro kazdé o € R je mnoZina

Q. ={xeM, f(x)>a}

konvexni.



Véta 5.25

Necht M C R" je konvexni mnoZina a f je funkce
definovana na M. Funkce f je kvazikonkavni na M pravé
tehdy, kdyZ pro kazdé o € R je mnoZina

Q. ={xeM, f(x)>a}

konvexni.

Véta 5.26

Necht f je ryze kvazikonkavni funkce na konvexni
mnoziné M C R". Pokud f nabyva na M svého maxima,
pak ho nabyva praveé v jednom bodé.



Dasledek 5.27

Necht M C R" je konvexni, omezena, uzavrena a
neprazdna mnoZina a f je spojita a ryze kvazikonkavni
funkce na M. Pak f nabyva maxima na M pravé v jednom
bodé.



6. Maticovy pocet



6.1 Zakladni operace s maticemi

Definice
Tabulku
ayr are ain
dp1  ax azn
as1t e , (1)
am ame Amn
kdegj € R, i=1,...,m,j=1,...,n, nazyvame matici

typu m x n. Je-li m = n, pak mluvime o ¢tvercové matici
radu n. Mnozinu vSech matic typu m x n znaCime
M(m x n).



O n-tici Cisel
(ai17 ai27 LR ain),

kde i € {1,..., m}, mluvime jako o i-tém fadku
matice (1) a o m-tici Cisel

ayj
a;j

kdej € {1,...,n}, jako o j-tém sloupci matice (1).
Matici (1) znaCime také symbolem (&)

i=1..m-
j=1..n



Definice
Rekneme, Ze matice A = (a,-,-),;zl..m, B = (bu)u=1.p S€
j=1..n

v=1.s

rovnaji, jestlize plati m = p, n = s a a; = bj; pro kazdé
ie{l,....m},je{1,... n}



Definice

Necht A, B € M(m x n), A = (a,j),;:}”m, B = (b,-,'),;zl,,m,
j=1..n J/=1..n

) € R. Pak souc¢tem matic A a B rozumime matici

ay +biy @z+biz ... antbi
81+ b2t A+ b ... @+ b2
A+B=|ay+bsr ........................ ..

ami + bm1 ame + bm2 ... @mn+ bmn

Soucinem realného cisla )\ a matice A rozumime matici

Adi1 A& ... Aaip
A@>1 Ao ... Aaop
M= dazg ...



Definice
Necht A = (ajs)i=1.m je maticetypumx naB = (bsj)$:11__lg
J=1..

s=1..n

je matice typu n x k. Sou¢inem matic A a B rozumime
matici A - B = (c;j),;ﬂ..zq typu m x k, kde
j=1..

n
Gi=Y @by, i=1...m j=1,. k
s=1

Zpravidla budeme psat misto A - B pouze AB.



Véta 6.1 (vlastnosti maticového nasobeni)
Plati:
(i) YA,B,C e M(nx n): (AB)C = A(BC),



Véta 6.1 (vlastnosti maticového nasobeni)
Plati:

(i) YA,B,C e M(nx n): (AB)C = A(BC),

(i) VA, B,C e M(nx n): A(B+C)=AB+ AC,



Véta 6.1 (vlastnosti maticového nasobeni)
Plati:

(i) YA,B,C e M(nx n): (AB)C = A(BC),

(i) VA, B,C e M(nx n): A(B+C)=AB+ AC,
(i) YA, B,C e M(nx n): (A+B)C = AC + BC,



Véta 6.1 (vlastnosti maticového nasobeni)
Plati:
(i) VA,B,C € M(n x n): (AB)C = A(BC),
(i) VA, B,C € M(nx n): A(B+C)=AB + AC,
(i) VA,B,C € M(nx n): (A+B)C = AC + BC,
(iv) 3T e M(nx n)VA e M(nx n): TA=Al=A
(existence a jednoznacnost jednotkové matice ).



Definice
Transponovanou matici k matici

A = (aj)i=1.m

j=1..n

rozumime matici

AT = (aly) u=1..n

v=1..m

kde a!,, = a,, prokazdé ue {1,...,n},ve{1,...



Véta 6.2 (vlastnosti transponovanych matic)
Plati:
(i) VA € M(mx n): (AT)T = A,



Véta 6.2 (vlastnosti transponovanych matic)
Plati:

(i) VA € M(mx n): (AT)T = A,

(i) VA,B € M(mx n): (A+B)T = AT + BT,



Véta 6.2 (vlastnosti transponovanych matic)
Plati:
(i) VA € M(mx n): (AT)T = A,
(i) VA,B € M(mx n): (A+B)T = AT + BT,
(i) VA € M(m x K)VB € M(k x n): (AB)T = BTAT.



6.2 Regularni matice

Definice )
Necht A € M(n x n). Rekneme, Ze A je regularni, pokud
existuje B € M(n x n) takova, ze

AB =BA =1



6.2 Regularni matice

Definice )
Necht A € M(n x n). Rekneme, Ze A je regularni, pokud
existuje B € M(n x n) takova, ze

AB =BA =1

Definice

Necht A je regularni matice. Matici B splnujici

AB = BA = I pak nazyvame inverzni matici k matici A.
Znacime ji A,



Véta 6.3 (regularita a maticové operace)
Necht A, B € M(n x n) jsou regularni matice. Pak plati:
(i) A= je regularni matice a (A=1)~" = A,



Véta 6.3 (regularita a maticové operace)

Necht A, B € M(n x n) jsou regularni matice. Pak plati:
(i) A= je regularni matice a (A=1)~" = A,

(i) AT je reqularni matice a (A7)~ = (A™)T,



Véta 6.3 (regularita a maticové operace)

Necht A, B € M(n x n) jsou regularni matice. Pak plati:
(i) A= je regularni matice a (A=1)~" = A,

(i) AT je reqularni matice a (A7)~ = (A™)T,

(iiiy AB je regularni matice a (AB)~' =B~ 1A',



Definice

Necht k,n € N. Méjme fadkové vektory v = (v/,... v},
..., Vi = (vf ..., vK). Linearni kombinaci vektoru
v'. ..., vk rozumime fadkovy vektor tvaru

MV AV,

kde \jeR, i=1,... k.



Definice

Necht k,n € N. Méjme fadkové vektory v = (v/,... v},
..., Vi = (vf ..., vK). Linearni kombinaci vektoru
v'. ..., vk rozumime fadkovy vektor tvaru

MV AV,

kde \; € R, i = 1,..., k. Trivialni linearni kombinaci
vektort v', . .., vk rozumime linearni kombinaci

0-V1—}—---+0-Vk.



Definice

Rekneme, Ze vektory v', ..., vk jsou linearné nezavislé,
jestlize plati
VAo o ER: M+ V=0



Definice

Rekneme, Ze vektory v', ..., vk jsou linearné nezavislé,
jestlize plati
YA,..., d€R: MV +-- VK =0
= /\1 :)\2:---:/\,(:0’

neboli mezi v§emi linearnimi kombinacemi fadkovych
vektorti v', ..., vk je rovna nulovému fadkovému vektoru,
ktery znaCime o, jenom trivialni linearni kombinace.



Definice
Necht A € M(m x n). Hodnosti matice A rozumime

maximalni pocet linearné nezavislych fadku (tj. fadkovych
vektor(). Hodnost matice A znaCime h(A).



Definice

Rekneme, Ze matice A € M(m x n) je schodovita,
jestlize pro kazdé i € {2, ..., m} plati, ze i-ty fadek matice
A je nulovy nebo zacina vétSim poctem nul nez (i — 1)-ni
fadek.



Definice

Rekneme, Ze matice A € M(m x n) je schodovita,
jestlize pro kazdé i € {2, ..., m} plati, ze i-ty fadek matice
A je nulovy nebo zacina vétSim poctem nul nez (i — 1)-ni
fadek.

Definice
Elementarnimi radkovymi upravami matice A budeme
rozumet:

(i) zdménu dvou radkd,



Definice

Rekneme, Ze matice A € M(m x n) je schodovita,
jestlize pro kazdé i € {2, ..., m} plati, ze i-ty fadek matice
A je nulovy nebo zacina vétSim poctem nul nez (i — 1)-ni
fadek.

Definice
Elementarnimi radkovymi upravami matice A budeme
rozumet:

(i) zdménu dvou radkd,
(i) vynasobeni fadku nenulovym Cislem,



Definice

Rekneme, Ze matice A € M(m x n) je schodovita,
jestlize pro kazdé i € {2, ..., m} plati, ze i-ty fadek matice
A je nulovy nebo zacina vétSim poctem nul nez (i — 1)-ni
fadek.

Definice
Elementarnimi radkovymi upravami matice A budeme
rozumet:

(i) zdménu dvou radkd,
(i) vynasobeni fadku nenulovym Cislem,
(iii) pricteni nasobku jednoho fadku k jinému fadku.



Definice
Transformaci budeme rozumét konec¢nou posloupnost

radkovych elementérnich Uprav. Jestlize matice
B € M(m x n) vznikla z matice A € M(m x n) aplikaci
transformace T na matici A, pak tento fakt znac¢ime takto:

AL B,



Veta 6.4 (vlastnosti radkovych elementarnich
Uprav)

(i) Necht A € M(m x n). Pak existuje transformace T
prevadéjici matici A na schodovitou matici.



Veta 6.4 (vlastnosti radkovych elementarnich
Uprav)
(i) Necht A € M(m x n). Pak existuje transformace T
prevadéjici matici A na schodovitou matici.
(i) Necht A,B € M(m x n). JestliZe existuje
transformace T, takova, Ze A 0 B, pak existuje
transformace T, takova, Ze B N



Veta 6.4 (vlastnosti radkovych elementarnich
Uprav)

(i) Necht A € M(m x n). Pak existuje transformace T
prevadejici matici A na schodovitou matici.

(i) Necht A,B € M(m x n). JestliZe existuje
transformace T, takova, Ze A 0 B, pak existuje
transformace T, takova, Ze B N

(i) Necht A,B € M(m x n) a T je transformace takova,
Ze A -5 B. Pak h(A) = h(B).



Véta 6.5 (soucin a radkové Upravy)
Necht A € M(n x k),B € M(k x m), C € M(n x m) a plati

AB = C. Necht' T je transformace a A LA ac s
Pak plati A'B = C'.



Véta 6.5 (soucin a radkové Upravy)

Necht A € M(n x k),B € M(k x m), C € M(n x m) a plati
AB = C. Necht' T je transformace a A LA ac s
Pak plati A'B = C'.

Véta 6.6
Necht A € M(n x n). Pak A je regularni, pravé kdyz
h(A) = n.



6.3 Determinanty

Definice

Necht A € M(n x n). Matici A; budeme rozumét matici
typu (n— 1) x (n— 1), ktera vznikne z A vynechanim
i-tého fadku a j-tého sloupce.



Definice
Necht A = (aj)i=1.,. Determinant matice A definujeme

takto: '

j=1..n
Kk =1
deta — {3 | pokud n =1,
Sh(=1)"asdetAy, pron>1.



Definice
Necht A = (aj)i=1.,. Determinant matice A definujeme

takto: '

j=1..n
detA:{aﬁ, pokud n =1,

ST (—=1)*adetAy, pron>1.

Pro det A budeme také pouZzivat symbol

ayr a2 ... Aain
d21 dop ... @op
asi

dm dpm2 ... Adpn



Véta 6.7
Necht A € M(n x n).
(i) Necht matice A’ vznikne z A tak, Ze v A vymenime
dva radky mezi sebou (tj. provedeme prvni radkovou
elementarni dpravu), pak platidet A’ = —det A.



Véta 6.7
Necht A € M(n x n).
(i) Necht matice A’ vznikne z A tak, Ze v A vymenime
dva radky mezi sebou (tj. provedeme prvni radkovou
elementarni dpravu), pak platidet A’ = —det A.

(i) Necht matice A’ vznikne z A tak, Ze v A jeden fadek
vynasobime redlnym cislem )\, pak plati

det A’ = )\ detA.



Véta 6.7
Necht A € M(n x n).

(i) Necht matice A’ vznikne z A tak, Ze v A vymenime
dva radky mezi sebou (tj. provedeme prvni radkovou
elementarni dpravu), pak platidet A’ = —det A.

(i) Necht matice A’ vznikne z A tak, Ze v A jeden fadek
vynasobime redlnym cislem )\, pak plati

det A’ = )\ detA.

(iii) Necht matice A’ vznikne z A tak, Ze v A \-nasobek
jednoho radku pricteme k jinému radku (1.
provedeme treti fadkovou elementarni dpravu), pak

plati
det A’ = det A.



Veta 6.8
Necht A € M(nx n), je{1,...,n}. Pak

n
detA => (—1)"a;detA;.
i=1



Veta 6.8
Necht A € M(nx n), je{1,...,n}. Pak

n
detA => (—1)"a;detA;.
i=1

Definice

Necht A € M(n x n). Rekneme, Ze A je horni
trojuhelnikova matice, jestlize plati a; = 0 pro i > j,

i,j € {1,...n}. Rekneme, Ze A je dolni trojuhelnikova
matice, jestlize plati a; =0proi <j,i,j€{1,...n}.



Véta 6.9
Necht A € M(n x n) je horni (resp. dolni) trojuhelnikova
matice. Pak plati

detA=ay-amp- - - am.



Véta 6.10
Pro A € M(n x n) platidet A = detAT.



Véta 6.10
Pro A € M(n x n) platidet A = detAT.

Véta 6.11
Necht A € M(n x n). Pak A je regularni, prave kdyz
detA # 0.



Véta 6.10
Pro A € M(n x n) platidet A = detAT.

Veta 6.11

Necht A € M(n x n). Pak A je regularni, prave kdyz
detA # 0.

Veta 6.12
Pro A, B € M(n x n) plati det AB = det A det B.



6.4 Redeni soustav linearnich rovnic

Véta 6.13

Necht A € M(nx n),be M(nx1),x e M(nx 1) a
Ax = b. Provedeme-Ii stejné elementarni dpravy na A i
na b obdrzime matice A’ a b’ pro které plati A’x = b'.



6.4 Redeni soustav linearnich rovnic

Véta 6.13

Necht A € M(nx n),be M(nx1),x e M(nx 1) a
Ax = b. Provedeme-Ii stejné elementarni dpravy na A i
na b obdrzime matice A’ a b’ pro které plati A’x = b'.

Véta 6.14
Necht A € M(n x n). Pak nasledujici tvrzeni jsou
ekvivalentni:

(i) matice A je regularni,
(i) soustava (S) ma pro kazdé b prave jedno reseni,
(iii) soustava (S) ma pro kazdé b alespor jedno Feseni.



Véta 6.15
Soustava (S) ma reseni praveé tehdy, kdyz matice

a1t ... in b1 a1 ... @in

B B . . ) . . H
an‘] PN ann bn an‘| PN ann

maji stejnou hodnost.



Véta 6.16 (Cramerovo pravidlo)

Necht' A € M(n x n) je regularni matice, b € M(n x 1),
x e M(nx1)aAx =b. Pak

an ... aj b1 a1 ... Qin
an1 P an7j_1 bn an’/_’_‘] PR ann
X = ,
an ... aj1 ay a1 ... an
an1 e an7j_1 anj an’j+1 e ann
proj=1,...,n.



6.5 Matice a linearni zobrazeni

Definice
Rekneme, Ze zobrazeni f: R” — R™ je linearni, pokud
plati:
(i) Vu,v e R": f(u+v) = f(u)+1(v),
(i) YA € RYu e R": f(\u) = Af(u).



Véta 6.17 (reprezentace linearnich zobrazeni)
Zobrazeni f: R" — R™ je linearni praveé tehdy, kdyz
existuje matice A € M(m x n) takova, Ze

a1 ... @&in U4
VueR”:f(u)Au( ............. ) :



Véta 6.18
Necht zobrazeni f : R" — R" je linearni. Pak jsou
nasledujici tvrzeni ekvivalentni:

(i) f je bijekce (1. jde o prosté zobrazeni R" naR"),
(i) f je prosté zobrazeni,
(iii) f je zobrazeni R" na R".



Véta 6.18
Necht zobrazeni f : R" — R" je linearni. Pak jsou
nasledujici tvrzeni ekvivalentni:
(i) f je bijekce (1. jde o prosté zobrazeni R" naR"),
(i) f je prosté zobrazeni,
(iii) f je zobrazeni R" na R".

Véta 6.19

Necht' f: R" — R™ je linearni zobrazeni reprezentované
matici A € M(m x n) ag: R™ — RX je linedrni zobrazeni
reprezentované matici B € M(k x m). Potom sloZené
zobrazeni g o f: R" — R je linearni a je reprezentovano
matici BA.



7. Ciselné fady



7. Ciselné fady

Definice
Necht {a,} je posloupnost. Pro m € N poloZme

Shw=a+a-+---+am

Cislo s, nazveme m-tym éasteénym souétem rady

> et @n-



7. Ciselné fady

Definice
Necht {a,} je posloupnost. Pro m € N poloZme

Sm=a +a —+----+ am.

Cislo s, nazveme m-tym éasteénym souétem fady
>, an. Prvek a, budeme nazyvat n-tym ¢lenem fady

> n—1 @n-



7. Ciselné fady

Definice
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Necht {a,} je posloupnost. Pro m € N poloZme
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Cislo s, nazveme m-tym éasteénym souétem fady
>, an. Prvek a, budeme nazyvat n-tym ¢lenem fady
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7. Ciselné fady

Definice
Necht {a,} je posloupnost. Pro m € N poloZme

Spm=a+a +---+ am.

Cislo s, nazveme m-tym éasteénym souétem rady
>, an. Prvek a, budeme nazyvat n-tym ¢lenem fady
>, a,. Souctem nekonecné fady >~ . a, nazveme
limitu posloupnosti {s,}, pokud tato limita existuje.
Soucet fady budeme znacit symbolem "7, aj.
Rekneme, Ze fada konverguije, je-li jeji soudet realné
Cislo. V opacném pripadé rekneme, Ze fada diverguje.



Véta 7.1 (nutna podminka konvergence rady)
Jestlize fada . , a, konverguje, potom lim a, = 0.
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0 < a, < b, pro kazdé n € N.
(i) Je-liy_ >, b, konvergentni, je rovnéZz ", | a,
konvergentni.



Véta 7.1 (nutna podminka konvergence rady)
Jestlize fada . , a, konverguje, potom lim a, = 0.

Véta 7.2 (srovnavaci kritérium)
Necht' > ", ana -, by jsou dvé fady splriujici
0 < a, < b, pro kazdé n € N.
(i) Je-liy_ >, b, konvergentni, je rovnéZz ", | a,
konvergentni.
(ii) Je-li Y ", an divergentni, je rovnéz > > . b,
divergentni.



Véta 7.3 (limitni srovnavaci kritérium)

Necht >~ ,a,a ., b, jsou fady s nezapornymi ¢leny
splriujici im,_, 1o @n/by = ¢ € (0, +0). Pak )", an
konverguje, pravé kdyz konverguje >, by.
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splriujici im,_, 1o @n/by = ¢ € (0, +0). Pak )", an
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Véta 7.4 (Cauchyovo odmocninové kritérium)
Budiz " | a, fada s nezapornymi cleny. Potom plati:
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Véta 7.3 (limitni srovnavaci kritérium)
Necht >~ ,a,a ., b, jsou fady s nezapornymi ¢leny
splriujici im,_, 1o @n/by = ¢ € (0, +0). Pak )", an
konverguje, pravé kdyz konverguje >, by.
Véta 7.4 (Cauchyovo odmocninové kritérium)
Budiz " | a, fada s nezapornymi cleny. Potom plati:

(i) Je-lilimy/a, <1, je>" ", a, konvergentni.

(i) Je-lilimy/a, > 1, je >~ an divergentni.



Véta 7.5 (d’Alembertovo podilové kritérium)
Budiz ", a, fada s kladnymi leny. Potom plati:
(i) Je-lilimanyi/an <1, je >~ a, konvergentni.



Véta 7.5 (d’Alembertovo podilové kritérium)
Budiz Y , a, fada s kladnymi ¢leny. Potom plati:

(i) Je-lilimanyi/an <1, je >~ a, konvergentni.
(i) Je-lilimani1/an> 1, je> ", an divergentni.



Véta 7.5 (d’Alembertovo podilové kritérium)
Budiz Y , a, fada s kladnymi ¢leny. Potom plati:

(i) Je-lilimanyi/an <1, je >~ a, konvergentni.
(i) Je-lilimani1/an> 1, je> ", an divergentni.

Véta7.6
Necht o € R. Rada )", , 1/n* konverguje pravé tehdy,
kdyZa > 1.



Véta 7.7 (Leibnizovo kritérium)
Mejme fadu ", ,(—1)"a,. Necht plati
m a,> a1 >0 prokazdé n e N,
m lima, =0.

Potom " .(—1)"a, konverguje.



Véta 7.7 (Leibnizovo kritérium)
Mejme fadu ", ,(—1)"a,. Necht plati
m a,> a1 >0 prokazdé n e N,
m lima, =0.
Potom " .(—1)"a, konverguje.
Definice

Rekneme, Ze fada >°° . a, je absolutné konvergentni,
pokud fada >, |an| konverguije.



Véta 7.8
Je-lifada ", , a, absolutné konvergentni, je rovnéz
konvergentni.



Véta 7.8
Je-lifada ", , a, absolutné konvergentni, je rovnéz
konvergentni.

Definice

Budiz {k,} posloupnost pfirozenych Cisel takova, ze
kazdé pfirozené Cislo je v ni obsazeno pravée jednou.
Radu 3°7°, a,, nazveme pferovnanim fady >°°° . a,.



Véta 7.8
Je-lifada ", , a, absolutné konvergentni, je rovnéz
konvergentni.

Definice

Budiz {k,} posloupnost pfirozenych Cisel takova, ze
kazdé pfirozené Cislo je v ni obsazeno pravée jednou.
Radu 3°7°, a,, nazveme pferovnanim fady >°°° . a,.

Véta 7.9 (prerovnani rady)

Necht fada "> , a, je absolutné konvergentni. Potom
kazdé jeji pferovnani’y_ >, ai, je absolutné konvergentni

a plati
oo [o.¢]
>a- a,
n=1 n=1



8.1 Primitivni funkce

Definice

Necht funkce f je definovana na otevieném intervalu /.
Rekneme, Ze funkce F je primitivni funkce k f na /,
jestlize pro kazdé x € I existuje F'(x) a plati F'(x) = f(x).



8.1 Primitivni funkce

Definice

Necht funkce f je definovana na otevieném intervalu /.
Rekneme, Ze funkce F je primitivni funkce k f na /,
jestlize pro kazdé x € I existuje F'(x) a plati F'(x) = f(x).

Véta 8.1

Necht' F a G jsou primitivni funkce k funkci f na
otevieném intervalu |. Pak existuje ¢ € R tak, Ze
F(x) = G(x) + ¢ pro kaZdé x < |I.



Véta 8.2
Necht f je spojita funkce na otevieném neprazdném
intervalu |. Pak f ma na | primitivni funkci.
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Véta 8.2
Necht f je spojita funkce na otevieném neprazdném
intervalu |. Pak f ma na | primitivni funkci.

Véta 8.3

Necht f ma na otevieném intervalu | primitivni funkci F,
funkce g ma na | primitivni funkci G a «, 5 € R. Potom
funkce oF + 3G je primitivni funkci k of 4+ 5g na I.



Véta 8.4 (o substituci)

(i) Necht' F je primitivni funkce k f na (a, b). Necht ¢ je
funkce definovana na («, 5) s hodnotami v intervalu (a, b),
ktera ma v kazdém bodé t € («, ) viastni derivaci. Pak

/ o)/ (1) dt < F(o(t)) na (o, 5).



Véta 8.4 (o substituci)

(i) Necht' F je primitivni funkce k f na (a, b). Necht ¢ je
funkce definovana na («, ) s hodnotami v intervalu (a, b),
ktera ma v kazdém bodé t € («, ) viastni derivaci. Pak

/KMMdmmémewmmﬁ)

(i) Necht funkce ¢ ma v kazdém bodeg intervalu («, [3)
nenulovou vlastni derivaci a o((«, 8)) = (a, b). Necht
funkce f je definovana na intervalu (a, b) a plati

/ﬂwmwnwéanmmﬂy

Pak
/ f(x) dx £ G(o~"(x)) na (a,b).



Véta 8.5 (integrace per partes)

Necht | je otevieny interval a funkce f a g jsou spojité na
. Necht F je primitivni funkce k f na | a G je primitivni
funkce ke g na I. Pak plati

/ 9(X)F(x) dx = G(x)F(x) — / G(x)f(x)dx na .



Definice
Racionalni funkci budeme rozumét podil dvou
polynomu, kde polynom ve jmenovateli neni identicky

roven nule.



Definice

Racionalni funkci budeme rozumét podil dvou
polynomu, kde polynom ve jmenovateli neni identicky
roven nule.

Véta 8.6 (zakladni véta algebry)

Necht P(x) = apx" + - - -+ a1 X + ap je polynom stupné n s
realnymi koeficienty. Pak existuji ¢isla x, ..., x, € C
takova, Ze

P(x) = an(x — x1)...(x — Xp), x €R.



Véta 8.7

Necht P je polynom s realnymi koeficienty a z € C je
koren P nasobnosti k € N. Pak i Z je koren P nasobnosti
K.



Dusledek 8.8
Necht P(x) = apx" + - - -+ a1 X + ap je polynom stupné n s
realnymi koeficienty. Pak existuji realna cisla
X1, ..oy Xk, O, ...,y By, ..., B aplirozena Cisla
Pi,..., Pk, Q1,-..,Qq takova, Ze
(i) P(x) = an(x —x1)P' ... (X — X )Pe(X® + oy X +
51)q1 - (X2 + o X + ﬁ/)q’,



Duasledek 8.8
Necht P(x) = apx" + - - -+ a1 X + ap je polynom stupné n s
realnymi koeficienty. Pak existuji realna cisla
X1, ..oy Xk, O, ...,y By, ..., B aplirozena Cisla
Pi,---, Pk, Q1,-..,Qq takova, Ze
(i) P(x) = an(x —x1)P' ... (X — X )Pe(X® + oy X +
51)q1 - (X2 + o X + ﬁ/)q’,
(i) Zadné dva z mnohoclent
X=Xy, X—Xo, ..., X—Xx, X240 X+ 1, ..., X2+ax+p
nemaji spolecny koren,



Dusledek 8.8
Necht P(x) = apx" + - - -+ a1 X + ap je polynom stupné n s
realnymi koeficienty. Pak existuji realna cisla
X1, ..oy Xk, O, ...,y By, ..., B aplirozena Cisla
Pi,..., Pk, Q1,-..,Qq takova, Ze

(i) P(x) = an(x —x1)P' ... (X — X )Pe(X® + oy X +

51)q1 - (X2 + o X + ﬁ/)q’,
(i) Zadné dva z mnohoclent

X—X1, X—Xo, ..., X=Xk, X°+o1X+B1, ..., X°+uXx+p
nemaji spolecny koren,
(iiy mnohocleny x? + ayx + B, ..., X? + cyx + 3 nemaji

Zadny realny koren.



Véta 8.9 (o rozkladu na parcialni zlomky)
Necht P, Q jsou polynomy s realnymi koeficienty takoveé,
Ze

(i) stuperi P je ostie mensi nezZ stupen Q,
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Necht P, Q jsou polynomy s realnymi koeficienty takove,
Ze

(i) stuperi P je ostie mensi nezZ stupen Q,

(i) Q(x) = an(x — x1)P' ... (X — X )P(X® + a1 X +
B1)Q1 - (X2 + o X + 5/)q’,

(III) an, X1,...Xg, a1,...,a0, B1,...,8 €R, an#0,



Véta 8.9 (o rozkladu na parcialni zlomky)
Necht P, Q jsou polynomy s realnymi koeficienty takoveé,
Ze

(i) stuperi P je ostie mensi nezZ stupen Q,

(i) Q(x) = an(x — x1)P' ... (X — X )P(X® + a1 X +

B)a (X2 + agx + B)9,

(iil) an, X1,... Xk, 1,...,p, B1,..., 8/ € R, a, #0,
(V) p1,.. Pk, Gy, q €N,



Véta 8.9 (o rozkladu na parcialni zlomky)
Necht P, Q jsou polynomy s realnymi koeficienty takoveé,
Ze
(i) stuperi P je ostie mensi nezZ stupen Q,
(i) Q(x) = an(x — x1)P' ... (X — X )P(X® + a1 X +
BT (XP+ aux + )7,
(iil) an, X1,... Xk, 1,...,p, B1,..., 8/ € R, a, #0,
(V) p1,.. Pk, Gy, q €N,
(v) Zadné dva z mnohoclent
X—X{, X—Xo, ..., X=Xk, X201 X+P1, ..., X34+ x+p
nemaji spolecny koren,



Véta 8.9 (o rozkladu na parcialni zlomky)
Necht P, Q jsou polynomy s realnymi koeficienty takoveé,

ze

stupen P je ostfe mensi neZ stuperi Q,

Q(x) = an(x — x1)Pt ... (X — X )P (X® + 1 x +
B)o (X ax + B,

an, X1,...Xg, a1,...,a0, B1,...,8 €R, an#0,
Pi,--s Pk Grs- o, Qi €N,

Zadné dva z mnohoclent

X—X{, X—Xo, ..., X=Xk, X201 X+P1, ..., X34+ x+p
nemaji spolecny koren,
mnohodleny x? + ci x + 1, ..., X* + ayx + ) nemaji

redlny koren.



Pak existuji jednoznacné urCena Cisla A}, ..., A},

LA Ak Bl Cl....B., Cl. . . . B
Ci...., By, C, takova, Ze plati
;
Q(x)  (x—xq)P (x —x1)
k
+.. A—q(_l’_.._l’_i
(X — Xk )Px X — Xk
1 1
Bix+Cl . Bx:C,
(X2 + a4 X + By)® X2+ a1 X + S
Bix+ C| Byx + Cl

DDl M
(X2 + ayx + By)% X2 4+ auX + f



Pak existuji jednoznacné urCena Cisla A}, ..., A},

LA Ak Bl Cl....B., Cl. . . . B
Ci...., By, C, takova, Ze plati
;
Q(x)  (x—xq)P (x —x1)
k
+.. A—q(_l’_.._l’_i
(X — Xk )Px X — Xk
1 1
Bix+Cl . Bx:C,
(X2 + a4 X + By)® X2+ a1 X + S
Bix+ C| Byx + Cl

DDl M
(X2 + ayx + By)% X2 4+ auX + f



8.2 Riemannuyv integral

f(x) =sinx na [0, 7]

1.34




f(X) =sinx na [0,7-‘-]

Q>



8.2 Riemannuyv integral

f(x) =sinx na [0, 7]

1.84




8.2 Riemannuyv integral

f(x) =sinx na [0, 7]

2.15




8.2 Riemannuyv integral

f(x) =sinx na [0, 7]

1.92




8.2 Riemannuyv integral

f(x) =sinx na [0, 7]

2.08




Definice
Necht a, b € R, a < b. Konecnou posloupnost {x;}7L,
nazyvame délenim intervalu (a, b), jestlize plati

a=Xg< Xy <---<X,=D>b.
Body Xo, . . ., X, nazyvame délicimi body. Rekneme, Ze

déleni D' intervalu (a, b) je zjemnénim déleni D intervalu
(a, b), jestlize kazdy délici bod D je i délicim bodem D'.



Definice
Necht a, b € R, a < b, funkce f je omezena na intervalu
(a,b) a D= {x;}]_, je déleni (a, b). Oznacme

ZM —X1), kde M; = sup,, . f,

ij — Xj_1), kde m; =infy,_, ) f,

b
/ f = inf{S(f, D); D je délenim intervalu (a, b)},
a

b
/ f = sup{S(f,D); D je délenim intervalu (a, b)}.



Rekneme, Ze funkce f ma Riemanntv integral na

intervalu (a, b), pokud f_:f = f:f. Hodnota integralu
funkce f pres interval (a, b) je pak rovna spoleéné

hodnoté [ f a [°f a znatime ji [7 f. Pokud a > b,
definujeme [°f = — [?f, av pfipadg, Ze a = b,
definujeme [ f = 0.



Lemma 8.10 (kritérium existence Riemannova
integralu)

Necht a,b € R, a < b, a f je funkce omezena na intervalu
(a,b).

(i) [2f=1c R pravé tehdy, kdy? ke kazdému € R,
e > 0, existuje déleni D intervalu (a, b) takove, Ze

| —¢ < S(f,D) < §(f,D) < I +¢.



Lemma 8.10 (kritérium existence Riemannova
integralu)

Necht a,b € R, a < b, a f je funkce omezena na intervalu
(a,b).

(i) [2f=1c R pravé tehdy, kdy? ke kazdému € R,
e > 0, existuje déleni D intervalu (a, b) takove, Ze

| —¢ < S(f,D) < §(f,D) < I +¢.

(i) Funkce f ma na (a, b) Riemanndv integral pravé
tehdy, kdyZ ke kazdému ¢ € R, ¢ > 0, existuje
deleni D intervalu (a, b) takové, Ze

S(f,D) — S(f,D) < .



Véta 8.11
(i) Necht funkce f ma Riemanndv integral na intervalu
(a,b) a necht (c,d) C (a,b). Pak f ma Riemanntv
integral i na intervalu (c, d).



Véta 8.11

(i) Necht funkce f ma Riemanndv integral na intervalu
(a,b) a necht (c,d) C (a,b). Pak f ma Riemanntv
integral i na intervalu (c, d).

(i) Necht c € (a, b) a funkce f ma Riemannuv integral
na intervalech (a, c) a (c,b). Pak f ma Riemannuv
integral na (a, b) a plati

b c b
/f:/f+/f.
a a c



Véta 8.12 (linearita Riemannova integralu)

Necht f a g jsou funkce majici Riemannuv integral na
intervalu (a, b) a necht o € R. Potom

(i) funkce af ma Riemannav integral na (a, b) a plati

b b
/afzoz/ f,
a a



Véta 8.12 (linearita Riemannova integralu)

Necht f a g jsou funkce majici Riemannuv integral na
intervalu (a, b) a necht o € R. Potom

(i) funkce af ma Riemannav integral na (a, b) a plati

b b
/ozf:oz/ f,
a a

(i) funkce f + g ma Riemannuv integral na (a, b) a plati

/ab(f+g):/abf+/abg. 2



Véta 8.13
Necht a,b € R, a < b, a necht f a g jsou funkce majici
Riemannuv integral na intervalu (a, b). Potom plati:

(i) Je-li f(x) < g(x) pro kazdé x € (a, b), pak
fab f S fab g



Véta 8.13
Necht a,b € R, a < b, a necht f a g jsou funkce majici
Riemannuv integral na intervalu (a, b). Potom plati:

(i) Je-li f(x) < g(x) pro kazdé x € (a, b), pak
fab f S fab g

(i) Funkce |f| ma Riemanndv integral na (a, b) a plati
7 < 1A,



Véta 8.13
Necht a,b € R, a < b, a necht f a g jsou funkce majici
Riemannuv integral na intervalu (a, b). Potom plati:

(i) Je-li f(x) < g(x) pro kazdé x € (a, b), pak
fab f S fab g
(i) Funkce |f| ma Riemanndv integral na (a, b) a plati
< 1A
Definice
Rekneme, Ze funkce f je stejnomérné spojita na

intervalu /, jestlize plati

VeeR,e>030€R, 6 >0Vx,y €l |x—y| <d:|f(x)—f(y) <e



Véta 8.14
Je-li funkce f je spojita na omezeném uzavieném
intervalu (a, b), pak je stejnomérné spojita na {(a, b).



Véta 8.14

Je-li funkce f je spojita na omezeném uzavieném
intervalu (a, b), pak je stejnomérné spojita na {(a, b).
Véta 8.15

Necht' funkce f je spojita na intervalu (a, b). Pak f ma
Riemannuv integral na (a, b).



Véta 8.16
Necht f je spojita funkce na intervalu (a, b) a necht
€ (a, b). Oznacime-li F(x) = [ f pro x € (a, b), pak

F'(x) = f(x) pro kazdé x < (a b), neboli funkce F je
primitivni k f na (a, b).



Véta 8.16
Necht f je spojita funkce na intervalu (a, b) a necht

€ (a, b). Oznacime-li F(x) = [ f pro x € (a, b), pak
F'(x) = f(x) pro kazdé x < (a b), neboli funkce F je
primitivni k f na (a, b).

Véta 8.17 (Newtonova-Leibnizova formule)

Necht f je spojita na omezeném uzavieném intervalu
(a,b), a < b, a F je primitivni funkce k f na (a, b). Pak
existuji vlastni limity limy_, o, F(x), lim,_,_ F(x) a plati

/bf_ ||m F(x) — lim F(x).

X—b— x—a+



