V.1. R" jako metricky a linearni prostor
Definice. Mnozinou R™, n € N, rozumime mnozinu vSech usporadanych n-tic
realnych cisel.

Definice. Euklidovskou metrikou (vzdalenosti) na R™ rozumime funkci p : R” x R —
(0, +00) definovanou predpisem

Cislo p(z,y) nazyvime vzdalenosti bodu = od bodu y.

Véta 1 (vlastnosti euklidovské metriky). Euklidovskd metrika p md ndsledugjict
vlastnosti:
(i) Ve,y e R": p(z,y) =0 x =y,
(i) Vo,y € R": p(z,y) = p(y, 7),
(iii) Va,y,z € R": p(z,2) < p(x,y) + p(y, 2) (trojuhelnikovd nerovnost),
(iv) Vz,y e R"VA e R: p(Az, \y) = |Ap(x,y),
(v)

Definice. Necht x € R™, r > 0. Mnozinu B(x,r) definovanou pfedpisem

v) Vo,y,z € R": p(x+ 2,y + 2) = p(z,y).

B(x,r) ={y € R";p(z,y) <r}

nazyvame otevienou kouli o poloméru r a stfedu x nebo také okolim bodu .

Definice. Necht M C R", x € R". Rekneme, Ze x € R" je vnitfnim bodem mnoZiny
M, jestlize existuje r > 0 tak, ze B(x,r) C M.

Definice. Mnozina M C R" se nazyva oteviena v R", jestlize kazdy jeji bod je
jejim vnitinim bodem. Dopliky otevienych mnozin (tj. mnoziny tvaru R™\ G, kde
G je oteviend mnozina) nazyvame uzavienymi mnoZinami v R".

Véta 2 (vlastnosti otevienych mnozin).

(i) Prdzdnd mnoZina a cely prostor R™ jsou oteviené v R™.
.o ) Ve . v 7 N
(ii) Necht mnoZiny G, C R", a € A, jsou oteviené v R". Pak |J,c 4 Ga je
otevrend mnoZina v R™.
con K] v . . v , m . v ’
(iii) Necht mnoziny G;, i = 1,...,m, jsou oteviené. Pak (\,_, G; je oteviend
mnozina v R™.

Véta 3 (vlastnosti uzavienych mnozin).

(i) Prdzdnd mnozina a cely prostor R" jsou uzaviené v R™.
(ii) Necht mnoziny F,, C R", a € A, jsou uzaviené v R". Pak (), ,c 4 Fu je
uzavrend mnozina v R™.
(iii) Necht mnoZiny F;, i = 1,...,m, jsou uzaviené. Pak \J;-, F; je uzaviend
mnozina v R™.



Definice. Necht M C R™ a = € R". Rekneme, Ze z je hrani¢nim bodem mnoZiny M,
pokud pro kazdé r > 0 plati B(z,7) "M # 0 a B(z,r) N (R™\ M) # 0. Hranici
mnoZiny M rozumime mnozinu v$ech hrani¢énich bodu M. Znacime ji H(M).

Definice. Necht M C R"™. Vnittkem mnoziny M rozumime mnozinu vSech vnitinich
bodi mnoziny M. Uzdvérem mnoziny M rozumime mnozinu M U H(M). Vnitiek
mnoziny M budeme znacit Int M a pro uzavér mnoziny M vyhradime symbol M.

Definice. Rekneme, Ze mnozina M je omezena v R, jestlize existuje r > 0 tak, Ze
M c B(o,r).

V.2. Spojitost funkci z R

Definice. Necht M C R", x € M a f: M — R. Rekneme, Ze f je spojitd v bod& z
vzhledem k M, jestlize plati

Ve >03d>0Vy e B(x,0)NM: f(y) € B(f(z),¢).

Definice. Necht 27 € R"™ pro kazdé j € N a = € R". Rikdme, Ze posloupnost
{27152, konverguje k =, pokud lim; . p(z,27) = 0. Zna¢ime 2/ — z. Prvek x
nazyvéme limitou posloupnosti {x7}°2,.

Véta 4. Nechtz? € R"™ pro kaZdé j € N ax € R"™. Posloupnost {2’ 1321 konvergugje
k x pravé tehdy, kdyZ posloupnost {z] }321 konverguje k x; pro kazdé i € {1,...,n}.
Véta 5 (Heine). Necht M C R", x € M a f: M — R. Pak je ekvivalentni:

(i) f je spojita v x vzhledem k M,
(i) limj oo f(z7) = 0 pro kazdou posloupnost {x7}32, spliujici x7 € M pro
JE€N alim;_, ) =zx.
Definice. Necht M C R" a f : M — R. Rekneme, Ze f je spojitd na M, jestlize je
spojitd v kazdém bodé€ z € M vzhledem k M.

Definice. Mnozinu M C R"™ nazyvame kompaktni, pokud z kazdé posloupnosti
prvkt mnoziny M lze vybrat konvergentni posloupnost s limitou v M.

Lemma. Necht F C R" je uzaviend mnoZina a {x*}$°, je posloupnost prvki F
konvergujici k prvku y € R". Potom y € F'.

Véta 6 (charakterizace kompaktnich mnozin v R"). Mnozina M C R" je kom-
paktni, praveé kdyz je uzavrend a omezend.



