
Riešenie záverečného testu Varianta C, LS 2015/2016

UPOZORNENIE: Priložené bodovanie sa vzt’ahuje na moje skupiny študentov, bodovanie jednotlivých
cvičiacich sa môže a bude mierne ĺı̌sit’.
V pŕıpade, že odhaĺıte chybu/preklep (aj s odstupom), naṕı̌ste mi to prośım do mailu, môže to zachránit’

zdravie iných.

1. (6b) Určete limitu posloupnosti

lim
n→∞

√
16n4 + 51n2 − 17n+ 2− 4n2 − 6.

= lim
n→∞

(
√

16n4 + 51n2 − 17n+ 2− (4n2 + 6)

√
16n4 + 51n2 − 17n+ 2 + (4n2 + 6)√
16n4 + 51n2 − 17n+ 2 + (4n2 + 6)

= (2b)

= lim
n→∞

3n2 − 17n− 34

n2(
√

16 + 51

n
2 − . . .+ 4 + 6

n
2 )

= (2b)

=
3

8
(2b)

Na začátku bylo možno podle pravidla o limitě rozd́ılu odloučit člen −6.

1



2. (18b) (a)Vyšetřete pr̊uběh funkce

f(x) =
x2 − 4x− 5

x− 2
,

tj. najděte jej́ı definičńı obor, určete př́ıpadnou sudost/lichost, kdy je f kladná/ záporná, pr̊useč́ıky s
osami (př́ıpadně hodnoty v jiných d̊uležitýh bodech), limity v krajńıch bodech Df , derivaci funkce a
jej́ı nulové body, lokálńı a globálńı extrémy, intervaly monotonie, asymptoty, druhou derivaci, oblasti
konvexity, konkavity a inflexńı body, nakreslete graf funkce. Vše řádně zd̊uvodněte.

(b) Dále vypoč́ıtejte a do grafu nakreslete všechny tečny, které maj́ı směrnici k = 2.

Df = R \ {2} (0,5b)
Z Df plyne, že funkce neńı ani sudá ani lichá (nebo ověřeńım). (0,5b)

Px : f(x) = 0⇔ x1 = −1, x2 = 5⇒ Px1 [−1, 0], Px1 [5, 0].
Py : x = 0⇔ f(x) = 5

2
⇒ Py[0,

5
2
] (0,5b)

znamı́nko funkce: funkce je na (−∞,−1) a (2, 5) záporná; na (−1, 2) a (5,∞) je kladná (0,5b)

lim
x→∞

x2 − 4x− 5

x− 2
=∞ lim

x→2
+

x2 − 4x− 5

x− 2
=
−9

0+ = −∞

lim
x→−∞

x2 − 4x− 5

x− 2
= −∞ (1b) lim

x→2
−

x2 − 4x− 5

x− 2
=
−9

0−
= +∞ (1b)

f ′(x) =
x2 − 4x+ 13

(x− 2)2
; f ′ je definována na celém Df (2b)

nulové body derivace: f ′(x) = 0 diskriminant D kvadratické funkce je D = −36
a nulový bod neexistuje (0,5b)
monotonie funkce: f ′(x) > 0 na (−∞, 2) i (2,∞) a funkce je rostoućı na celým Df (1b)
Lokálńı ani globálńı extrémy neexistuj́ı (0,5b)

f ′′(x) = − 18

(x− 2)3
; f ′′ je definována na celém Df (2b)

nulové body 2. derivace: f ′(x) = 0 neexistuj́ı (0,5b)
konvexita/konkavita: f ′′(x) > 0 na (−∞, 2) a funkce je tady konvexńı,
f ′′(x) < 0 na (2,∞) a funkce je tady konkávńı (1b)
inflexńı body neexistuj́ı (0,5b)

asymptoty y = kx+ q v ±∞:

lim
x→±∞

x2 − 4x− 5

x(x− 2)
= 1 = k

lim
x→±∞

x2 − 4x− 5

x− 2
− x =

−2x− 2

x− 2
= −2 = q

y = x− 2 je asymptota v ±∞ (1b)
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(b) tečna y = kx+ q; k = 2:

f ′(x) = k = 2 =
x2 − 4x+ 13

(x− 2)2

x1 = −1, x2 = 5 to jsou Px
dopoč́ıtame q a máme y = 2x+ 2; y = 2x− 10 (2b)

graf: (3b)
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3. (18b) Určete globálńı extrémy funkce f(x, y) = (x− 2)2 + y + 1
na množině M = {[x, y] ∈ R2 : y − (x− 1)2 + 4 ≥ 0, x ≥ 0, y ≤ 0}
Zadanou množinu M nakreslete a vyznačte v ńı všechny nalezené kandidáty.

Obrázek s kandidátmi (3b)

Vrcholy:
pr̊useč́ıky paraboly y = (x− 1)2 − 4 a x = 0 - dosazeńım:
Řešeńım je bod C[0,−3] (1b)
pr̊useč́ıky paraboly y = (x− 1)2 − 4 a y = 0 - dosazeńım:
Řešeńım je pro x ≥ 0 bod B[3, 0] (1b)
x = 0 a y = 0 - dosazeńım:
Řešeńım je bod A[0, 0] (1b)

Stacionárńı body:
∂xf = 2x− 4 = 0
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∂yf = 1 6= 0
Stacionárńı body nemá (2b)

Vázané extrémy:
Úsečka AB
x ∈ (0, 3), y = 0
f(x, 0) = g(x) = x2 − 4x− 3
g′(x) = 2x− 4
g′(x) = 0⇔ x = 2 kandidát D[2, 0] (2,5b)

Úsečka AC
x = 0, y ∈ (−3, 0)
f(0, y) = g(y) = y + 5
g′(y) = 1 6= 0⇒ žádný kandidát (2,5b)

Část paraboly BC
x ∈ (0, 3), y = (x− 1)2 − 4
f(x, (x− 1)2 − 4) = g(x) = (x− 2)2 + (x− 1)2 − 4 + 1 = 2x2 − 6x+ 2
g′(x) = 4x− 6
g′(x) = 0⇔ x = 3

2
kandidát E[3

2
,−15

4
] (3b)

Hodnoty f(A) = 5; f(B) = 2; f(C) = 2; f(D) = 1; f(E) = −5
2

Maximum v bode A[0, 0],minimum v bode E[3
2
,−15

4
] (2b)
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4. (18b) Určete globálńı extrémy funkce f(x, y, z) = eyz + 5
na množině M = {[x, y, z] ∈ R3; 12x2 + y2 + z2 − 2 = 0}

Výpočet pomoćı Lagrangeovych multiplikátor̊u:
L(x, y, z, λ) = eyz + 5 + 1

4
+ λ(12x2 + y2 + z2 − 2)

(1)∂xL = 24xλ = 0
(2)∂yf = zeyz + 2yλ = 0
(3)∂zf = yeyz + 2zλ = 0
(4)∂λf = 12x2 + y2 + z2 − 2 = 0 (5b)

Výpočet (určitě ne jediný)
z (1) máme x = 0(∗) ∨ λ = 0(∗∗)
(**) pro λ = 0 dosad́ıme do (2, 3) a dostávame y = 0, z = 0 ze (4) dostáváme x = ± 1√

6

(*) λ 6= 0, z (2) máme λ = −zeyz
2y

, y 6= 0 a z (3) máme λ = −yeyz

2z
, z 6= 0

porovnáńım −zeyz
2y

= −yeyz

2z
dostávame z2 = y2 (použ́ıváme exy 6= 0)

dosad́ıme x = 0, y2 = z2 do (4) a y = ±1
ověř́ıme ještě v (*) y = 0 ∨ z = 0, x = y = z = 0 nebo x = y = 0 máme z (3), z = 0 a stejně pro
x = z = 0, nic z toho nesplňuje (4). (10b)
A[0, 1,−1], λ = 1

2e
, f(A) = f(B) = 1

e
+ 5

B[0,−1, 1], λ = 1
2e

C[0, 1, 1], λ = − e
2
, f(C) = f(D) = e+ 5

D[0,−1,−1], λ = − e
2

E[
√
6
6
, 0, 0], λ = 0, f(E) = f(F ) = 6

F [−
√
6
6
, 0, 0], λ = 0

(2b)
Maximum je v bodoch C,D, minimum je v bodoch A,B. (1b)
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