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A47, školńı kolo

1. Najděte všechny trojúhelńıky ABC, pro které plat́ı rovnost

|BC| · |AX | = |AC| · |BY |,

kde bod X je pr̊useč́ıkem osy úhlu BAC se stranou BC a bod Y pr̊useč́ıkem osy
úhlu ABC se stranou AC. (P. Černek)

Řešeńı: Zkoumanou rovnost přeṕı̌seme do tvaru |BC| : |BY | = |AC| : |AX |
a oba poměry vyjádř́ıme pomoćı sinových vět pro trojúhelńıky BCY a ACX
(ve kterých při obvyklém označeńı vnitřńıch úhl̊u trojúhelńıku ABC zřejmě plat́ı
|∠BY C| = α + 1

2β a |∠AXC| = β + 1
2α):

|BC|
|BY | =

sin(α + 1
2β)

sinγ
a

|AC|
|AX | =

sin(β + 1
2α)

sin γ
.

Hledáme proto právě ty trojúhelńıky, pro které sin(α+ 1
2β) = sin(β + 1

2α). Protože
oba argumenty lež́ı mezi 0◦ a 180◦, rovnost jejich sin̊u nastane, jen pokud α+ 1

2β =
= β + 1

2α, nebo (α + 1
2β) + (β + 1

2α) = 180◦. Prvńı podmı́nka znamená α = β,
druhá α + β = 120◦, neboli γ = 60◦.

Malá obměna prvńı části: Srovnáme-li zkoumanou rovnost s obecně platnou
rovnost́ı |BC| · |AP | = |AC| · |BQ|, kde AP a BQ jsou výšky daného trojúhelńıku,
dostaneme ekvivalentńı podmı́nku ve tvaru |AP | : |AX | = |BQ| : |BY |. Z pravo-
úhlých trojúhelńık̊u APX a BQY tak opět vyjde rovnost sin(α+ 1

2β) = sin(β+ 1
2α).

Odpověď: Hledanými jsou právě ty trojúhelńıky, pro které plat́ı |AC| = |BC|
nebo |∠ACB| = 60◦.

2. V jistém jazyku jsou pouze dva znaky A a B. Př́ıpustná jsou v něm jen
taková slova, v nichž nestoj́ı vedle sebe v́ıce než dva stejné znaky. Dokažte, že
počty pn všech př́ıpustných slov délky n lze určit pomoćı rovnost́ı p1 = 2, p2 = 4
a pk+2 = pk+1 + pk pro každé přirozené č́ıslo k. (J. Zhouf)

Řešeńı: Rovnosti p1 = 2 a p2 = 4 jsou zřejmé, neboť u slov délek 1 a 2 žádné
omezeńı na sousedńı znaky vlastně neńı. Pro pevné k ≥ 1 rozděĺıme všechna
př́ıpustná slova X1X2 . . . Xk+2 délky k + 2 do čtyř skupin podle posledńı dvojice
znak̊u Xk+1Xk+2:

a) Je-li Xk+1Xk+2 = AA, pak nutně Xk = B, takže X1X2 . . . Xk je některé
př́ıpustné slovo délky k konč́ıćı znakem B.

b) Je-li Xk+1Xk+2 = BB, pak nutně Xk = A, takže X1X2 . . . Xk je některé
př́ıpustné slovo délky k konč́ıćı znakem A.

c) Je-li Xk+1Xk+2 = AB, pak X1X2 . . . Xk+1 je některé př́ıpustné slovo délky
k + 1 konč́ıćı znakem A.

d) Je-li Xk+1Xk+2 = BA, pak X1X2 . . . Xk+1 je některé př́ıpustné slovo délky
k + 1 konč́ıćı znakem B.

V prvńıch dvou skupinách je dohromady právě pk slov, neboť každé př́ıpustné
slovo délky k se v popisech uvedených v bodech a) a b) objev́ı právě jednou.
Podobně se pomoćı všech př́ıpustných slov délky k + 1 usoud́ı, že v posledńıch
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průsečíku os souměrnosti grafů obou funkcí f1 a f2 s osou x. Vzhledem k po$
loze daných tří kořenů na ose x lze dále uvažovat tři možnosti stejně jako
v předcházejícím řešení. Např.
(i) Střed souměrnosti je −7,5 = −22+7

2 , čtvrtý kořen leží na ose x a je syme$
trický s obrazem čísla 13 dle středu souměrnosti v bodě −7,5. Čtvrtým
hledaným kořenem je tudíž číslo −28.
Podobně lze postupovat ve zbylých dvou případech a dospějeme tak ke stej$

nému výsledku.

Návodné úlohy:
1. Odvoďte vztahy mezi kořeny a koeficienty kvadratické (kubické) rovnice.
2. Zjistěte, pro která reálná čísla p má rovnice

x3 + px2 + 2px = 3p + 1

tři různé reálné kořeny x1, x2 a x3 takové, že x1x2 = x23. [45. MO, B–I–1]
3. Dokažte, že rovnice x3−1996x2+rx−1995 = 0 má pro každý reálný koeficient

r nejvýše jeden celočíselný kořen. [45. MO, B–II–3]
4. Najděte všechny dvojice mnohočlenů

f(x) = x2 + ax+ b, g(x) = x2 + cx+ d,

které splňují tyto podmínky
1) Každý z mnohočlenů f , g má dva různé reálné kořeny.
2) Je-li s libovolný kořen f , je i g(s) kořen f .
3) Je-li s libovolný kořen g, je i f(s) kořen g. [46. MO, A–I–2]

5. Najděte všechna reálná čísla p, pro něž jsou všechny kořeny x1, x2, x3 rovnice

x3 − 12x2 + px − 64 = 0

reálné a nezáporné. [35. MO, A–S–2]

2. Nechť K, L, M jsou po řadě vnitřní body stran BC, CA, AB daného
trojúhelníku ABC takové, že kružnice vepsané dvojicím trojúhelníků ABK
a CAK, BCL a ABL, CAM a BCM mají vnější dotyk. Pak platí

|BK| · |CL| · |AM | = |CK| · |AL| · |BM |.

Dokažte.
Poznámka. Z uvedené rovnosti plyne na základě Cèvovy věty, že přímky
AK, BL, CM procházejí týmž bodem.

Řešení. Uvnitř strany BC trojúhelníku ABC uvažujme bod K takový,
že kružnice vepsané trojúhelníkům BKA a CKA mají vnější dotyk v bodě D.
Nechť dále (při obvyklém označení délek stran trojúhelníku ABC) platí ozna$
čení podle obrázku 1, tj.

|ADb| = |ADc| = x, |BDc| = y, |CDb| = z, |BK| = y + u, |CK| = z + u.

2



A

B CKy u u z

y

x x

u

x

z
D

Db

Dc

Obr. 1

Z předešlého obrázku snadno vidíme, že platí následující soustava rovnic

y + z = a − 2u,

z + x = b,

x+ y = c.

Jednoduchou úpravou odtud dostáváme 2y + 2u = a − b+ c (analogicky vyjá$
dříme 2z + 2u), a tudíž platí

|BK| = y + u =
1
2
(a − b+ c) = s − b,

|CK| = z + u =
1
2
(a+ b − c) = s − c,

kde 2s = a + b + c. To značí (viz první návodná úloha), že bod K je bodem
dotyku kružnice vepsané trojúhelníku ABC se stranou BC. Pro body L a M
platí využitím analogického postupu následující vztahy:

|CL| = s − c, |AL| = s − a, |AM | = s − a, |BM | = s − b.

Z předešlých rovností již bezprostředně plyne

|BK| · |CL| · |AM | = (s − a)(s − b)(s − c) = |CK| · |AL| · |BM |.

Tím je důkaz ukončen.
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Návodné úlohy:
1. Pomocí délek stran a, b, c daného trojúhelníku ABC vyjádřete

a) vzdálenosti vrcholů a bodů dotyku kružnice tomuto trojúhelníku ve-
psané, které leží na přilehlých stranách;

b) vzdálenosti vrcholů a bodů dotyku kružnic vně připsaných přilehlým
stranám (které leží na těchto stranách);

c) vzdálenosti středů jeho stran a bodů dotyku kružnice danému trojúhel-
níku vepsané (vně připsané), které leží na jednotlivých stranách daného
trojúhelníku.

2. Seznamte žáky s následující variantou Cèvovy věty: Nechť K, L, M jsou po
řadě vnitřní body stran BC, CA, AB daného trojúhelníku ABC. Úsečky
AK, BL, CM se protínají v jednom bodě uvnitř trojúhelníku ABC, právě
když platí

|AM |
|MB|

·
|BK|
|KC|

·
|CL|
|LA|

= 1.

Větu dokažte, například podle [Švrček J., Vanžura J.:Geometrie trojúhelníka,
SNTL Praha (1988)].

Poznámka. Úsečky AK, BL, CM vyhovující podmínkám úlohy se tedy
protínají podle Cèvovy věty v jediném bodě G, zvaném Gergonnův bod daného
trojúhelníku ABC.

3. V oboru kladných čísel řešte soustavu

√
xy +

√
xz − x = a,

√
yz +

√
yx − y = b,

√
zx+

√
zy − z = c,

kde a, b, c jsou daná kladná čísla.

Řešení. Z textu úlohy plyne, že neznámé x, y, z jsou kladná čísla, lze proto
danou soustavu upravit do následujícího tvaru

−
√

x+
√

y +
√

z =
a√
x

,

√
x −

√
y +

√
z =

b√
y
,

√
x+

√
y −

√
z =

c√
z
.

Sečteme-li po dvojicích jednotlivé rovnice předešlé soustavy, dostaneme tak
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získáme (po úpravách) řešení (x, y, z), kde

x =
a2(b+ c − a)

(c+ a − b)(a+ b − c)
,

y =
b2(c+ a − b)

(b+ c − a)(a+ b − c)
,

z =
c2(a+ b − c)

(c+ a − b)(b+ c − a)
.

Vzhledem k tomu, že jsme k řešení soustavy rovnic dospěli výhradně ekviva$
lentními úpravami, není třeba zkoušku provádět.
Soustava má přitom výše uvedené řešení v oboru kladných čísel, právě když

současně platí následující podmínky b+ c− a > 0, c+ a− b > 0, a+ b− c > 0,
tj. právě když kladná čísla a, b, c jsou délkami stran trojúhelníku.

Návodné úlohy:
1. Řešte soustavu √

xy +
√

x = 8,
√

yx −
√

y = 3.

[x = 16, y = 1 nebo x = 4, y = 9]
2. Řešte soustavu

1
xy
+
1
xz

−
1
yz
= 8,

1
yx
+
1
yz

−
1
xz
= 4,

1
zx
+
1
zy

−
1
xy
= 4.

[x = 1
3 , y =

1
2 , z =

1
2 nebo x = − 13 , y = − 12 , z = − 12 ]

3. V oboru reálných čísel řešte soustavu rovnic

x(y + z) = 1,

y(z + x) = 1,

z(x+ y) = p

s parametrem p. Proveďte diskusi vzhledem k parametru p. [41. MO, A–II–1]

4. V rovině je dáno 1999 shodných trojúhelníků o obsahu 1, které jsou ob-
razy téhož trojúhelníku v různých posunutích. Je-li průnikem všech daných
trojúhelníků množina , která obsahuje těžiště každého z nich, je obsah
množiny alespoň 19 . Dokažte.
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Řešení. Nechť AsBsCs, kde s ∈ {1, 2, . . . , 1999}, jsou trojúhelníky vy$
hovující podmínkám úlohy a XY Z nechť značí polorovinu s hraniční přím$
kou XY a vnitřním bodem Z. Každý z daných trojúhelníků AsBsCs je prů$
nikem vždy tří polorovin AsBsCs, BsCsAs a CsAsBs, proto je (neprázdná)
množina průnikem 3 · 1 999 = 5 997 takových polorovin. Vzhledem k tomu,
že poloroviny AsBsCs, kde s ∈ {1, 2, . . . , 1999}, se navzájem liší jen posunu$
tím, je jejich průnikem polorovina AiBiCi, kde i je pevný index z množiny
{1, 2, . . . , 1999}. Podobně průnikem všech polorovin BsCsAs je určitá poloro$
vina BjCjAj a průnikem všech polorovin CsAsBs je určitá polorovinaCkAkBk,
kde j, k ∈ {1, 2, . . . , 1999}.
Množina je proto průnikem tří výše zmíněných polorovin AiBiCi,

BjCjAj a CkAkBk, je tedy trojúhelník ABC, kde A je průsečík přímek
AiBi a CkAk, B je průsečík přímek AiBi a BjCj a konečně C je průsečík pří$
mek BjCj a CkAk. Tento trojúhelník je podobný všem trojúhelníkům AsBsCs,
přičemž pro poměr podobnosti λ platí 0 < λ ! 1. (Případ A = B = C lze dle
textu úlohy vyloučit.)
Vzhledem k tomu, že obsah trojúhelníku ABC je λ2, stačí dokázat, že

λ " 1
3 . Označme v výšku z vrcholu Ci na stranu AiBi v trojúhelníku AiBiCi.

Protože přímka AiBi je totožná s přímkou AB, je vzdálenost těžiště Ti troj$
úhelníku AiBiCi od přímky AB rovna 13v. Podle zadání obsahuje množina
těžiště všech trojúhelníků AsBsCs, musí tudíž obsahovat těžiště Ti trojúhelníku
AiBiCi.
Vzdálenost vrcholu C trojúhelníku ABC od jeho strany AB je tedy ales$

poň 13v. Porovnáním velikostí výšek z vrcholů Ci a C v podobných trojúhelní$
cích AiBiCi a ABC dostáváme již přímo žádanou nerovnost λ " 1

3 , tj. λ
2 " 1

9 ,
což jsme chtěli dokázat.

Doplňující úlohy:
1. V rovině je dáno 1999 shodných obdélníků o obsahu 1, které jsou obrazy
téhož obdélníku v různých posunutích. Je-li průnikem všech daných obdél-
níků množina M, která obsahuje průsečík úhlopříček každého z nich, je obsah
množiny M alespoň 14 . Dokažte.

2. Je dána úsečka AB. Množina bodů M je definována takto:
a) M obsahuje body A, B.
b) Obsahuje-li M body X a Y , obsahuje i bod Z úsečky XY , pro který
platí |Y Z| = 3|XZ|.

3. Dokažte, že každá úsečka, která je částí úsečky AB, obsahuje alespoň jeden
bod množiny M. [17. MO, A–I–1]

5. Je dána funkce f : → taková, že f(n) = 1, je-li n liché, a f(n) = k
pro každé sudé číslo n = 2kl, kde k je přirozené číslo a l číslo liché. Určete
největší přirozené číslo n, pro něž platí

f(1) + f(2) + . . .+ f(n) ! 123 456.
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Dále
S(82 305) = S(82 304) + f(82 305) = 123 452+ 1 = 123 453,

S(82 306) = S(82 305) + f(82 306) = 123 453+ 1 = 123 454,

S(82 307) = S(82 306) + f(82 307) = 123 454+ 1 = 123 455,

S(82 308) = S(82 307) + f(82 308) = 123 455+ 2 = 123 457.

Největší přirozené číslo n, pro něž S(n) ! 123 456, je tedy n = 82 307.

Doplňující úlohy:
1. Nechť m je přirozené číslo, p prvočíslo. Označme

m!! =

{
1 · 3 · 5 · . . . · m pro m liché,

2 · 4 · 6 · . . . · m pro m sudé

tzv. dvojný faktoriál. Určete nejvyšší mocninu prvočísla p, která ještě dělí
číslo m!! [34. MO, A–I–2]

2. Je dána funkce f spojitá na intervalu ⟨0, 1⟩ a s hodnotami f(0) = f(1) = 1,
jež pro každá dvě čísla x ! y z intervalu ⟨0, 1⟩ splňuje rovnici

f

(
x+ y

2

)
=
2
3

f(x) +
1
3

f(y).

Určete f( 17 ). [40. MO, A–I–6]

6. Je dán čtyřboký jehlan ABCDV s podstavou ABCD. Jeho hrany AB,
CD jsou rovnoběžné a roviny ABV a CDV vzájemně kolmé. Označme P
patu výšky z vrcholu V na stranu AB v trojúhelníku ABV a Q patu výšky
z vrcholu V na stranu CD v trojúhelníku CDV . Dokažte nerovnost

|AV |2 + |BV |2 + |CV |2 + |DV |2 " |PQ|2 + 2(SABV + SCDV + SPQV ),

kde SXYZ značí obsah trojúhelníku XYZ. Zjistěte rovněž, kdy platí rovnost.

Řešení. Přímka AB je průsečnicí roviny ABV s rovinou podstavy ABCD
čtyřbokého jehlanu ABCDV , podobně přímka CD je průsečnicí roviny CDV
s rovinou podstavy ABCD uvažovaného jehlanu. Vzhledem k tomu, že obě prů$
sečnice jsou dle zadání rovnoběžné, je rovněž průsečnice s rovin ABV a CDV
s nimi rovnoběžná (obr. 2). Rovina kolmá k přímce s, procházející vrcholem V
daného jehlanu, protíná přímky AB, CD po řadě v bodech P , Q, které jsou
patami výšek z vrcholu V po řadě na strany AB, CD v trojúhelnících ABV ,
CDV . Roviny ABV a CDV jsou podle zadání vzájemně kolmé, trojúhelník
PQV má proto pravý úhel u vrcholu V . PataM výšky z vrcholu V na přeponu
PQ je přitom totožná s patou tělesové výšky z vrcholu V jehlanu ABCDV . Pro
polohu bodů P a Q na přímce AB, resp. CD, je třeba dále rozlišit tři případy:

10



(i) Oba body P a Q leží na odpovídajících hranách AB, CD.
(ii) Jeden z bodů P , Q leží na odpovídající hraně, druhý na prodloužení od$
povídající hrany.

(iii) Žádný z bodů P , Q neleží na odpovídající hraně.

A B

CD

P

Q

V

M

x y

u z

p

q

s

Obr. 2

Dokážeme dále nerovnost z textu úlohy pro případ (i). Zaveďme označení
ve shodě s obrázkem 2, tj.

|AP | = x, |BP | = y, |CQ| = z, |DQ| = u, |V P | = p, |V Q| = q.

Využitím Pythagorovy věty v pravoúhlých trojúhelnících APV , BPV , CQV ,
DQV a PQV dostáváme postupně vztahy:

|AV |2 = x2 + p2, |BV |2 = y2 + p2, |CV |2 = z2 + q2,

|DV |2 = u2 + q2, |PQ|2 = p2 + q2.

Pro obsahy trojúhelníků ABV , CDV a PQV platí vzorce

2SABV = (x+ y)p, 2SCDV = (z + u)q, 2SPQV = pq.

Dosadíme-li nyní za |AV |2, |BV |2, |CV |2, |DV |2, |PQ|2 a 2SABV , 2SCDV ,
2SPQV do nerovnosti v textu úlohy, dostáváme po snadné úpravě

x2 + y2 + z2 + u2 + p2 + q2 " xp+ yp+ zq + uq + pq.

Nyní dokážeme, že předešlá nerovnost platí pro libovolná nezáporná reálná čísla
x, y, z, u a libovolná kladná čísla p, q. Vynásobením rozdílu levé a pravé strany
této nerovnosti číslem 4 dostáváme po úpravě

(4x2 − 4xp+ p2) + (4y2 − 4yp+ p2) + (4z2 − 4zq + q2) + (4u2 − 4uq + q2)+

+2(p2−2pq+q2) = (2x−p)2+(2y−p)2+(2z−q)2+(2u−q)2+2(p−q)2 " 0.
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Vzhledem k tomu, že všechny provedené úpravy byly ekvivalentní, platí též
nerovnost uvedená v textu úlohy, což jsme měli dokázat.

Podobně lze postupovat i v případech (ii) a (iii). Odlišné je zde pouze
vyjádření hodnot 2SABV a 2SCDV .

Rovnost může nastat pouze v případě (i), ve zbylých dvou případech je
vyloučena. V případě (i) přitom rovnost nastává, právě když platí

2x = 2y = 2z = 2u = p = q,

tj. právě když podstavou daného čtyřbokého jehlanu ABCDV je obdélník
ABCD, pata M výšky V M uvažovaného jehlanu je průsečíkem úhlopříček AC
a BD v obdélníku ABCD a současně platí

|AB| : |BC| : |V M | = 4 : 2
√
2 :

√
2.

Návodné úlohy:
1. Dokažte, že pro libovolná reálná čísla x, y platí nerovnost

5x2 + y2 + 1 " 2x(2 + y).

Zjistěte, kdy nastává rovnost. [Rovnost nastává, právě když x = y = 1
2 ]

2. Označme a, b, c, d, e, f velikosti hran čtyřstěnu a S jeho povrch. Dokažte
nerovnost

S !
√
3
6
(a2 + b2 + c2 + d2 + e2 + f2)

[41. MO, A–III–2]
3. Dokažte, že pro libovolná reálná čísla a, b, c, d, e platí nerovnost

a2 + b2 + c2 + d2 + e2 " (a + b+ c+ d)e.

Zjistěte, kdy nastává rovnost. [Rovnost nastává, právě když 2a = 2b = 2c =
= 2d = e.]

4. Dokažte, že pro libovolná kladná čísla x1, x2, x3, x4, x5 platí nerovnost

(x1 + x2 + x3 + x4 + x5)2 " 4(x1x2 + x2x3 + x3x4 + x4x5 + x5x1).
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49. ročník matematické olympiády

1. Nechť P (x) je kvadratický trojčlen. Určete všechny kořeny rovnice

P (x2 + 4x − 7) = 0,

víte-li, že mezi nimi je číslo 1 a aspoň jeden kořen je dvojnásobný.

2. Je dán rovnoramenný lichoběžník UV ST , v němž 3|ST | < 2|UV |. Sestrojte rovnora)
menný trojúhelník ABC se základnou AB tak, aby body B, C ležely na přímce V S,
bod U na přímce AB a bod T byl těžištěm trojúhelníku ABC.

3. Dokažte, že pro libovolná kladná čísla a, b platí nerovnost

3

√
a

b
+ 3

√
b

a
! 3

√
2(a+ b)

(1
a
+
1
b

)
.

Zjistěte, kdy nastane rovnost.

4. Určete všechny konvexní čtyřúhelníky ABCD s následující vlastností: Uvnitř čtyř)
úhelníku ABCD existuje bod E takový, že každá přímka, která prochází tímto bodem
a protíná strany AB a CD ve vnitřních bodech, dělí čtyřúhelník ABCD na dvě části
o stejném obsahu. Svou odpověď zdůvodněte.

II. kolo kategorie A se koná

v úterý 18. ledna 2000

tak, aby začalo dopoledne a aby soutěžící měli na řešení úloh
4 hodiny čistého času. Za každou úlohu může soutěžící získat
6 bodů, úspěšným řešitelem je ten žák, který získá 10 bodů
nebo více. Tyto údaje se žákům sdělí před zahájením soutěže.



49. ročník matematické olympiády Řešení úloh II. kola kategorie A

1. Označme Q(x) = x2 + 4x − 7, potom 0 = P
(
Q(1)

)
= P (−2). Odtud plyne, že

P (x) = a(x+ 2)(x − p), kde a a p jsou reálná čísla, a ̸= 0. Je tedy

P
(
Q(x)

)
= a(x2 + 4x − 7 + 2)(x2 + 4x − 7− p) =

= a(x − 1)(x+ 5)(x2 + 4x − 7− p).

To znamená, že kořeny dané rovnice jsou kromě čísel 1 a −5 ještě kořeny kvadratické
rovnice

x2 + 4x − 7− p = 0. (1)

Protože aspoň jeden z kořenů dané rovnice má být dvojnásobný, je buď aspoň jedno z čísel 1
a −5 kořenem rovnice (1), nebo má tato rovnice sama dvojnásobný kořen. Přitom z tvaru
rovnice (1) plyne, že součet jejích kořenů je −4 (číslo opačné ke koeficientu u lineárního
členu), takže tato rovnice má kořen 1, právě když má kořen −5.
Jsou tedy dvě možnosti:
a) Rovnice (1) má dva kořeny 1 a −5 (takže je p = −2) a rovnice P

(
Q(x)

)
=

= a(x − 1)2(x+ 5)2 = 0 má dva dvojnásobné kořeny 1 a −5.
b) Rovnice (1) má sama dvojnásobný kořen. Protože součet jejích kořenů je −4, je

dvojnásobným kořenem číslo (−4) : 2 = −2. (V tomto případě je p = −11 a P
(
Q(x)

)
=

= a(x − 1)(x+ 5)(x+ 2)2 = 0.)

Závěr : Úloha má dvě řešení: daná rovnice má buď dva dvojnásobné kořeny 1 a −5,
nebo má dva jednoduché kořeny 1 a −5 a dvojnásobný kořen −2.
Za úplné řešení je 6 bodů. Po 2 bodech udělte za nalezení obecného tvaru P (x) = a(x + 2)(x − p) a za
úplné vyřešení obou případů a), b).

2. Označme P střed základny AB hledaného rovnoramenného trojúhelníku ABC.
Protože vrchol U daného lichoběžníku UVST leží na přímce AB, je buď U = P , anebo
tvoří body T , U , P vrcholy pravoúhlého trojúhelníku (obr. 1). V obou případech bod P leží
na Thaletově kružnici k sestrojené nad průměrem TU . Označme d vzdálenost vrcholu T
daného lichoběžníku od přímky VS. Vzhledem k tomu, že T je těžištěm trojúhelníku ABC,
má jeho výška z vrcholu A velikost 3d, tudíž bod P leží na přímce p, která je s přímkou V S
rovnoběžná, má od ní vzdálenost 32d a leží v polorovině VST . Odtud již plyne konstrukce
trojúhelníku ABC:
1. sestrojíme kružnici k s průměrem TU ;
2. sestrojíme v polorovině VST přímku p ∥ VS ve vzdálenosti 32d od V S;
3. sestrojíme bod P ∈ k ∩ p;
4. sestrojíme přímku PB⊥TP , B ∈ V S;
5. sestrojíme vrcholy A (A ∈ PB, A ̸= B, |AP | = |PB|) a C (C ∈ PT ∩ V S).

Diskuse: Protože dle předpokladu je ST ∥ UV a 32 |ST | < |UV |, protne přímka p stranu
TU daného lichoběžníku ve vnitřním bodě, bude tedy sečnou kružnice k a protne ji ve dvou
různých bodech P a P ′ (obr. 1). Pro každý z nich dostáváme jedno řešení, trojúhelníky



U V

ST

A

B

C

A′

B′

C′

P

P ′

k

p

Obr. 1

ABC a A′B′C′. Z konstrukce je dále zřejmé, že pokud bude TU ⊥ SV , budou oba body
P , P ′ souměrně sdružené podle osy TU , takže dostaneme dva shodné (souměrně sdružené)
trojúhelníky ABC a A′B′C′ (obr. 2). Obě souměrná řešení splynou v jedno v případě, kdy
vyjde A = U . Přitom bude těžiště T trojúhelníku ABC zároveň průsečíkem jeho výšek,
takže výsledný trojúhelník ABC bude rovnostranný (obr. 3). To nastane, právě když obě
ramena daného lichoběžníku jsou navzájem kolmá a navíc platí 3|ST | = |UV |, jak plyne
z podobnosti trojúhelníků UV Q ∼ TSQ. V tomto jediném případě má úloha jedno řešení.
Ve všech ostatních případech má úloha dvě řešení (která jsou pro TU ⊥ SV shodná).

U V

ST

A

B

C

A′

B′

C′

P

P ′

k

p

Obr. 2

A = U V

ST

B = C ′

C = B′

P

P ′ Q

k

p

Obr. 3

Za úplné řešení je 6 bodů. Není-li uveden počet řešení úlohy, strhněte 2 body. Pokud je v diskusi pominut
případ, kdy obě ramena lichoběžníku jsou navzájem kolmá, strhněte 1 bod.

3. Umocněním obou stran dané nerovnosti na třetí dostaneme ekvivalentní nerovnost

a

b
+ 3 3
√

a

b
+ 3 3
√

b

a
+

b

a
! 4 + 2a

b
+ 2

b

a



v níž nastává rovnost, právě když
a

b
=

b

a
, tj. právě když a = b.

Protože

(√
a

b
+

√
b

a

)2
= (a + b)

(1
a
+
1
b

)
, dostáváme odtud po jednoduché úpravě

dokazovanou nerovnost, v níž nastává rovnost, právě když a = b.

Za úplné řešení je 6 bodů. Za správný důkaz nerovnosti udělte 4 body, za nalezení podmínky pro rovnost
2 body. Přitom za poznatek, že rovnost platí v případě a = b, udělte 1 bod, další 1 bod dejte za zdůvodnění,
že je to jedině tehdy.

A B

CD

X1 X2 X3

Y1Y2Y3

E

Obr. 4

4. Nechť E je vnitřním bodem takového konvexního čtyřúhelníku ABCD, který
vyhovuje podmínkám úlohy. Uvažujme přímky X1Y1,
X2Y2 a X3Y3, které procházejí bodem E a protínají
po řadě strany AB a CD v bodech X1 a Y1, X2 a Y2,
X3 a Y3 (obr. 4). Jestliže všechny tři uvažované přímky
dělí čtyřúhelník ABCD na dvě části o stejném obsahu,
rovnají se i obsahy trojúhelníků EX1X2 a EY1Y2, resp.
EX2X3 a EY2Y3. Protože tyto trojúhelníky mají vždy
shodné vnitřní úhly při vrcholu E, plyne z rovnosti
jejich obsahů rovnost

|EX1| · |EX2| = |EY1| · |EY2|,

resp.
|EX2| · |EX3| = |EY2| · |EY3|.

Z obou předešlých rovností dostáváme

|EX1|
|EX3|

=
|EY1|
|EY3|

.

Trojúhelníky EX1X3 a EY1Y3 jsou tedy podobné (podle věty sus) a mají týž obsah. Jsou
proto středově souměrné podle středu E a platí tudíž X1X3 ∥ Y1Y3. Čtyřúhelník ABCD
má tedy nutně rovnoběžné strany AB a CD.
Naopak každý (konvexní) čtyřúhelník ABCD, v němž platí AB ∥ CD, vyhovuje pod)

mínkám úlohy. Za bod E pak zvolíme střed úsečky spojující středy rovnoběžných stran
AB a CD; požadovaná vlastnost takového bodu je zřejmá.
Závěr : Podmínkám úlohy vyhovují právě všechny konvexní čtyřúhelníky ABCD,

v nichž AB ∥ CD.

Za úplné řešení je 6 bodů. Za důkaz, že čtyřúhelník ABCD má nutně rovnoběžné strany AB a CD, udělte
4 body. Za ověření skutečnosti, že každý takový čtyřúhelník (spolu s charakterizací bodu E) vyhovuje
podmínkám úlohy, udělte 2 body.



1. Nechť n je přirozené číslo. Dokažte, že součet 4 · 32n
+ 3 · 42n

je dělitelný třinácti, právě když
n je sudé. (J. Šimša)

Řešení. Označme an = 4 · 32
n
+ 3 · 42n

. Ukážeme nejprve, že pro každé přirozené číslo n je rozdíl
an+2 − an dělitelný třinácti. Po úpravách obdržíme rovnost

an+2 − an = 4 · (812
n

− 32
n

) + 3 · (2562
n

− 42
n

). (1)

Položme ve známém vzorci

Ap − Bp = (A − B)(Ap−1 +Ap−2B + . . .+Bp−1),

který platí pro každé přirozené p a pro libovolná dvě reálná čísla A a B, nejprve p = 2n, A = 81,
B = 3 a poté p = 2n−1, A = 2562, B = 42. Protože je 81 − 3 = 78 = 13 · 6 a také 2562 − 42 =
= (256 − 4)(256 + 4) = 252 · 260 = 13 · 20 · 252, jsou oba sčítanci na pravé straně rovnosti (1)
čísla dělitelná 13. Je proto také rozdíl an+2 − an dělitelný 13. Číslo a1 není dělitelné 13, neboť
a1 = 84 = 13 · 6 + 6, kdežto číslo a2 číslem 13 dělitelné je (a2 = 1 092 = 13 · 84). Užitím principu
matematické indukce již snadno zjistíme, že an je dělitelné 13, právě když n je sudé. Tím je důkaz
hotov.

Jiné řešení. Sestavme tabulku zbytků při dělení čísla an = 4 · 32
n
+ 3 · 42n

třinácti.

n 1 2 3 4 5 . . .

32
n

9 3 9 3 9 . . .

42
n

3 9 3 9 3 . . .

4 · 32n

10 12 10 12 10 . . .

3 · 42n
9 1 9 1 9 . . .

an 6 0 6 0 6 . . .

Zbytky obou čísel tvaru N 2
n

určujeme rekurentně pomocí rovností N 2
n+1
= N2

n ·N2n

=
(
N2

n)2
.

Protože 32 = 9 a 92 = 81 ≡ 3 (mod 13), vidíme, že v druhém i třetím řádku tabulky se pravidelně
střídá trojka s devítkou, zbytky čísla an při dělení třinácti se tedy (vzhledem k číslu n) rovněž
opakují s periodou 2. Číslo an je tedy dělitelné třinácti, právě když n je sudé.

2. Je dán rovnoramenný trojúhelník ABC se základnou AB. Na jeho výšce CD je zvolen bod P
tak, že kružnice vepsané trojúhelníku ABP a čtyřúhelníku PECF jsou shodné; přitom bod E
je průsečík přímky AP se stranou BC a F průsečík přímky BP se stranou AC. Dokažte, že
i kružnice vepsané trojúhelníkům ADP a BCP jsou shodné. (J. Šimša, K. Horák)

Řešení. Protože přímka CD je osou souměrnosti dvou vrcholových úhlů APB a EPF , leží střed I1
kružnice vepsané trojúhelníku ABP na úsečceDP a zároveň střed I2 kružnice vepsané čtyřúhelníku
PECF leží na úsečce CP (obr. 1). Navíc platí |I1P | = |I2P |, neboť obě zmíněné kružnice jsou
shodné. Středy O1, O2 kružnic vepsaných trojúhelníkům ADP a BCP (obr. 2) pak leží po řadě
na úsečkách AI1, BI2, neboť polopřímky AI1 a BI2 jsou osy odpovídajících úhlů DAP a CBP .
Z rovnosti |I1P | = |I2P | navíc plyne, že trojúhelníky API1 a BPI2 mají stejný obsah, protože se
rovnají i příslušné výšky |AD| = |BD|.

Označme r1, r2 poloměry kružnic vepsaných trojúhelníkům ADP a BCP . Vyjádříme-li pomocí
nich oba zmíněné obsahy (S(XYZ) značí obsah trojúhelníku XYZ), dostaneme

S(API1) = S(AO1P ) + S(O1PI1) =
1
2
· |AP | · r1 +

1
2
· |I1P | · r1 =

r1
2
(|AP |+ |I1P |),

S(BPI2) = S(BO2P ) + S(O2PI2) =
1
2
· |BP | · r2 +

1
2
· |I2P | · r2 =

r2
2
(|BP |+ |I2P |).

2
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Obr. 2

Vzhledem k tomu, že S(API1) = S(BPI2), |I1P | = |I2P | a |AP | = |BP |, plyne odtud r1 = r2,
což jsme měli dokázat.

Jiné řešení. Vzhledem k souměrnosti trojúhelníku ABC podle osy CD stačí dokázat, že se
shodují kružnice vepsané trojúhelníkům BDP a BPC.

Vnější společné tečny shodných kružnic vepsaných úhelníkům ABP a PECF jsou rovnoběžné
se střednou CD, tedy kolmé na přímku AB. Uvažujme tu z nich, která protíná úsečky AD, PF
a polopřímku opačnou CB. Tyto průsečíky označme po řadě D′, P ′, C′ (obr. 3). Ve stejnolehlosti,
která zobrazí trojúhelník BD′C′ na trojúhelník BDC, odpovídají trojúhelníkům BD′P ′ a BP ′C′

trojúhelníky BDP a BPC. Protože kružnice vepsaná čtyřúhelníku PECF je zároveň vepsána
i trojúhelníkuBP ′C′ a kružnice vepsaná trojúhelníku ABP je zároveň vepsána trojúhelníku BD′P ′

a obě uvedené kružnice jsou dle předpokladu shodné, jsou shodné i jejich obrazy ve zmíněné
stejnolehlosti, tedy kružnice vepsané trojúhelníkům BDP a BPC.

A B

C

D

EF

P

D′

C′

P ′

Obr. 3

3



3. V rovině je dáno 2 000 shodných trojúhelníků o obsahu 1, které jsou obrazy téhož trojúhelníku
v různých posunutích. Každý z těchto trojúhelníků obsahuje těžiště všech zbývajících. Dokažte,
že obsah sjednocení těchto trojúhelníků je menší než 229 . (P. Calábek)

Řešení. Nechť trojúhelník ABC o obsahu 1 je vzorem všech 2 000 trojúhelníků AkBkCk, k ∈
∈ {1, 2, . . . , 2 000}, v různých posunutích. Obsahuje-li každý z těchto trojúhelníků těžiště všech
zbývajících, plyne z řešení úlohy 49–A–I–4, že průnikem všech těchto trojúhelníků je trojúhelník
A0B0C0, který je podobný trojúhelníku ABC, přičemž jeho strany A0B0, B0C0, C0A0 jsou po řadě
rovnoběžné se stranami AB, BC, CA a pro poměr podobnosti λ navíc platí λ ∈ ⟨ 13 ; 1⟩.

Je-li AkBkCk (k ∈ {1, 2, . . . , 2 000}) libovolný z daných trojúhelníků, je trojúhelník A0B0C0
jeho částí, proto leží vrchol Ak v polorovině B0C0A0 ve vzdálenosti nejvýše va od hraniční přímky
B0C0, kde va je velikost výšky trojúhelníku ABC příslušné vrcholu A. Na druhou stranu je
i vzdálenost strany BkCk od vrcholu A0 nejvýše va. Protože navíc trojúhelník A0B0C0 obsahuje
těžiště všech takovýchto trojúhelníků AkBkCk, nemůže být vzdálenost strany BkCk od strany
B0C0 ∥ BkCk větší než 13va. Vzdálenost vrcholu A0 od strany B0C0 je λva, dohromady je tedy
vzdálenost obou rovnoběžných přímek BkCk, B0C0 nejvýše min( 13 , 1− λ) · va. Vidíme, že všechny
dané trojúhelníky leží uvnitř pásu omezeného dvěma rovnoběžkami a0 ∥ a1 ∥ B0C0 (obr. 4), jejichž
vzdálenost od B0C0 je va a min( 13 , 1− λ) · va. Analogické tvrzení můžeme vyslovit i pro další dva
směry C0A0 a A0B0. Sjednocení všech daných trojúhelníků musí tedy ležet v průniku všech tří
odpovídajících pásů.

a0 a1

A0 B0

C0

Ak Bk

Ck

Obr. 4

a0 a1b0
b1

c0

c11

1
3

1
3 λ

1
3

Obr. 5

Rozlišíme nyní dva případy podle toho, čemu se rovná min( 13 , 1− λ).
1. Nechť 13 ! λ < 2

3 . Průnikem odpovídajících tří pásů je šestiúhelník, který vznikne z troj+
úhelníku T určeného trojicí přímek (a1, b1, c1) odstraněním tří trojúhelníčků Ta, Tb, Tc určených
trojicemi přímek (a0, b1, c1), (a1, b0, c1) a (a1, b1, c0). V obr. 5 jsou vyznačeny některé poměrné vzdá+
lenosti vzhledem k |AB|, s jejichž pomocí zjistíme, že trojúhelník T je podobný trojúhelníku ABC
s poměrem podobnosti 1+λ a trojúhelníky Ta, Tb, Tc jsou podobné trojúhelníku ABC s poměrem
podobnosti λ − 1

3 . Z vypočtených poměrů je zároveň zřejmé, že pro λ = 1
3 se trojúhelníky Ta, Tb,

Tc stáhnou do jediného bodu, takže uvedený šestiúhelník se zredukuje na trojúhelník T .
Pro obsah S(λ) vyznačeného útvaru tak pro λ < 2

3 platí

S(λ) = (1 + λ)2 − 3
(
λ − 1
3

)2
=

= − 2λ2 + 4λ+ 2
3
= −2(λ − 1)2 + 8

3
<
8
3
− 2 · 1

9
=
22
9

.
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2. Nechť 23 ! λ ! 1. Průnikem odpovídajících tří pásů je opět šestiúhelník (obr. 6), přičemž

a0 a1b0
b1

c0

c1
λ

1 1− λ

Obr. 6

odpovídající trojúhelník T je podobný trojúhelníku ABC s poměrem podobnosti 3−2λ a trojúhel+
níky Ta, Tb, Tc jsou podobné trojúhelníku ABC s poměrem podobnosti 1− λ (v tomto případě se
šestiúhelník zredukuje na trojúhelník T pro λ = 1).

Pro obsah S(λ) v tomto případě platí

S(λ) = (3− 2λ)2 − 3(1− λ)2 =

= λ2 − 6λ+ 6 = (λ − 3)2 − 3 ! 49
9

− 3 = 22
9

s rovností pro λ = 2
3 .

Zjistili jsme, že sjednocení všech trojúhelníků AkBkCk (k = 1, 2, . . . , 2 000) je pro λ ̸= 2
3 částí

rovinného útvaru, jehož obsah je menší než 229 . Pro λ = 2
3 je pak částí šestiúhelníku s obsahem

22
9 .

Strana tohoto šestiúhelníku, která leží např. na přímce a0, může obsahovat jen konečně mnoho vr+
cholů Ai daných trojúhelníků AiBiCi, takže v šestiúhelníku určitě najdeme trojúhelníček kladného
obsahu, který do uvažovaného sjednocení nepatří. Obsah sjednocení uvažovaných trojúhelníků je
proto i v tomto případě menší než 229 . Tím je důkaz hotov.

4. Pro které kvadratické funkce f(x) existuje taková kvadratická funkce g(x), že kořeny rovnice
g
(
f(x)

)
= 0 jsou čtyři různé po sobě jdoucí členy aritmetické posloupnosti a současně i kořeny

rovnice f(x)g(x) = 0? (P. Černek)

Řešení. Ze zadání plyne, že každá z rovnic f(x) = 0, g(x) = 0 má dva reálné kořeny, přitom
všechny čtyři kořeny obou uvažovaných rovnic jsou navzájem různé. Označme x1, x2 kořeny rovnice
f(x) = 0. Platí tedy f(x) = a(x−x1)(x−x2), kde a je reálné číslo, a ̸= 0. Číslo x1 je podle zadání
rovněž kořenem rovnice g

(
f(x)

)
= 0, platí tudíž g

(
f(x1)

)
= g(0) = 0. Odtud vyplývá, že rovnice

g(x) = 0 má jeden kořen 0. Označme b (b ̸= 0) druhý kořen této rovnice. Je tedy g(x) = cx(x− b),
kde c je reálné číslo, c ̸= 0. Čísla 0 a b jsou podle zadání rovněž kořeny rovnice g

(
f(x)

)
= 0:

g
(
f(0)

)
= cf(0)

(
f(0)− b

)
= 0 a g

(
f(b)

)
= cf(b)

(
f(b)− b

)
= 0.

Jelikož čísla 0 a b nemohou být kořeny rovnice f(x) = 0, plyne odtud f(0) = f(b) = b.
Na číselné ose jsou proto jak body 0 a b, tak i body x1 a x2 souměrně sdružené podle x-ové sou+

řadnice vrcholu paraboly y = f(x). Čísla 0, b, x1 a x2 (tvořící dle zadání aritmetickou posloupnost)
mohou tedy být uspořádána dvěma způsoby:
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• Čísla x1 a x2 leží uvnitř intervalu s krajními body 0 a b. Pak x1 = 1
3b a x2 = 2

3b (při vhodné
volbě indexů), tudíž

b = f(0) = a
(
− b

3

)(
−2b
3

)
=
2ab2

9
,

takže b =
9
2a
a

f(x) = a
(
x − 3
2a

)(
x − 3

a

)
= ax2 − 9

2
x+

9
2a

.

• Čísla 0 a b leží uvnitř intervalu s krajními body x1 a x2. Pak x1 = −b a x2 = 2b (při vhodné
volbě indexů), tudíž

b = f(0) = ab(−2b) = −2ab2,

takže b = − 1
2a
a

f(x) = a
(
x − 1
2a

)(
x+
1
a

)
= ax2 +

1
2
x − 1
2a

.

Závěr : Úloze vyhovují všechny kvadratické funkce f tvaru

f(x) = ax2 − 9
2
x+

9
2a

nebo f(x) = ax2 +
1
2
x − 1
2a

,

kde a je libovolné nenulové reálné číslo.

5. Monika zhotovila papírový model trojbokého jehlanu, jehož podstavou byl pravoúhlý trojúhelník.
Když model rozřízla podél odvěsen podstavy a podél těžnice jedné ze stěn, vznikl po rozvinutí
do roviny čtverec o straně a. Určete objem tohoto jehlanu. (P. Leischner)

Řešení. Označme ABCD uvažovaný jehlan s podstavou ABC, kde |<)ACB| = 90◦. Podle textu
úlohy byl model rozříznut podél obou odvěsen AC a BC podstavy a dále podél těžnice z vrcholu D
jedné ze stěn BCD, ACD. Při řezu podél těžnice ve stěně ABD by totiž nebylo možné rozvinout
model do roviny. Bez újmy na obecnosti předpokládejme dále, že řez je veden podél těžnice DE ve
stěně ACD (obr. 7), kdy po rozvinutí do roviny vznikne útvar s hranicí BCAE2DE1C1B a pravým
úhlem u vrcholu C (obr. 8). Protože tento útvar je čtverec (označme ho C), jsou úhly AE2D
a DE1C1 pravé (žádný z nich nemůže být přímý, neboť jejich součet je 180◦). Proto je těžnice DE
trojúhelníku ACD zároveň jeho výškou a body E1, E2 jsou vrcholy čtverce C.

A

B C

D

E
F

Obr. 7

E1 C

E2D

A

BC1

x

x

x

x x x

3x

Obr. 8
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Kdyby vrcholy E1 a E2 čtverce C byly sousední, z rovnosti |E1C1| = |E2A| a z toho, že C má
vrchol C, by plynulo, že C = CE2E1B, a tak |BC| = |BE1|, což ale odporuje rovnosti |BC| = |BC1|
(obr. 9). Tak jsme (sporem) dokázali, že vrcholy E1 a E2 čtverce C nejsou sousední, proto k vrcholům
C patří (kromě bodů E1, E2 a C) nutně bod D (z úseku E2DE1 hranice BCAE2DE1C1B).

Popsané body rozdělují hranici čtverce C = CE2DE1 na úseky, jejichž délky jsou vyznačeny
na obr. 8 pomocí výhodného označení x = 1

3a. Délky ostatních hran jehlanu spočteme podle Py+
thagorovy věty:

|DC| = |DA| =
√
(3x)2 + (x)2 = x

√
10,

|DB| =
√
(3x)2 + (2x)2 = x

√
13, |AB| = x

√
5.

B C

E2E1

A

D

C1

Obr. 9

Abychom zjistili objem jehlanu ABCD, potřebujeme určit velikost jeho tělesové výšky.
Označíme-li F střed hrany AB, vidíme, že hrana AC je kolmá na

rovinu EFD, neboť AC ⊥ BC ∥ EF a AC ⊥ DE. Rovina EFD je tedy
kolmá na základnu ABC.

Tělesová výška jehlanu je proto výškou (z vrcholu D) trojúhelníku
DEF . Protože DF tvoří těžnici trojúhelníku ABD, ze známého vzorce
pro velikost těžnice dostaneme

2|DF |2 = |DA|2 + |DB|2 − 1
2
|AB|2 = 41

2
x2,

takže strany trojúhelníku DEF mají délky |DF | = 1
2x

√
41, |DE| = 3x

a |EF | = 1
2 |BC| = 1

2x. Podle Heronova vzorce je obsah S takového
trojúhelníku roven

S =
x2

4

√(
3 + 12 +

√
41
2

)(
3 + 12 −

√
41
2

)(
3 +

√
41
2 − 1

2

)(√
41
2 +

1
2 − 3

)
=

=
x2

16

√(
7 +

√
41

)(
7−

√
41

)(
5 +

√
41

)(√
41− 5

)
=

x2
√
2
2

,

a tak má jeho výška v z vrcholu D velikost v =
2S
|EF |

= 2x
√
2. Objem V jehlanu ABCD je proto

roven

V =
1
3
· 1
2
|AC| · |BC| · v = 2

√
2
3

x3 =
2
√
2
81

a3.

Závěr : Objem uvažovaného jehlanu je
2
√
2
81

a3.

Poznámka.
Ze čtverce lze popsaným způsobem čtyřstěn ABCD požadovaných vlastností vytvořit, když je

součet dvou ze tří předpokládaných stěnových úhlů při vrcholu D větší než úhel třetí. Protože jejich
součet je 90◦, stačí ověřit, že každý z těchto tří úhlů je menší než 45◦. Nerovnost |<)CDB| < 45◦

je zřejmá, zbylé dvě nerovnosti jsou důsledkem výpočtů, podle kterých cos |<)ADB| = 9√
130

>
√
2
2

a tg |<)CDA| = tg(2|<)C1DE1|) = 3
4 < 1.
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49. ročník matematické olympiády

Úlohy školní – klauzurní části I. kola kategorie A

1. Určete, pro která reálná čísla p má soustava rovnic

(x − y)2 = p2,

x3 − y3 = 16

právě jedno řešení v oboru reálných čísel.

2. Je dán trojúhelník ABC. Uvnitř jeho stran BC, CA, AB uvažujme po řadě body K,
L, M takové, že úsečky AK, BL, CM se protínají v bodě U . Jestliže trojúhelníky
AMU a KCU mají obsah P a trojúhelníky MBU a CLU obsah Q, pak P = Q.
Dokažte.

3. Určete nejmenší přirozené číslo k, pro které platí: Vybereme-li libovolných k různých
čísel z množiny {1, 2, 3, . . . , 2 000}, pak mezi vybranými čísly existují dvě, jejichž součet
nebo rozdíl je 667.

Školní – klauzurní část I. kola kategorie A se koná

v úterý 7. prosince 1999

tak, aby začala dopoledne a aby soutěžící měli na řešení úloh
4 hodiny čistého času. Za každou úlohu může soutěžící získat
6 bodů, úspěšným řešitelem je ten žák, který získá 10 bodů
nebo více. Tyto údaje se žákům sdělí před zahájením soutěže.



49. ročník matematické olympiády Řešení úloh školní části I. kola kategorie A

1. První rovnice je splněna, právě když platí x = y+p nebo x = y−p. Po dosazení do
druhé rovnice dané soustavy dostaneme po úpravě v prvním případě kvadratickou rovnici

3py2 + 3p2y + p3 − 16 = 0,

v druhém případě pak kvadratickou rovnici

3py2 − 3p2y + p3 + 16 = 0

o neznámé y. Daná soustava rovnic bude mít právě jedno řešení v oboru reálných čísel,
právě když jedna ze dvou předešlých kvadratických rovnic bude mít jediný (dvojnásobný)
kořen a druhá z nich nebude mít žádný reálný kořen nebo bude mít stejný dvojnásobný
kořen jako rovnice první (můžeme předpokládat, že p ̸= 0, protože pro p = 0 daná soustava
zřejmě nemá řešení). První kvadratická rovnice má diskriminant D1 = 3p(64− p3), druhá
má diskriminant D2 = −3p(64 + p3). Hledáme tedy ta p ̸= 0, pro něž je jedno z čísel D1,
D2 rovno nule a druhé záporné (případ D1 = D2 = 0 pro p ̸= 0 totiž nenastane).
Je-li D1 = 0, je p = 4 a D2 < 0. Pokud D2 = 0, je p = −4 a D1 < 0. Hodnoty p = 4

a p = −4 jsou tedy jediné, které mají požadovanou vlastnost.
Daná soustava rovnic má přitom pro obě uvedené hodnoty parametru p jediné reálné

řešení (x, y) = (2,−2).

Jiné řešení. Z první rovnice máme |x − y| = |p|, z druhé rovnice však vidíme, že
x3 > y3, což je ekvivalentní s nerovností x > y (je x3 − y3 = (x − y)(x2 + xy + y2)
a x2 + xy + y2 > 0 pro libovolná reálná x, y s výjimkou případu x = y = 0). Je tedy
x = y + |p|, |p| > 0. Po dosazení do druhé rovnice soustavy (pro jednoduchost pišme q
místo |p|) dostaneme pro y kvadratickou rovnici

3qy2 + 3q2y + q3 − 16 = 0

s diskriminantem D(q) = 3q(64−q3) = 3q(4−q)(16+4q+q2). Má-li daná soustava v oboru
reálných čísel jediné řešení, je nutně diskriminant D(q) předešlé rovnice roven 0, tj. musí
platit (4 − q)(16 + 4q + q2) = 0 (víme, že q = |p| > 0). Protože pro libovolné reálné q je
16 + 4q + q2 > 0, musí být q = |p| = 4, tj. p = 4 nebo p = −4. Zároveň hned dostáváme,
že y = −12q = −2 a x = y + 4 = 2.
Daná soustava rovnic má právě jedno reálné řešení, právě když p = 4 nebo p = −4,

a to (x, y) = (2,−2).
Za úplné řešení udělte 6 bodů. V případě postupu analogického 1. řešení strhněte 2 body, není-li ověřeno,
že druhá kvadratická rovnice nemá žádné řešení.

2. Z rovnosti obsahů trojúhelníků AMU a KCU plyne rovnost obsahů trojúhelníků
AMC a AKC. Body K, M mají tedy stejnou vzdálenost od přímky AC. Odtud plyne, že
CA ∥ MK a čtyřúhelník CAMK je tedy lichoběžník. Podobně dokážeme, že čtyřúhelník
BCLM je rovněž lichoběžník, kde BC ∥ LM . Trojúhelníky AML a ABC, resp. BKM
a BCA jsou tedy stejnolehlé a platí (obr. 1)

|AL| = kb, |AM | = kc, |BM | = (1− k)c, |BK| = (1− k)a

a dále

|CK| = ka, |CL| = (1− k)b, kde k ∈ (0; 1).



Užitím Cèvovy věty pro trojici úseček AK, BL a CM , které se dle textu úlohy protínají

A B

C

K ≡ K1L

M

U

K2

kc (1− k)c

(1− k)a

ka(1− k)b

kb

Obr. 1

v bodě U , dostáváme
kc

(1− k)c
· (1− k)a

ka
· (1− k)b

kb
= 1.

Odtud plyne
1− k

k
= 1, neboli k =

1
2
. Tyto úsečky jsou tedy těžnice a jejich průsečík U

je těžištěm daného trojúhelníku. Ze shodnosti úseček AM a BM již plyne rovnost obsahů
trojúhelníků AMU a BMU , tedy rovnost P = Q, což jsme měli dokázat.

Jiné řešení (bez užití Cèvovy věty). Stejně jako v prvním řešení ukážeme, že úsečky
BC a LM jsou rovnoběžné, takže si navzájem odpovídají v jisté stejnolehlosti se středem U
a zároveň i v jisté stejnolehlosti se středem A. Označme K1, K2 po řadě středy obou
uvažovaných úseček. Vzhledem k tomu, že body K1, K2 si odpovídají v obou zmíněných
stejnolehlostech, leží body A a U (středy obou stejnolehlostí) na přímce K1K2. Odtud
plyne, že střed K1 strany BC leží na přímce AU , je tedy totožný s bodem K z textu úlohy.
Úsečka AK je tudíž těžnicí trojúhelníku ABC. Podobně dokážeme, že i úsečka BL je těžnicí
daného trojúhelníku. Bod U je tedy jeho těžištěm. Závěr je pak stejný jako v prvním řešení.
Za úplné řešení udělte 6 bodů (z toho 5 bodů za důkaz, že U je těžištěm daného trojúhelníku).

3. Ukážeme, že hledaným k je číslo 1 001. Rozdělme všechna čísla z množiny
{1, 2, 3, . . . , 2 000} do 1 000 dvojic

{1, 666}, {2, 665}, {3, 664}, . . . , {333, 334},
{667, 1334}, {668, 1 335}, {669, 1336}, . . . , {1 333, 2 000}.

(Číslo 667 z textu úlohy je rovno součtu čísel každé dvojice v prvním řádku a rozdílu čísel
každé dvojice v druhém řádku. Všimněme si, že skutečně každé z čísel 1, 2, 3, . . . , 2 000 je
zastoupeno právě v jedné dvojici.)
Číslo 1 001 má požadovanou vlastnost, protože pokud vybereme libovolně 1 001 čísel

z množiny {1, 2, 3, . . . , 2 000}, budou mezi nimi obě čísla aspoň jedné z uvedených dvojic
(máme vybráno 1 001 čísel, ale jen 1 000 dvojic). Součet nebo rozdíl čísel v nalezené dvojici
je však 667.
Nyní ukážeme, že žádné číslo k ! 1 000 požadovanou vlastnost nemá. Stačí to zřejmě

ukázat pro k = 1 000: vybereme-li 1 000 sudých čísel 2, 4, 6, . . . , 2 000, je součet i rozdíl
libovolných dvou vybraných čísel sudý, takže se nemůže rovnat lichému číslu 667.
Za úplné řešení je 6 bodů. Udělte 4 body za důkaz, že číslo 1 001 má požadovanou vlastnost a 2 body za
důkaz, že číslo 1 000 nikoliv.



Pro d > 1 ovšem platí 2d > 1 + d ! 1 + d∗, a tak an+3 > an+4. To opět podle (T4)
znamená, že an+3 − an+4 = 2, neboli (2d)− (1 + d∗) = 2, odkud 2d− 3 = d∗ " d, takže
d " 3. V případě d = 2 je zkoumaná posloupnost tvaru

a1, a2, . . . , an−1, 4, 2, 4, 4, 2, 4, 4, 2, . . . , (4)

zatímco pro d = 3 má tvar

a1, a2, . . . , an−1, 6, 4, 6, 6, 4, 6, 6, 4, . . . (5)

Dokázali jsme, že každá posloupnost ze zadání úlohy je jednoho z tvarů (3), (4), (5).
Odtud již plyne, že periodické od prvního členu jsou právě ty posloupnosti, které mají
dvojici prvních členů (a1, a2) rovnu jedné ze sedmi dvojic (2, 2), (2, 4), (4, 2), (4, 4),
(4, 6), (6, 4) a (6, 6).

3. V rovině je dán ostroúhlý trojúhelník ABC. Paty výšek z vrcholů A, B označme
po řadě A1, B1. Tečny kružnice opsané trojúhelníku CA1B1 sestrojené v bodech
A1, B1 se protínají v bodě M . Dokažte, že kružnice opsané trojúhelníkům AMB1,
BMA1, CA1B1 procházejí jedním bodem.

Řešení. Označme k kružnici opsanou trojúhelníku CA1B1. V první části řešení
ukážeme, že bod M z textu úlohy je středem strany AB. Protože trojúhelník ABC je
ostroúhlý, leží paty A1, B1 příslušných výšek uvnitř odpovídajících stran. S ohledem na
symetrii dané situace stačí uvažovat jen tečnu t ke kružnici k sestrojenou v bodě A1,
označit X její průsečík s přímkou AB a dokázat rovnost |AX | = |BX | (obr. 1).

B C

A
B1

A1

X

Y

t

β

k

Obr. 1

Označme ještě Y libovolný vnitřní bod polopřímky opačné k polopřímce A1X .
Protože jsou oba úhly AA1B a BB1A pravé, je čtyřúhelník ABA1B1 tětivový, a tak
platí |<)AB1A1| = 180◦ − |<)ABA1| = 180◦ − β, kde jako obvykle β = |<)ABC|.
Proto má obvodový úhel A1B1C v kružnici k nad tětivou A1C velikost |<)A1B1C| =
= 180◦ − |<)AB1A1| = 180◦ − (180◦ − β) = β, stejnou velikost má i příslušný úse(
kový úhel Y A1C.2 Protože úhly XA1B a Y A1C jsou vrcholové, dohromady dostáváme

2 K pojmu úsekového úhlu a jeho shodnosti s obvodovým úhlem viz S. Horák: Kružnice, ŠMM 16,
MF, Praha 1966, str. 3–7.
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|<)XA1B| = |<)Y A1C| = |<)A1B1C| = β (tyto shodné úhly jsou na obr. 1 vyznačeny
obloučky). Zároveň platí i |<)XA1A| = |<)XAA1| = 90◦ − β. Zjistili jsme, že tečna t
protne přímku AB v takovém bodě X , pro který jsou trojúhelníky BA1X a A1AX
rovnoramenné, tj. |BX | = |A1X | = |AX |.
Dokázali jsme, že bod M (průsečík tečen ke kružnici k s body dotyku A1 a B1)

splývá se středem strany AB. Označme nyní k1 a k2 kružnice opsané po řadě trojúhel(
níkům AMB1 a BMA1 a S1, S2 jejich středy (obr. 2). Jedním průsečíkem kružnic k1

B C

A

B1

A1

M
N

β γ

αk1

k2

S1

S2

Obr. 2

a k2 je bodM , druhý průsečík označme N . Protože body S1, S2 leží v polorovině ABC,
leží v ní i bod N , neboť je souměrně sdružený s M podle středné S1S2. Naší úlohou je
dokázat, že bod N leží na jedné kružnici s body A1, B1 a C.
Jak už víme, je trojúhelník BA1M rovnoramenný, a protože |<)BB1M | = 90◦ −

−α < β = |<)BA1M | (tato nerovnost je ekvivalentní tomu, že γ < 90◦), leží bod B1 vně
kružnice k2. To znamená, že kružnice k2 musí protínat kružnici k1 v tom jejím oblouku
nad tětivou MB1, který odpovídá obvodovému úhlu 180◦ − α. Analogicky zjistíme, že
bod A1 leží vně kružnice k1, takže průsečík N leží na oblouku kružnice k2 příslušného
tětivě MA1 a obvodovému úhlu 180◦ − β. Protože zároveň

|<)B1NM |+ |<)A1NM | = (180◦ −α) + (180◦ − β) = 360◦ − (α+ β) = 180◦+ γ > 180◦,

musí bod N ležet uvnitř trojúhelníku A1B1M (přímka A1B1 tedy odděluje body C
a N). Protože α+ β + γ = 180◦ (kde γ = |<)A1CB1|), plyne odtud, že ve čtyřúhelníku
A1CB1N je součet vnitřních úhlů u protilehlých vrcholů C a N roven 180◦, a tak je
tento čtyřúhelník skutečně tětivový.

4. V oboru reálných čísel řešte soustavu nerovnic

sinx+ cos y !
√
2,

sin y + cos z !
√
2,

sin z + cosx !
√
2.
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Speciálně pro a = 1 a pro a = 2 vychází

f(1) ∈
{
−1 +

√
13

2
,
−1−

√
13

2

}
a f(2) ∈ {2,−3},

odkud plyne, že číslo f(1) je iracionální, zatímco číslo f(2)− 1 je racionální a různé od
nuly. Proto je součin f(1) · (f(2)−1) iracionální, což je ve sporu s (D5). Hledaná funkce
f splňující podmínku f(0) = 1 tudíž neexistuje.

Odpověď : Danou funkcionální rovnici splňuje jediná funkce f : → , a to funkce
určená předpisem f(x) = x pro každé x ∈ .

6. Sestrojte lichoběžník ABCD, jsou-li dány délky jeho ramen |BC| = 4,5 cm, |DA| =
= 3 cm a velikost 75◦ úhlu, který svírají přímky BC a AD, platí-li navíc |AB| ·
· |CD| = |AC|2.

První řešení. Rovnost ze zadání přepišme jako |AB| : |CA| = |AC| : |CD|. Tato
úměra spolu s rovností střídavých úhlů BAC a ACD (obr. 3) znamená, že trojúhelníky

A B

X

CD

Obr. 3

BAC a ACD jsou podobné podle věty sus. Protože strany BC a AD si v této podobnosti
odpovídají a podle zadání platí |BC| : |AD| = 3 : 2, platí rovněž |AB| : |CA| = 3 : 2
a |AC| : |CD| = 3 : 2. Vynásobením posledních dvou rovností dostaneme |AB| : |CD| =
= 9 : 4, takže základna AB lichoběžníku ABCD je delší než základna CD. Proto se
protínají polopřímky AD a BC, jejich průsečík označme X . Podle zadání má úhel CXD
velikost 75◦ nebo 105◦.
Trojúhelníky ABX a DCX jsou podobné podle věty uu a podle předchozího platí

|AB| = 9
4 |DC|, proto rovněž |AX | = 9

4 |DX |. Dosadíme-li sem za |AX | součet |AD| +
+ |DX |, vyjde |DX | = 4

5 |AD| = 2,4 cm. Analogicky |CX | = 4
5 |BC| = 3,6 cm.

Konstrukce:
1. Trojúhelník CDX : |DX | = 2,4 cm, |CX | = 3,6 cm, |<)DXC| ∈ {75◦, 105◦},
2. bod A: A leží na polopřímce opačné k DX , |AD| = 3 cm,
3. bod B: B leží na polopřímce opačné k CX , |BC| = 4,5 cm.
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Nyní je třeba ukázat, že takto sestrojený čtyřúhelník ABCD má všechny požado(
vané vlastnosti (tj. provést důkaz správnosti konstrukce). Předně body 2 a 3 konstrukce
zaručují, že strany BC a AD mají předepsané délky. Podle bodu 1 svírají přímky BC
a AD předepsaný úhel a platí

|AX | = |AD|+ |DX | = 5,4 cm a |BX | = |BC|+ |CX | = 8,1 cm,

a tak je poměr |AX | : |BX | roven 2 : 3 stejně jako poměr |DX | : |CX |. Trojúhelníky
ABX a DCX jsou tudíž stejnolehlé, proto jsou úsečky AB a CD rovnoběžné. Tak
jsme ověřili, že ABCD je lichoběžník se základnami AB, CD. Z rovnosti poměrů |AX | :
: |BX | = 2 : 3 = |CX | : |AX | plyne podobnost trojúhelníků ABX a CAX (se společným
úhlem při vrcholu X), takže úhly ABX a CAX (neboli úhly ABC a CAD) jsou shodné.
Protože jsou shodné rovněž (střídavé) úhly BAC a ACD, podle věty uu zjišťujeme, že
jsou podobné trojúhelníky ABC a CAD. Proto platí |AB| : |CA| = |AC| : |CD|, tudíž
|AB| · |CD| = |AC|2. (Poslední rovnost lze dokázat také tak, že délky úseček AB, CD
a AC vyjádříme podle kosinové věty pro trojúhelníky ABX ,CDX resp. ACX .) Všechny
požadované vlastnosti sestrojeného čtyřúhelníku ABCD jsou tak ověřeny.

Druhé řešení. Zadaná rovnost |AB| · |CD| = |AC|2 evokuje otázku, zda nelze
úlohu řešit pomocí tvrzení o mocnosti bodu ke kružnici (viz návodnou úlohu níže).
Ukažme, že je tomu skutečně tak.
Předpokládejme nejprve, že |AB| > |CD| a označme X průsečík polopřímek AD

a BC. Vhodným bodem E základny AB doplňme trojúhelník ACD na rovnoběž(
ník AECD (obr. 4).4 Všimněme si, že v trojúhelníku BCE známe délky stran BC,

A B

X

CD

E

k

t

Obr. 4

EC (|EC| = |AD|) a velikost úhlu BCE (|<)BCE| = |<)CXD|). Opišme tomuto
trojúhelníku kružnici a označme ji k. Protože |AE| = |CD|, lze zadanou rovnost
|AB| · |CD| = |AC|2 zapsat jako |AB| · |AE| = |AC|2. Podle tvrzení z návodné úlohy to
znamená, že přímka AC je tečnou ke kružnici k. Tím je rozbor případu |AB| > |CD|

4 To je dosti obvyklý obrat v situaci, kdy jsou dány délky ramen lichoběžníku a úhel, který tato ramena
svírají.
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ukončen. V případě |AB| < |CD| stačí v rozboru provést dvě změny: bod X je prů(
sečíkem polopřímek DA a CB, bod E leží na polopřímce opačné k BA (nikoliv na
základně AB).

Konstrukce:
1. Trojúhelník BCE: |BC| = 4,5 cm, |EC| = 3 cm, |<)BCE| ∈ {75◦, 105◦},
2. kružnice k opsaná trojúhelníku BCE,
3. tečna t ke kružnici k v bodě C,
4. bod A: A ∈ BE ∩ t,
5. bod D: AECD je rovnoběžník.

(Protože dle zadání platí |BC| > |EC|, padne bod A při konstrukci podle bodu
4 na polopřímku opačnou k EB. Bod E bude tedy náležet úsečce AB, takže nastane
případ |AB| > |CD|.)
Při důkazu správnosti konstrukce opět využijeme tvrzení z návodné úlohy (v opač(

ném „směru+, než tomu bylo v rozboru): protože je přímka AC tečnou kružnice k, platí
rovnost |AB| · |AE| = |AC|2. Zbytek důkazu je triviální.

Návodná úloha:
Je-li kružnice k opsána trojúhelníku KLT a leží-li bod M na přímce KL vně úsečky KL, pak
rovnost |MK| · |ML| = |MT |2 platí, právě když je přímka MT tečnou kružnice k. Dokažte.
[S. Horák: Kružnice, ŠMM 16, MF, Praha 1966, str. 45–48.]
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50. ročník matematické olympiády

Úlohy II. kola kategorie A

1. Najděte nejmenší čtyřmístné číslo n, pro něž má soustava

x3 + y3 + y2x+ x2y = n,

x2 + y2 + x+ y = n+ 1

pouze celočíselná řešení.

2. Určete všechna reálná čísla s a t, pro která je grafem funkce

f(x) =
x2 − 4x+ s

t|x − 1|+ x+ 7

lomená čára složená ze dvou polopřímek.

3. Je dána kružnice k(S, r) a na ní bodyM ,N takové, že úhelMSN je ostrý. Libovolným
bodem X menšího z oblouků MN veďme rovnoběžku s přímkou MS a označme Y
její průsečík s úsečkou SN . Sestrojte takový bod X , pro který je obsah trojúhelníku
SXY maximální.

4. Určete všechny funkce f : → takové, že pro všechna reálná čísla x a y platí

f
(
x2 + f(y)

)
= (x − y)2 · f(x+ y).

II. kolo kategorie A se koná

v úterý 16. ledna 2001

tak, aby začalo dopoledne a aby soutěžící měli na řešení úloh
4 hodiny čistého času. Za každou úlohu může soutěžící získat
6 bodů, úspěšným řešitelem je ten žák, který získá 10 bodů
nebo více. Tyto údaje se žákům sdělí před zahájením soutěže.



3. Ve všech řešeních značíme ω = |<)MSN |.
Řešení 1. Z rovnoběžnosti přímek SM a XY plyne rovnost |<)SY X | = −ω (obr. 2).

Proto se všechny uvažované trojúhelníky SXY shodují nejen v délce strany SX (rovné
poloměru r kružnice k) ale i ve velikosti protilehlého vnitřního úhlu SY X . Kružnice opsané

všem trojúhelníkům SXY mají tedy týž poloměr R (rovný
r

2 sinω
), a bod Y leží vždy na

tom jejich oblouku, ze kterého je tětiva SX délky r vidět pod úhlem −ω. Výška v ke straně
SX trojúhelníku SY X tudíž zřejmě nepřevyšuje výšku kruhové úseče z obr. 3, přitom je
rovna této výšce, právě když platí |SY | = |XY |. Proto má ze všech trojúhelníků SXY
největší obsah právě ten, který má shodné strany SY a XY . Jeho vnitřní úhel α u vrcholu
S je shodný s vnitřním úhlem u vrcholu X , a tak platí 2α+ ( − ω) = , odkud α = 1

2ω,
což znamená, že polopřímka SX je osou úhlu MSN . Průsečík této osy s kružnicí k proto
určuje hledaný bod X .

S
M

N

XY

r

ω

Obr. 2

S X

Y

r
R R

v

α

− ω

Obr. 3

Dodejme, že maximální výšku v trojúhelníku SXY ke straně SX lze určit i jiným
postupem (bez úvah o kruhové úseči): označíme-li Y0 patu výšky z vrcholu Y , α = |<)XSY |
a β = |<)SXY |, potom platí

v · cotgα+ v · cotg β = |SY0|+ |XY0| = |SX | = r,

odkud s ohledem na to, že α + β = ω a že funkce cotg je v intervalu (0, 12 ) konvexní,
vychází odhad

v =
r

cotgα+ cotg β
! r

2 cotg α+β
2

=
r

2 cotg ω
2
=

r

2
tg

ω

2
.

Řešení 2. Označme p = |XY | a q = |SY |. Podle kosinové věty pro trojúhelník SXY
platí r2 = p2 + q2 + 2pq · cosω, neboť |<)SY X | = − ω. Vypsanou rovnost upravíme do
tvaru r2 = (p − q)2 + 2pq(1 + cosω), z něhož už snadno odhadneme velikost součinu pq
shora:

pq =
r2 − (p − q)2

2(1 + cosω)
! r2

2(1 + cosω)
,

přitom rovnost nastane, právě když p = q. To je i podmínka, za které je obsah 12pq sinω
trojúhelníku SXY maximální. Došli jsme tak ke stejnému závěru jako při prvním řešení.



Řešení 3. Vyjádřeme obsah trojúhelníku SXY jako funkci úhlu α = |<)XSN |
a zjistěme její největší hodnotu v intervalu 0 < α < ω. Při označení z obr. 4 platí
|XZ| = |SX | sinα = r sinα; protože |<)SY X | = − ω a |<)SXY | = ω − α, ze sinové

S
M

N

X
Y

Z

r
ω

α

Obr. 4

věty pro trojúhelník SXY vychází

|SY | = |SX | · sin(ω − α)
sinω

= r · sin(ω − α)
sinω

.

Pro obsah P trojúhelníku SXY tak dostáváme vyjádření

P =
|SY | · |XZ|

2
=

r2 sinα sin(ω − α)
2 sinω

=
r2

(
cos(2α − ω)− cosω

)

4 sinω

(využili jsme vzorec 2 sinx sin y = cos(x − y)− cos(x+ y) pro x = α a y = ω − α). Proto
pro hodnotu P platí horní odhad

P ! r2(1− cosω)
4 sinω

(
=

r2

4
tg

ω

2

)
,

přitom rovnost nastane právě v případě, kdy cos(2α−ω) = 1, což je v naší situaci splněno
jedině pro α = 1

2ω (z nerovností 0 < α < ω totiž plyne odhad |2α − ω| < ω).

Za úplné řešení je 6 bodů. Vyjádření obsahu trojúhelníku SXY jako explicitní funkce některé (jedné!)
z vhodných proměnných (|<)XSN |, |Y S|, |XY |) oceňte 3 body. Za povšimnutí, že všechny trojúhelníky
SXY mají stejný úhel při vrcholu Y , udělte 1 bod.

4. Předpokládejme, že f je libovolná z hledaných funkcí. Všimněme si, že levá strana
dané rovnice je sudá funkce proměnné x. Při záměně čísla x opačným číslem −x se proto
nezmění ani hodnota pravé strany rovnice:

(x − y)2 · f(x+ y) = (−x − y)2 · f(−x+ y)

neboli
(x − y)2 · f(x+ y) = (x+ y)2 · f(y − x).



2. V rovině je dán trojúhelník PQX, kde |PQ| = 3 cm, |PX | = 2,6 cm, |QX | = 3,8 cm.
Sestrojte pravoúhlý trojúhelník ABC tak, aby se jemu vepsaná kružnice dotýkala
přepony AB v bodě P , odvěsny BC v bodě Q a aby bod X ležel na přímce AC.

(J. Šimša)

Řešení. Označme ještě R bod dotyku s odvěsnou AC a S střed zmíněné kružnice
(obr. 1). Protože SQCR je čtverec a bod S leží na ose o úsečky PQ, leží bod C na
přímce o′, která je obrazem osy o v otočení kol bodu Q o pravý úhel. Vrchol C proto
sestrojíme jako průsečík přímky o′ s Thaletovou kružnicí τ nad průměrem QX . Zbytek
konstrukce je zřejmý.

A B

C

P

Q

X
S

R

o

o′ o′′

Obr. 1

Úloha má (pro dané body P , Q, X) jediné řešení. I když osu o můžeme kol bodu Q
otočit o pravý úhel dvěma způsoby, jedna z otočených přímek o′′ kružnici τ vůbec nepro-
tne; druhá z nich má s kružnicí τ sice dva společné body, ale jednomu z nich odpovídá
takový trojúhelník ABC, že místo kružnice vepsané má požadované vlastnosti kružnice
připsaná přeponě AB (bod Q jejího dotyku s přímkou BC neleží na odvěsně BC, ale
na jejím prodloužení za vrchol B).

3. Najděte všechny trojice reálných čísel a, b, c, pro které je množinou řešení nerovnice
√
2x2 + ax+ b > x − c

s neznámou x množina (−∞, 0⟩ ∪ (1,∞). (P. Černek)

Řešení. Označme (∗) danou nerovnici a K = (−∞, 0⟩ ∪ (1,∞) příslušnou množinu
(všech) řešení. Z toho, že 0 patří do K, plyne pro b podmínka b ! 0 a zároveň

√
b > −c.

Kdyby však platilo b > 0, byl by výraz
√
2x2 + ax+ b definován v některém okolí bodu

x = 0 a z (ostré) nerovnosti (∗) pro x = 0 by plynula její platnost i pro malá kladná
čísla x, což je ve sporu s tvarem množiny K. Proto musí být b = 0 a z nerovnosti

√
b > −c

plyne podmínka c > 0.
Protože

√
2x2 + ax+ b =

√
x(2x+ a) a protože množina K obsahuje všechna čísla

x > 1, platí pro taková x nerovnost 2x + a ! 0, která znamená, že a ! −2. Protože
1 /∈ K, nerovnost

√
2 + a > 1−c neplatí, její levá strana však má díky nerovnosti a ! −2

smysl. Proto naopak platí
√
2 + a " 1− c, odkud plyne podmínka c " 1. Kdyby platila

ostrá nerovnost
√
2 + a < 1 − c, nerovnost

√
x(2x+ a) < x − c by byla splněna nejen

pro x = 1, ale také pro x = 1 + ε s dostatečně malým ε > 0, což je ve sporu s tím, že
1 + ε ∈ K. To znamená, že

√
2 + a = 1− c, odkud a = (1− c)2 − 2 = c2 − 2c − 1.

Shrňme výsledky našich úvah: zjistili jsme, že každá vyhovující trojice čísel (a, b, c)
je nutně tvaru (c2 − 2c − 1, 0, c), kde 0 < c " 1. Ukažme nyní, že obráceně každá

4



5. Z papíru byl vystřižen rovnoramenný lichoběžník C1AB2C2 s kratší základnou B2C2.
Patu kolmice ze středu D ramena C1C2 na základnu AC1 označíme B1. Po přehnutí
papíru podél úseček DB1, AD a AC2 se body C1, C2 přemístily v prostoru do
jednoho bodu C a body B1, B2 do bodu B. Vznikl tak model čtyřstěnu ABCD
s objemem 64 cm3. Určete délky stran původního lichoběžníku. (P. Leischner)

Řešení. Z rovnosti úseček, jež v popsané síti odpovídají týmž hranám výsledného čtyř-
stěnu ABCD, dostáváme, že |AB1| = |AB2| = |AB| = b, |B1C1| = |B2C2| = |BC| = c.
Označme S střed úsečky AB1 a B3 patu kolmice z bodu D na přímku B2C2 (obr. 2).
Trojúhelníky B1C1D a B3C2D jsou středově souměrné podle bodu D, proto |B3C2| =
= |B1C1| = c. Protože lichoběžník C1AB2C2 je rovnoramenný, je rovnoramenný i troj-
úhelník B1AB2 (vzhledem k předchozím rovnostem je dokonce rovnostranný), a z ob-
délníku B1SB2B3 tak plyne 12b = |B1S| = |B2B3| = 2c, takže b = 4c.

AB1

B2B3

C1

C2

D

S

b

c

c

Obr. 2

B

A

C

D

Obr. 3

Nyní si už jen uvědomíme, že sestavený čtyřstěn ABCD bude mít dvě pravoúhlé
stěny CDB a ADB s pravými úhly při vrcholu B (obr. 3), což znamená, že hrana BD
bude kolmá ke stěně ABC. Přitom výška v trojúhelníku ABC (neboli trojúhelníku
AB2C2) na stranu BC je zároveň výškou B2S rovnostranného trojúhelníku B1AB2,
takže v = 1

2

√
3b a zároveň |BD| = |B1D| = 1

2v. Objem V čtyřstěnu ABCD tedy
spočteme jako

V =
1
3
S(ABC)|BD| = 1

3
S(AB2C2) ·

1
2
v =
1
3
· 1
2
cv · 1
2
v =

=
1
3
· 1
4
· 1
4
b · v2 = 1

43
b3,

takže b = 3
√
642 cm = 16 cm.

6. Jsou dána přirozená čísla a1, a2, . . . , an a funkce f : → taková, že f(x) = 1 pro
každé celé x < 0 a

f(x) = 1− f(x − a1) f(x − a2) . . . f(x − an) (1)

pro každé celé x ! 0. Dokažte, že existují přirozená čísla s a t taková, že pro každé
celé x > s platí f(x+ t) = f(x). (P. Kaňovský)

6



50. ročník matematické olympiády

Úlohy školní – klauzurní části I. kola kategorie A

1. Najděte všechna reálná čísla p, pro která má soustava nerovnic

25 + 2x2 ! 13y + 10z − p,

25 + 3y2 ! 6z + 10x,

25 + 4z2 ! 6x+ 5y + p

s neznámými x, y, z řešení v oboru reálných čísel.

2. Je dán lichoběžník ABCD se základnou AB délky a, v němž oba úhly ABC, ADB
jsou pravé. Na straně AB leží bod M tak, že úsečka MD je kolmá na AC a úsečka
MC je kolmá na BD. Určete délky ostatních stran lichoběžníku.

3. Najděte všechna čtyřmístná čísla abcd, která jsou dělitelná každým z dvojmístných
čísel ab, bc, cd, jejichž číslice a, b, c, d jsou liché a ne všechny stejné.

Školní – klauzurní část I. kola kategorie A se koná

v úterý 5. prosince 2000

tak, aby začala dopoledne a aby soutěžící měli na řešení úloh
4 hodiny čistého času. Za každou úlohu může soutěžící získat
6 bodů, úspěšným řešitelem je ten žák, který získá 10 bodů
nebo více. Tyto údaje se žákům sdělí před zahájením soutěže.



50. ročník matematické olympiády Řešení úloh školní části I. kola kategorie A

1. Sečtením všech tří nerovnic dostaneme nerovnost

75 + 2x2 + 3y2 + 4z2 ! 16x+ 18y + 16z,

z níž po „doplnění na druhé mocniny) vychází

2(x − 4)2 + 3(y − 3)2 + 4(z − 2)2 ! 0.

Tato nerovnost, jež je důsledkem dané soustavy nerovnic, zřejmě platí jedině tehdy, když
jsou základy všech tří dvojmocí na levé straně nerovnosti rovny nule, tedy když x = 4,
y = 3, z = 2. Daná soustava má proto (při zvoleném p) nejvýše jedno řešení, a to právě
vypsanou trojici čísel. Zjistíme nyní, pro kterou hodnotu parametru p se skutečně jedná
o řešení. Po dosazení hodnot x = 4, y = 3, z = 2 do dané soustavy dostaneme trojici
nerovností

57 ! 59− p, 52 ! 52, 41 ! 39 + p.

Z první nerovnosti vychází podmínka p ! 2, ze třetí podmínka p " 2. Číslo p = 2 je tedy
jediná hodnota p, pro kterou má daná soustava v oboru reálných čísel řešení.

Za úplné řešení je 6 bodů, z toho 4 body za určení neznámých x, y, z a 2 body za určení hodnoty p.

2. Úsečky MC a AD jsou rovnoběžné (obě jsou totiž kolmé k úsečce BD, obr. 1);
protože jsou rovnoběžné i úsečky AM a DC, je čtyřúhelník AMCD rovnoběžník. Je to

A B

CD

Mx

x

x

x

a − x

b

Obr. 1

dokonce kosočtverec, neboť jeho úhlopříčky jsou dle zadání navzájem kolmé. Označme
proto x = |CD| = |DA| = |AM | = |MC|, zřejmě a > x. Pak |MB| = a− x a ze shodnosti
souhlasných úhlůDAM a CMB plyne podobnost pravoúhlých trojúhelníků ABD aMCB,
takže platí úměra |AD| : |AB| = |MB| : |MC|, neboli x : a = (a − x) : x. Odtud pro
neznámou délku x vychází kvadratická rovnice x2 + ax − a2 = 0, která má jediné kladné

řešení x =

√
5− 1
2

a. Tak jsme vypočetli (shodné) délky základny CD a ramena AD daného



lichoběžníku; zbývá určit délku ramena BC. Podle Pythagorovy věty pro trojúhelník CMB
dostáváme

|BC| =
√
|MC|2 − |MB|2 =

√
x2 − (a − x)2 =

√
a(2x − a) = a

√√
5− 2,

neboť 2x − a = a
(√
5− 2

)
.

Za úplné řešení je 6 bodů, z toho 3 body za odvození rovnosti |AD| = |AM |.

3. Z vyjádření abcd = 100 · ab+ cd plyne, že podmínky dělitelnosti čísly ab a cd jsou
splněny, právě když cd |100 ·ab a ab |cd, tedy právě když cd = k ·ab, kde přirozené číslo k je
některý dělitel čísla 100. Protože obě čísla ab a cd jsou dle zadání lichá a dvojciferná, plyne
odtud, že buď k = 1, nebo k = 5. Rozlišíme oba případy, přitom s ohledem na vyjádření
abcd = 10 · bc + (1000a + d) budeme místo podmínky bc | abcd zkoumat ekvivalentní
podmínku

bc | (1000a+ d). (P)

(Tato úprava není nutná, jen poněkud zjednodušuje další zápisy.)
a) Je-li cd = ab, platí c = a a d = b, takže podmínka (P) se zapíše ve tvaru (10b+ a) |

| (1000a+ b). Protože

1000 · (10b+ a)− (1000a+ b) = 9999 · b = 11 · 9 · 101 · b

a 101 je prvočíslo (tudíž je s číslem 10b+a nesoudělné), dostáváme ekvivalentní podmínku
(10b + a) | (11 · 9b). Odtud s ohledem na zřejmou nerovnost 10b + a > 9b plyne, že číslo
10b + a má číslo 11 ve svém rozkladu na prvočinitele. Podmínka 11 | (10b + a) je však
splněna, jen když se číslice a a b rovnají, pak by však z rovnosti cd = ab vyplývalo, že číslo
abcd má všechny číslice stejné. O takových číslech podle zadání úlohy neuvažujeme.
b) Z rovnosti cd = 5 · ab ihned určíme (liché) cifry a = 1 a d = 5, po jejich dosazení

po úpravě vyjde rovnost b = 2c − 9, takže jsou tři možnosti:

c = 5 a b = 1, c = 7 a b = 5, c = 9 a b = 9.

Podmínka (P) má nyní tvar bc | 1 005, z čísel 15, 57 a 99 je však pouze číslo 15 dělitelem
čísla 1 005 (1 005 = 3 · 5 · 67), proto nutně b = 1 a c = 5.

Odpověď : Hledané číslo je jediné, a to 1 155.

Za úplné řešení je 6 bodů, z toho 3 body za zdůvodnění, že platí buď cd = ab, nebo cd = 5 · ab, k tomu
2 body za rozbor první možnosti, 1 bod za rozbor možnosti druhé.



51. ročník Matematické olympiády

Úlohy domácího kola kategorie A

1. Je-li S obsah trojúhelníku o stranách a, b, c a T obsah trojúhelníku o stranách a+b,
b+ c, c+ a, pak platí T ! 4S. Dokažte a zjistěte, kdy nastane rovnost.
Řešení. Vyjádření obsahu S obecného trojúhelníku z délek jeho stran a, b, c je

dáno Heronovým vzorcem

S =
√

s(s − a)(s − b)(s − c), kde s =
a+ b+ c

2
.

Bez označení s pro poloviční obvod je zápis Heronova vzorce poněkud delší:

S =
1
4

√

(a+ b+ c)(b+ c − a)(a+ c − b)(a+ b − c). (1)

Udělejme malou odbočku a všimněme si, jak Heronův vzorec nepřímo „testuje' známé
nerovnosti, které zaručují existenci trojúhelníku: Čísla a, b, c jsou délkami stran někte-
rého trojúhelníku, právě když všichni činitelé pod odmocninou ve vzorci (1) jsou kladní.
Podle vzorce (1) je obsah T trojúhelníku o stranách a+ b, b+ c, c+ a roven

T =
1
4

√

(2a+ 2b+ 2c)(2c)(2a)(2c) =
√

abc(a+ b+ c).

Dokazovanou nerovnost T ! 4S tudíž rozepíšeme jako
√

abc(a+ b+ c) !
√

(a+ b+ c)(b+ c − a)(a+ c − b)(a+ b − c);

v ekvivalentní nerovnosti mezi odmocňovanými výrazy zkrátíme činitel (a+ b+ c) a do-
staneme tak nerovnost

abc ! (b+ c − a)(a+ c − b)(a+ b − c), (2)

kterou nyní (pro strany a, b, c obecného trojúhelníku) několika způsoby dokážeme.
Při prvním z nich využijeme zřejmých nerovností

a2 ! a2 − (b − c)2 = (a − b+ c)(a+ b − c),

b2 ! b2 − (c − a)2 = (b − c+ a)(b+ c − a),

c2 ! c2 − (a − b)2 = (c − a+ b)(c+ a − b).

(3)

Protože jde o tři nerovnosti mezi kladnými výrazy, součin jejich levých stran není menší
než součin jejich pravých stran:

a2b2c2 ! (b+ c − a)2(a+ c − b)2(a+ b − c)2,

1



odkud po odmocnění dostaneme nerovnost (2). Tím je nerovnost T ! 4S dokázána.
Z našeho postupu rovněž plyne, že rovnost T = 4S nastane, právě když budou splněny
současně tři rovnosti

a2 = a2 − (b − c)2, b2 = b2 − (c − a)2, c2 = c2 − (a − b)2,

tj. právě když bude platit a = b = c (případ rovnostranného trojúhelníku).
Poznamenejme, že důkazu (2) jsme dosáhli vynásobením tří analogických nerov-

ností (3). První z nich po odmocnění obou stran získá tvar nerovnosti mezi aritmetickým
a geometrickým průměrem (kladných) čísel u = a+ b − c a v = a − b+ c:

a =
(a+ b − c) + (a − b+ c)

2
!

√

(a+ b − c)(a − b+ c),

Využít takovou AG-nerovnost vás možná napadne, když dokazovanou nerovnost (2)
přepíšete z původních proměnných a, b, c do nových proměnných

u = a+ b − c > 0, v = a − b+ c > 0, w = −a+ b+ c > 0.

Protože a = 1
2 (u+ v), b = 1

2(u+ w) a z = 1
2 (v + w), přejde nerovnost (2) v nerovnost

(u+ v)(u+ w)(v + w) ! 8uvw (2′)

a souvislost s AG-nerovnostmi
u+ v

2
! √

uv,
u+ w

2
! √

uw,
v + w

2
! √

vw

je nasnadě. Dokázat transformovanou nerovnost (2′) můžeme ovšem i užitím jediné
AG-nerovnosti: po roznásobení levé strany (2′) a zřejmé úpravě dostaneme

u2v + u2w + v2u+ v2w + w2u+ w2v

6
! uvw,

což je AG-nerovnost pro skupinu šesti členů

u2v, u2w, v2u, v2w, w2u, w2v,

neboť jejich geometrický průměr je roven
√

u2v · u2w · v2u · v2w · w2u · w2v = uvw.
Na závěr uveďme ještě jeden algebraický důkaz nerovnosti (2). S ohledem na syme-

trii předpokládejme, že a " min{b, c}, položme x = b− a ! 0, y = c− a ! 0 a přepišme
nerovnost (2) jako nerovnost pro mnohočlen proměnné a s koeficienty závislými na x
a y:

abc − (b+ c − a)(a+ c − b)(a+ b − c) =

= a(a+ x)(a+ y)− (a+ x+ y)(a+ y − x)(a+ x − y) =

= a[a2 + a(x+ y) + xy]− [a+ (x+ y)][a2 − (x − y)2] =

= [a3 + a2(x+ y) + axy]− [a3 + a2(x+ y)− a(x − y)2 − (x+ y)(x − y)2] =

= a[xy + (x − y)2] + (x+ y)(x − y)2.

Poslední výraz je (vzhledem k tomu, že a > 0, x ! 0, y ! 0) zřejmě nezáporný, přičemž
nule se rovná, právě když platí xy = 0 a x − y = 0, neboli x = y = 0.

2



právě když (4 − 5n)2 = 36, což nastane pro jediné celé číslo n = 2, kterému odpovídá
x = 5 ·2−2 = 8. Je-li y = ±3, přejde (3) v rovnici (9−5n)2 = 16 s jediným celočíselným
kořenem n = 1, kterému odpovídá x = 5 · 1− 2 = 3. Podmínku y = 5k ± 2 tedy splňují
právě čtyři řešení (x, y) rovnice (1): dvojice (8, 2), (8,−2), (3, 3) a (3,−3).
Odpověď. Rovnice (1) má v oboru celých čísel celkem šest řešení (x, y): dvojice

(52, 6), (52,−6), (8, 2), (8,−2), (3, 3) a (3,−3).1

Poznámka. Řešitelé by si měli předně uvědomit, že pro každé celé z je číslo z5 rovno
jednomu z čísel z−2, z−1, z, z+1 nebo z+2 (tomu z nich, které je násobkem pěti). Danou
úlohu by bylo možné proto řešit tak, že bychom rovnici (1) posoudili v jednotlivých
případech x = 5n + r a y = 5k + q, kde čísla r a q probíhají (navzájem nezávisle)
množinu {−2,−1, 0, 1, 2}. Taková diskuse by ovšem byla zdlouhavá, výše podané řešení
je jejím promyšleným zkrácením. Uvědomte si, že při našem postupu jsme nejdříve
vyloučili případ q = 0 a poté jsme již rozlišili pouze případy q = ±1 a q = ±2. Bylo to
umožněno tím, že číslo y2 má při dělení pěti zbytek nezávislý na znaménku čísla q a že
podle tohoto zbytku lze z rovnice (1) jednoznačně určit obdobný zbytek čísla x, tedy
hodnotu r. Poslední „trik', který jsme při řešení uplatnili, spočíval v tom, že jsme do
rovnice (1) nedosazovali vyjádření y = 5k ± 1 resp. y = 5k ± 2, čímž se nám poněkud
zjednodušil zápis příslušných rovnic (2) a (3). Dodejme ještě, že algebraické úpravy
rovnice (1) vedoucí k rovnicím (2) a (3) patří při řešení rovnic v oboru celých čísel
k těm nejobvyklejším postupům.
Řešitelům úlohy pomůžeme, když jim postupně předložíme tyto dílčí úkoly:

a) Dokažte, že číslo y z libovolného řešení (x, y) rovnice (1) není dělitelné pěti.
b) Zjistěte zbytky při dělení pěti čísel y2 a y4 v závislosti na zbytku čísla y.
c) Určete zbytek při dělení pěti čísla x z libovolného řešení (x, y) rovnice (1), znáte-li
(nenulový) zbytek čísla y2.

3. V daném trojúhelníku ABC protíná osa úhlu ACB stranu AB v bodě K a kružnici
opsanou v bodě L (L ̸= C). Označme V střed kružnice vepsané trojúhelníku ABC,
S střed kružnice opsané trojúhelníku KBV a Z průsečík přímek AB a SL. Dokažte,
že přímka SK je tečnou kružnice opsané trojúhelníku KLZ.

Řešení. Skutečnost, že některá přímka je tečnou některé kružnice, ověřujeme často
pomocí důležité planimetrické poučky o tzv. úsekovém úhlu, ta však nepatří k běžnému
gymnaziálnímu učivu. Proto se o ní zmíníme před vlastním řešením úlohy.
Obrázek 1a ilustruje známý školský poznatek o obvodových a středových úhlech:

Velikost ω středového úhlu ASB kružnice k je rovna dvojnásobku velikosti ϕ příslušného
obvodového úhlu AKB. Na obrázku 1b je kromě kružnice k o středu S a její tětivy AB
nakreslena ještě úsečka LA, která svírá s tětivou AB úhel velikosti τ . Z rovnoramenného
trojúhelníku ABS se základnou AB plyne, že úhel SAB má velikost 12(180

◦−ω) = 90◦−
− 1
2ω, a proto úhel SAL má velikost (90◦ − 1

2ω) + τ . Přímka LA je tečnou kružnice k,
pokud je úhel SAL pravý, tedy pokud platí

(

90◦ − 1
2
ω
)

+ τ = 90◦, neboli ω = 2τ.

Doporučujeme provést zkoušku, i když není nutnou součástí takto podaného řešení.

4
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Obr. 1b

Stejná podmínka ω = 2τ se podobně odvodí i v případě z obr. 1c, kdy středový úhel ω
je větší než 180◦. V obou situacích se úhel LAB mezi úsekem LA tečny a tětivou AB
nazývá úsekový úhel. Jak jsme právě dokázali, velikost ω středového úhlu ASB je rovna
dvojnásobku velikosti τ úsekového úhlu LAB. V důsledku uvedených vět platí tvrzení
o shodnosti obvodových a úsekových úhlů, pokud tyto dva úhly vybíráme v opačných
polorovinách vyťatých přímkou, na které leží dotyčná tětiva kružnice (obr. 1d). Protože
velikost úsekového úhlu polohu příslušné tečny jednoznačně určuje, využijeme při řešení
dané úlohy shodnost obvodového a úsekového úhlu ve formě této implikace: Jsou-li dány
tři různé body A, B, K téže kružnice k a vnitřní bod L poloroviny opačné k polorovině
ABK a jsou-li úhly AKB a LAB shodné, pak přímka LA je tečnou kružnice k.

A B

S

L

ω

τ

k

Obr. 1c

A B

K1

K2
L1

L2 ϕ1

ϕ2
ϕ1

ϕ2

k

Obr. 1d

Situace z naší úlohy je znázorněna na obr. 2. Kružnice opsané trojúhelníkům ABC,
KBV a KLZ jsou označeny po řadě k, k1 a k2. Naší úlohou je dokázat, že přímka SK je
tečnou kružnice k2; k tomu podle předchozího odstavce stačí vysvětlit, proč jsou shodné
úhly SKZ a KLZ, vyznačené na obr. 2 obloučky. Kromě toho ovšem musíme zdůvodnit,
proč body L a S vždy leží v opačných polorovinách s hraniční přímkou AB (jak je tomu
v případě našeho obrázku).
Střed V kružnice vepsané je vždy vnitřním bodem trojúhelníku ABC, neboť je

průsečíkem os jeho vnitřních úhlů. Proto je bod V vnitřním bodem úsečky CK, za-
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Obr. 2

tímco bod L leží na jejím prodloužení za bod K. Body V a L proto leží v opačných
polorovinách s hraniční přímkou AB. Označíme-li jako obvykle α, β, γ velikosti vnitřních
úhlů trojúhelníku ABC, má trojúhelník BCV u vrcholů B a C vnitřní úhly velikostí
1
2β a

1
2γ, takže pro jeho vnější úhel při vrcholu V platí

|<)BV K| = β + γ

2
< 90◦.

Úhel BV K je tudíž ostrý, a proto střed S kružnice k1 leží ve stejné polorovině s hraniční
přímkouBK jako bod V , což spolu s předchozím tvrzením o poloze bodů V a L znamená,
že body L a S skutečně leží v opačných polorovinách s hraniční přímkou AB, jak jsme
potřebovali ověřit. Podle věty o obvodových a středových úhlech v kružnici k1 platí

|<)BSK| = 2 · |<)BV K| = β + γ,

z rovnoramenného trojúhelníku BKS tudíž plyne

|<)SKZ| = |<)SKB| = 1
2
(180◦ − |<)BSK|) = 1

2
(180◦ − β − γ) =

1
2
α.

Zbývá nám proto dokázat, že také úhel KLZ má velikost 12α. Provedeme to dvěma
nezávislými postupy.
Při prvním z nich nejprve určíme velikost úhlu LBV . Protože |<)LBA| = |<)LCA| =

= 1
2γ (obvodové úhly v kružnici k) a |<)ABV | = 1

2β, vzhledem k vzájemné poloze úseček
LV a AB můžeme psát

|<)LBV | = |<)LBA|+ |<)ABV | = 1
2
(β + γ).

Již dříve jsme zjistili, že takovou velikost má i úhel BV K (neboli úhel BV L), a tak je
trojúhelník BV L rovnoramenný: |BL| = |V L|. Zároveň ovšem platí |BS| = |V S|, takže
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oba body L a S leží na ose úsečky BV (čtyřúhelník BLV S je tedy deltoid, případně
kosočtverec nebo čtverec). Odtud plyne, že úsečky BV a SL jsou navzájem kolmé, úhel
KLZ je proto doplňkový k úhlu BV K:

|<)KLZ| = 90◦ − |<)BV K| = 90◦ − 1
2 (β + γ) = 1

2α.

Tím je tvrzení úlohy dokázáno.
Při druhém způsobu určení velikosti úhlu KLZ si nejdříve všimneme, že platí

|<)BLK| = |<)BLC| = |<)BAC| = α (obvodové úhly v kružnici k), což spolu s dříve
odvozenou rovností |<)BSK| = β + γ znamená, že ve čtyřúhelníku BLKS je součet
vnitřních úhlů u protějších vrcholů L a S roven 180◦, jedná se proto o čtyřúhelník,
kterému lze opsat kružnici. V ní jsou KBS a KLS shodné obvodové úhly nad tětivou
KS, a proto platí

|<)KLZ| = |<)KLS| = |<)KBS| = 1
2α

(připomínáme, že BKS je rovnoramenný trojúhelník s úhly 12α při základně BK).

4. Nechť n ! 2 je dané přirozené číslo. Pro které hodnoty reálného parametru p má
soustava rovnic

x41 +
2
x21
= px2,

x42 +
2
x22
= px3,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

x4n−1 +
2

x2n−1
= pxn,

x4n +
2
x2n
= px1

(1)

alespoň dvě řešení v oboru reálných čísel?

Řešení. Protože daná soustava (1) je velmi složitá a patrně neexistuje postup, jak
v konečném algebraickém tvaru vyjádřit všechna její řešení, budeme jednak přemýšlet
o podmínkách řešitelnosti této soustavy, jednak hledat některá její speciální řešení.
Všimněme si nejdříve, že soustava (1) nemá žádné řešení pro hodnotu p = 0, protože

hodnoty levých stran rovnic jsou kladná čísla. Také druhé zjištění, které nyní uvedeme,
je zřejmé: n-tice čísel (x1, x2, . . . , xn) je řešením soustavy (1) s hodnotou parametru p,
právě když n-tice opačných čísel (−x1,−x2, . . . ,−xn) je řešením soustavy (1) s opačnou
hodnotou parametru −p. Hodnoty levých i pravých stran všech rovnic soustavy se totiž
při změně všech hodnot xi $→ −xi a p $→ −p nezmění, protože pro libovolná x ̸= 0 a p
platí

(−x)4 +
2

(−x)2
= x4 +

2
x2

a (−p)(−x) = px.

Soustava (1) s hodnotou parametru p má tedy právě tolik řešení, kolik jich má soustava
(1) s hodnotou parametru −p. Budeme proto hledat pouze všechna kladná čísla p, pro
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pro neznámý mnohočlen Q(x). Ze způsobu odvození plyne, že rovnice (4) platí pro
každé x ∈ , které je různé od 0, 1 a −1; protože však obě strany (4) jsou mnoho-
členy proměnné x, které mají stejnou hodnotu pro nekonečně mnoho čísel x, musí jít
o mnohočleny totožné, a proto rovnost (4) platí i pro x ∈ {0, 1,−1}.
Protože a(x− 2)+ a(x+2) = 2ax, rovnici (4) splňuje každý konstantní mnohočlen

Q(x) = a. Původní rovnici (1) proto vyhovuje každý mnohočlen

P (x) = x(x − 1)(x+ 1)a+ d = ax3 − ax+ d (a, d ∈ ).

Jiné vyhovující mnohočleny P (x) neexistují, pokud ukážeme, že každý mnohočlen Q(x)
splňující rovnici (4) je konstantní. Nechť je tedy Q(x) libovolný takový mnohočlen;
označme Q(2) = a a dosaďme do rovnice (4) hodnotu x = 2. Dostaneme

0 · Q(1) + 4Q(3) = 4Q(2), odkud Q(3) = Q(2) = a.

Nyní volbou x = 3 v rovnici (4) získáme rovnost

Q(2) + 5Q(4) = 6Q(3), odkud Q(4) =
6Q(3)− Q(2)

5
=
6a − a

5
= a.

Dále volbou x = 4 zjistíme, že Q(5) = a, atd. Dokažme proto indukcí, že Q(n) = a pro
každé celé n ! 2. Platí-li pro nějaké n rovnosti Q(n) = Q(n+ 1) = a (jak je tomu pro
n = 2), pak volbou x = n+ 1 v rovnici (4) dostaneme

Q(n+ 2) =
2(n+ 1)Q(n+ 1)− (n − 1)Q(n)

n+ 3
=
2(n+ 1)a − (n − 1)a

n+ 3
= a.

Důkaz indukcí je hotov. Zjistili jsme, že rovnost Q(x) = a platí pro nekonečně mnoho
čísel x, což je možné, jedině když Q(x) = a pro každé x (kdyby byl Q(x) mnohočlen
některého stupně N > 0, měla by rovnice Q(x) = a nejvýše N kořenů). Celé řešení je
tím ukončeno.

6. Najděte všechny čtyřstěny, které mají síť tvaru deltoidu a právě čtyři hrany dané
délky a. (Deltoidem rozumíme konvexní čtyřúhelník souměrný podle jediné ze svých
úhlopříček; nepatří k nim tedy ani čtverec, ani kosočtverec.)

Řešení. V první (podstatnější) části řešení najdeme všechny čtyřstěny, které mají
síť tvaru deltoidu; poté již poměrně snadno zjistíme, které z nalezených čtyřstěnů mají
právě čtyři shodné hrany.
Uvažujme proto libovolný čtyřstěn ABCD a popišme délky jeho hran písmeny x, y,

z, u, v,w podle obr. 3. Všechny sítě čtyřstěnu ABCD rozdělíme do dvou skupin. Do první
z nich zařadíme ty sítě, v nichž některá stěna čtyřstěnu sousedí s třemi ostatními stěnami;
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do druhé skupiny budou patřit ostatní sítě, v nichž každá stěna sousedí s nejvýše dvěma
stěnami. Protože jsme označení vrcholů čtyřstěnu předem nijak neupřesnili, budeme dále
uvažovat jen po jedné síti z každé z obou skupin, totiž sítě znázorněné na obr. 4 a 5.
Zabývejme se každou z nich samostatně.

A

B

C

D

x

y

z

u v
w

Obr. 3

Síť na obr. 4 je (obecně vzato) šestiúhelníkem AD3BD1CD2, o čtyřúhelník půjde
jedině tehdy, když dva z jeho úhlů u vrcholů A, B, C budou
přímé (tj. budou mít velikost 180◦). Je totiž jasné, že přímý
úhel nemůže být u žádného z vrcholů D1, D2, D3. S ohledem
na již zmíněnou libovůli značení předpokládejme, že přímé
jsou úhly D2AD3 a D3BD1 (vyznačené na obr. 4). Naše síť
je tehdy čtyřúhelníkem D2D3D1C, jehož strany mají (v po-
řadí, v jakém za sebou cyklicky následují) délky 2u, 2v, w
a w. Je-li tento čtyřúhelník deltoid (a ne kosočtverec), musí
zřejmě platit u = v a 2u ̸= w (obr. 6a). Z osové souměrnosti
podle přímky D3C pak zjišťujeme, že platí y = x; čtyřstěn
s „deltoidní' sítí z obr. 6a vidíte na obr. 6b. Je to čtyřstěn
souměrný podle roviny souměrnosti hrany AB. Dodejme, že
kromě nerovnosti 2u ̸= w musí platit rovněž nerovnost z < w, která plyne z vlastnosti
střední příčky AB trojúhelníku D1D2D3 a trojúhelníkové nerovnosti pro rovnoramenný
trojúhelník CD1D2:

2z = 2|AB| = |D1D2| < |D1C|+ |D2C| = 2w.

A
B

C

D1

D2

D3

xy

z

u

u v

v

w

w

Obr. 4

A B

C

B1

D1

D2

xy

z

u

u v

v
x

w

Obr. 5

Síť z obr. 5 je (obecně vzato) šestiúhelníkem AD1BCB1D2, o čtyřúhelník půjde jen
v těch případech, kdy právě dva z jeho úhlů při vrcholech A, B, C, D2 budou přímé
(takové totiž nemohou být úhly při vrcholech D1 a B1). S ohledem na libovůli značení
stačí uvažovat jen tři následující případy.
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a) Přímé úhly u vrcholů A a D2. Síť je čtyřúhelníkB1D1BC, jehož strany mají v pořadí
délky 2u+ v, v, x, x. Zřejmě nejde o deltoid, neboť 2u+ v ̸= v.

b) Přímé úhly u vrcholů A a C. Síť je čtyřúhelníkD2D1BB1, jehož strany mají v pořadí
délky 2u, v, 2x, v. Protože dvojice protějších stran má tutéž délku v, nejde o deltoid.

c) Přímé úhly u vrcholů A a B. Síť je čtyřúhelníkD2D1CB1, jehož strany mají v pořadí
délky 2u, x+ v, x, v. Jde-li o deltoid, pak s ohledem na nerovnost x+ v > x musí
platit 2u = x + v a x = v, tedy x = u = v. V trojúhelníku D2D1C je úsečka AB
střední příčkou (obr. 7a), takže platí w = |D2C| = 2|AB| = 2z. Příslušný čtyřstěn
vidíte na obr. 7b.

A

B

C

D1

D2

D3

x

y=x

z

u

u

u u

w

w

Obr. 6a
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Obr. 6b
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Obr. 7a
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x

y

z

x
x
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Obr. 7b

Shrňme výsledky našich dosavadních úvah: Pouze dva typy čtyřstěnů (obr. 6b a 7b)
mají síť tvaru deltoidu. Naším úkolem je nyní zjistit, kdy tyto čtyřstěny mají právě čtyři
shodné hrany (dané délky a). Zabývejme se nejdříve čtyřstěnem z obr. 6b, jehož hrany
mají délky x, x, z, u, u, w. Předpokládejme tedy, že právě čtyři z nich jsou rovny
a, které to jsou? Předně musí platit x = a, jinak by muselo platit a = z = u =
= w, což je ale ve sporu s nerovností z < w, odvozenou výše. Protože jsou vyloučeny
i rovnosti z = u a u = w (v obou případech by délku a mělo pět hran čtyřstěnu
ABCD), musí platit u = a. V případě x = u je ovšem čtyřúhelník AD3BC kosočtverec;
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z rovnoběžnosti přímek AC a D3B plyne rovnost souhlasných úhlů CAD2 a BD3A.
Rovnoramenné trojúhelníky CAD2 a BD3A jsou tehdy shodné podle věty sus, takže
|D2C| = |AB|, neboli z = w, což je opět spor.5 Žádný čtyřstěn z obr. 6b proto není
řešením naší úlohy. Přejděme nyní k druhému typu čtyřstěnů a předpokládejme, že
právě čtyři z hran některého čtyřstěnu ABCD z obr. 7b mají délku a. Protože tři jeho
hrany mají délku x, musí platit x = a; která (jediná) z ostatních délek y, z, 2z je rovna a?
V síti na obr. 7a z trojúhelníku B1CD2 plyne x + x > 2z, tedy x > z. V téže síti má
trojúhelníkABC tupý vnitřní úhel u vrcholuB, neboť jeho vnější úhel ABD1 je vnitřním
úhlem při základně AB rovnoramenného trojúhelníku ABD1, takže je nutně ostrý. Proto
je nejdelší stranou trojúhelníku ABC strana AC, což zapíšeme takto: y > max{x, z}.
Dohromady dostáváme y > x > z, s ohledem na rovnost x = a proto nezbývá, než
aby platilo 2z = a. Nalezenými podmínkami je již čtyřstěn ABCD jednoznačně (až na
shodnost) určen. Délku y poslední hrany AC vypočteme jako těžnici ke straně D1D2
trojúhelníku CD1D2 o stranách 2a, 2a, a. Vyjde nám y = 1

2a
√
6. Řešením naší úlohy

je jediný čtyřstěn z obr. 8a, jeho síť tvaru deltoidu je na obr. 8b.
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C

D

a

1
2a

√
6

1
2a

a
a

a

Obr. 8a

A
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C

D1

D2

B1

a

1
2a

a

a
a

a
a

a

a

Obr. 8b

Odpověď. Hledaný čtyřstěn je jediný: jeho tři hrany délky a vycházejí z jednoho
vrcholu, hrany protilehlé stěny mají délku a, 12a,

1
2a

√
6. Jedna ze sítí tohoto čtyřstěnu

má tvar deltoidu o stranách a, a, 2a, 2a.6

V případě w = z má „deltoidní& síť z obr. 6a přímý úhel u vrcholu C, takže nejde o deltoid, ale
o trojúhelník.
Doporučujeme řešitelům, aby takový deltoid vystřihli z papíru a pak model čtyřstěnu složili.
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51. ročník matematické olympiády

Úlohy II. kola kategorie A

1. Dokažte, že pro libovolná čísla α, β ∈ ⟨0, 12 ) platí nerovnost

1
cosα

+
1
cosβ

! 2
√
tgα+ tg β.

Zjistěte rovněž, kdy nastane rovnost.

2. Najděte všechny dvojice přirozených čísel x a y, pro které platí

x2 = 4y + 3 · n(x, y),

kde n(x, y) značí nejmenší společný násobek čísel x a y.

3. Do kružnice k je vepsán čtyřúhelník ABCD, jehož úhlopříčka BD není průměrem.
Dokažte, že průsečík přímek, jež se kružnice k dotýkají v bodech B a D, leží na
přímce AC, právě když platí |AB| · |CD| = |AD| · |BC|.

4. V oboru reálných čísel řešte soustavu rovnic

x2 − 1 = p(y + z),

y2 − 1 = p(z + x),

z2 − 1 = p(x+ y)

s neznámými x, y, z a parametrem p. Proveďte diskusi počtu řešení.

II. kolo kategorie A se koná

v úterý 15. ledna 2002

tak, aby začalo dopoledne a aby soutěžící měli na řešení úloh
4 hodiny čistého času. Za každou úlohu může soutěžící získat
6 bodů, úspěšným řešitelem je ten žák, který získá 10 bodů
nebo více. Tyto údaje se žákům sdělí před zahájením soutěže.



odkud x = 4k, a proto y = k2. Protože n(4k, k2) = 4k2 pro každé liché k, je odpovídající
dvojice (x, y) = (4k, k2) skutečně řešení.
Odpověď : Hledaných dvojic (x, y) je nekonečněmnoho; jsou to jednak dvojice (7k, 7k2),

kde k je libovolné přirozené číslo, jednak dvojice (4k, k2), kde k je libovolné liché přirozené
číslo.

Jiné řešení.Označme d největší společný dělitel hledaných čísel x a y. Potom x = dx1
a y = dy1, kde x1 a y1 jsou nesoudělná přirozená čísla, a n(x, y) = dx1y1. Po dosazení do
dané rovnice dostaneme d2x21 = 4dy1+3dx1y1, což po krácení číslem d přepíšeme do tvaru

x1(dx1 − 3y1) = 4y1. (1)

Přirozené číslo 4y1 je tedy násobkem čísla x1. Čísla x1 a y1 jsou ale nesoudělná, tudíž
číslo x1 je dělitelem čísla 4, a proto x1 ∈ {1, 2, 4}.
Je-li x1 = 1, pak z (1) vychází d = 7y1, takže x = dx1 = 7y1 a y = dy1 = 7y21 . Dvojice

čísel x = 7k a y = 7k2 je řešením původní rovnice pro každé k.
Je-li x1 = 2, pak podle (1) platí 2d = 5y1, takže číslo y1 je sudé stejně jako číslo x1,

což odporuje jejich předpokládané nesoudělnosti.
Je-li x1 = 4, pak z (1) vychází d = y1, takže x = dx1 = 4d a y = dy1 = d2. Čísla

x1 = 4 a y1 = d jsou ovšem nesoudělná, jenom když je d liché číslo. Pro každé takové d je
dvojice x = 4d a y = d2 řešením původní rovnice.
Za úplné řešení udělte 6 bodů. Při správném postupu s neúplnou diskusí či jinou odstranitelnou chybou
a nalezení (nikoliv uhodnutí) pouze jedné z obou nekonečných skupin řešení udělte nejvýše 3 body. Za
pouhé uhodnutí nekonečně mnoha řešení udělte 1 bod.

3. Protože úsečka BD není průměrem kružnice k, její tečny v bodech B a D nejsou
rovnoběžné, takže se protínají v bodě, který označíme G.
(i) Předpokládejme, že bod G leží na přímce AC, například na polopřímce opačné

k CA (obr. 1). (Leží-li bod G na polopřímce opačné k AC, vyměníme označení vrcholů
A a C, které nic nemění na rovnosti, kterou máme dokázat.) Trojúhelníky ABG a BCG

A

B

C

D

G

S k

Obr. 1

se shodují jak ve vnitřních úhlech u společného vrcholu G, tak ve vnitřních úhlech BAG
a CBG (podle věty o obvodovém a úsekovém úhlu pro tětivu BC kružnice k). Proto jsou
tyto trojúhelníky podobné, tudíž platí |AB| : |BC| = |GB| : |GC|. Analogická úměra



|AD| : |CD| = |GD| : |GC| plyne z podobných trojúhelníků ADG a DCG. Porovnáme-li
obě úměry a přihlédneme-li k rovnosti |GB| = |GD| (úseky tečen z bodu G ke kružnici k),
zjistíme, že platí |AB| : |BC| = |AD| : |CD|, odkud již plyne rovnost |AB| · |CD| =
= |AD| · |BC|.
(ii) Předpokládejme nyní, že platí rovnost |AB| · |CD| = |AD| · |BC| a že bod G leží

ve stejné polorovině s hraniční přímkou BD jako bod C (jinak opět vyměníme označení
bodů A a C, které přímka BD odděluje.) Pak polopřímka GC protíná kružnici k ve dvou
bodech, v bodě C a v bodě, který označíme A′ (obr. 2). Pro čtyřúhelník A′BCD můžeme

A′

B

C

D

G

S

A

k

Obr. 2

použít tvrzení dokázané v části (i), dostaneme tak rovnost |A′B| · |CD| = |A′D| · |BC|.
Porovnáním s rovností |AB| · |CD| = |AD| · |BC| zjistíme, že platí |A′B| : |AB| = |A′D| :
: |AD|. Tato úměra spolu se shodností úhlů BA′D a BAD (obvodové úhly nad tětivou BD
kružnice k) znamená, že trojúhelníky BA′D a BAD jsou podobné podle věty sus. Protože
však straně BD odpovídá strana BD, jde o shodné trojúhelníky (ležící ve stejné polorovině
s hraniční přímkou BD), tudíž body A a A′ splývají. Bod G proto leží na přímce AC.
Za úplné řešení udělte 6 bodů, po 3 bodech za každou z obou implikací dokázaných v částech (i) a (ii).

4. Odečtením prvních dvou rovnic soustavy dostaneme

x2 − y2 = p(y − x), neboli (x − y)(x+ y + p) = 0.

Odtud plyne, že aspoň jeden z činitelů (x − y) a (x + y + p) je roven nule, takže číslo y
je rovno x nebo −p − x. Obdobně odečtením první a třetí rovnice soustavy zjistíme, že
rovněž z ∈ {x,−p− x}. Dohromady to znamená, že každé řešení (x, y, z) dané soustavy je
(až na pořadí) trojice tvaru (u, u, u) nebo (u, u,−p − u).
(i) Trojice (u, u, u) je řešením, právě když číslo u splňuje rovnici u2 − 1 = 2pu. Její

úpravou dostaneme (u − p)2 = p2 + 1, odkud je vidět, že pro každé reálné p existují dvě
různá čísla u a jsou rovna p±

√
p2 + 1. Jim odpovídají první dvě řešení původní soustavy

x1 = y1 = z1 = p+
√

p2 + 1 a x2 = y2 = z2 = p −
√

p2 + 1. (1)

(ii) Hledejme nyní všechna řešení soustavy tvaru (u, u,−p−u). Snadno si uvědomíme,
že trojice čísel (u, u,−p−u) (v jakémkoliv pořadí) je řešením původní soustavy, právě když



1. V oboru celých čísel řešte soustavu rovnic

(4x)5 + 7y = 14,

(2y)5 − (3x)7 = 74,

kde (n)k značí násobek čísla k nejbližší číslu n. (P. Černek)

Řešení. Z první rovnice dané soustavy plyne, že číslo 7y−14 = 7(y−2) je dělitelné pěti,
takže y = 5s+ 2 pro vhodné celé s. Potom platí 2y = 10s+ 4, a proto (2y)5 = 10s+ 5.
Po dosazení do soustavy dostaneme dvojici rovnic (4x)5 + 35s = 0 a 10s − (3x)7 =
= 69. Odečteme-li od dvojnásobku první rovnice sedminásobek druhé rovnice, vyloučíme
neznámou s a pro neznámou x tak dostaneme rovnici 2(4x)5 + 7(3x)7 = −483. Protože
funkce F (t) = 2(4t)5 + 7(3t)7 je v celočíselné proměnné t neklesající a platí F (−18) =
= −532, F (−17) = −483 a F (−16) = −473, má naše rovnice F (x) = −483 jediné řešení
x = −17. Z rovnice (4x)5 + 35s = 0 pak plyne s = 2, takže y = 12. Zkoušku pro dvojici
(x, y) = (−17, 12) provedeme snadno dosazením.
Daná soustava má jediné řešení (x, y) = (−17, 12).

Jiné řešení. Pro každé celé číslo t zřejmě platí nerovnosti t − 2 ! (t)5 ! t + 2
a t − 3 ! (t)7 ! t+ 3. Podle nich dostaneme z dané soustavy rovnic soustavu nerovnic

12 ! 4x+ 7y ! 16,
69 ! 2y − 3x ! 79.

Z této soustavy vyloučíme například neznámou x: pro výraz 3(4x + 7y) + 4(2y − 3x),
který se rovná 29y, tak dostaneme odhady

29y ! 3 · 16 + 4 · 79 = 364 a 29y " 3 · 12 + 4 · 69 = 312.

Z nerovností 312 ! 29y ! 364 ovšem plyne y ∈ {11, 12}. Z první rovnice původní
soustavy pro y = 11 vychází (4x)5 = −63, což není násobek pěti, zatímco pro y = 12
vychází (4x)5 = −70, odkud −72 ! 4x ! −68, takže x ∈ {−18,−17}. Nutně tedy platí
y = 12; po dosazení do druhé rovnice soustavy zjistíme, že tato rovnice je splněna pro
x = −17, ne však pro x = −18. Jediným řešením je tedy dvojice (x, y) = (−17, 12).

2. Uvažujme libovolný rovnostranný trojúhelník KLM , jehož vrcholy K, L a M leží po
řadě na stranách AB, BC a CD daného čtverce ABCD. Najděte množinu středů
stran KL všech takových trojúhelníků KLM . (J. Zhouf)

Řešení. Označme S střed strany KL libovolného z uvažovaných trojúhelníků KLM
(obr. 1). Protože oba úhly LCM a LSM jsou pravé, je čtyřúhelník CMSL tětivový,
a proto platí |<)MCS| = |<)MLS| = 60◦. Bod S tudíž leží na fixní úsečce CE, jejíž
krajní bod E ∈ AB je dán rovností |<)ECD| = 60◦. Ukážeme, že hledanou množinou
všech středů S je jistá úsečka mezi body C a E, která je určena podmínkami S ∈ CE,

(i) |AS| " |BS| a (ii) |<)CBS| " 45◦.

Z těchto podmínek zřejmě plyne, že se jedná o úsečku FG, kde F je vrchol rovnostran(
ného trojúhelníku CDF a G je ten bod strany CF , který leží na úhlopříčce BD, obr. 2.
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Z bodů úsečky CE totiž podmínku (i) splňují právě body úsečky CF , podmínku (ii)
právě body úsečky EG.
Zmíněné tvrzení dokážeme tak, že uvnitř úsečky CE zvolíme libovolný bod S a po(

kusíme se rekonstruovat vyhovující trojúhelník KLM , jehož strana KL má střed ve
zvoleném bodě S. Zjistíme, že takový trojúhelník KLM existuje, právě když bod S
splňuje obě podmínky (i) a (ii). Vraťme se znovu k obr. 1. Protože úhel KBL je
pravý, jsou podle Thaletovy věty všechny tři úsečky SK, SB a SL shodné. Proto
podle bodu S lze body K, L určit jako průsečíky úseček AB resp. BC s kružnicí
o středu S a poloměru |SB|. Takový průsečík K (K ̸= B) existuje, právě když platí
podmínka (i), průsečík L (L ̸= B) existuje, právě když platí nerovnost |BS| ! |CS|,
neboli |<)BCS| ! |<)CBS|. Protože však |<)BCS| = 30◦, je poslední nerovnost zaru(
čena silnější podmínkou (ii), jejíž nutnost se vyjeví za chvíli. Známe-li již body K a L,
můžeme určit bod M jako průsečík strany CD s osou úsečky KL. Předpokládejme, že
takový průsečíkM existuje; sestrojený rovnoramenný trojúhelníkKLM je pak skutečně
rovnostranný, neboť čtyřúhelník CMSL je tětivový (úhly u vrcholů C a S jsou pravé),
a proto platí |<)MLS| = |<)MCS| = 60◦. Zbývá proto posoudit, kdy existuje průsečík
úsečky CD s osou úsečky KL, tedy kdy body C, D leží v opačných polorovinách ur(
čených zmíněnou osou, jež jsou popsány nerovnicemi |KX | ! |LX | a |KX | " |LX |.
Protože platí |KC| " |BC| a |BC| " |LC|, tedy |KC| " |LC|, je naším úkolem zjistit,
kdy je splněna nerovnost |KD| ! |LD|. Z pravoúhlých trojúhelníků KDA a LDC usou(
díme, že poslední nerovnost platí, právě když |AK| ! |LC|, neboli |KB| " |LB|, neboli
|<)BLK| " 45◦. Úhel BLK je ale shodný s úhlem CBS (víme totiž, že |SB| = |SL|),
a tak dostáváme podmínku (ii). Důkaz je hotov.

3. Dokažte, že dané přirozené číslo A je druhou mocninou některého přirozeného čísla,
právě když pro každé přirozené n je aspoň jeden z rozdílů

(A+ 1)2 − A, (A+ 2)2 − A, (A+ 3)2 − A, . . . , (A+ n)2 − A

dělitelný číslem n. (P. Kaňovský)

Řešení. (i) Předpokládejme nejprve, že A = d2 pro některé přirozené d. Pak pro každé
j = 1, 2, . . . , n platí (A+ j)2 − A = (d2 + j)2 − d2 = (d2 − d+ j)(d2 + d+ j); protože

4



Druhá rovnice má kořeny s = 1 a s = 11, které však patří k nepřípustným hodnotám s
(viz výše).
(iii) (x1, x2, x3) = (s, s, 12− s). Soustava (2) má po dosazení a úpravě tvar

a = s+ 12, s2 − 24s+ 23 = 0, b = s2(12− s).

Druhá rovnice má kořeny s = 1 a s = 23. Hodnota s = 1 je nepřípustná, hodnotě s = 23
podle první a třetí rovnice odpovídají hodnoty a = 35 a b = −11 ·232 = −5 819. Dvojice
(a, b) = (35,−5 819) je řešením úlohy.
Hledané dvojice (a, b) jsou dvojice (11,−35) a (35,−5 819).

5. V rovině je dán trojúhelník KLM a bod A ležící na polopřímce opačné k polo-
přímce KL. Sestrojte pravoúhelník ABCD, jehož vrcholy B, C a D leží po řadě na
přímkách KM , KL a LM . (P. Calábek)

Řešení. Předpokládejme, že ABCD je hledaný pravoúhelník, a označme A′B′C′D′

jeho obraz v posunutí o vektor (obr. 3, B ′ = A). Bod A′ leží na přímce souměrně
sdružené s přímkou KM podle středu A — odpovídající průsečíky této přímky s přím(
kami LK a LM označme K ′ aM ′. Protože úhlopříčka AC hledaného pravoúhelníku leží
na přímce KL, je úhlopříčka A′C′ posunutého obdélníku A′B′C′D′ s KL rovnoběžná.
Ve stejnolehlosti se středem M ′, která převádí bod A′ do bodu K ′ (a bod C ′ = D
do bodu L) odpovídá pravoúhlému trojúhelníku A′AC′ trojúhelník K ′A′′L. Bod A′′

už dovedeme sestrojit, protože leží na Thaletově kružnici nad průměrem K ′L a na
přímce M ′A. Nyní již snadno sestrojíme hledaný pravoúhelník ABCD: nejprve určíme
body A′ a C′ = D, které jsou obrazy bodů K ′ a L ve stejnolehlosti se středem M ′, jež
převádí bod A′′ do bodu A, a k nim doplníme vrcholy B a C jako obrazy bodů B ′ = A,
C′ = D v posunutí o vektor ′ = .

K
L

M

A

K ′

M ′

A′

D′

A′′
B

C

D = C′

Obr. 3

K
L

M

AK ′

M ′

A′′
B

C

D

B1

C1

D1

Obr. 4
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Protože bod A leží uvnitř úsečky K ′L a M ′ ̸= A, protíná přímka M ′A Thaletovu
kružnici nad průměrem K ′L vždy ve dvou bodech. Jim odpovídají dvě různá řešení
ABCD, A1B1C1D1 (obr. 4). Úloha má vždy dvě řešení.

6. Nechť + značí množinu všech kladných reálných čísel. Najděte všechny funkce f :
+ → + splňující pro libovolná x, y ∈ + rovnost

f
(
xf(y)

)
= f(xy) + x.

(P. Kaňovský)

Řešení. Dosadíme-li do dané rovnice za x hodnotu f(x), dostaneme rovnici

f
(
f(x)f(y)

)
= f

(
f(x)y

)
+ f(x),

ze které vyjádříme f
(
f(x)y

)
= f

(
f(x)f(y)

)
− f(x). Jiné vyjádření téhož výrazu

f
(
f(x)y

)
dostaneme, když v původní rovnici vyměníme navzájem hodnoty x a y; vyjde

nám f
(
f(x)y

)
= f(yx) + y. Porovnáním obou vyjádření tak dostaneme rovnici

f
(
f(x)f(y)

)
= f(yx) + y + f(x),

jejíž levá strana se nezmění, vyměníme-li navzájem hodnoty x a y. Stejnou vlastnost
musí proto mít i pravá strana této rovnice, takže musí platit

f(yx) + y + f(x) = f(xy) + x+ f(y), neboli y + f(x) = x+ f(y).

Další zřejmou úpravou dostáváme rovnici f(x)−x = f(y)−y, která musí být splněna pro
libovolná x, y ∈ + . Znamená to, že funkce x %→ f(x)−x je na množině + konstantní,
tedy hledaná funkce f musí být tvaru f(x) = x + c pro vhodné číslo c. Po dosazení
tohoto předpisu do obou stran původní rovnice

f
(
xf(y)

)
= xf(y) + c = x(y + c) + c = xy + cx+ c

f(xy) + x = (xy + c) + x = xy + x+ c

zjišťujeme, že vyhovuje jedině c = 1. Hledaná funkce f je tudíž jediná a je určena
vzorcem f(x) = x+ 1.
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51. ročník matematické olympiády

Úlohy školní – klauzurní části I. kola kategorie A

1. V oboru celých čísel x řešte rovnici

3(x2)5 + (3x)5 = (3x − 2)(x+ 2),

kde n5 značí násobek pěti nejbližší číslu n, např. (−3)5 = −5.

2. Označme S střed kružnice vepsané danému trojúhelníku ABC a P , Q paty kolmic
z vrcholu C k přímkám, na kterých leží osy vnitřních úhlů BAC a ABC. Dokažte, že
přímky AB a PQ jsou rovnoběžné.

3. Zjistěte, pro která reálná čísla p má soustava rovnic

x2 + 1 = (p+ 1)x+ py − z,

y2 + 1 = (p+ 1)y + pz − x,

z2 + 1 = (p+ 1)z + px − y

s neznámými x, y, z právě jedno řešení v oboru reálných čísel.

Školní – klauzurní část I. kola kategorie A se koná

v úterý 4. prosince 2001

tak, aby začala dopoledne a aby soutěžící měli na řešení úloh
4 hodiny čistého času. Za každou úlohu může soutěžící získat
6 bodů, úspěšným řešitelem je ten žák, který získá 10 bodů
nebo více. Tyto údaje se žákům sdělí před zahájením soutěže.



51. ročník matematické olympiády Řešení úloh školní části I. kola kategorie A

1. Podle zbytku při dělení čísla x číslem 5 můžeme rozlišit pět případů: (i) x = 5k,
(ii) x = 5k + 1, (iii) x = 5k + 2, (iv) x = 5k + 3 a (v) x = 5k + 4 (k značí libovolné celé
číslo). Protože ale levá strana rovnice je zřejmě násobkem pěti pro každé celé x, musí být
násobkem pěti aspoň jeden z činitelů 3x−2, x+2 pravé strany. Číslo 3x−2 je dělitelné pěti
pouze pro x = 5k + 4, číslo x+ 2 pouze pro x = 5k + 3. Proto stačí rozebrat případy (iv)
a (v) (L značí levou a P pravou stranu dané rovnice):
(iv) Pro x = 5k+3 platí x2 = 25k2 +30k+9, (x2)5 = 25k2+30k+10, 3x = 15k+9,

(3x)5 = 15k + 10, L = 75k2 + 105k + 40 a P = 75k2 + 110k + 35, takže z L = P vychází
k = 1, čemuž odpovídá x = 5 + 3 = 8.
(v) Pro x = 5k+4 platí x2 = 25k2+40k+16, (x2)5 = 25k2+40k+15, 3x = 15k+12,

(3x)5 = 15k + 10, L = 75k2 + 135k + 55 a P = 75k2 + 140k + 60, takže z L = P vychází
k = −1, čemuž odpovídá x = −5 + 4 = −1.
Odpověď : Daná rovnice má právě dvě celočíselná řešení, a to x = −1 a x = 8.

Za úplné řešení udělte 6 bodů (samozřejmě i v případě, kdy student rozebere správně všechny mož&
nosti (i)–(v)), v ostatních případech udělte 1 bod za každé uhodnuté řešení, 2 body za zdůvodnění toho,
že x je tvaru 5k + 3 nebo 5k + 4.

2. Označme jako obvykle α, β, γ vnitřní úhly trojúhelníku ABC. Protože platí (obr. 1)

|<)ASC| = 180◦ − |<)SAC|− |<)SCA| = 180◦ − α

2
− γ

2
= 90◦ +

β

2
,

je úhel ASC tupý, takže bod P leží na polopřímce opačné k polopřímce SA. Obdobně
zdůvodníme, že bod Q leží na polopřímce opačné k polopřímce SB. Přímky AB a PQ
jsou rovnoběžné, právě když střídavé úhly BAP a APQ jsou shodné. Vzhledem k tomu,

že |<)BAP | = α

2
a |<)APQ| = |<)SPQ|, stačí ukázat, že |<)SPQ| = α

2
. Protože body P

a Q leží na Thaletově kružnici nad průměrem CS, je úhel SPQ shodný s úhlem SCQ
(obvodové úhly nad tětivou SQ zmíněné kružnice). Velikost úhlu SCQ snadno vyjádříme
z trojúhelníků BCS a BCQ:

|<)SCQ| = |<)BCQ|− |<)BCS| =
(
90◦ − β

2

)
− γ

2
=

α

2
,

což jsme potřebovali ukázat.
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Obr. 1
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Obr. 2



Jiné řešení. Označme P1, Q1 odpovídající průsečíky polopřímek CP a CQ s přím-
kou AB (obr. 2, pořadí bodů A, S, P a bodů B, S, Q na obou osách bylo vysvětleno
v prvním řešení). Výška AP trojúhelníku P1CA leží na ose AS jeho vnitřního úhlu P1AC,
takže jde o rovnoramenný trojúhelník, který má základnu P1C se středem P . Obdobně po-
mocí rovnoramenného trojúhelníku Q1CB zdůvodníme, že bod Q je středem úsečky Q1C.
Úsečka PQ je tedy střední příčkou trojúhelníku P1Q1C, takže je rovnoběžná s přímkou AB.

Za úplné řešení je 6 bodů. Pokud chybí zmínka o pořadí bodů A, S, P a B, S, P na příslušných osách,
strhněte 1 bod.

3. Všimněme si, že rovnice dané soustavy se mezi sebou liší jen cyklickou záměnou
neznámých x, y a z. Má-li proto soustava za řešení trojici čísel (x, y, z) = (x0, y0, z0), jsou
jejími řešeními rovněž trojice (x, y, z) = (y0, z0, x0) a trojice (x, y, z) = (z0, x0, y0). Je-li
řešení soustavy (při pevném p) jediné, musí být uvedené trojice shodné, musí tedy platit
x0 = y0 = z0. Trojice (x0, x0, x0) je zřejmě řešení dané soustavy, právě když je číslo x = x0
řešením rovnice x2 + 1 = 2px. Pro každé hledané p proto musí mít poslední rovnice jediné
řešení, takže její diskriminant D = 4p2 − 4 musí být nulový. Odtud vychází, že nutně
p = ±1.
Nyní ukážeme, že pro p = 1 je x = y = z = 1 skutečně jediné řešení původní soustavy

tří rovnic a že totéž platí i v případě p = −1 o jejím řešení x = y = z = −1. Porovnáme-li
součet levých stran se součtem pravých stran soustavy, zjistíme, že její libovolné řešení
(x, y, z) splňuje též rovnici

x2 + y2 + z2 + 3 = 2p(x+ y + z),

ze které úpravou dostaneme

(x − p)2 + (y − p)2 + (z − p)2 = 3(p2 − 1). (1)

Pro obě hodnoty p = ±1 platí ovšem p2 − 1 = 0, takže tehdy se součet nezáporných čísel
(x − p)2, (y − p)2 a (z − p)2 rovná nule. To je možné, jedině když x = y = z = p.
Odpověď : Hledané hodnoty p jsou dvě: p = 1 a p = −1.

Jiné řešení. Stejně jako v prvním řešením získáme sečtením tří daných rovnic rov-
nici (1). Z ní vyplývá tento závěr: má-li soustava při daném p aspoň jedno řešení (x, y, z)
v oboru reálných čísel, pak platí nerovnost p2 ! 1, neboli |p| ! 1. Je-li ovšem |p| > 1,
můžeme snadno vypsat dvě různá řešení zkoumané soustavy, totiž trojice (x1, x1, x1)
a (x2, x2, x2), kde x1,2 jsou kořeny rovnice x2+1 = 2px (jejíž diskriminant je díky předpo-
kladu |p| > 1 kladný). Proto nám zbývá posoudit pouze hodnoty p = ±1, pro které však
z rovnice (1) okamžitě plyne: má-li původní soustava vůbec nějaké řešení, je jím trojice
(x, y, z) = (p, p, p). Triviální zkouška dosazením ukazuje, že jde skutečně o řešení (pro p = 1
jakož i pro p = −1).
Za úplné řešení je 6 bodů, z toho 2 body za vyloučení všech hodnot |p| < 1, 2 body za vyloučení všech
hodnot |p| > 1 a 2 body za ověření čísel p = ±1. (Tedy například za zdůvodnění, proč nutně platí |p| = 1,
udělíme 4 body.)



Zjistili jsme, že pro každé n > 1 leží člen xn libovolné uvažované posloupnosti
v množině {−2n−2,−2n−2 + 2,−2n−2 + 4, . . . , 2n−2}, kterou označíme Mn. Dokažme
nakonec, že xn může pro n > 1 nabývat libovolnou hodnotu z množiny Mn.
Volme znaménka následujícím způsobem: xi = xi−1+. . .+x1 pro i < n. Pro takovou

posloupnost platí xi = 2i−2 pro 1 < i < n. Dokažme, že v rovnosti xn = ±2n−3±2n−2±
± . . .± 1± 1 lze znaménka vybrat tak, aby se hodnota xn rovnala libovolně zvolenému
číslu z množiny Mn.
Důkaz provedeme opět matematickou indukcí.
1. Tvrzení platí pro n = 2 (−1 = −x1 a 1 = +x1, neboť x1 = 1) a n = 3

(−2 = −1− 1, 0 = −1 + 1, 2 = 1 + 1).
2. Předpokládejme, že tvrzení platí pro k ! n − 1, kde n " 4. Dokažme tvrzení

pro k = n. Zvolme libovolné číslo a z množiny Mn. Dokážeme, že existuje taková volba
znamének + a −, že a = ±2n−3 ± 2n−4 ± . . .± 1± 1. Rozeberme dvě možnosti.
1. a " 0. Protože a ∈ Mn, je a−2n−3 sudé celé číslo z intervalu ⟨−2n−3, 2n−3⟩, a tedy

a − 2n−3 ∈ Mn−1. Z indukčního předpokladu plyne, že existuje volba znamének + a −
taková, že a−2n−3 = ±2n−4±2n−5±. . .±1±1. Potom a = 2n−3±2n−4±2n−5±. . .±1±1,
což jsme chtěli dokázat.
2. a < 0. Podobně jako v předcházejícím případě dokážeme, že a se dá napsat ve

tvaru a = −2n−3 ± 2n−4 ± 2n−5 ± . . . ± 1± 1.
Tím jsme dokázali, že všechny hodnoty xn tvoří právě množinu Mn.

2. Na přímce p jsou dány různé body A, B, C v tomto pořadí, kde |AB| = 1 a |BC| =
= h. Uvažujme kružnice kA, kB, kC , které se dotýkají přímky p po řadě v bodech
A, B, C. Kružnice kA, kB mají přitom vnější dotyk v bodě P a kružnice kB, kC

vnější dotyk v bodě Q. Určete všechny hodnoty poloměru kružnice kB, pro něž je
trojúhelník BPQ rovnoramenný.

Řešení. Je jasné, že zvolíme-li velikost rB > 0 poloměru kružnice kB , jsou už tím
obě další kružnice kA, kC určeny. K jejich sestrojení využijeme základní vlastnosti tečen
kružnic.

A B CK L

P
Q

SA

SB

SC

p

Obr. 1

Předpokládejme, že kružnice kA, kB,
kC mají vlastnosti popsané v zadání. Ozna)
číme-li např. K průsečík vnitřní společné
tečny kružnic kA a kB (v bodě P jejich
vnějšího dotyku) s přímkou p, která je spo)
lečnou vnější tečnou všech tří kružnic, musí
být |KA| = |KP | a |KB| = |KP | (obr. 1).
To znamená, že bod K je středem úsečky
AB a zároveň bod P leží na Thaletově kruž)
nici nad průměrem AB. Známe-li bod P ,
snadno už sestrojíme kružnici kA, o níž ví)
me, že se dotýká přímky p v bodě A. Ana)
logicky sestrojíme kružnici kC .
Máme zjistit, pro které hodnoty rB je trojúhelník BPQ rovnoramenný. Protože

body dotyku P , Q kružnice kB s oběma sousedními kružnicemi leží uvnitř opačných
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polorovin určených přímkou BSB, jsou oba úhly BPQ a BQP ostré (příslušné středové
úhly jsou menší než 180◦). Pokud tedy náhodou vyjde trojúhelník PBQ tupoúhlý, může
být rovnoramenný, jen když |BP | = |BQ|. V takovém případě je ale ze souměrnosti
zřejmé, že |AB| = |BC|, tj. h = 1. Trojúhelník BPQ je pak rovnoramenný pro každé
rB > 0.
Předpokládejme dále, že h ̸= 1. V takovém případě můžeme předpokládat, že

trojúhelník BPQ je ostroúhlý (jinak podle předchozího odstavce nemůže být rovno)
ramenný). Je-li rovnoramenný, je buď |PQ| = |BQ|, anebo |PQ| = |BP |. Předpoklá)
dejme, že je např. |PQ| = |BQ| (jak ukážeme později, druhý případ lze řešit využitím
souměrnosti).
Trojúhelník BPQ je souměrný podle spojnice SBSC středů obou kružnic, která

prochází bodem dotyku Q obou kružnic a průsečíkem K tečen KB,KP . Označme ještě
L průsečík společné vnitřní tečny kružnic kC a kB s přímkou p (L je střed úsečky BC,
obr. 2) a M průsečík obou tečen KP a LQ (ten je obrazem bodu L v uvedené osové

A B CK L

M

P

Q

SC

p

Obr. 2

souměrnosti). Trojúhelník KLM je tedy rovnoramenný se stranami |KL| = |KM | =
= 1
2(1 + h), |ML| = 2|LQ| = h, jeho obvod je 1 + 2h. Velikost poloměru rB vepsané

kružnice spočteme pomocí obsahu: Pro obsah S trojúhelníku KLM platí

S =
1
2
h

√(
1 + h

2

)2
−

(
h

2

)2
=
1
4
h
√
1 + 2h

a zároveň
S =

1
2
rB(1 + 2h).

Odtud vychází

rB =
h

2
√
2h+ 1

. (1)
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Naopak je-li rB dáno vztahem (1), můžeme sestrojit rovnoramenný trojúhelník
KLM s rameny KL a KM délky 12(1 + h) a základnou ML, |ML| = h, přičemž jeho
vepsaná kružnice kB se bude dotýkat ramene KL v bodě B. Označme P , Q po řadě
body dotyku kružnice kB se stranami KM a LM . Protože K je střed úsečky AB, je
|KA| = |KB| = |KP |. To znamená, že kružnice kA dotýkající se přímky p v bodě A
a procházející bodem P se bude dotýkat kružnice kB v bodě P . Analogicky sestrojíme
i kružnici kC dotýkající se přímky p v bodě C a procházející bodem Q. Ze souměrnosti
trojúhelníku KLM podle přímky KQ plyne, že |PQ| = |BQ|. Tím je první případ
vyřešen.
V případě rovnosti |PQ| = |BP | můžeme postupovat úplně stejně. Jednodušší

však bude, když změníme měřítko původního obrázku v poměru 1 : h, takže bude
|AB| = h′ = 1/h, |BC| = 1. Když navíc prohodíme označení bodů A a C, tak se
z rovnosti |BP | = |PQ| stane rovnost |BQ| = |PQ|. Podle předchozího pak pro velikost
poloměru r′B = (1/h)rB dostaneme

1
h

rB = r′B =
h′

2
√
2h′ + 1

=
1
h

2
√
2 1h + 1

,

tj.

rB =
h

2
√
2h+ h2

. (2)

Anebo jsme mohli řešit úlohu poněkud obecněji za předpokladu |AB| = a, |BC| = b,
pak bychom místo vztahu (1) dostali

rB =
b
√

a2 + 2ab

2(a+ 2b)
. (1′)

Pro a = 1, b = h vyjde za předpokladu |PQ| = |BQ| původní vztah (1), zatímco pro
|PQ| = |BP | prohodíme označení bodů A, C (a tím i bodů P , Q) a do vzorce (1′)
dosadíme a = h, b = 1. Dostaneme tak vztah (2).

Závěr : Pro h = 1 je trojúhelník BPQ rovnoramenný pro libovolné rB > 0. Pro
h ̸= 1 je trojúhelník BPQ rovnoramenný pro rB určené vztahem (1) (|PQ| = |BQ|)
nebo pro rB určené vztahem (2) (|PQ| = |BP |).

3. Určete všechny možné hodnoty výrazu
a4 + b4 + c4

a2b2 + a2c2 + b2c2
,

kde a, b, c jsou délky stran trojúhelníku.

Řešení. Nejdříve ukážeme, že žádná hodnota zkoumaného výrazu V není menší
než 1. Použijeme nerovnosti mezi aritmetickým a geometrickým průměrem (x + y "
" 2

√
xy) pro všechny dvojice kladných čísel x, y z množiny {a4, b4, c4}:

V =
a4 + b4 + c4

a2b2 + a2c2 + b2c2
=
1
2
· (a

4 + b4) + (b4 + c4) + (c4 + a4)
a2b2 + a2c2 + b2c2

"

" 1
2
· 2 · (a

2b2 + b2c2 + c2a2)
a2b2 + a2c2 + b2c2

= 1.
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4. Určete všechna přirozená čísla n > 1 taková, že v některé číselné soustavě o zá-
kladu z " 5 platí následující kriterium dělitelnosti: trojmístné číslo (abc)z je děli-
telné číslem n, právě když je číslem n dělitelné číslo c+ 3b − 4a.

Řešení. Protože (abc)z je číslo az2 + bz + c, máme zjistit, kdy obecně platí ekvi)
valence: n | c + 3b − 4a, právě když n | az2 + bz + c. V ní jsou a, b, c libovolné číslice
při základu z, tj. čísla z množiny {0, 1, . . . , z − 1}. Všimněme si, že z − 1 " 4, neboť
předpokládáme, že z " 5.
Zvolíme-li a = b = c = 1, dostaneme, že n | 0, právě když n | z2 + z + 1. Protože

nula je dělitelná každým celým číslem, musí platit n | z2 + z+1. Zvolíme-li a = 1, b = 0
a c = 4, dostaneme, že n | 0, právě když n | z2 +4. Podobnou úvahou jako výše zjistíme,
že n | z2 + 4.
Pokud nějaké číslo dělí dvě čísla, musí dělit i jejich největší společný dělitel, tedy

n |nsd(z2+4, z2+ z+1). Tento společný dělitel najdeme pomocí Eukleidova algoritmu:

nsd(z2 + 4, z2 + z + 1) = nsd
(
z2 + 4, z2 + z + 1− (z2 + 4)

)
= nsd(z2 + 4, z − 3) =

= nsd
(
z2 + 4− z(z − 3), z − 3

)
= nsd(4 + 3z, z − 3) =

= nsd
(
4 + 3z − 3(z − 3), z − 3

)
= nsd(13, z − 3).

Zjistili jsme, že n | 13. Protože n > 1, je nutně n = 13. Má-li některé n požadovanou
vlastnost, je to nutně číslo n = 13.
Dokažme, že číslo 13 skutečně danou vlastnost má. Odvozená nutná podmínka

n |nsd(13, z− 3) je pro n = 13 splněna např. pro z = 16. Daná ekvivalence má pak tvar
13 | c+ 3b − 4a, právě když 13 | a · 162 + b · 16 + c. Dokážeme silnější vlastnost, že totiž
čísla a · 162 + b · 16 + c a c + 3b − 4a dávají při dělení třinácti stejný zbytek, neboli že
jejich rozdíl je dělitelný třinácti:

(a · 162 + b · 16 + c)− (c+ 3b − 4a) = 260a+ 13b = 13(20 + b).

Úloha má jediné řešení n = 13.

Poznámka. Podobně jako v závěru řešení můžeme dokázat, že uvedené kritérium
dělitelnosti pro n = 13 platí i v libovolné číselné soustavě se základem z = 13k + 3.

5. V rovině jsou dány tři různé body K, L, M , které v tomto pořadí leží na přímce.
V této rovině najděte množinu všech vrcholů C čtverců ABCD takových, že bod K
leží na straně AB, bod L na úhlopříčce BD a bod M na straně CD.

Řešení. Je-li ABCD libovolný čtverec, který splňuje podmínky úlohy, bude stej)
ným podmínkám vyhovovat i čtverec, který dostaneme osovou souměrností podle
přímky MK. Hledaná množina bude tedy osově souměrná podle této přímky a nám
stačí určit tu její část, která leží v jedné z obou polorovin s hraniční přímkou MK.
Kromě libovolného čtverce ABCD, který splňuje podmínky úlohy, uvažujme čtverec

A0B0C0D0 s úhlopříčkou B0D0 = KM (B0 ≡ K, D0 ≡ M), přičemž vrchol C0 leží
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Obr. 4

ve stejné polorovině ohraničené přímkou KM jako vrchol C čtverce ABCD (obr. 3).
(Vrchol C0 zřejmě rovněž patří do hledané množiny.)
Protože trojúhelníky KLB a MLD jsou podobné podle věty uu, dělí bod L úhlo)

příčky obou čtverců ve stejném poměru

|BL| : |LD| = |KL| : |LM | = konst.

Velikost úhlu LCD (|<)LCD| = |<)LC0M |) je určena polohou bodu L na úsečce MK,
má tedy konstantní velikost, takže bod C leží na stejném oblouku γ kružnice opsané
trojúhelníku LC0M nad tětivou LM jako bod C0. Navíc kružnice opsaná trojúhelníku
A0KL je shodná s kružnicí opsanou trojúhelníku C0ML, protože v jedné z nich je vidět
tětivu A0L z bodu K pod úhlem 45◦ a v druhé tětivu C0L shodné délky pod stejným
úhlem z bodu M .
Protože bod M leží na straně CD, je zřejmě |<)LMC| " |<)LDC| = 45◦ (pokud

M ̸= D, je to vnější úhel trojúhelníku DML, který má při vrcholu D úhel 45◦). Protože
úhel LMC0 měří právě 45◦, leží bod C na části oblouku γ mezi body C0 a M .
Dále si všimněme, že vrchol D čtverce ABCD leží na oblouku, ze kterého je vidět

úsečku LM pod úhlem 45◦ v polorovině opačné ke KMC. Sestrojme bod P (obr. 4),
který leží na průsečíku přímky AD a kolmice k přímce MK v bodě L. Body M , D, L
a P leží na Thaletově kružnici s průměrem MP , a protože |<)MPL| = |<)MDL| = 45◦,
je trojúhelník MPL rovnoramenný pravoúhlý. To znamená, že bod P je jednoznačně
určen polohou bodu L na úsečceMK. (Mimochodem, bod P vznikne otočením boduM
kolem středu L o 90◦, protože bod L jako bod úhlopříčky BD má od přímek CD a DA
stejnou vzdálenost, je tedy přímkaDA ve zmíněném otočení obrazem přímky CD; odtud
rovněž plyne rovnost |LM | = |LP |.)
Bod D tudíž musí ležet na oblouku δ Thaletovy polokružnice nad průměrem MP

v polorovině opačné k PML, zároveň však polopřímka DP (která obsahuje vrchol A)
nesmí protnout úsečku LK. Odtud plyne, že vrchol D může ležet jen v té části zmíněné
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polokružnice nad průměrem MP , která leží v polorovině PKL. Přitom je zřejmé, že
přímka PK tuto polokružnici protne v dalším bodě různém od P , právě když |KL| >
> |LM | (pro |KL| = |LM | bude KP tečnou kružnice nad průměrem MP ). Označíme-li
v takovém případě D1 průsečík KP s polokružnicí δ a C1 průsečík polopřímky D1M
s obloukem γ, je zřejmé, že vrchol C padne do části C0C1 oblouku γ. V opačném případě,
tj. pro |KL| ! |LM |, vyplní zřejmě vrcholy C celou část C0M oblouku γ.
Skutečně. Zvolme libovolný bod C na části C0C1 oblouku γ v prvním případě,

resp. na C0M v druhém případě. Přímka CM protne oblouk δ v bodě, který označímeD.
Vrchol A pak sestrojíme jako průsečík polopřímky DP s Thaletovou kružnicí nad prů)
měrem PK (v prvním případě máme zaručeno, že bude ležet v polorovině PKA0, a ne
v opačné). Protože jak už víme, jsou kružnice opsané trojúhelníkům LC0M a LA0K
shodné, zjistíme snadno z příslušných obvodových úhlů, že |<)DAL| = |<)DCL|, takže
trojúhelníky DAL a DCL jsou shodné, tudíž |DA| = |DC|. Protože polopřímka DL
protíná úsečku MK v bodě L, protne polopřímka AK polopřímku DL v bodě B za bo)
dem K, přičemž trojúhelník DAB je rovnoramenný pravoúhlý. Je tedy ABCD čtverec,
který splňuje podmínky úlohy.

Závěr : Hledanou množinou vrcholů C čtverců ABCD je pro |ML| < |LK| oblouk
C0C1 kružnice opsané trojúhelníku MLC0 a oblouk s ním osově souměrný podle dané
přímkyMK (obr. 5), pro |ML| " |LK| je to oblouk C0M stejné kružnice a oblouk s ním
osově souměrný podle přímky MK (obr. 6).
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6. Hráči A a B hrají na desce složené ze šesti polí očíslovaných 1, 2, . . . , 6 následu-
jící hru. Na začátku je umístěna na pole s číslem 2 figurka a pak se hází běžnou
hrací kostkou. Padne-li číslo dělitelné třemi, posune se figurka na pole s číslem o 1
menším, jinak na pole s číslem o 1 větším. Hra končí vítězstvím hráče A resp. B,
dostane-li se figurka na pole s číslem 1 resp. 6. S jakou pravděpodobností zvítězí
hráč A?
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52. ročník matematické olympiády

Úlohy II. kola kategorie A

1. Najděte základy z všech číselných soustav, ve kterých je čtyřmístné číslo (1001)z
dělitelné dvojmístným číslem (41)z.

2. Uvnitř strany AB daného ostroúhlého trojúhelníku ABC zvolte bod S tak, aby troj&
úhelník SXY , kde X a Y jsou po řadě středy kružnic opsaných trojúhelníkům ASC
a BSC, měl nejmenší možný obsah.

3. V oboru reálných čísel řešte soustavu rovnic

logx(y + z) = p,

logy(z + x) = p,

logz(x+ y) = p

s neznámými x, y, z a nezáporným celočíselným parametrem p.
4. Posloupnost (xn)∞n=1 s prvním členem x1 = 1 splňuje pro každé n > 1 podmínku

xn = x±1
n−1 + x±1

n−2 + . . .+ x±1
1

s vhodnou volbou znamének „+* a „−* v exponentech mocnin.
a) Rozhodněte, zda některý člen takové posloupnosti musí být větší než 1 000.
b) Zjistěte nejmenší možnou hodnotu členu x1 000 000.
c) Dokažte, že nerovnost xn < 4 nemůže platit pro devět členů xn takové posloup&
nosti.

II. kolo kategorie A se koná

v úterý 14. ledna 2003

tak, aby začalo dopoledne a aby soutěžící měli na řešení úloh
4 hodiny čistého času. Za každou úlohu může soutěžící získat
6 bodů, úspěšným řešitelem je ten žák, který získá 10 bodů
nebo více. Tyto údaje se žákům sdělí před zahájením soutěže.



52. ročník matematické olympiády Řešení úloh II. kola kategorie A

1. Protože v zápisu dvojmístného čísla vystupuje číslice 4, nutně platí z ! 5. Z roz&
vinutých zápisů (1001)z = z3 + 1 a (41)z = 4z + 1 vyplývá, že hledáme právě ta přirozená
z ! 5, pro která je číslo z3+1 násobkem čísla 4z+1. Pomocí Eukleidova algoritmu najdeme
jejich největší společný dělitel. Můžeme postupovat tak, že nejprve vydělíme oba výrazy
jako mnohočleny a pak se „zbavíme* zlomků:

z3 + 1 =
(1
4
z2 − 1

42
z +

1
43

)

(4z + 1) +
63
43

, / · 43

43(z3 + 1) = (16z2 − 4z + 1)(4z + 1) + 63. (1)

Protože čísla 4 a 4z + 1 jsou nesoudělná, vidíme odtud, že číslo 4z + 1 dělí číslo z3 + 1,
právě když dělí číslo 63, tedy právě když 4z + 1 ∈ {1, 3, 7, 9, 21, 63}. Z podmínky z ! 5
ovšem plyne 4z + 1 ! 21, takže 4z + 1 = 21 (rovnice 4z + 1 = 63 nemá celočíselné řešení)
a z = 5.

Poznámka. Rozklad (1) také snadno odhalíme, využijeme-li známý vzorec a3 + b3 =
= (a+ b)(a2 − ab+ b2): podle něj můžeme rovnou psát

43(z3 + 1) = (43z3 + 1) + 63 = (4z + 1)(16z2 − 4z + 1) + 63.

Za úplné řešení udělte 6 bodů. Opomene-li řešitel podmínku z ! 5 a za řešení považuje i číslo z = 2
z rovnice 4z + 1 = 9, strhněte 2 body. Rovněž tak strhněte 1 bod, chybí-li zkouška pro řešení z = 5 a je-li
přitom podmínka (4z + 1) | 63 odvozena pouze jako nutná (nikoliv postačující jako v našem řešení). Za
samotné odvození této podmínky udělte 4 body. Za pouhé sestavení podmínky (4z + 1) | (z3 + 1) nebo za
pouhé uhodnutí řešení z = 5 udělte dohromady nejvýše 1 bod.

2. Vnitřní úhly trojúhelníku ABC označme jako obvykle α, β, γ.

A B

C

S

X
Y

α β

90◦ − α 90◦ − β

Obr. 1

Podle věty o obvodovém a středovém úhlu v kružnici opsané trojúhelníku ASC platí
(obr. 1) | SXC| = 2α, tudíž úhel při základně SC rovnora&
menného trojúhelníku SCX má velikost | XSC| = 1

2(180
◦ −

− 2α) = 90◦ −α (využili jsme předpokladu, že α je ostrý úhel).
Analogicky se odvodí rovnost | Y SC| = 90◦−β. Protože úhly
při vrcholech A a C trojúhelníku ASC jsou ostré, je střed X
vnitřním bodem úhlu ASC; obdobně je střed Y vnitřním bodem
úhlu BSC. Proto lze vyjádřit velikost úhlu XSY jako součet
velikostí úhlů XSC a Y SC:

| XSY | = | XSC|+ | Y SC| = (90◦ − α) + (90◦ − β) = γ.

Označíme-li ještě ω = | ASC|, pak pro poloměry kružnic
opsaných trojúhelníkům ASC a BSC platí vzorce

|SX | = |AC|
2 sinω

a |SY | = |BC|
2 sin(180◦ − ω)

=
|BC|
2 sinω

,



které spolu s dříve určenou velikostí úhlu XSY vedou k následující závislosti mezi obsahy
SSXY a SABC trojúhelníků SXY a ABC:

SSXY =
|SX | · |SY | · sin | XSY |

2
=

|AC| · |BC| · sin γ

8 sin2 ω
=

SABC

4 sin2 ω
.

Odtud plyne nerovnost SSXY ! 1
4SABC , přičemž rovnost nastane, právě když sinω = 1,

neboli ω = 90◦. Obsah trojúhelníku SXY je proto nejmenší, právě když je bod S patou
výšky z vrcholu C ke straně AB. (Tato pata je vnitřním bodem strany AB díky podmínce,
že trojúhelník ABC je ostroúhlý.)

Jiné řešení. Středná XY obou opsaných kružnic protíná společnou tětivu CS v jejím
středu S0 a kolmé průměty X0, Y0 bodů X , Y na stranu AB jsou středy úseček AS, SB
(obr. 2). Je tedy |X0Y0| = 1

2 |AB| a pro obsah trojúhelníku SXY tudíž platí

SSXY =
1
2
|XY | · |S0S| ! 1

2
|X0Y0| · |S0S| =

=
1
2
· 1
2
|AB| · 1

2
|CS| ! 1

4
· 1
2
|AB| · |CC0| =

1
4
SABC ,

kde CC0 je výška trojúhelníku ABC. Rovnost v první z předchozích dvou nerovností
nastane, právě když XY ∥ AB, tj. právě když CS ⊥ AB, neboli S = C0. A právě tehdy
přejde v rovnost i druhá nerovnost.

A B

C

S

S0X
Y

X0 Y0C0

Obr. 2

A B

C

S

X
Y

α β

α
β

Obr. 3

Jiné řešení. Průsečíky C a S kružnic opsaných trojúhelníkům ASC a BSC jsou
souměrně sdružené podle přímky XY , takže pro velikost úhlu SXY platí (obr. 3)

| SXY | = 1
2
| SXC| = 1

2
· 2| BAC| = | BAC|,

obdobně | SY X | = | ABC|. Proto jsou trojúhelníky SXY a CAB podobné podle věty
uu, takže jejich obsahy SSXY a SABC jsou pomocí koeficientu podobnosti k = |XS| : |AC|
svázány rovností SSXY = k2SABC . Protože úsečka AC je tětivou kružnice o poloměru |XS|,
platí nerovnost |AC| " 2|XS|, neboli k ! 1

2 ; rovnost k = 1
2 přitom nastane, jen když je

strana AC průměrem kružnice opsané trojúhelníku ASC, což je ekvivalentní s podmínkou
CS ⊥ AB. Tím je dokázána nerovnost SSXY ! 1

4SABC i nalezena podmínka, kdy nastane
rovnost.
Za úplné řešení udělte 6 bodů. Za pouhé odvození podobnosti △ABC ∼ △XY S udělte 4 body, podobně
za důkaz rovnosti | XSY | = | ACB| udělte 2 body.



1. V oboru reálných čísel řešte soustavu rovnic

x2 − xy + y2 = 7,

x2y + xy2 = −2.

(J. Földes)

Řešení. Protože druhou rovnici můžeme upravit na tvar xy(x + y) = −2, upravme
podobně i první rovnici: (x+ y)2 − 3xy = 7. Pro čísla s = x+ y, p = xy tak dostáváme
ekvivalentní soustavu

s2 − 3p = 7,
sp = −2,

(1)

která po vyjádření p = −2/s (zřejmě nemůže být s = 0) z druhé rovnice vede na
kubickou rovnici s3 − 7s + 6 = 0. Ta má celočíselné kořeny s1 = 1, s2 = 2 a s3 = −3.
Nalezeným hodnotám s odpovídají tyto hodnoty součinu p = xy: p1 = −2, p2 = −1,
p3 = 2

3 . Čísla x, y tvoří dvojici kořenů kvadratické rovnice t2−st+p = 0, takže se jedná
o jednu z rovnic

t2 − t − 2 = 0, t2 − 2t − 1 = 0, t2 + 3t+
2
3
= 0.

Jejich řešením dostaneme (všech) šest řešení dané soustavy:

{x, y} = {−1, 2}, {x, y} =
{
1 +

√
2, 1−

√
2
}
, {x, y} =

{
−9 +

√
57

6
,
−9−

√
57

6

}
.

2. Uvnitř stran BC, CA, AB daného trojúhelníku ABC zvolíme po řadě body D, E,
F tak, aby se úsečky AD, BE, CF proťaly v jednom bodě, který označíme G. Pokud
lze čtyřúhelníkům AFGE, BDGF , CEGD vepsat kružnice, z nichž každé dvě mají
vnější dotyk, pak je trojúhelník ABC rovnostranný. Dokažte. (M. Tancer)

Řešení. Předpokládejme, že zmíněné čtyřúhelníky mají uvedenou vlastnost. Ze souměr)
nosti tečen z daného bodu k dané kružnici vyplývá, že strany trojúhelníku ABC jsou
rozděleny body D, E, F a body dotyku kružnic vepsaných uvažovaným čtyřúhelníkům
na úseky délek, jež označíme podle obr. 1. Jsou na něm rovněž vyznačeny body P , Q,
R vzájemného dotyku zmíněných kružnic. Naším cílem je dokázat rovnosti x = y = z
a a = b = c.

A B

C

DE

F

PQ

R

a

a

b

b

cc

x

x
x

y

y
y

zz
z

S1 S2

S3

G

Obr. 1
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Pro úseky tečen z bodu A ke kružnicím při straně BC platí rovnosti a + 2z =
= |AP | = a + 2y, odkud ihned plyne y = z; z důvodů symetrie tudíž skutečně platí
x = y = z. (Všude dále budeme psát x namísto y a z.) Všimněme si nyní trojúhelníků
AEG a AFG. Mají společnou stranu AG a shodné strany AF a AE (délky a+x). Také
jejich třetí strany EG a FG jsou shodné:

|EG| = |EQ|+ |QG| = x+ |RG| = |FR|+ |RG| = |FG|.

Proto △AEG ≃ △AFG podle věty sss, tudíž úhly BAD a CAD jsou shodné a polo)
přímka AD je osou úhlu BAC. Jak víme, osa úhlu trojúhelníku protíná protější stranu
v poměru délek přilehlých stran. V našem případě to znamená, že

a+ 2x+ b

a+ 2x+ c
=

b+ x

c+ x
.

Snadnou úpravou dostaneme rovnost (b − c)(a + x) = 0, ze které vidíme, že b = c.
Z důvodů symetrie tudíž platí a = b = c a celý důkaz je hotov.

Jiné řešení. Označme S1, S2, S3 středy vepsaných kružnic (obr. 1). Stejně jako
v předchozím řešení si nejprve všimneme, že platí x = y = z a že trojúhelníky AEG
a AFG jsou shodné. K tomu jsme využili rovnost |GQ| = |GR|, ze které plyne, že podle
věty sss jsou shodné i trojúhelníky S1QG a S1RG. Jelikož R ∈ S1S2 a Q ∈ S1S3,
ze souměrnosti podle osy AD nyní plyne, že přímky AB a S1S2 svírají stejný úhel
jako přímky AC a S1S3, a protože kolmé průměty úseček S1S2 a S1S3 na odpovídající
přímky AB, resp. AC jsou shodné (mají délku 2x), je |S1S2| = |S1S3|. Analogicky
|S1S2| = |S2S3|, takže trojúhelník S1S2S3 je rovnostranný. Odtud pro poloměry r1, r2
a r3 vepsaných kružnic plyne r1 + r2 = r2 + r3 = r3 + r1, neboli r1 = r2 = r3. Kružnice
jsou tedy shodné, takže je AB ∥ S1S2, BC ∥ S2S3 a CA ∥ S3S1 a trojúhelník ABC je
rovnostranný.

Poznámka. K dokončení předchozího důkazu můžeme úvahu o délkách úseček SiSj

nahradit úvahou o tzv. orientovaných úhlech mezi přímkami. Orientovaný úhel ⟨p, q⟩
přímek p, q (v tomto pořadí) je úhel, o který musíme v kladném směru otočit přímku q,
aby byla rovnoběžná s přímkou p. Přitom ⟨p, q⟩ = ⟨q, p⟩, právě když ⟨p, q⟩ je náso)
bek 90◦. Ze souměrnosti podle os AD, BE a CF tak postupně dostáváme ⟨S1S3, AC⟩ =
= ⟨AB, S1S2⟩ = ⟨S2S3, BC⟩ = ⟨AC, S1S3⟩. Protože obě odpovídající kružnice se středy
S1, S3 mají společnou tečnu AC a leží v téže polorovině určené přímkou AC, znamená
to, že S1S3 a AC jsou rovnoběžné.

3. Posloupnost (xn)∞n=1 s prvním členem x1 = 1 splňuje pro každé n > 1 podmínku

xn = ±(n − 1)xn−1 ± (n − 2)xn−2 ± . . .± 2x2 ± x1

s vhodnou volbou znamének „+* a „−*. Rozhodněte, zda je možné, aby nerovnost
xn ̸= 12 platila pouze pro konečně mnoho indexů n. (P. Černek)

Řešení. Pokud se nám podaří sestavit podle daného pravidla (k+3)-člennou posloup)
nost

x1 = 1, x2, x3, . . . , xk−1, xk = xk+1 = xk+2 = xk+3 = 12,

můžeme všechny následující členy xk+4, xk+5, xk+6, . . . definovat tak, aby se rovněž rov)
naly číslu 12. Skutečně, s ohledem na matematickou indukci stačí ukázat, jak s vytčeným
cílem vybrat znaménka v rovnosti určující člen xk+4. Položme

xk+4 = + 12(k + 3)− 12(k + 2)− 12(k + 1) + 12k ±
± (k − 1)xk−1 ± (k − 2)xk−2 ± . . . ± x1,

4



přitom znaménka v druhém řádku vybereme přesně taková, jaká byla v součtu určujícím
člen xk = 12. Pak se součet v druhém řádku rovná 12, takže vychází

xk+4 = 12(k + 3)− 12(k + 2)− 12(k + 1) + 12k + 12 = 12.

Vhodný příklad pro k = 8 vypadá takto: x1 = x2 = x3 = 1,

x4 = 3− 2 + 1 = 2,
x5 = 4 · 2− 3− 2 + 1 = 4,
x6 = 5 · 4− 4 · 2− 3− 2− 1 = 6,
x7 = 6 · 6− 5 · 4− 4 · 2 + 3− 2 + 1 = 10,
x8 = 7 · 10− 6 · 6− 5 · 4− 4 · 2 + 3 + 2 + 1 = 12,
x9 = 8 · 12− 7 · 10− 6 · 6 + 5 · 4 + 4 · 2− 3− 2− 1 = 12,

x10 = 9 · 12− 8 · 12− 7 · 10 + 6 · 6 + 5 · 4 + 4 · 2 + 3 + 2 + 1 = 12,
x11 = 10 · 12 + 9 · 12− 8 · 12− 7 · 10− 6 · 6− 5 · 4 + 4 · 2− 3 + 2− 1 = 12.

Dokázali jsme, že jedna z uvažovaných posloupností má pouze prvních sedm členů růz)
ných od čísla 12.

4. V rovině je dán tupý úhel AKS. Sestrojte trojúhelník ABC tak, aby jeho strana
BC ležela na přímce KS, bod S byl jejím středem a bod K jejím průsečíkem s osou
protilehlého úhlu BAC. (P. Leischner)

Řešení. Rozbor. Předpokládejme, že trojúhelník ABC má všechny požadované vlast)
nosti a označmeD průsečík kružnice k opsané trojúhelníku ABC s polopřímkou opačnou
k rameni KA daného úhlu AKS (obr. 2). Polopřímka AD půlí úhel BAC, proto jsou
úhly BAD a CAD shodné, tudíž jsou shodné i tětivy BD a CD kružnice k. Bod S je
proto středem základny BC rovnoramenného trojúhelníku BCD, takže úhel BSD je
pravý. To znamená, že bod D leží na přímce p, která prochází bodem S kolmo k da)
nému rameni KS. Střed O kružnice k leží jednak na přímce p (ose tětivy BC), jednak
na přímce o, která je osou tětivy AD.

A

B C

D

O

K
S

o

p

k

Obr. 2

Konstrukce. Pro daný úhel AKS nejprve proložíme bodem S přímku p kolmou
k rameniKS. Pak sestrojíme průsečík D přímky p s polopřímkou opačnou k rameniKA.
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Dále sestrojíme osu o úsečky AD a její průsečík s přímkou p označíme O. Konečně
sestrojíme kružnici k se středem O a poloměrem r = |OA| (= |OD|) a její průsečíky
s přímkou KS označíme B a C.
Důkaz konstrukce. Ukážeme, že sestrojený trojúhelník ABC má všechny požado)

vané vlastnosti. Z posledního kroku konstrukce plyne, že body B, C leží na přímce KS
a že bod S je středem úsečky BC. Protože na přímce p, ose úsečky BC, leží i bod D,
platí |BD| = |CD|, a proto | BAD| = | CAD| (neboť všechny body A, B, C, D
leží na kružnici k.) Polopřímka AD je tedy osou úhlu BAC a bod K je její průsečík
s úsečkou BC.
Diskuse. Vysvětlíme, proč pro daný tupý úhel AKS je hledaný trojúhelník ABC

jediný (nepřihlížíme-li k možnosti zaměnit označení vrcholů B a C). Protože je úhel
AKS tupý, bod D z naší konstrukce zřejmě existuje a přímky p a o jsou různoběžné,
takže i bod O je určen jednoznačně. Zbývá zdůvodnit, proč kružnice k protne přímkuKS
ve dvou bodech. Protože bod K je vnitřním bodem základny AD rovnoramenného
trojúhelníku ADO, platí |OK| < |OA| = |OD| = r, tudíž bod K leží ve vnitřní oblasti
kružnice k a přímka KS je nutně její sečnou.

5. Ukažte, že v číselné soustavě s libovolným základem z ! 3 existují dvojmístná čísla
A a B, která se liší jen pořadím svých číslic a mají tuto vlastnost: kvadratická
rovnice x2 − Ax + B = 0 má v oboru reálných čísel dvojnásobný kořen. Dokažte
rovněž, že pro daný základ z je taková dvojice A, B jediná. Například v desítkové
soustavě (z = 10) to jsou jedině čísla A = 18 a B = 81. (J. Šimša)

Řešení. Hledaná dvoumístná čísla A, B mají tvar A = az+b a B = bz+a, kde a, b jsou
jejich (nenulové !) číslice, takže a, b ∈ {1, 2, . . . , z−1}. Kvadratická rovnice z textu úlohy
má dvojnásobný kořen x0, právě když platí 2x0 = A a x20 = B. Z těchto rovností plyne,
že číslo x0 je kladné a celé. Vzhledem k nerovnosti x20 = B < z2 (B je totiž dvojmístné,
zatímco z2 je trojmístné) navíc platí x0 < z, odkud A = 2x0 < 2z, takže číslo A má
jako první číslici jedničku. Platí tedy a = 1 a z rovností 2x0 = z + b a x20 = bz + 1
vyloučením x0 dostaneme pro číslici b kvadratickou rovnici (b− z)2 = 4 s dvěma kořeny
b1 = z − 2 a b2 = z + 2. Za číslici b lze ovšem vzít pouze první z nich, takže nutně
b = z − 2.
Dokázali jsme, že čísla A, B musejí být tvaru A = z + (z − 2) = 2z − 2 a B =

= (z − 2)z + 1 = (z − 1)2; v soustavě o základě z tedy mají zápisy A = 1(z − 2)
a B = (z − 2)1. Provedeme ještě zkoušku: kvadratická rovnice x2−(2z−2)x+(z−1)2 = 0
má skutečně dvojnásobný kořen x0 = z − 1, neboť její levá strana je rovna (x− z+1)2.

Poznámka. Klíčovou rovnost a = 1 lze odvodit i bez úvahy o dvojnásobném ko)
řenu x0 zkoumané rovnice, když zapíšeme podmínku, že její diskriminant A2 − 4B je
roven nule:

0 = A2 − 4B = (az + b)2 − 4(bz + a) = b2 + 2z(a − 2)b+ a(az2 − 4).

Poslední výraz může mít nulovou hodnotu, jen když je činitel a−2 záporný, neboť b ! 1,
a ! 1, z ! 3 a az2 − 4 ! 32 − 4 = 5. Z nerovnosti a − 2 < 0 již ovšem plyne a = 1. Pro
takové a dostáváme rovnici 0 = b2 − 2zb + (z2 − 4) a závěr je stejný jako v uvedeném
řešení.
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52. ročník matematické olympiády

Úlohy školní – klauzurní části I. kola kategorie A

1. Řekneme, že tři navzájem různá přirozená čísla tvoří součtovou trojici, je-li součet
prvních dvou z nich roven číslu třetímu. Určete, jaký největší počet součtových trojic
se může nacházet v množině dvaceti přirozených čísel.

2. V rovině jsou dány kružnice k1(S1, r1) a k2(S2, r2) tak, že S2 ∈ k1 a r1 > r2. Společné
tečny obou kružnic se dotýkají kružnice k1 v bodech P a Q. Dokažte, že přímka PQ
se dotýká kružnice k2.

3. Zjistěte, pro které reálné číslo p mají rovnice

x3 + x2 − 36x − p = 0,

x3 − 2x2 − px+ 2p = 0

společný kořen.

Školní – klauzurní část I. kola kategorie A se koná

v úterý 3. prosince 2002

tak, aby začala dopoledne a aby soutěžící měli na řešení úloh
4 hodiny čistého času. Za každou úlohu může soutěžící získat
6 bodů, úspěšným řešitelem je ten žák, který získá 10 bodů
nebo více. Tyto údaje se žákům sdělí před zahájením soutěže.



52. ročník matematické olympiády Řešení úloh školní části I. kola kategorie A

1. Pro libovolně vybraných dvacet přirozených čísel

x1 < x2 < . . . < x20

odhadneme, kolik mezi nimi může být součtových trojic, tedy trojic {xi, xj, xk} splňujících
podmínky 1 ! i < j < k ! 20 a xi + xj = xk, a to nejprve při pevném indexu k ∈
∈ {3, 4, . . . , 20}. Nechť jsou to trojice {xi1 , xj1 , xk}, {xi2 , xj2 , xk}, . . . , {xip , xjp , xk}. Pak
čísla

xi1 , xj1 , xi2 , xj2 , . . . , xip , xjp

jsou navzájem různá a všechna leží v množině {x1, x2, . . . , xk−1}, takže pro jejich počet 2p
platí odhad 2p ! k− 1, odkud p ! [ 12 (k− 1)] (kde [a] značí celou část čísla a). Proto počet
všech součtových trojic nemůže být číslo větší než součet

20∑

k=3

[
k − 1
2

]
= 1 + 1 + 2 + 2 + 3 + 3 + . . .+ 9 + 9 = 90.

Příklad množiny M = {1, 2, . . . , 20} ukazuje, že počet 90 součtových trojic je dosažitelný,
neboť při každém k ∈ {3, 4, . . . , 20} můžeme za číslo i vybrat libovolné číslo z množiny
{1, 2, . . . , [ 12 (k − 1)]}; odpovídající celé číslo j = k − i pak skutečně splňuje nerovnosti
i < j < k, takže {i, j, k} je součtová trojice ležící v M.
Za úplné řešení udělte 6 bodů. Pokud řešitel uvede příklad vhodné množiny 20 čísel a vysvětlí, proč obsahuje
90 součtových trojic, nezdůvodní však, že větší počet možný není (nestačí napsat, že je to zřejmé!), udělte
3 body.

2. Ze souměrnosti společných tečen plyne, že body dotyku P a Q jsou souměrně sdru,
žené podle přímky S1S2, takže platí PQ ⊥ S1S2. Přímka PQ proto bude tečnou ke kružnici
k2, když ukážeme, že průsečík K přímek PQ a S1S2 leží na kružnici k2 (obr. 1). Označme
ještě O průsečík obou tečen s přímkou S1S2 a R bod dotyku tečny PO s kružnicí k2.

O
S1 S2

P
R

K

Q

r1 r2

k1

k2

Obr. 1

Z podobných pravoúhlých trojúhelníků S1OP a S2OR plyne úměra

r1
r2
=

|S1P |
|S2R|

=
|S1O|
|S2O|

=
|S1O|

|S1O|− r1
, odkud |S1O| = r21

r1 − r2
.

Z Eukleidovy věty o odvěsně S1P trojúhelníku S1OP proto vyplývá, že

r21 = |S1P |2 = |S1K| · |S1O| = |S1K| · r21
r1 − r2

,



tudíž |S1K| = r1 − r2, a proto |S2K| = |S1S2|− |S1K| = r1 − (r1 − r2) = r2. To znamená,
že bod K skutečně leží na kružnici k2 a důkaz tvrzení je hotov.

Jiné řešení. Označme L průsečík kružnice k2 s úsečkou S1S2, M patu kolmice spuš,
těné z bodu S2 na úsečku S1P a R bod dotyku kružnice k2 s tou společnou tečnou, která
prochází bodem P (obr. 2). Protože S2RPM je pravoúhelník, platí |MP | = |S2R| = r2,

M

S1 S2

P
R

L

Q

k1

k2

Obr. 2

a proto |S1M | = |S1P | − |MP | = r1 − r2. Stejnou délku r1 − r2 má rovněž úsečka S1L,
neboť r1 = |S1S2| a r2 = |S2L|. Trojúhelníky S1MS2 a S1LP mají tudíž shodné úhly při
vrcholu S1 i přilehlé strany, jsou proto shodné podle věty sus. Platí tedy nejen S1M ⊥ S2M ,
ale také S1L ⊥ PL. Bod L ale leží na kružnici k2, takže přímka PL je její tečnou, která
s ohledem na souměrnost prochází rovněž bodem Q. Důkaz je ukončen.

Jiné řešení. Označme O průsečík obou tečen, K patu kolmice z bodu P na OS1
(vzhledem k souměrnosti obou tečen podle spojnice S1S2 je to průsečík PQ sOS1) a R patu
kolmice z bodu S2 na OP (obr. 3). Protože |S1P | = |S1S2| = r1, je |<)S1PS2| = |<)S1S2P |,

O
S1 S2

P
R

K

Q

Obr. 3

proto

|<)S2PK| = 90◦ − |<)S1S2P | =
= 90◦ − |<)S1PS2| = |<)S2PR|,

takže pravoúhlé trojúhelníky KS2P a RS2P se shodují v přeponě S2P a přilehlém úhlu
u vrcholu P . Je tudíž |S2K| = |S2R| a kružnice se středem S2 a poloměrem r2 = |S2R| se
dotýká spojnice PQ v bodě K.

Za úplné řešení je 6 bodů.



z rovnice 15 = |2s − 15| plyne s = 0 nebo s = 15. S ohledem na podmínku s ̸= t
tak dostáváme dvě řešení (t, s) = (5, 10) a (t, s) = (15, 0). Těmto řešením pak
odpovídají po řadě dvě kvadratické rovnice (x − 5)(x − 10) = x2 − 15x + 50 = 0
a (x − 15)x = x2 − 15x = 0.
Závěr : Dané úloze vyhovuje šest dvojic (p, q) reálných čísel, a to dvojice (−10, 25),

(−30, 225), (−20, 75), (−12, 27), (−15, 50) a (−15, 0).

Návodná úloha:
V oboru reálných čísel řešte soustavu rovnic y = |x − 3|, x = 3|y − 1|. Výsledek algebraického
postupu ověřte geometricky. [Soustava má tři řešení: (x, y) = (3, 0), (x, y) = (6, 3) a (x, y) =
= ( 32 ,

3
2 ).]

2. V rovině daného čtverce KLMN určete množinu všech bodů P , pro něž jsou úhly
NPK, KPL a LPM shodné.

Řešení. Označme P hledanou množinu bodů a S střed čtverce KLMN . Zřejmě
S ∈ P (obr. 2).
Dále určíme všechny hledané body P (P ̸= S), které leží uvnitř pásu omezeného

rovnoběžkami KN a LM . Ukážeme, že každý takový bod P leží v polorovině opačné
k poloroviněMNK. Pro každý bod P uvažovaného pásu, který leží v polorovině opačné
k polorovině KLM , platí totiž | KPL| > | KPN |, neboť polopřímka PN leží v úhlu
KPL. Podobně zjistíme, že žádný bod čtverce KLMN (s výjimkou jeho středu S) nemá
danou vlastnost.

K L

MN

S

P

Obr. 2

Leží-li tedy hledaný bod P ve vyšrafované oblasti na obr. 2, jsou přímky PK a PL
podle zadání osami úhlů NPL a KPM . Proto v trojúhelníku LPN osa PK úhlu NPL
protíná kružnici opsanou tomuto trojúhelníku (kromě bodu P ) v bodě ležícím na ose
strany NL. Tímto bodem je ovšem vrchol K čtverce KLMN . Body P , N , K, L tedy
leží na téže kružnici, kterou je kružnice opsaná čtverci KLMN . (Analogický výsledek
obdržíme, uvažujeme-li osu PL úhlu KPM .) Bod P proto leží na kratším oblouku
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l =øMN kružnice opsané čtverci KLMN . Naopak pro každý bod P ∈ l platí podle věty
o obvodových úhlech (pro shodné tětivy NK, KL, LM)

| NPK| = | KPL| = | LPM | = 45◦.
Tím je hledání bodů P v pásu mezi rovnoběžkami KM a LM ukončeno.
Dále snadno nahlédneme, že libovolný vnitřní bod P každé z polopřímek opačných

k polopřímkám KM , LN , MK, NL má danou vlastnost. Ukážeme, že žádný další bod
roviny čtverce KLMN uvedenou vlastnost nemá. Stačí se přitom díky symetrii omezit
na jednu z polorovin vyťatých osou o stranyKL daného čtverce. Protože jsme již vyšetřili
celý pás omezený rovnoběžkami KN a LM , lze (bez újmy na obecnosti) zkoumat jen
body poloroviny opačné k polorovině LMN . Přímky KL, MN , LM , KM a LN dělí
tuto polorovinu na pět částí (obr. 3), přitom žádný bod přímek KL, LM a MN danou
vlastnost očividně nemá.
Ukážeme, že žádný vnitřní bod každé z oblastí I–V roviny čtverce KLMN není

prvkem množiny P. Jestliže P je vnitřním bodem oblasti I, evidentně platí | KPL| >
> | LPM | (obr. 3). Je-li P vnitřním bodem libovolné z oblastí II nebo III, platí naopak
| KPL| < | LPN |. Pro libovolný vnitřní bod oblasti IV zase platí | NPK| >
> | KPL| a pro libovolný vnitřní bod P oblasti V platí naopak | NPK| < | KPL|.
Ve všech pěti uvažovaných případech jsme se však vždy dostali do rozporu s podmínkami
úlohy.
Tím jsme prozkoumali všechny body roviny čtverce KLMN .

K L

M

S

N

P

P

o

I

II

III

IV

V

Obr. 3

K L

MN

S

l

Obr. 4

Závěr.Hledaná množina bodů P se skládá ze všech vnitřních bodů kratšího oblouku
MN kružnice opsané danému čtverci KLMN , ze všech vnitřních bodů polopřímek
opačných k polopřímkám KM , LN , MK a NL a ze středu S daného čtverce (obr. 4).
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Návodná úloha:
V rovině daného pravoúhlého rovnoramenného trojúhelníku ABC s přeponou AB určete množinu
všech bodů P , pro něž jsou úhly APC a BPC shodné. [Pro každé α ∈ (0◦, 180◦) nakreslete dvojice
oblouků, z nichž jsou úsečky AC a BC vidět pod úhlem α, a zjistěte, jakou množinu vyplní jejich
průsečíky. Zvláštní pozornost věnujte hodnotě α = 45◦.]

Poznámka.Dvojím užitím výsledku návodné úlohy (△ABC = △KML a△ABC =
= △LNK) obdržíte jiné řešení dané úlohy.

3. Pro libovolné přirozené číslo n sestavme z písmen A, B všechna možná „slova'
délky n. Rozdělme je do dvou skupin Sn a Ln podle toho, zda je v daném slově
sudý, resp. lichý počet „slabik' BA (za sudý považujeme i počet 0). Například
slova BABBBBA a AAAAAAB patří obě do skupiny S7, slova AABBABB
a BABAABA patří obě do skupiny L7. Určete, pro která n mají skupiny Sn a Ln

stejný počet prvků.

Řešení. Skupinu Sn rozdělme na dvě části (SA)n a (SB)n podle toho, zda slovo
skupiny Sn končí písmenem A, resp. B. Skupinu Ln rozdělme analogicky na dvě části
(LA)n a (LB)n podle toho, zda slovo skupiny Ln končí písmenem A, resp. B. Označme
dále sn, ln, (sA)n, (sB)n, (lA)n, (lB)n po řadě počty prvků skupin Sn, Ln, (SA)n,
(SB)n, (LA)n, (LB)n. Pro každé přirozené číslo n pak podle našeho rozdělení platí

sn = (sA)n + (sB)n,

ln = (lA)n + (lB)n.
(1)

Každé slovo ze skupiny (SA)n+1 vznikne tak, že připíšeme písmeno A buď na konec
slova ze skupiny (SA)n, nebo na konec slova ze skupiny (LB)n. Platí proto

(sA)n+1 = (sA)n + (lB)n.

Analogicky platí rovněž vztahy

(sB)n+1 = (sA)n + (sB)n,

(lA)n+1 = (sB)n + (lA)n,

(lB)n+1 = (lA)n + (lB)n.

(2)

Pro n = 1 mají skupiny následující tvar

(SA)1 = {A}, (SB)1 = {B}, (LA)1 = ∅, (LB)1 = ∅,

a tedy (sA)1 = (sB)1 = 1 a (lA)1 = (lB)1 = 0.
Předpokládejme, že pro určité přirozené číslo k obsahují skupiny (SA)k a (SB)k

stejný počet prvků, který označíme p, a zároveň skupiny (LA)k a (LB)k mají stejný
počet prvků, který označíme q. Navíc předpokládejme, že platí p ̸= q, jak je tomu
v případě k = 1, kdy p = 1 a q = 0. Do následující tabulky zapišme počty prvků ve
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Protože
F (n+ 1) = F (n) +

√
(n+ 1)2 + 1,

platí podle indukčního předpokladu (2) a definice p1

F (n+ 1) ! 1
2
n
(
n+ 2

√
2− 1

)
+

√
(n+ 1)2 + 1. (3)

Nyní dokážeme nerovnost

1
2
n
(
n+ 2

√
2− 1

)
+

√
(n+ 1)2 + 1 ! 1

2
(n+ 1)

(
n+ 1 + 2

√
2− 1

)
. (4)

Její úpravou dostaneme nerovnost s ní ekvivalentní
√
(n+ 1)2 + 1 ! n+

√
2,

o jejíž platnosti se snadno přesvědčíme po umocnění obou stran na druhou:

(
n+

√
2
)2
= n2 + 2

√
2n+ 2 > n2 + 2n+ 2 = (n+ 1)2 + 1.

Podle (3) a (4) platí

F (n+ 1) ! 1
2
(n+ 1)

(
n+ 1 + 2

√
2− 1

)
=
1
2
(n+ 1)(n+ 1 + p1),

což je nerovnost (1) pro hodnotu n+ 1.
Závěr. Hledaným reálným číslem je číslo p = 2

√
2− 1.

Návodná úloha:
Určete nejmenší reálné číslo p takové, že nerovnost

1 +
1
2
+
1
3
+
1
4
+ . . .+

1
2n − 1

! p · n

platí pro každé přirozené číslo n. [p = 1. Pro n = 1 dostaneme p " 1; vlastnost čísla p = 1 dokážeme
matematickou indukcí, při které součet „nových( zlomků 1/(2n + k), k ∈ {0, 1, . . . , 2n − 1},
odhadneme shora 2n-násobkem největšího z nich.]

5. Nechť ABCD je tětivový čtyřúhelník, jehož vnitřní úhel při vrcholu B má veli-
kost 60◦.
a) Jestliže |BC| = |CD|, pak platí |CD|+ |DA| = |AB|. Dokažte.
b) Rozhodněte, zda platí opačná implikace.

Řešení. Nejprve zvažme, jak může takový tětivový čtyřúhelník ABCD s šede+
sátistupňovým úhlem při vrcholu B a se shodnými stranami BC a CD vypadat.
Označme k kružnici, jež je čtyřúhelníku ABCD opsána. Protože | ABC| = 60◦, je
už určena velikost úhlopříčky AC, která je tětivou odpovídající obvodovému úhlu 60◦.
Vrchol D pak musí být vnitřním bodem kratšího oblouku AC kružnice k (v polorovině
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opačné k ACB) a vrchol B je obrazem bodu D v souměrnosti podle přímky SC (obr. 5),
kde S je střed kružnice k.

S

A

B

C

D
X

k

Obr. 5

Protože dle předpokladu |BC| = |CD|, jsou obvodové úhly BAC a CAD příslušné
shodným tětivám shodné. Vidíme tedy, že polopřímky AD a AB jsou souměrně sdruženy
dle osy AC. Označme X obraz bodu D v této souměrnosti (obr. 5). Bod X zřejmě leží
uvnitř strany AB (obraz kratšího oblouku AC leží celý ve vnitřní oblasti kružnice k), a
protože |CX | = |CD| = |BC|, je trojúhelník XBC rovnoramenný. Trojúhelník XBC je
dokonce rovnostranný, protože velikost jeho úhlu při vrcholu B je 60◦. Je proto |BX | =
= |BC| = |CD|. Ze souměrnosti navíc plyne |DA| = |XA|, takže |CD|+ |DA| = |BX |+
+ |XA| = |AB|, což je požadovaná rovnost.
b) Snadno nahlédneme, že opačná implikace neplatí. Stačí vzít takový čtyřúhelník

ABCD, který splňuje předpoklady úlohy, a zároveň v něm platí |CD| ̸= |DA| (takový
určitě existuje, jak jsme naznačili hned v úvodu řešení). Prohodíme-li nyní strany CD
a DA, tj. nahradíme-li vrchol D vrcholem D′ souměrně sdruženým s vrcholem D podle
osy úhlopříčky AC (obr. 6), dostaneme tětivový čtyřúhelník ABCD′ s šedesátistupňo+
vým úhlem při vrcholu B, který bude i nadále splňovat rovnost |CD′|+ |D′A| = |DA|+
+ |CD| = |AB|, ale bude v něm platit |BC| = |CD| = |D′A| ̸= |D′C|.

A

B

C

D

D′

Obr. 6
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Jiné řešení. Naučíme se sinovou větu v následujícím tvaru, který plyne z věty
o obvodových úhlech: Je-li R poloměr kružnice opsané trojúhelníku ABC, je sinα =
= 1

2a/R, kde a = |BC|. (Doplníme-li cyklicky další dvě rovnosti, dostaneme odtud
snadno běžné znění sinové věty ze školních učebnic.)
Označíme-li nyní ϕ obvodový úhel příslušný shodným tětivám BC a CD (0◦ <

< ϕ < 60◦), snadno zjistíme, že tětivě DA přísluší obvodový úhel 60◦ − ϕ a tětivě AB
obvodový úhel 120◦−ϕ (obr. 7). Dokazovaná rovnost je pak dle sinové věty ekvivalentní
rovnosti

sinϕ+ sin(60◦ − ϕ) = sin(120◦ − ϕ).

Protože sin(120◦ −ϕ) = sin(60◦ +ϕ), je uvedená rovnost (po jednoduché úpravě) ekvi+
valentní rovnosti

sinϕ = 2 cos 60◦ sinϕ,

která triviálně platí.

A

B

C

D
ϕ

ϕ

ϕ
120◦−ϕ

60◦ −ϕ

Obr. 7

Stejně jako v předchozím řešení si uvědomíme, že rovnost |CD| + |DA| = |AB|
zůstane zachována, i když v daném čtyřúhelníku vyměníme obě strany CD a DA. Nový
čtyřúhelník zůstane tětivový, velikost jeho vnitřního úhlu při vrcholu B se nezmění, ale
místo rovnosti |BC| = |CD| bude splněna rovnost |BC| = |DA|.
Jiné řešení. Označme délky stran čtyřúhelníku ABCD, který splňuje podmínky

úlohy, obvyklým způsobem a, b, c, d. Protože vnitřní úhly při vrcholech B a D nají
velikost 60◦, resp. 120◦, z kosinové věty pro trojúhelníky ABC a CDA plyne dvojím
vyjádřením hodnoty |AC|2 rovnost

a2 + b2 − ab = c2 + d2 + cd. (6)

a) Jestliže b = c, lze z rovnosti (6) postupně odvodit:

a2 + c2 − ac = c2 + d2 + cd,

a2 − d2 = ac+ cd,

(a − d)(a+ d) = c(a+ d),

a − d = c.

Rovnost a = c+ d, kterou jsme měli dokázat, tedy platí.
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b) Jestliže platí a = c+ d, dostaneme po dosazení za a do rovnosti (6)

(c+ d)2 + b2 − (c+ d)b = c2 + d2 + cd.

Odtud po úpravě obdržíme vztah (b − c)(b − d) = 0, z něhož plyne, že platí b = c nebo
b = d. Opačná implikace tedy obecně neplatí.

Návodné úlohy:
1. Dokažte, že pro libovolný bod K kratšího oblouku AB kružnice opsané rovnostrannému
trojúhelníku ABC platí rovnost |AK| + |BK| = |CK|. [První řešení: Na úsečce CK
zvolte bod X tak, aby |KX| = |AK|, a rovnost |CX| = |BK| odvoďte ze shodnosti
△AKB ∼= △AXC. Druhé řešení: Zapište kosinové věty pro trojúhelníky ABK a ACK
s úhly 120◦, resp. 60◦ u vrcholu K; získané rovnosti pak odečtěte a upravte.]

2. Pro obsah S libovolného čtyřúhelníku se stranami a, b, c, d platí jednak 12S ! ab+ cd,
jednak 12S ! ac + bd. Dokažte a zjistěte, kdy nastane rovnost. [První odhad plyne
z rovnosti 12S = ab sinβ + cd sin δ, druhý plyne snadno z prvního, uvědomíme-li si, že
„prohozením( dvou sousedních stran se obsah čtyřúhelníku nezmění.]

6. V oboru reálných čísel řešte soustavu rovnic

x2 =
1
y
+
1
z
, y2 =

1
z
+
1
x

, z2 =
1
x
+
1
y
.

Řešení. Jsou-li čísla x, y, z řešením dané soustavy, zřejmě platí xyz ̸= 0. Vyná+
sobme proto jednotlivé rovnice činiteli yz, zx resp. xy a v oboru nenulových reálných
čísel řešme ekvivalentní soustavu rovnic

x2yz = y + z, xy2z = x+ z, xyz2 = x+ y. (1)

Součtem levých a pravých stran této soustavy rovnic získáme po úpravě rovnici

(xyz − 2)(x+ y + z) = 0.

Odtud vidíme, že platí xyz = 2 nebo x+ y + z = 0.
• Nechť xyz = 2. Po dosazení za součin xyz v soustavě (1) dostaneme

2x = y + z, 2y = x+ z, 2z = x+ y,

což je ekvivalentní se soustavou

3x = x+ y + z, 3y = x+ y + z, 3z = x+ y + z.

Odtud plyne x = y = z. S ohledem na podmínku xyz = 2 dostaneme x = y = z =
= 3

√
2. Zkouškou ověříme, že trojice

(
3
√
2, 3

√
2, 3

√
2
)
je skutečně řešení soustavy (1),

a tedy i původní soustavy rovnic.
• Nechť x+y+z = 0. Z první rovnice soustavy (1) plyne x2yz = −x, odkud s ohledem
na podmínku x ̸= 0 dostaneme xyz = −1. Ověřme, že každá trojice nenulových
reálných čísel (x, y, z) splňující soustavu dvou rovnic

x+ y + z = 0, xyz = −1 (2)
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53. ročník matematické olympiády

Úlohy II. kola kategorie A

1. Určete počet všech pětimístných palindromů, které jsou dělitelné číslem 37. (Palin&
dromem nazýváme číslo, jehož zápis v desítkové soustavě se čte zepředu stejně jako
zezadu.)

2. Pro libovolné přirozené číslo n sestavme z písmen A aB všechna možná „slova) délky n
a označme pn počet těch z nich, která neobsahují ani trojici AAA po sobě jdoucích
písmen A, ani dvojici BB po sobě jdoucích písmen B. Určete, pro která přirozená
čísla n platí, že obě čísla pn a pn+1 jsou sudá.

3. Nechť K je libovolný vnitřní bod strany AB daného trojúhelníku ABC. Přímka CK
protíná kružnici opsanou trojúhelníku ABC v bodě L (L ̸= C). Označme k1 kružnici
opsanou trojúhelníku AKL a k2 kružnici opsanou trojúhelníku BKL.
a) Dokažte, že přímka AC je tečna kružnice k1, právě když přímka BC je tečna
kružnice k2.

b) Předpokládejme, že přímka AC je sečna kružnice k1. Nechť P (P ̸= A) je průsečík
přímky AC s kružnicí k1 a Q (Q ̸= B) průsečík přímky BC s kružnicí k2. Dokažte,
že bod K leží na úsečce PQ.

4. Nechť K, L, M jsou po řadě průsečíky os vnitřních úhlů α, β, γ při vrcholech A, B,
C daného trojúhelníku ABC s protějšími stranami BC, CA, AB. Dokažte, že platí
nerovnost

|BC|
|AK|

cos
α

2
+

|CA|
|BL|

cos
β

2
+

|AB|
|CM |

cos
γ

2
! 3.

II. kolo kategorie A se koná

v úterý 13. ledna 2004

tak, aby začalo dopoledne a aby soutěžící měli na řešení úloh
4 hodiny čistého času. Za každou úlohu může soutěžící získat
6 bodů, úspěšným řešitelem je ten žák, který získá 10 bodů
nebo více. Tyto údaje se žákům sdělí před zahájením soutěže.



Protože nás zajímá pouze parita přirozeného čísla pn a výrazů, pomocí kterých ho po&
čítáme, můžeme na základě uvedených rovností sestavit tabulku ze symbolů S a L, jimž
odpovídají sudá resp. lichá čísla. Dostaneme

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 . . .
(aa)n L L L S S L S L . . .
(ba)n L L S S L S L L . . .
(ab)n L S S L S L L L . . .

an L S S L S L L L S . . .
bn L L S S L S L L L . . .
pn S L S L L L S S L . . .

Tato tabulka je nutně periodická, protože existuje jen osm různých uspořádaných trojic
písmen S a L, takže nejdéle po osmi sloupcích se vzhledem k dokázané rekurenci začnou
hodnoty posloupností ((aa)n), ((ba)n), ((ab)n) opakovat. Hodnoty posloupností (an), (bn),
(pn) jsou z nich odvozeny, takže se začnou opakovat rovněž. Z tabulky vidíme, že její
perioda je 7 (první dva shodné sloupce jsou pro n = 2 a n = 9). A protože v příslušném
úseku tabulky je dvojice sousedních sudých čísel p7, p8 jediná, jsou obě čísla pn a pn+1

sudá, právě když je číslo n dělitelné sedmi.

Poznámka 1. Z výše uvedených vztahůmůžeme odvodit rekurentní rovnice pro čísla an

a bn. Pro všechna přirozená čísla n ! 4 platí

an = (aa)n + (ba)n = (ba)n−1 + (ab)n−1 = (ab)n−2 + (ab)n−1 = bn−2 + bn−1,

bn = (ab)n = (aa)n−1 + (ba)n−1 = an−1.

Tyto rovnice také můžeme odvodit následující úvahou. Vyhovující slovo končící pís&
menem A má koncovku BA nebo BAA, počet slov prvního typu je bn−1, slov druhého
typu je bn−2. Vyhovující slovo končící písmenem B má nutně koncovku AB a těchto slov
je an−1.

Poznámka 2. Ze vztahů uvedených v poznámce 1 se dá odvodit rekurentní rovnice
přímo pro čísla pn. Pro každé n ! 4 totiž platí

an = bn−1 + bn−2 = an−2 + an−3,

bn = an−1 = bn−2 + bn−3.

Vzhledem k tomu, že pn = an + bn, dostaneme sečtením těchto vztahů rovnici

pn = pn−2 + pn−3,

kterou můžeme odvodit i takto: Každé vyhovující slovo délky n má právě jednu z koncovek
ABAA, ABA, BAB, BAAB, přitom koncovky ABA a BAB má právě pn−2 slov, zatímco
koncovky ABAA a BAAB má právě pn−3 slov.

Za úplné řešení je 6 bodů. Za jakýkoli úplný systém rovnic, který umožňuje rekurentní výpočet čísel pn,
udělte 4 body.



3. a) V tětivovém čtyřúhelníku ALBC platí α = | BAC| = | BLC| a β =
= | ABC| = | ALC| (obr. 1). Z rovnosti obvodového a příslušného úsekového úhlu pro
tětivu AK v kružnici k1 vyplývá, že přímka AC je tečnou ke kružnici k1, právě když platí
| CAK| = | ALK|, tj. právě když α = β. Z analogických důvodů je přímka BC tečnou
ke kružnici k2, právě když β = α. Přímka AC je proto tečnou ke kružnici k1, právě když
přímka BC je tečnou ke kružnici k2, což jsme chtěli dokázat.

A
B

C

L

K

k1

k2

P

Q

Obr. 1

b) Podle části a) víme, že platí α = | BAC| = | BLK| a β = | ABC| = | ALK|.
Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že platí α < β. Tečna v bodě A ke kružnici k1
svírá s tětivou AK úsekový úhel β > α, proto leží bod P na polopřímce AC, zatímco bod Q
leží analogicky na polopřímce opačné k BC. Z tětivových čtyřúhelníků ALKP a BQLK
plynou rovnosti | KPC| = β a | BQK| = α (obr. 1). Trojúhelníky APK a QBK se proto
shodují ve dvou úhlech (u vrcholů A, Q a P , B). Shodují se tedy i v úhlu při společném
vrcholu K:

| AKP | = | BKQ| (= β − α).

Odtud plyne, že body P , K, Q leží na téže přímce. Tím je tvrzení části b) dokázáno.

Poznámka. Dokázali jsme vlastně následující tvrzení: Je-li trojúhelník ABC rovno&
ramenný s rameny AC, BC, dotýkají se obě ramena odpovídajících kružnic k1 a k2 ve
vrcholech A a B, a není-li rovnoramenný, protínají jeho strany AC a BC odpovídající
kružnice k1 a k2 v dalších bodech P a Q (P ̸= A, Q ̸= B), přičemž jejich spojnice PQ
prochází daným bodem K.

Za úplné řešení udělte 6 bodů, z toho za část a) nejvýše 2 body a za část b) nejvýše 4 body.



4. Užitím sinové věty v trojúhelnících BKA a CKA dostaneme

|BK|
|AK| =

sin α
2

sinβ
a

|CK|
|AK| =

sin α
2

sin γ
.

Sečtením obou předešlých rovností vyjde

|BC|
|AK|

=
|BK|
|AK|

+
|CK|
|AK|

= sin
α

2

(
1
sinβ

+
1
sin γ

)
.

Vynásobíme-li obě strany poslední rovnosti výrazem 2 cos α
2 , obdržíme po úpravě

2
|BC|
|AK| cos

α

2
= sinα

(
1
sinβ

+
1
sin γ

)
. (1)

Cyklickou záměnou získáme další dvě analogické rovnosti

2
|CA|
|BL| cos

β

2
= sinβ

(
1
sin γ

+
1
sinα

)
, (2)

2
|AB|
|CM | cos

γ

2
= sin γ

(
1
sinα

+
1
sinβ

)
. (3)

Sečtením rovností (1), (2) a (3) dostaneme po dělení dvěma rovnost

|BC|
|AK| cos

α

2
+

|CA|
|BL| cos

β

2
+

|AB|
|CM | cos

γ

2
=

1
2

(
sinα

sin β
+
sinβ

sinα

)
+
1
2

(
sinβ

sin γ
+
sin γ

sinβ

)
+
1
2

(
sin γ

sinα
+
sinα

sin γ

)
.

Vzhledem k tomu, že sinα, sinβ, sin γ jsou kladná čísla, můžeme každý ze tří výrazů
v závorkách na pravé straně poslední rovnosti odhadnout zdola číslem dvě (využíváme
známou nerovnost a/b + b/a ! 2, která je pro libovolná kladná čísla a, b ekvivalentní se
zřejmou nerovností (a−b)2 ! 0). Odtud plyne požadovaná nerovnost. Tím je důkaz hotov.
Za úplné řešení je 6 bodů. Pokud řešitel dospěje ke vhodnému vyjádření hodnoty výrazu na levé straně,
ale nedokáže jeho dolní odhad, udělte nejvýše 3 body. Nerovnost a/b + b/a ! 2 lze považovat za natolik
známou, že může být použita bez důkazu.



Sečtením vztahů (4) a (5) dostaneme dle (1)

pn = pn−2 + 2pn−3 + 2pn−4 + pn−5.

Proto pro libovolné přirozené číslo n ! 6 platí

pn − pn−2 − pn−5
pn−3 + pn−4

= 2,

tudíž zadaný zlomek má hodnotu 2 i pro n = 2004.

3. V rovině je dána kružnice k a 121 jejích sečen p1, p2, . . . , p121. Uvnitř této kružnice
je na každé přímce pi dán bod Ai. Dokažte, že na kružnici k existuje bod X takový,
že úsečka AiX svírá s přímkou pi úhel menší než 21◦ pro nejméně 29 různých
indexů i. (J. Šimša)

Řešení. Pro libovolné i, 1 " i " 121, označme i množinu všech bodů X kružnice k,
pro něž úsečka AiX svírá s odpovídající přímkou pi úhel velikosti menší než ε = 21◦.
Množina i je zřejmě tvořena dvěma oblouky XiYi a UiVi (obr. 1). Oběma uvažovaným
obloukům kružnice k odpovídá dvojice středových úhlů XiSYi a UiSVi, kde S je střed
dané kružnice k. Ukážeme, že pro každé i ∈ {1, 2, . . . , 121} platí | XiSYi|+ | UiSVi| =
= 4ε = 84◦.

Ai
Xi

Yi
Ui

Vi

S

piε
ε

Obr. 1

V trojúhelníku AiYiUi je součet velikostí vnitřních úhlů při vrcholech Yi a Ui roven
velikosti vedlejšího úhlu při vrcholu Ai, tj. 2ε. Avšak součet obou uvažovaných vnitřních
úhlů v trojúhelníku AiYiUi je roven součtu obvodových úhlů odpovídajících obloukům
XiYi a UiVi. Ze vztahu mezi obvodovým a středovým úhlem dostáváme

| XiSYi|+ | UiSVi| = 2 · 2ε = 4ε = 84◦.

Celkově tak 121 uvažovaným tětivám pi a jejich bodům Ai odpovídá 121 dvojic oblouků
XiYi a UiVi kružnice k s celkovou obloukovou délkou 121 · 84◦ = 10 164◦. Pokud každý
bod X kružnice k náleží nejvýše 28 množinám i, musí být uvedený součet všech
obloukových délek nejvýše roven 28 · 360◦ = 10 080◦, což neplatí. Proto existuje aspoň
jeden bod kružnice k, který náleží současně aspoň 29 množinám i, což jsme měli
dokázat.
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Poznámka. Že oběma obloukům XiYi a UiVi odpovídá dohromady středový úhel 4ε,
nahlédneme snadno i z obr. 2, neboť oblouky U ′

iYi a UiVi jsou shodné.

Xi

Yi
Ui

Vi

U ′
i

2ε

Obr. 2

4. Zjistěte, pro která přirozená čísla n je součet

n

1!
+

n

2!
+ . . .+

n

n!

číslo celé. (E. Kováč)

Řešení. Pro n = 1, 2, 3 je daný součet roven celým číslům 1, 3, resp. 5. Předpokládejme
proto dále, že n > 3. Jednoduchou úpravou dostaneme

n

1!
+

n

2!
+ . . .+

n

(n − 2)! +
n

(n − 1)! +
n

n!
=

=
n(n − 1) · . . . · 2 + n(n − 1) · . . . · 3 + . . .+ n(n − 1) + n+ 1

(n − 1)! .

Je-li poslední zlomek celé číslo, je nutně číslo n − 1 dělitelem jeho čitatele. Proto je
číslo n− 1 dělitelem čísla n+1. Protože největší společný dělitel dvou čísel je dělitelem
i jejich rozdílu, je největší společný dělitel čísel n − 1 a n + 1 dělitelem čísla 2, takže
n − 1 ∈ {1, 2}, což je ve sporu s předpokladem n > 3.
Daný součet je celé číslo pro přirozená čísla n z množiny {1, 2, 3}.

5. Nechť L je libovolný vnitřní bod kratšího oblouku CD kružnice opsané čtverci
ABCD. Označme K průsečík přímek AL a CD, M průsečík přímek AD a CL a N
průsečík přímek MK a BC. Dokažte, že body B, L, M , N leží na téže kružnici.

(J. Švrček)

Řešení. Úhlopříčka AC je průměrem kružnice opsané čtverci ABCD, takže podle Tha+
letovy věty je úhel ALC pravý (obr. 3). Bod K je tak průsečíkem výšek CD a AL
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A

BC

D

K

L

M

N

Obr. 3

v trojúhelníku ACM , takže i přímka MK je kolmá na AC a protíná stranu BC daného
čtverce v jejím vnitřním bodě N , neboť MK ∥ DB.
Nyní lze tvrzení úlohy dokázat několika způsoby.

1. Čtyřúhelníky BCLD aKLMD jsou tětivové, proto podle věty o obvodových úhlech
postupně platí

| NBL| = | CBL| = | CDL| = | KDL| = | KML| = | NML|.

Protože body B a M leží v téže polorovině vyťaté přímkou NL, leží body B, L, M , N
na téže kružnici.

2. Protože MN ∥ DB, je | MNC| = 45◦, rovněž úhel BLC nad tětivou BC kruž+
nice k má velikost 45◦ (obr. 4), je tedy | BLM | = | BNM | = 135◦. Body L a N
zřejmě leží v téže polorovině vyťaté přímkou MB, proto leží body B, L, M , N na téže
kružnici.

A

BC

D

L

M

N

Obr. 4

A

BC

D

K

L

M

N

P

Obr. 5

3. Označme P patu výšky z vrcholuM na stranu AC a uvažujme čtyřúhelníkyABNP ,
APKD a DKLM (obr. 5). Podle Thaletovy věty jsou všechny tři čtyřúhelníky tětivové.
Vrchol C daného čtverce ABCD leží vně každé ze tří kružnic opsaných uvažovaným
tětivovým čtyřúhelníkům, takže užitím věty o mocnosti bodu C ke kružnicím opsaným
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po řadě čtyřúhelníkům ABNP , APKD, DKLM obdržíme následující tři rovnosti

|CN | · |CB| = |CP | · |CA|,
|CP | · |CA| = |CK| · |CD|,
|CK| · |CD| = |CL| · |CM |,

z nichž bezprostředně vyplývá rovnost

|CN | · |CB| = |CL| · |CM |.

Odtud již plyne, že body B, L, M , N leží na téže kružnici.

6. Nechť + značí množinu všech kladných reálných čísel. Určete všechny funkce f :
+ → + , které pro libovolná kladná čísla x, y splňují rovnost

x2
(
f(x) + f(y)

)
= (x+ y)f

(
f(x)y

)
.

(P. Kaňovský)

Řešení. Nechť f je libovolná z hledaných funkcí. Označme f(1) = p, vzhledem k pod+
mínkám úlohy platí p > 0.
V daném vztahu položme x = 1, y = 1. Po úpravě dostaneme

p = f(p). (1)

V daném vztahu dále položme x = p, y = 1. Potom

p2
(
f(p) + p

)
= (p+ 1)f

(
f(p)

)

a podle (1) vyjde
2p3 = (p+ 1)p.

Tato algebraická rovnice má tři reálné kořeny − 12 , 0, 1. Jediný kořen vyhovující podmínce
p > 0 je p = 1, tedy

f(1) = 1. (2)

Nechť t je libovolné kladné reálné číslo. V daném vztahu položme x = 1, y = t,
takže vzhledem k (2) dostaneme

1 + f(t) = (1 + t)f(t).

Odtud po úpravě

f(t) =
1
t
. (3)

Dosazením snadno ověříme, že funkce f(t) = 1/t vyhovuje rovnici ze zadání.
Funkce určená vztahem (3) je jediné řešení dané úlohy.

8



53. ročník matematické olympiády

Úlohy školní – klauzurní části I. kola kategorie A

1. Nechť P (x) = ax2 + bx+ c je kvadratický trojčlen s nezápornými reálnými koeficienty.
Dokažte, že pro libovolné kladné číslo x platí

P (x) · P
( 1

x

)
!
(
P (1)

)2
.

2. Určete, jakou největší délku může mít úhlopříčka CE konvexního pětiúhelníkuABCDE,
jehož strana AB má délku 6 cm, vnitřní úhly při vrcholech C a E jsou pravé a úhel
ADB má velikost 120◦.

3. V oboru reálných čísel řešte soustavu rovnic

x2 + 2yz = 6(y + z − 2),
y2 + 2zx = 6(z + x − 2),
z2 + 2xy = 6(x+ y − 2).

Školní – klauzurní část I. kola kategorie A se koná

v úterý 2. prosince 2003

tak, aby začala dopoledne a aby soutěžící měli na řešení úloh
4 hodiny čistého času. Za každou úlohu může soutěžící získat
6 bodů, úspěšným řešitelem je ten žák, který získá 10 bodů nebo
více. Tyto údaje se žákům sdělí před zahájením soutěže.



2. Nechť ABCDE je libovolný konvexní pětiúhelník s uvažovanými vlastnostmi.
Označme P , R po řadě středy stran AD, BD trojúhelníku ABD (obr. 1). Pak bude

|PR| = 1
2
|AB|, |CR| = 1

2
|BD|, |PE| = 1

2
|AD|, (1)

protože PR je střední příčka trojúhelníku ABD a protože v pravoúhlém trojúhelníku je
střed přepony zároveň středem jeho opsané kružnice (Thaletova věta).

120◦

α β
A B

C

D

E

P R

Obr. 1

Z trojúhelníkové nerovnosti je zřejmé, že pro délku úhlopříčky CE platí

|CE| " |CR|+ |RP |+ |PE| = s,

kde délka s lomené čáry CRPE je podle (1) zároveň rovna polovině obvodu trojúhel+
níku ABD.
Dále zkoumejme, kdy bude mít trojúhelník ABD daných vlastností (|AB| = 6 cm,

| ADB| = 120◦) největší obvod. Označíme-li α a β (obr. 1) velikosti vnitřních úhlů při
vrcholech A a B trojúhelníku ABD (α + β = 60◦), dostaneme ze sinové věty v trojúhel+
níku ABD

|BD| = |AB| sinα

sin 120◦
, |AD| = |AB| sinβ

sin 120◦
.

Sečtením obou předchozích rovností vyjde

|AD|+ |BD| = |AB| sinα+ sinβ

sin 120◦
= 2|AB| sin 30

◦

sin 120◦
cos

α − β

2
" 2|AB|

√
3
3

,

přičemž rovnost v poslední nerovnosti nastává, právě když cos 12 (α−β) = 1, tj. pro α = β =
= 30◦. Trojúhelník ABD má tedy největší obvod, právě když je rovnoramenný a jeho úhly
při základně AB mají velikost 30◦. Vzhledem k tomu, že |AB| = 6 cm, platí pro libovolný
pětiúhelník ABCDE požadovaných vlastností

|CE| " s =
1
2
(|AB|+ |AD|+ |BD|) " 1

2
|AB|

(
1 + 2

√
3
3

)
=
(
3 + 2

√
3
)
cm.

Přitom pro uvažovaný pětiúhelník ABCDE v situaci, kdy trojúhelník ABD je rovno+
ramenný a vrcholy C, E leží na přímce RP , platí |CE| = (3 + 2

√
3) cm.

Největší délka úhlopříčky CE pětiúhelníku ABCDE vyhovujícího podmínkám úlohy
je tedy (3 + 2

√
3) cm.

Za úplné řešení udělte 6 bodů. Pokud řešitel nedokáže, že trojúhelník ABD s největším obvodem je rovno-
ramenný (ale pouze tuto skutečnost uvede), udělte nejvýše 4 body, za náznak důkazu využívající vlastností
elipsy 3 body. Pokud řešitel nepopíše dosažení horního odhadu pro délku úhlopříčky CE, strhněte 1 bod.



m, pro něž platí k < m a km ! 100. Jak je při řešení obdobných kombinatorických
úloh obvyklé, hledaný počet určíme, když vyhovující dvojice (k, m) vhodně rozdělíme
do menších skupin a určíme počty dvojic v jednotlivých skupinách. V naší úloze se
nabízí jednak rozdělení do skupin dvojic (k, m) se stejnou hodnotou k, jednak rozdělení
do skupin dvojic (k, m) se stejnou hodnotou m. (To odpovídá tomu, že původní objekty
(množiny vyhovující úloze) rozdělíme do skupin buď podle počtu jejich prvků, nebo
podle velikosti jejich nejmenších prvků.)
Uveďme zde oba výpočty. K tomu označme p(k), q(m) počty vyhovujících dvojic

(k, m) s daným k, resp. daným m. Uvědomme si, že z nerovností k < m a km !
! 100 plynou odhady 1 ! k ! 9 a 2 ! m ! 100, které signalizují, že výpočet pomocí
hodnot p(k) bude méně pracný než výpočet pomocí hodnot q(m).
Při pevném k jsou vyhovující čísla m určena nerovnostmi k + 1 ! m ! 100/k.

Dosazením jednotlivých hodnot k zjistíme, že p(1) = 99, p(2) = 48, p(3) = 30, p(4) = 21,
p(5) = 15, p(6) = 10, p(7) = 7, p(8) = 4 a p(9) = 2. Hledaný celkový počet je tedy roven

99 + 48 + 30 + 21 + 15 + 10 + 7 + 4 + 2 = 236.

Naopak při pevnémm je číslo k omezeno takto: 1 ! k ! min{m−1, 100/m}. Odtud
vypočteme, že q(2) = 1, q(3) = 2, q(4) = 3,. . . , q(9) = 8, q(10) = q(11) = 9, q(12) = 8,
q(13) = q(14) = 7, q(15) = q(16) = 6, q(17) = . . . = q(20) = 5, q(21) = . . . = q(25) = 4,
q(26) = . . . = q(33) = 3, q(34) = . . . = q(50) = 2, q(51) = . . . = q(100) = 1. Hledaný
počet je tedy roven

1 + 2 + . . .+ 8 + 2 · 9 + 8 + 2 · 7 + 2 · 6 + 4 · 5 + 5 · 4 + 8 · 3 + 17 · 2 + 50 = 236.

Při výpočtu jednotlivých hodnot q(m) je výhodné si uvědomit, že pro každé přiro)
zené m ! 10 platí nerovnost m − 1 < 100/m, zatímco pro každé m " 11 platí opačná
nerovnost m − 1 > 100/m.

Návodné a doplňující úlohy:
1. Kolik je všech malých množin (ve smyslu úlohy MO), které lze vybrat z množiny

{1, 2, 3, . . . , 10}? [9 jednoprvkových,
(8
2

)
dvojprvkových,

(7
3

)
tříprvkových,

(6
4

)
čtyřprv-

kových a 1 pětiprvková, dohromady 88 malých množin.]
2. Najděte všechny konečné neprázdné množiny M přirozených čísel s vlastností: je-li

x, y ∈ M a x ̸= y, pak i |x− y| ∈ M. [M = {m, 2m, 3m, . . . , km}. Návod: viz výše první
část řešení úlohy MO.]

3. Najděte všechny neprázdné množiny M celých čísel s vlastností: je-li x, y ∈ M, pak
i x−y ∈ M. [Každá množinaM je tvořena všemi celými násobky některého nezáporného
celého čísla m. Návod: Nejdříve ukažte, že 0 ∈ M a x ∈ M⇔ −x ∈ M. V případě, kdy
M ̸= {0}, definujte m jako nejmenší kladný prvek M a ukažte pomocí věty o dělení
celých čísel se zbytkem, že pro každé celé x platí: x ∈ M⇔ m | x.]

2. Nechť M je libovolný vnitřní bod kratšího oblouku CD kružnice opsané čtverci
ABCD. Označme P , R průsečíky přímky AM po řadě s úsečkami BD, CD a po-
dobně Q, S průsečíky přímky BM s úsečkami AC, DC. Dokažte, že přímky PS
a QR jsou navzájem kolmé.
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Řešení. Označme O střed daného čtverce ABDC (obr. 1). Protože bod M leží
na zmíněném oblouku, má úhel AMB velikost rovnou polovině velikosti středového
(pravého) úhlu AOB, tedy 45◦. Protože stejnou velikost má ve čtverci ABCD úhel BDC,

A B

CD

M

O

P
Q

R S

Obr. 1

je pod úhlem 45◦ z bodů D, M vidět tutéž úsečku PS. Protože navíc oba body D, M
leží ve stejné polorovině s hranicí PS, je PSMD tětivový čtyřúhelník. Jeho vnitřní úhel
DMS je pravý (bod M totiž leží na Thaletově kružnici nad průměrem BD), takže je
pravý i vnitřní úhel DPS. Tak jsme dokázali, že PS ⊥ BD. Zcela obdobně se ukáže, že
QR ⊥ AC. Z posledních dvou vztahů již plyne, že PS ⊥ QR (neboť AC ⊥ BD).

Návodné a doplňující úlohy:
1. Připomeňte si a dokažte věty o obvodových, středových a úsekových úhlech v kružnici.
2. Nechť L je libovolný vnitřní bod kratšího oblouku CD kružnice opsané čtverci ABCD.
Označme K průsečík přímek AL a CD, M průsečík přímek AD a CL a N průsečík
přímekMK a BC. Dokažte, že body B, L,M ,N leží na téže kružnici. [MO 53–A–III–5,
viz internetové stránky MO.]

3. V rovnoramenném lichoběžníku ABCD platí rovnosti |BC| = |CD| = |DA| a
| DAB| = | ABC| = 36◦. Na základně AB je dán bod K tak, že |AK| = |AD|.
Dokažte, že kružnice opsané trojúhelníkům AKD a KBC mají vnější dotyk. [MO
53–B–I–2, viz internetové stránky MO.]

3. Nechť k je libovolné přirozené číslo. Uvažujme dvojice (a, b) celých čísel, pro něž
mají kvadratické rovnice

x2 − 2ax+ b = 0, y2 + 2ay + b = 0

reálné kořeny (ne nutně různé), které lze označit x1,2, resp. y1,2 v takovém pořadí,
že platí rovnost x1y1 − x2y2 = 4k.
a) Pro dané k určete největší možnou hodnotu b ze všech takových dvojic (a, b).
b) Pro k = 2 004 určete počet všech takových dvojic (a, b).
c) Pro dané k vypočtěte součet čísel b ze všech takových dvojic (a, b), přičemž
každé číslo b se přičítá tolikrát, v kolika dvojicích (a, b) vystupuje.
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Návodné a doplňující úlohy:
1. Pro členy dvou aritmetických posloupností (xi)∞i=1 a (yi)∞i=1 platí rovnosti x1 = y1
a x9 = y13. Dokažte, že existuje index k takový, že xk = y100. Které další rovnosti
xi = yj jsou zaručeny? [k = 67, obecně x2n+1 = y3n+1.]

2. Najděte všechny aritmetické posloupnosti (xi)∞i=1, pro které platí

x21 = x22 = x25 − 48.

[Dvě posloupnosti s obecnými členy xi = 2i − 3, resp. xi = 3− 2i.]
3. Najděte všechny aritmetické posloupnosti (xi)∞i=1, pro které platí x

2
4−x23 = 15 a zároveň

x27 − x25 = 120. [Dvě posloupnosti s obecnými členy xi = 3i − 8, resp. xi = 8− 3i.]
4. Platí-li v nekonstantní aritmetické posloupnosti (xi)∞i=1 rovnost x2k = x22k pro některý
index k, pak x3k−1 = −x1. Dokažte. [Návod: Zdůvodněte, proč x2k = −xk, odkud
x2k+i = −xk−i pro každé i < k.]

5. Které aritmetické posloupnosti (xi)∞i=1 a (yi)∞i=1 splňují rovnosti x1 = y1 = 1, x25 −
− y25 = 9 a x213 − y213 = 45? [xi = 1

2 (1 + i) a yi = 1
4 (5− i).]

5. V lichoběžníku ABCD (AB ∥ CD) platí |AB| = 2|CD|. Označme E střed ramene
BC. Dokažte, že rovnost |AB| = |BC| platí, právě když čtyřúhelník AECD je
tečnový.

Řešení. Označme obvyklým způsobem a, b, c, d délky stran daného lichoběžníku.
Podle zadání platí rovnost a = 2c, jež znamená, že základna CD je střední příčkou
trojúhelníku ABF , kde F je průsečík ramen BC a AD prodloužených za vrchol C
resp. D (obr. 2). Proto též platí |CF | = b a |DF | = d.
V první části řešení předpokládejme, že |AB| = |BC| neboli 2c = b (obr. 3). Pak

|CF | = b = 2c a |EB| = |EC| = 1
2b = c, takže trojúhelníky ABE a FCD (jež jsou na

obr. 3 vybarveny) jsou shodné podle věty sus (jejich strany délek 2c a c svírají souhlasné
úhly, vyťaté přímkou BC mezi rovnoběžkami AB a CD). Ze shodnosti třetích stran AE
a FD pak plyne rovnost |AE| = d. Tak přicházíme k závěru, že strany čtyřúhelníku
AECD mají délky d, c, c, d; jde tudíž o tečnový čtyřúhelník (dokonce deltoid, případně
kosočtverec).

A B

CD

F

a = 2c

b

c

d

bd

Obr. 2

A B

CD

E

F

2c

c

d

2cd

c

c

Obr. 3

A B

CD

E

F

2c

c

d

bd

1
2b

1
2b

x

Obr. 4
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V druhé části řešení předpokládejme, že čtyřúhelník AECD je tečnový, takže podle
známé věty pro délky jeho stran platí rovnost |AE| + |CD| = |EC| + |AD|, neboli
x+ c = 1

2b+d, kde x = |AE| (obr. 4). Odtud vyjádříme délku x, se kterou budeme dále
pracovat, ve tvaru

x =
b

2
− c+ d. (1)

Všimněme si nyní, že úsečky CD, AC a AE dělí trojúhelník ABF na čtyři trojúhelníky
téhož obsahu. (Podrobněji: z |AD| = |DF |, |BC| = |CF | a |BE| = |EC| plyne řetězec
rovností SADC = SCDF = 1

2SACF = 1
2SABC = SABE = SACE .) Proto pro obsahy

čtyřúhelníku AECD a trojúhelníku AEF platí úměra SAECD : SAEF = 2 : 3. Tyto dva
mnohoúhelníky však mají společnou vepsanou kružnici, takže ve stejném poměru 2 : 3
musí být i jejich obvody (připomeňme, že obsah mnohoúhelníku s obvodem o a vepsanou
kružnicí o poloměru ϱ je roven 12o · ϱ). Protože tyto obvody mají vyjádření

oAECD = x+
b

2
+ c+ d, oAEF = x+

3b
2
+ 2d,

platí úměra (x+ 12b+c+d) : (x+ 32b+2d) = 2 : 3, ze které snadno vyjádříme neznámou
x jako

x =
3b
2

− 3c+ d. (2)

Porovnáním (1) a (2) dostaneme rovnost b = 2c, neboli b = a. Tím je rovnost |AB| =
= |BC| dokázána.

Jiné řešení. Připomeňme nejdříve vyjádření délek těžnic trojúhelníku pomocí
délek jeho stran: v obecném trojúhelníku ABC při obvyklém označení platí vzorec

4t2c = 2a
2 + 2b2 − c2. (1)

Odvození (1) je snadné: stačí sečíst rovnosti

b2 =
(1
2
c
)2
+ t2c − ctc cosω, a2 =

(1
2
c
)2
+ t2c + ctc cosω,

které platí podle kosinové věty pro trojúhelníky ACC1 a BCC1, kde C1 je střed strany
AB a ω = | AC1C| (obr. 5).

A B

C

C1

ab

1
2c

1
2c

tc

ω

Obr. 5

A B

CD

S

E

c c

b

c

d u d

x

Obr. 6
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V daném lichoběžníku ABCD (v němž platí a = 2c) uvažujme kromě středu E
ramene BC ještě střed S základny AB a označme x = |AE| a u = |AC| (obr. 6).
Protože |AS| = |SB| = 1

2a = c, je ASCD rovnoběžník, tudíž |CS| = d. Nyní podle
vzorců (1) vyjádříme délky těžnic AE a CS trojúhelníku ABC:

4x2 = 2u2 + 2(2c)2 − b2 a 4d2 = 2u2 + 2b2 − (2c)2.

Vzájemným odečtením těchto rovnic vyloučíme veličinu u a dostaneme

4(x2 − d2) = 3(4c2 − b2), neboli 4(x − d)(x+ d) = 3(2c − b)(2c+ b).

Odtud plyne, že znaménko rozdílu x − d je vždy stejné jako znaménko rozdílu 2c − b.
Ukažme, že z tohoto poznatku plyne celé řešení naší úlohy. Použijeme k tomu známé
kritérium pro tečnové čtyřúhelníky: čtyřúhelník AECD je tečnový, právě když se rovnají
oba součty délek jeho protilehlých stran, tj. právě když x+ c = d+ 1

2b.
Je-li b = 2c, pak podle našeho poznatku x = d, a tedy AECD je deltoid (případně

kosočtverec). (Rovnost x+ c = d+ 1
2b tehdy platí dokonce „sčítanec po sčítanci,.)

Je-li b > 2c, pak podle našeho poznatku x < d, a tedy x + c < d + 1
2b, takže

čtyřúhelník AECD není tečnový.
Je-li b < 2c, pak podle našeho poznatku x > d, a tedy x + c > d + 1

2b, takže
čtyřúhelník AECD není tečnový.

Další řešení. V lichoběžníku ABCD, v němž platí a = 2c, uvažujme kromě
středu E ramene BC a průsečíku F prodloužených ramen BC, AD ještě průsečík G
přímek AE, CD (obr. 7). Snadno vysvětlíme, že úsečky EF a DG jsou těžnice trojúhel)

A B

CD

E

F

G

2c

c

d

bd

1
2b

1
2b

x

x

Obr. 7

níku AFG (a bod C jeho těžiště). Platí-li rovnost b = 2c, jsou tyto těžnice shodné,
a proto je trojúhelník AFG rovnoramenný se základnou FG, tudíž AECD je deltoid
(nebo kosočtverec). Lze-li naopak čtyřúhelníku AECD vepsat kružnici, je tato kružnice
vepsána i oběma trojúhelníkům AEF a ADG, jež mají shodné obsahy (totiž rovné vždy
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polovině obsahu trojúhelníku AFG). Pak se ovšem musí rovnat i jejich obvody, což pro
délku x = |AE| = |EG| dává rovnici

x+
3b
2
+ 2d = 2x+ 3c+ d,

ze které vychází vyjádření neznámé x ve tvaru (2) z prvního řešení. Stejně jako tam pak
dojdeme k rovnosti b = 2c.
Nad obrázkem 7 lze uvažovat i takto: čtyřúhelník AECD bude tečnový, právě

když splynou kružnice vepsané trojúhelníkům AEF a ADG. Tyto trojúhelníky mají
totožná ramena vnitřních úhlů při společném vrcholu A, takže jejich vepsané kružnice
splynou, právě když budou mít shodné poloměry. To je však ekvivalentní s tím, že oba
trojúhelníky mají stejný obvod (vždy totiž mají stejný obsah). Protože společná část
hranic trojúhelníků AEF a ADG je tvořena lomenou čarou EAD, rovnají se jejich
obvody, právě když platí rovnost |DF | + |FE| = |DG| + |GE|. Protože DE ∥ FG,
je z úvahy o elipse s ohnisky D, E jasné, že odvozená rovnost nastane, právě když
úsečky DE a FG mají společnou osu souměrnosti (a AECD je pak deltoid, případně
kosočtverec).

Návodné a doplňující úlohy:
1. Připomeňte si a dokažte kritérium pro tečnové čtyřúhelníky : Konvexní čtyřúhelník

ABCD je tečnový, právě když se rovnají oba součty délek jeho protilehlých stran,
tj. právě když |AB|+ |CD| = |BC|+ |AD|.

2. Nechť D, E značí body dotyku strany AB a kružnice vepsané trojúhelníku ABC, resp.
kružnice připsané jeho straně AB (tj. kružnice dotýkající se strany AB a polopřímek
opačných k polopřímkám AC a BC). Dokažte, že body D, E mají vzdálenosti od
vrcholů A, B dané vzorci

|AD| = |BE| = |AB|+ |AC|− |BC|
2

, |BD| = |AE| = |AB|+ |BC|− |AC|
2

.

[Návod: Využijte několikrát toho, že pro body dotyku T1,2 obou tečen sestrojených
z libovolného vnějšího bodu X k dané kružnici platí |XT1| = |XT2|.]

3. Uvnitř stran AB, BC, CD a DA konvexního čtyřúhelníku ABCD jsou po řadě zvo-
leny body K, L, M a N . Označme S průsečík přímek KM a LN . Je-li možno vepsat
kružnice čtyřúhelníkům AKSN , BLSK, CMSL a DNSM , je možno vepsat kružnici
i čtyřúhelníku ABCD. Dokažte. [MO 51–B–II–3, viz internetové stránky MO.]

6. Najděte všechny funkce f : ⟨0,+∞)→ ⟨0,+∞), které vyhovují současně následují-
cím třem podmínkám:
a) Pro libovolná nezáporná reálná čísla x, y taková, že x+ y > 0, platí rovnost

f
(
xf(y)

)
f(y) = f

( xy

x+ y

)
;

b) f(1) = 0;
c) f(x) > 0 pro libovolné x > 1.
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54. ročník matematické olympiády

1. Je-li součin kladných reálných čísel a, b, c roven 1, platí nerovnost

a

(a+ 1)(b+ 1)
+

b

(b+ 1)(c+ 1)
+

c

(c+ 1)(a+ 1)
!
3

4
.

Dokažte a zjistěte, kdy nastane rovnost.

2. V oboru celých čísel řešte soustavu rovnic

x(y + z + 1) = y2 + z2 − 5,
y(z + x+ 1) = z2 + x2 − 5,
z(x+ y + 1) = x2 + y2 − 5.

3. V rovině je dán rovnoramenný trojúhelník KLM se základnou KL. Uvažujme libo'
volné dvě kružnice k a l, které mají vnější dotyk a které se dotýkají přímek KM a LM
po řadě v bodech K a L. Určete množinu dotykových bodů T všech takových kružnic
k a l.

4. Najděte všechny dvojice přirozených čísel, jejichž součet má poslední číslici 3, rozdíl
je prvočíslo a součin je druhou mocninou přirozeného čísla.

II. kolo kategorie A se koná

v úterý 18. ledna 2005

tak, aby začalo dopoledne a aby soutěžící měli na řešení úloh
4 hodiny čistého času. Za každou úlohu může soutěžící získat
6 bodů, úspěšným řešitelem je ten žák, který získá 10 bodů
nebo více. Povolené pomůcky jsou psací a rýsovací potřeby,
školní MF tabulky a kalkulátory bez grafického displeje. Tyto
údaje se žákům sdělí před zahájením soutěže.



Ve všech třech odvozených rovnicích vystupuje činitel x+ y + z + 1. Rozlišíme proto, zda
je roven nule, či nikoliv.
A. Nechť x+ y + z + 1 = 0. Pak můžeme původní soustavu rovnic zapsat takto:

x · (−x) = y2 + z2 − 5, y · (−y) = z2 + x2 − 5, z · (−z) = x2 + y2 − 5.

Vidíme, že celá soustava je ekvivalentní s jedinou rovnicí x2+y2+z2 = 5, která (vzhledem
k nezápornosti druhých mocnin) má v oboru celých čísel pouze taková řešení, že trojice
(x2, y2, z2) je (až na pořadí) trojice (4, 1, 0), takže (x, y, z) je permutace některé z trojic
(±2,±1, 0). Znaménka čísel x, y, z snadno určíme z podmínky x+ y+ z+1 = 0: vyhovuje
jedině trojice (−2, 1, 0) a libovolná její permutace. V případě A tedy dostáváme právě šest
řešení dané soustavy.
B. Nechť x+ y+ z + 1 ̸= 0. Pak z rovnic odvozených v úvodu řešení vyplývá, že platí

x = y = z. Tehdy rovnice dané soustavy splývají v jedinou rovnici x(2x + 1) = 2x2 − 5,
které vyhovuje pouze x = −5. V případě B tedy máme jediné řešení x = y = z = −5.

Dodejme, že v první části řešení jsme mohli rovněž původní soustavu rovnic upravit
do tvaru

x2 + y2 + z2 − 5 = x(x+ y + z + 1) = y(x+ y + z + 1) = z(x+ y + z + 1). (2)

Odtud opět dostáváme, že platí buď x+ y + z + 1 = 0, nebo x = y = z.

Odpověď : Soustava má sedm řešení: trojici (−5,−5,−5), trojici (−2, 1, 0) a její libo'
volnou permutaci.

Za úplné řešení udělte 6 bodů. Pokud řešitel původní rovnice vhodně odečte, avšak nedokáže výsledek
rozložit do součinového tvaru (1), udělte 1 bod, za nalezení rozkladů (1) nebo soustavy (2) udělte 3 body,
další body přidejte podle úplnosti následné diskuse. Zřejmý poznatek o řešení rovnice x2 + y2 + z2 = 5
v oboru celých čísel, jakož i následné určení znamének v rovnosti ±2± 1 + 0 + 1 = 0 mohou být uvedena
bez vysvětlení.

3. Ukážeme, že hledanou množinu tvoří body K a L a dále vnitřní body oblouku
KL kružnice m(M, |MK|) a oblouku K ′L′ středově souměrně sdruženého s obloukem KL

podle středu M (obr. 1).

K L

M

K ′L′

m

Obr. 1



K L

M

T

k

l

Obr. 2

Dokažme nejdříve, že přímka MT (obr. 2) je (vnitřní) spo'
lečnou tečnou kružnic k a l. Připusťme, že přímka MT protne
kružnici k v bodech T , T1 a kružnici l v bodech T , T2. Pro moc'
nosti bodu M (je to bod tečny, proto leží ve vnější oblasti každé
z obou kružnic k a l) k oběma kružnicím platí

|MT | · |MT1| = |MK|2 = |ML|2 = |MT | · |MT2|,

odkud |MT1| = |MT2|. Protože oba body T1, T2 leží na téže
polopřímce MT , plyne odtud T1 = T2. Obě kružnice k a l však
mají společný jediný bod, takže T1 = T2 = T . Proto je MT
společná tečna obou kružnic a navíc |MT | = |MK| = |ML|,
bod T tedy leží na kružnici m(M, |MK|).
Protože přímka MT obě kružnice odděluje, neleží body K a L uvnitř téže poloroviny

určené přímkou MT , přímka MT protíná stranu KL trojúhelníku KLM , a proto bod T

leží na jednom z kratších oblouků KL, K ′L′ kružnice m.
Je-li naopak T libovolný vnitřní bod jednoho z těchto oblouků (obr. 3), leží sousední

konvexní úhly KMT a LMT na opačných stranách společného ramene MT . Z rovností
|MK| = |MT | a |ML| = |MT | pak plyne, že do zmíněných úhlů lze vepsat kružnice tak,
aby se dotkly ramen příslušného úhlu v bodech K a T , resp. L a T . To jsou vyhovující
kružnice k, l s dotykovým bodem T .

K
L

M

K ′L′

T

k l

Obr. 3

Je-li T = K, vyhovuje libovolná kružnice k dotýkající se přímkyMK v boděK a ležící
v polorovině MKL′ a kružnice l dotýkající se ramen úhlu KML v bodech K a L (ta je
určena jednoznačně). Analogicky sestrojíme vyhovující kružnice k a l pro bod T = L.
Bod K ′ ani bod L′ do hledané množiny patřit nemohou, protože K ′ leží na tečně KM

k libovolné z kružnic k a analogicky bod L′ leží na tečně LM k libovolné z kružnic l.

Za úplné řešení udělte 6 bodů. Pokud řešitel dokáže, že bod T leží na zmíněných obloucích, avšak neověří,
že naopak každý jejich bod je bodem dotyku některé vyhovující dvojice kružnic, strhněte 2 body. Pokud
řešitel přehlédne existenci bodů T na oblouku K ′L′, strhněte rovněž 2 body. Pokud řešitel opomene aspoň
jednu z možností T = K, T = L, strhněte 1 bod.



3. V lichoběžníku ABCD (AB ∥ CD) označme E střed ramene BC. Jsou-li oba čtyř-
úhelníky ABED a AECD tečnové, splňují délky stran lichoběžníku ABCD ozna-
čené obvyklým způsobem rovnosti

a+ c =
b

3
+ d a

1
a
+
1
c
=
3
b
.

Dokažte. (R. Horenský)

Řešení. Označme x = |AE|, y = |DE| a doplňme lichoběžník ABCD na rovnoběžník
AXY D tak, aby bod E byl průsečíkem jeho úhlopříček AY a DX (obr. 1). Zřejmě platí
|AX | = |DY | = a+ c, |AY | = 2x a |DX | = 2y.

A B

CD

E

X

Y

a c

ac

1
2b

1
2b

d d

x

xy

y
ϱ1

ϱ2

Obr. 1

Označme ϱ1 (resp. ϱ2) poloměr kružnice vepsané tečnovému čtyřúhelníku ABED
(resp. AECD), jež je zároveň vepsána i trojúhelníku AXD (resp. AY D). Pro délky
stran těchto čtyřúhelníků podle známého kritéria platí rovnosti

a+ y =
b

2
+ d = c+ x,

neboli
a+ y = c+ x, (1)

takže oba čtyřúhelníky mají týž obvod. Trojúhelníky AXD a AY D mají zase týž obsah
(rovný 12SAXY D, tedy rovný SABCD). Poměr ϱ1 : ϱ2 se proto rovná jak poměru obsahů
SABED : SAECD, tak poměru obvodů oAY D : oAXD (ty jsme zapsali v opačném pořadí
než příslušné poloměry). Oba tyto poměry nyní vyjádříme a pak porovnáme (v značí
výšku lichoběžníku ABCD):

SABED

SAECD
=

SABCD − SCDE

SABCD − SABE
=
1
2(a+ c)v − 1

2c ·
1
2v

1
2 (a+ c)v − 1

2a · 12v
=
2a+ c

a+ 2c
,

oAY D

oAXD
=
2x+ (a+ c) + d

2y + (a+ c) + d
.

Spolu s (1) tak pro neznámé x, y dostáváme soustavu lineárních rovnic

2a+ c

a+ 2c
=
2x+ a+ c+ d

2y + a+ c+ d
a x − y = a − c,

5



jež má za podmínky a ̸= c (zaručené tím, že ABCD je lichoběžník) jediné řešení

x =
3a+ c − d

2
a y =

a+ 3c − d

2
. (2)

Dosazením (2) do rovnosti (1) dostaneme první dokazovaný vztah 3(a + c) = b + 3d.
S jeho pomocí lze (2) přepsat do tvaru

x = a+
b

6
a y = c+

b

6
.

S tímto vyjádřením délek x, y využijeme kosinové věty pro trojúhelníky ABE, CDE
k výpočtu kosinu úhlu ABE resp. DCE:

cos | ABE| =
a2 + ( 12b)

2 − (a+ 16b)
2

2a · 12b
=
2b
9a

− 1
3
,

cos | DCE| =
c2 + ( 12b)

2 − (c+ 16b)
2

2c · 12b
=
2b
9c

− 1
3
.

Protože se úhly ABE a DCE doplňují do 180◦, je součet jejich kosinů roven nule:
( 2b
9a

− 1
3

)
+

(2b
9c

− 1
3

)
= 0.

Odtud již snadnou úpravou dostaneme druhý dokazovaný vztah

1
a
+
1
c
=
3
b
.

4. V rovině je dán ostroúhlý trojúhelník AKL. Uvažujme libovolný pravoúhelník
ABCD, který je trojúhelníku AKL opsán tak, že bod K leží na straně BC a bod L
leží na straně CD. Určete množinu průsečíků S úhlopříček AC, BD všech takových
pravoúhelníků ABCD. (J. Šimša)

Řešení. Označme K1 střed strany AL a L1 střed strany AK. Ukážeme, že hledanou
množinou bodů S je oblouk MN , který je částí polokružnice sestrojené nad průmě)
rem K1L1 v polorovině opačné k polorovině K1L1A, přitom krajní body M , N zmíně)
ného oblouku jsou určeny podmínkami ML1 ⊥ AK a NK1 ⊥ AL (obr. 2).

A B

CD

K

L

M

N

P

Q
S

L1

K1

τ

Obr. 2
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Protože průsečík S úhlopříček AC, BD je středem úsečky AC, množinu všech
bodů S dostaneme, když nejprve určíme množinu vrcholů C a tu pak zobrazíme ve
stejnolehlosti se středem A a koeficientem 1

2 . Protože je úhel KCL pravý (nemůže být
ani C = K, ani C = L) a přímka KL body A a C odděluje, leží bod C na polokružnici τ
sestrojené nad průměrem KL v polorovině opačné k poloroviněKLA. Které body C ∈ τ
jsou skutečně vrcholy vyhovujících pravoúhelníků ABCD? Zřejmě právě ty, pro něž
polopřímky CK a CL protnou analogicky sestrojené polokružnice nad průměry AK
resp. AL (v bodech, které budou vrcholy B resp. D). Jsou to body oblouku PQ ⊂ τ ,
jehož krajní body P , Q jsou určeny podmínkami PK ⊥ AK a QL ⊥ AL. Hledaná
množina bodů S je proto obrazem oblouku PQ ve zmíněné stejnolehlosti, takže to je
skutečně oblouk MN popsaný v úvodu řešení (body M , N jsou obrazy bodů P a Q,
neboť bod L1 je obrazem bodu K a bod K1 je obrazem bodu L).

5. Dokažte, že pro libovolná reálná čísla p, q, r, s za podmínek q ̸= −1 a s ̸= −1 platí:
Kvadratické rovnice

x2 + px+ q = 0, x2 + rx+ s = 0

mají v oboru reálných čísel společný kořen a jejich další kořeny jsou navzájem pře-
vrácená čísla, právě když koeficienty p, q, r, s splňují rovnosti

pr = (q + 1)(s+ 1) a p(q + 1)s = r(s+ 1)q.

(Dvojnásobný kořen kvadratické rovnice počítáme dvakrát.) (J. Šimša)

Řešení. V první části řešení předpokládejme, že první z daných kvadratických rovnic
má kořeny u, v a druhá z nich má kořeny u, v−1. Pak platí vzorce

p = −(u+ v), q = uv, r = −
(
u+
1
v

)
, s = u · 1

v
. (1)

Po jejich dosazení do jednotlivých stran rovností, jež máme dokázat, dostaneme

pr = (u+ v)
(
u+
1
v

)
=
(u+ v)(uv + 1)

v
,

(q + 1)(s+ 1) = (uv + 1)
(u

v
+ 1

)
=
(uv + 1)(u+ v)

v
,

p(q + 1)s = −(u+ v)(uv + 1) · u

v
= −(u+ v)(uv + 1)u

v
,

r(s+ 1)q = −
(
u+
1
v

)(u

v
+ 1

)
· uv = − (uv + 1)(u+ v)u

v
,

takže vidíme, že skutečně platí rovnosti

pr = (q + 1)(s+ 1) a p(q + 1)s = r(s+ 1)q. (2)

Všimněme si ještě, že rovněž platí rovnosti

− ps

s+ 1
=
(u+ v) · u

v
u

v
+ 1

= u a − p

s+ 1
=

u+ v
u

v
+ 1
= v,

které nám napovídají, jak postupovat při důkazu obrácené implikace.
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54. ročník matematické olympiády

1. Určete počet všech nekonečných aritmetických posloupností celých čísel, které mají
mezi svými prvními deseti členy obě čísla 1 a 2 005.

2. V rovnoběžníku ABCD platí |AB| > |BC|. Označme K, L, M a N po řadě body
dotyku kružnic vepsaných trojúhelníkům ACD, BCD, ABC a ABD s příslušnou
úhlopříčkou AC, resp. BD. Dokažte, že KLMN je obdélník.

3. Zjistěte, pro která přirozená čísla k má soustava nerovnic

k(k − 2) !
(
k +
1
k

)
x ! k2(k + 3)

s neznámou x a parametrem k právě (k + 1)2 řešení v oboru celých čísel.

Školní – klauzurní část I. kola kategorie A se koná

v úterý 7. prosince 2004

tak, aby začala dopoledne a aby soutěžící měli na řešení úloh
4 hodiny čistého času. Za každou úlohu může soutěžící získat
6 bodů, úspěšným řešitelem je ten žák, který získá 10 bodů
nebo více. Tyto údaje se žákům sdělí před zahájením soutěže.
Povolené pomůcky jsou psací a rýsovací potřeby, školní MF
tabulky a kalkulátory bez grafického displeje.



54. ročník matematické olympiády Řešení úloh školní části I. kola kategorie A

1. Posuďme otázku, pro které celočíselné aritmetické posloupnosti (ai)
∞
i=1 existují

indexy i, j ∈ {1, 2, . . . , 10} takové, že ai = 1 a aj = 2 005. Zdůrazněme, že taková dvojice
indexů (i, j), pokud vůbec existuje, je jediná, neboť v nekonstantní aritmetické posloupnosti
se každé číslo vyskytuje nejvýše jednou.
Předpokládejme, že zmíněné indexy i a j známe, a pomocí nich vyjádřeme první člen

a1 a diferenci d dotyčné posloupnosti. Protože obecný člen aritmetické posloupnosti má
vyjádření ak = a1 + (k − 1)d, dostáváme soustavu rovnic

ai = a1 + (i − 1)d = 1 a aj = a1 + (j − 1)d = 2 005,

kterou snadno vyřešíme vzhledem k neznámým a1, d:

d =
2 004
j − i

a a1 = 1−
2 004(i− 1)

j − i
.

Takové hodnoty a1, d jsou celá čísla, právě když je přirozené číslo |j−i| dělitelem čísla 2 004,
takže |j − i| musí být jedno z čísel 1, 2, 3, 4 nebo 6 (z podmínky i, j ∈ {1, 2, . . . , 10} totiž
plyne |j− i| < 10 a číslo 2 004 jiné jednomístné dělitele nemá). Hledaný počet posloupností
je proto roven počtu dvojic indexů (i, j) vybraných z množiny {1, 2, . . . , 10}, pro které platí
|j − i| ∈ {1, 2, 3, 4, 6}. Takových dvojic (i, j) je po řadě 2 · 9, 2 · 8, 2 · 7, 2 · 6 a 2 · 4, takže
všech posloupností je 18 + 16 + 14 + 12 + 8 = 68.

Za úplné řešení udělte 6 bodů. Za takové považujte i řešení, ve kterém není výslovně uvedeno, že v dané
aritmetické posloupnosti jsou podmínkami ai = 1, aj = 2 005 indexy i, j určeny jednoznačně. Pokud řešitel
určí správně počet 34 posloupností s kladnou diferencí d, avšak možnost d < 0 opomene, strhněte 2 body.

2. Rovnoběžník ABCD je útvar středově souměrný podle průsečíku S úhlopříček
AC, BD (obr. 1). Proto jsou podle středu S souměrně sdružené trojúhelníky ACD a CAB,
tudíž i jejich kružnice vepsané a odpovídající si body dotyku K aM . Totéž platí i o dvojici

A B

CD

K L

MN

S

Obr. 1

bodů L a N . Docházíme tak k závěru, že KLMN je rovnoběžník. (Možnosti K =M = S
nebo L = N = S jsou vyloučeny podmínkou |AB| > |BC|, jež zaručuje, že zmíněné
trojúhelníky nejsou rovnoramenné se základnou AC nebo BD, takže se vepsané kružnice
nedotýkají těchto stran v jejich středu.)



Provedená úvaha o středové souměrnosti však nestačí k důkazu toho, že rovnoběžník
KLMN je obdélník, tj. že má shodné úhlopříčky KM a LN . K tomu budeme muset pro+
vést výpočet založený na známých vzorcích, které vyjadřují vzdálenosti vrcholů obecného
trojúhelníku od bodů dotyku kružnice vepsané pomocí délek stran tohoto trojúhelníku
(obr. 2):

E F

G

P
Q

Rx y

y

z
z

x

Obr. 2

x = |ER| = |EQ| = |EF |+ |EG|− |FG|
2

,

y = |FP | = |FR| = |FG|+ |FE|− |EG|
2

,

z = |GP | = |GQ| = |GF |+ |GE|− |EF |
2

.

Připomeňme, že tyto vzorce plynou ze soustavy rovnic

x+ y = |EF |, y + z = |FG|, x+ z = |EG|.

Vraťme se k naší úloze a v daném čtyřúhelníku ABCD označme ještě délky a =
= |AB| = |CD|, b = |BC| = |AD|, e = |AC| a f = |BD|. Podle vzorců uvedených vedle
obr. 2 platí rovnosti

|AK| = e+ b − a

2
= |CM | a |BL| = f + b − a

2
= |DN |.

Z předpokladu úlohy a > b proto plyne |AK| < 1
2e = |AS|, takže bod K leží mezi body A

a S a má od středu S vzdálenost

|KS| = |AS|− |AK| = e

2
− e+ b − a

2
=

a − b

2
.

Obdobně vyjde, že body L, M , N leží po řadě na úsečkách BS, CS, DS a platí rovnosti
|LS| = |MS| = |NS| = 1

2 (a − b). To dohromady znamená, že čtyřúhelník KLMN má
shodné úhlopříčky, které se navzájem půlí; je to tedy obdélník. (Kdyby to byl čtverec,
muselo by platit KM ⊥ LN , tedy AC ⊥ BD, což je ve sporu s tím, že a ̸= b.)
Dodejme, že v předchozím odstavci jsme podali úplné řešení, které nevyžaduje úvahy

o středové souměrnosti z úvodního odstavce.
Za úplné řešení udělte 6 bodů (absenci zdůvodnění, proč pravoúhelník KLMN není čtverec, tolerujte).
Dokáže-li řešitel pouze, že KLMN je rovnoběžník, udělte 2 body. Chybí-li v jinak úplném řešení potřebné
zdůvodnění, ve kterých „polovinách( úhlopříček AC, BD body K, L, M , M leží, udělte 5 bodů.

3. Po vydělení (kladným) číslem k +
1
k
a úpravě zlomků dostaneme ekvivalentní

soustavu nerovnic
k2(k − 2)

k2 + 1
! x ! k3(k + 3)

k2 + 1
. (1)



a tudíž ani na tomto intervalu daná rovnice nemá žádné řešení.

◃ t ∈ ( 32π; 2π): Podobně jako v druhém případě odvodíme, že pro libovolné t z uva%
žovaného intervalu platí nerovnosti

sin t+ cos t > −1 a tg3 t+ cotg3 t ! −2.

Proto

L > −
√
2 > −2 " P,

což znamená, že ani v tomto případě nemá daná rovnice žádné řešení.

Závěr. Vzhledem k periodičnosti uvažovaných goniometrických funkcí jsou řešením
dané rovnice všechna reálná čísla t tvaru

t =
1
4

π+ 2kπ,

kde k je libovolné celé číslo.

Návodné a doplňující úlohy:
1. Dokažte nerovnost | sin t+ cos t| !

√
2. [Ukažte, že sin t+ cos t =

√
2 sin( 14 + t).]

2. Dokažte, že pro libovolné přirozené n a pro libovolné t ∈ (0, 12 ) platí tg
n t+cotgn t " 2.

[Stačí si uvědomit známou nerovnost x+ 1/x " 2.]
3. Jestliže pro nenulová reálná čísla x, y, z platí

(x+ y + z)
( 1

x
+
1
y
+
1
z

)
= 1,

pak xy + yz + zx < 0. Dokažte. [42–A–II–3]
4. V oboru reálných čísel řešte soustavu nerovnic

sinx+ cos y "
√
2,

sin y + cos z "
√
2,

sin z + cos x "
√
2.

[50–A–I–4]

2. Nechť ABCD je tětivový čtyřúhelník s navzájem kolmými úhlopříčkami. Označme
po řadě p, q kolmice z bodů D, C na přímku AB a dále X průsečík přímek AC a p
a Y průsečík přímek BD a q. Dokažte, že XY CD je kosočtverec nebo čtverec.

Řešení. Označme R průsečík úhlopříček daného čtyřúhelníku a pro jednoduchost
také ϕ, ψ velikosti úhlů CDR a DCR (obr. 1). Protože úhlopříčky jsou na sebe kolmé,
je ϕ+ψ = 90◦. Vzhledem k tomu, že oba vrcholy B, C leží ve stejné polorovině určené
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A

B
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D

X

Y

R
p

q

ϕ

ψ

Obr. 1

tětivou AD, plyne z rovnosti příslušných obvodových úhlů, že | ABD| = ψ. A protože
DX je kolmá na AB, je rovněž | XDB| = ϕ. To znamená, že trojúhelník XCD je
rovnoramenný se základnou XC. Úplně stejně ovšem zjistíme, že i trojúhelník Y CD je
rovnoramenný se základnou Y D. Platí tedy |XD| = |CD| = |CY |, takže DX a CY jsou
shodné a rovnoběžné úsečky. To znamená, že XY CD je rovnoběžník, který jak víme,
má tři strany shodné, tudíž je to kosočtverec nebo čtverec.

Jiné řešení. Využijeme ne zcela běžně známý poznatek, že bod souměrně sdružený
s průsečíkem výšek daného trojúhelníku podle jeho libovolné strany leží na kružnici
trojúhelníku opsané (viz návodnou úlohu).
Označme R průsečík úhlopříček daného čtyřúhelníku. Podle podmínek úlohy je

X průsečík výšek trojúhelníku ABD a Y průsečík výšek trojúhelníku ABC. Podle
předchozího tvrzení je bod C obrazem bodu X v osové souměrnosti podle přímky BD,
takže R je střed úsečky XC. Analogicky je R střed úsečky Y D. Protože úsečky XC
a Y D jsou na sebe kolmé, je XY CD kosočtverec nebo čtverec.

Návodné a doplňující úlohy:
1. Bod souměrně sdružený s průsečíkem výšek daného trojúhelníku podle jeho libovolné
strany leží na kružnici trojúhelníku opsané. Dokažte. [Úhly ACC ′ a ABC′ jsou shodné
obvodové úhly nad společnou tětivouAC (obr. 2) a mají velikost 90◦−α, což je i velikost
úhlu HBA. Pokud α " 90◦, zaměňte role vrcholů A a B.]

A B

C

C′

H

Obr. 2
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2. Nechť obě úsečky spojující středy protilehlých stran konvexního čtyřúhelníku ABCD
mají stejnou délku. Dokažte, že úhlopříčky AC a BD jsou navzájem kolmé a že platí
rovnost

|AB|2 + |CD|2 = |BC|2 + |DA|2.

[47–B–S–2]
3. Nechť ABCD je lichoběžník (AB ∥ CD), jehož úhlopříčky jsou navzájem kolmé. Do-
kažte nerovnost |AB|+ |CD| < |BC|+ |DA|. [46–B–II–3]

3. Posloupnost (an)∞n=0 nenulových celých čísel má tu vlastnost, že pro každé n " 0
platí an+1 = an − bn, kde bn je číslo, které má stejné znaménko jako číslo an,
ale opačné pořadí číslic (zápis čísla bn může na rozdíl od zápisu čísla an začínat
jednou nebo více nulami). Například pro a0 = 1 210 je a1 = 1 089, a2 = −8 712,
a3 = −6 534, . . .
a) Dokažte, že posloupnost (an) je periodická.
b) Zjistěte, jaké nejmenší přirozené číslo může být a0.

Řešení. a) Abychom dokázali, že uvažovaná posloupnost (an) je periodická, stačí
ukázat, že existují přirozená čísla n0 a p taková, že an0+p = an0 . Protože každý další
člen posloupnosti je jednoznačně určen předcházejícím členem, bude už pro každé n "
" n0 platit an+p = an (posloupnost bude [počínaje členem an0 ] periodická s délkou
periody p).
Číslo an+1 = an − bn má ovšem nejvýše tolik číslic jako číslo an. To je například

vidět z nerovnosti |a− b| ! max(|a|, |b|). Má-li tedy počáteční člen posloupnosti k číslic,
budou všechny ostatní členy posloupnosti patřit do konečné množiny nejvýše 2(10k −1)
nenulových celých čísel. Protože posloupnost je nekonečná, musí obsahovat aspoň dva
stejné členy. Odtud plyne, že uvažovaná posloupnost je periodická.
b) Protože uvažovaná posloupnost neobsahuje žádný člen rovný nule, nemůže být

jejím členem žádné palindromické číslo (číslo, které „přečteme+ stejně odpředu i od%
zadu), speciálně tedy ani číslo jednomístné.
Předpokládejme nejprve, že členem uvažované posloupnosti je kladné dvojmístné

číslo a0 = ab = 10a + b, pro které a1 = 9(a − b). Vidíme, že všechny další členy
(zejména tudíž ty, které se budou periodicky opakovat) musí být dělitelné devíti. Stačí
proto probrat všechny dvojmístné násobky devíti 18, . . . , 99. Jak snadno zjistíme podle
následujícího schématu,

81 !!!!!!!
63 !!!!!!!

18
""""""" 27 !!!!!!!
36

""""""" 45 ##!!!!!
72

""""""" 9
54

$$"""""

pro každé takové číslo se mezi členy posléze objeví jednomístná devítka. To znamená,
že uvažovaná posloupnost nemůže obsahovat ani dvojmístná čísla. (Čísla ve schématu
jsou v absolutní hodnotě, protože příslušná změna znaménka nemá na právě získaný
výsledek vliv. Podobně nemusíme zvlášť vyšetřovat ani případ záporného dvojmístného
čísla a0.)
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5. Jsou dány úsečky délek a, b, c, d. Dokažte, že konvexní čtyřúhelníky ABCD se
stranami délek a, b, c, d (při obvyklém značení) existují, a přitom úhlopříčky každého
z nich svírají jeden a týž úhel, právě když platí rovnost a2 + c2 = b2 + d2.

Řešení. V libovolném konvexním čtyřúhelníku ABCD označme S průsečík úhlo%
příček a kromě délek stran uvažujme ještě veličiny e = |AC|, f = |BD|, e1 = |AS|,
e2 = |CS|, f1 = |BS|, f2 = |DS| a ϕ = | ASB|. Podle kosinové věty platí rovnosti

a2 = e21 + f21 − 2e1f1 cosϕ,

b2 = e22 + f21 + 2e2f1 cosϕ,

c2 = e22 + f22 − 2e2f2 cosϕ,

d2 = e21 + f22 + 2e1f2 cosϕ.

Sečteme-li první rovnost s třetí a od výsledku odečteme součet druhé a čtvrté, dostaneme

(a2 + c2)− (b2 + d2) = −2(e1f1 + e2f2 + e2f1 + e1f2) cosϕ,

neboli
(a2 + c2)− (b2 + d2) = −2ef cosϕ. (1)

Odtud plyne takový závěr: platí-li rovnost a2+ c2 = b2+d2, pak v každém uvažovaném
čtyřúhelníku je cosϕ = 0, tedy úhel ϕ je vždy pravý a délky stran mají vyjádření

a2 = e21 + f21 , b2 = e22 + f21 , c2 = e22 + f22 , d2 = e21 + f22 . (2)

Abychom uzavřeli první část řešení, zdůvodníme ještě, že takové čtyřúhelníky (pro jaké%
koliv délky a, b, c, d splňující vztah a2+c2 = b2+d2) existují. Jistěmůžeme předpokládat,
že platí d = min{a, b, c, d}; délku e1 pak zvolíme v intervalu (0, d) libovolně a podle (2)
určíme

f1 =
√

a2 − e21, f2 =
√

d2 − e21,

e2 =
√

c2 − d2 + e21

(
=

√
b2 − a2 + e21

)

(vzhledem k učiněnému předpokladu je c2 − d2 " 0). Tím je existence vyhovujících
čtyřúhelníků (s navzájem kolmými úhlopříčkami) prokázána.

V druhé části řešení budeme naopak předpokládat, že aspoň jeden konvexní čtyř%
úhelník A0B0C0D0 se stranami daných délek a, b, c, d existuje; z úvahy o drátěném
modelu čtyřúhelníku je jasné, že vyhovujících konvexních čtyřúhelníků ABCD (tvarově
blízkých A0B0C0D0) je pak nekonečně mnoho; jejich vnitřní úhly α, γ u vrcholů A, C
jsou vázány podmínkou

a2 + d2 − 2ad cosα = b2 − c2 − 2bc cos γ (3)

(porovnání délky společné strany BD trojúhelníků ABD a BCD). Připusťme, že úhlo%
příčky všech těchto čtyřhelníků svírají týž úhel ϕ a že levá strana rovnosti (1) je nenulová
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(podle jejího znaménka je úhel ϕ buď ostrý, nebo tupý, takže se nemůže stát, že pro
část vyhovujících čtyřúhelníků má velikost ϕ0, a pro ostatní π−ϕ0). Pak z rovnosti (1)
můžeme vypočítat součin ef , který je tudíž pro všechny vyhovující čtyřúhelníky stej%
ný; ze vzorce pro jejich obsah S = 1

2ef sinϕ nakonec plyne, že i hodnota S je jedna
a táž. Protože obsah S můžeme vyjádřit i vzorcem S = 1

2ad sinα+ 12bc sin γ, docházíme
k závěru: existují takové konstanty R1 a R2, že všechny vyhovující čtyřúhelníky splňují
vztahy

ad cosα− bc cos γ = R1, ad sinα+ bc sin γ = R2

(první vztah je důsledkem (3), ve druhém R2 = 2S > 0). Z nich dále vyplývá

(bc)2 = (bc cos γ)2 + (bc sin γ)2 = (ad cosα− R1)2 + (R2 − ad sinα)2 =

= (ad)2 +R21 +R22 − 2ad(R1 cosα+R2 sinα).

Protože ad ̸= 0, lze z poslední rovnosti vypočítat hodnotu výrazu

V = R1 cosα+R2 sinα,

která je tudíž pro všechny vyhovující čtyřúhelníky ABCD stejná. To je možné jedině
tehdy, když R1 = R2 = 0, a to je spor s tím, že R2 > 0. Důkaz druhé části tvrzení je
hotov.
Dodejme, že závěr o hodnotách výrazu V plyne ze známého vyjádření

V =
1√

R21 +R22
sin(α+ ω),

kde úhel ω je určen vztahy

sinω =
R1√

R21 +R22
a cosω =

R2√
R21 +R22

.

Výraz sin(α+ ω) není konstantní, když se úhel α mění v okolí úhlu α0 (jenž odpovídá
výchozímu čtyřúhelníku A0B0C0D0 z úvodu druhé části řešení).

Návodná úloha:
Ukažte, že R1 cosα+ R2 sinα = R sin(α+ ω) pro vhodná R a ω.

6. Najděte všechny uspořádané dvojice (x, y) přirozených čísel, pro něž platí

x2 + y2 = 2 005(x − y).

Řešení. Odvodíme nejprve, jak vypadá každá dvojice (x, y) přirozených čísel, která
vyhovuje rovnici

x2 + y2 = k(x − y) (1)

s daným přirozeným číslem k (a teprve pak všechna tato řešení pro hodnotu k = 2 005
sestrojíme).
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55. ročník matematické olympiády

1. Najděte všechny dvojice celých čísel a, b takových, že součet a+ b je kořenem rovnice
x2 + ax+ b = 0.

2. Posloupnost reálných čísel (an)∞n=1 splňuje pro každé n ! 1 rovnost
an+3 − an+2

an − an+1
=

an+3 + an+2

an + an+1

a navíc platí a11 = 4, a22 = 2, a33 = 1. Dokažte, že pro každé přirozené číslo k je
součet

ak
1 + ak

2 + . . .+ ak
100

druhou mocninou přirozeného čísla.
3. Je dán trojúhelník ABC a uvnitř něho bod P . Označme X průsečík přímky AP
se stranou BC a Y průsečík přímky BP se stranou AC. Dokažte, že čtyřúhelník
ABXY je tětivový, právě když druhý průsečík (různý od bodu C) kružnic opsaných
trojúhelníkům ACX a BCY leží na přímce CP .

4. V oboru reálných čísel řešte soustavu rovnic

sin2 x+ cos2 y = y2,

sin2 y + cos2 x = x2.

Krajské kolo kategorie A se koná

v úterý 24. ledna 2006

tak, aby začalo dopoledne a aby soutěžící měli na řešení úloh
4 hodiny čistého času. Za každou úlohu může soutěžící získat
6 bodů, úspěšným řešitelem je ten žák, který získá 10 bodů
nebo více. Povolené pomůcky jsou psací a rýsovací potřeby,
školní MF tabulky a kalkulátory bez grafického displeje. Tyto
údaje se žákům sdělí před zahájením soutěže.



Zvětšíme-li n o 1, dostaneme analogický vztah, který platí pro libovolné nezáporné celé n:

an+2an+4 = an+1an+3.

Vynásobíme-li obě rovnosti a výsledek zkrátíme (nenulovým!) číslem an+1an+2an+3, vyjde
an+4 = an, tj. daná posloupnost má periodu 4. Proto a1 = a33 = 1, a2 = a22 = 2,
a3 = a11 = 4, a4 = a1a3/a2 = 2, tudíž

ak
1 + ak

2 + . . .+ ak
100 = 25(1

k + 2k + 4k + 2k) =
(
5(1 + 2k)

)2
.

Tím je důkaz hotov.
Za úplné řešení udělte 6 bodů. 2 body udělte za odvození důležité podmínky, že an ̸= 0 pro všechna n,
tj. řešení, v němž se dělí číslem an+1an+2an+3 bez ověření jeho nenulovosti, oceňte pouhými 4 body, z toho
1 bod za konečnou úpravu součtu k-tých mocnin do tvaru druhé mocniny.

3. Dané čtyři body A, B, X , Y leží na kružnici (obr.), právě když

|PA| · |PX | = |PB| · |PY |.

Kružnice opsaná trojúhelníku ACX protne polopřímku opačnou k polopřímce PC v bodě,
který označíme D. Pro tento bod platí

|PA| · |PX | = |PC| · |PD|.

Rovnost z první věty řešení tedy nastane, právě když platí

|PB| · |PY | = |PC| · |PD|.

Tato rovnost je splněna, právě když bod D leží na kružnici opsané trojúhelníku BCY ,
tedy právě když je bod D ̸= C druhým průsečíkem kružnic opsaných trojúhelníkům ACX
a BCY . Důkaz je hotov.

A B

C

P X

Y

D

Poznámky. Úlohu je možné ihned vyřešit na základě poznatku o tom, jak vypadá
množina všech bodů, které mají stejnou mocnost ke dvěma daným kružnicím. Je to vždy
přímka (zvaná chordála), jež je kolmá ke středné obou kružnic a prochází jejich společnými
body (pokud existují). Rovnost z první věty řešení proto vyjadřuje právě to, že bod P leží
na chordále kružnic opsaných trojúhelníkům ACX a BCY .
Za úplné řešení udělte 6 bodů. Za důkaz pouze jedné z obou implikací udělte tři body.



Řešení. Ukážeme, že z předpokladu úlohy plynou silnější odhady

1
2
+
1
n

! m

n
! 2− 2

n
. (1)

Danou rovnici nejprve upravíme do tvaru

(x+m − 1)(x+ n) = m.

Je-li v této rovnosti x celé číslo, dostáváme rozklad přirozeného čísla m na součin dvou
celých čísel, která tudíž leží obě buď v intervalu ⟨1, m⟩, nebo v intervalu ⟨−m,−1⟩.
V každém případě rozdíl těchto dvou čísel nepřevyšuje (společnou) délku obou intervalů:

(x+ n)− (x+m − 1) ! m − 1, neboli n ! 2m − 2,

odkud plyne dolní odhad (1). Vzhledem k symetrické roli čísel m a n platí rovněž
nerovnost m ! 2n − 2, která vede na horní odhad (1).

Jiné řešení. S ohledem na symetrii stačí uvažovat případ m " n a dokázat horní
odhad (1) z prvního řešení, tedy nerovnost m ! 2n − 2.
Daná rovnice je tvaru x2 + (m+ n − 1)x+mn − m − n = 0 a má diskriminant

D = (m+ n − 1)2 − 4(mn − m − n) = m2 + n2 − 2mn+ 2m+ 2n+ 1 =

= (m − n+ 1)2 + 4n.

Ten musí být druhou mocninou celého čísla, má-li mít daná rovnice celočíselné řešení.
Protože 4n je kladné sudé číslo, je číslo D větší než mocnina (m−n+1)2 a má stejnou
paritu jako její základ (m−n+1), který je kladný, neboť uvažujeme pouze případm " n.
Proto musí platit D = k2, kde k je celé číslo splňující podmínky k > m − n + 1 > 0
a k ≡ m − n+ 1 (mod 2). Znamená to, že k " m − n+ 3, takže platí

D = (m − n+ 1)2 + 4n = k2 " (m − n+ 3)2 = (m − n+ 1 + 2)2 =

= (m − n+ 1)2 + 4(m − n+ 1) + 4.

Odtud plyne nerovnost 4n " 4(m−n+1)+4, neboli m ! 2n−2, což jsme měli dokázat.

Poznámky. Protože dvojice tvaru (m, n) = (2n − 2, n) a (m, n) = (m, 2m − 2)
vyhovují podmínce úlohy, jsou odhady (1) nejlepší možné.
Je možné popsat všechny dvojice přirozených čísel (m, n), které vyhovují podmínce

úlohy, a to způsobem uvedeným v následujícím tvrzení.

Věta. Nechť m a n jsou celá čísla. Rovnice (x+m)(x+n) = x+m+n má aspoň jedno
celočíselné řešení, právě když jsou čísla m, n tvaru

m = (a − 1)b a n = a(b − 1), kde a, b ∈ . (2)

3. V trojúhelníku ABC, který není rovnostranný, označme K průsečík osy vnitřního
úhlu BAC se stranou BC a L průsečík osy vnitřního úhlu ABC se stranou AC.
Dále označme S střed kružnice vepsané, O střed kružnice opsané a V průsečík výšek
trojúhelníku ABC. Dokažte, že následující dvě tvrzení jsou ekvivalentní:
a) Přímka KL se dotýká kružnic opsaných trojúhelníkům ALS, BV S a BKS.
b) Body A, B, K, L a O leží na jedné kružnici. (T. Jurík)
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Řešení. Označme úhly v trojúhelníku ABC obvyklým způsobem. Z vlastností bodů
K a L je zřejmé (obr. 1), že body A, B, K, L leží na kružnici, právě když | KAL| =
= | KBL|, tj. právě když α = β.

A B

C

KL

α
2

β
2

Obr. 1

A B

C

KL

S

Obr. 2

Přímka KL se dotýká kružnice opsané trojúhelníku BKS (nutně v bodě K), právě
když se rovnají úsekový a obvodový úhel příslušné tětivě KS (obr. 2): | LKA| =
= | LBK| = 1

2β = | LBA|. Poslední rovnost je ovšem ekvivalentní tomu, že body
A, B, K, L leží na kružnici, což jak už víme, je právě když α = β. (Jak je zřejmé ze
symetrie, je to zároveň ekvivalentní tomu, že se přímka KL dotýká kružnice opsané
trojúhelníku ALS.)
Z uvedených výsledků plyne, že svá další zkoumání můžeme omezit na rovnora+

menné trojúhelníky ABC se základnou AB. Podívejme se nejprve, kdy kružnice opsaná
čtyřúhelníku ABKL obsahuje bod O. Středový úhel AOB v kružnici opsané trojúhel+
níku ABC má velikost 2γ, zatímco velikost úhlu AKB je 180◦− 12α−β = γ+ 12α (obr. 3).
Bod O přitom nemůže ležet na straně AB (když je úhel γ pravý) ani v polorovině opačné
k ABC (když je úhel γ tupý), protože v tom případě vyjde

| AOB|+ | AKB| = (360◦ − 2γ) + (γ + 1
2α) = 180

◦ + 32α+ β > 180◦.

Body A, B, K, O tedy leží na jedné kružnici, právě když

2γ = γ + 1
2α neboli α = β = 2γ = 72◦.

Zbývá zodpovědět otázku, kdy se kružnice opsaná trojúhelníku BV S dotýká
přímky KL. V polorovině KLB existují dvě kružnice, které obsahují body B a S
a dotýkají se přímky KL (Apolloniova úloha, pro bod dotyku T z mocnosti bodu L
k takové kružnici platí |LT |2 = |LS| · |LB|). Jednu takovou kružnici už známe, je to
kružnice opsaná trojúhelníku BKS, jež se přímkyKL dotýká v bodě K. Druhá kružnice
se tedy dotýká přímky KL v bodě K ′ souměrně sdruženém s K podle středu L. Má-li
kružnice l opsaná trojúhelníku BV S ležet v polorovině KLB, musí v ní ležet i její
bod V , který je pak nutně vnitřním bodem úsečky C0C1, jež je částí osy úsečky AB
(obr. 4). Úhel SBV je tedy ostrý (jeho velikost je nejvýše 12β), proto střed kružnice l
leží v polorovině C0C1B a leží tam i jeho kolmý průmět (případný bod dotyku) na
přímku KL. Kružnice l se tudíž dotýká přímky KL jedině v případě, když je to kruž+
nice opsaná trojúhelníku BKS, tedy když body B, K, S, V leží na jedné kružnici. To
nastane, právě když | C1V B| = | SKB| (to platí bez ohledu na to, zda bod V leží
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γ + 1
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Obr. 3

A B

C

KL

S

V

B1

C1

C0

Obr. 4

mezi body C1, S, nebo mezi body C0, S; obr. 4). Z pravoúhlých trojúhelníků ABB1
a BV C1 plyne | C1V B| = α, takže rovnost | C1V B| = | SKB| platí, právě když

α = γ + 12α neboli α = β = 2γ = 72◦.

Dokázali jsme, že obě podmínky a) a b) jsou ekvivalentní tomu, že trojúhelník ABC
je rovnoramenný s úhly α = β = 72◦ a γ = 36◦.

4. V rovině je dána úsečka AB. Sestrojte množinu těžišť všech ostroúhlých trojúhelníků
ABC, pro něž platí: Vrcholy A a B, průsečík výšek V a střed S kružnice vepsané
trojúhelníku ABC leží na jedné kružnici. (J. Švrček)

Řešení. Protože trojúhelník ABC je ostroúhlý, leží body V a S uvnitř něho. Ozna+
číme-li velikosti úhlů v daném trojúhelníku obvyklým způsobem, platí (obr. 5)

| AV B| = 180◦ − γ a | ASB| = 90◦ + γ

2
.

Body A, B, V a S tedy leží na jedné kružnici, právě když | AV B| = | ASB|, což je
podle uvedených vzorců ekvivalentní s rovností γ = 60◦. Vrchol C tak nutně leží na
některém ze dvou kružnicových oblouků, z nichž je vidět úsečku AB pod úhlem 60◦.
Protože je trojúhelníkABC ostroúhlý, musí navíc vrchol C ležet uvnitř pásu vymezeného
kolmicemi k přímce AB v bodech A a B. Vrchol C je tedy vnitřním bodem takto
vymezených kružnicových oblouků KL a MN (obr. 6).
Označme dále C0 střed úsečky AB. Protože těžiště T každého z uvažovaných troj+

úhelníků ABC je obrazem bodu C ve stejnolehlosti se středem C0 a koeficientem 1
3 , je

bod T vnitřním bodem jednoho z oblouků K ′L′ nebo M ′N ′, jež jsou obrazy oblouků
KL a MN v uvažované stejnolehlosti.
Protože zmíněná stejnolehlost je vzájemně jednoznačné zobrazení, je zřejmé, že

každý vnitřní bod oblouků K ′L′ nebo M ′N ′ má požadovanou vlastnost, tj. je těžištěm
ostroúhlého trojúhelníku ABC s úhlem 60◦ při vrcholu C, jehož odpovídající body V
a S leží na jedné kružnici s vrcholy A a B.
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Obr. 5
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Obr. 6

5. Najděte všechny trojice navzájem různých prvočísel p, q, r splňující následující pod-
mínky:

p | q + r,

q | r + 2p,

r | p+ 3q.

(M. Panák)

Řešení. Hledejme trojice p, q, r podle toho, které z těchto tří čísel je největší:
◃ Největší je p. Pak z podmínky p | q + r a z nerovnosti q + r < 2p plyne q + r = p.
Z druhé podmínky pak dostaneme q | r + 2p = 3r + 2q, tedy q | 3r, což vzhledem
k různosti prvočísel znamená, že q = 3. Tedy p = r + 3 a poslední podmínka říká,
že r | r + 12, neboli r | 12, tedy r = 2 (prvočísla mají být různá). Je tedy p = 5.
Tato trojice vskutku splňuje podmínky ze zadání.

◃ Největší je q. Pak podmínka q | r + 2p a nerovnost r + 2p < 3q dávají r + 2p = q
nebo r + 2p = 2q.
Je-li 2q = r + 2p, musí být r sudé. Je tedy r = 2 a z rovnosti 2q = 2 + 2p plyne
q = p+ 1, což pro prvočísla p, q větší než r = 2 není možné.
Je-li q = r + 2p, první podmínka říká, že p | 2r + 2p, tedy p | 2r, tudíž p = 2.
Poslední podmínka pak dává r | p + 3q = 3r + 7p = 3r + 14, tedy r | 14, takže
r = 7. Potom je q = r + 2p = 11. Tato trojice rovněž vyhovuje zadání.

◃ Největší je r. Pak srovnáme podmínku r | p+ 3q a nerovnost p+ 3q < 4r.
Kdyby bylo p + 3q = 3r, bylo by p = 3(r − q), tedy p = 3, r − q = 1, takže r = 3
a q = 2, což nejsou tři různá prvočísla.
Pokud p+ 3q = 2r, dostáváme z první podmínky p | 2(q+ r) = p+ 5q, takže p | 5q
a p = 5. Druhá podmínka pak dává q | 2(r + 2p) = 2r + 20 = 3q + 25, tedy q = 5,
a výslednou trojici netvoří různá prvočísla.
Konečně buď p+3q = r. První podmínka pak dává p | p+4q, takže p | 4q a p = 2.
Druhá podmínka pak říká, že q | r+2p = 3q+6, tedy q | 6 a q = 3, neboť q ̸= p = 2.
Potom r = p+ 3q = 11. Tato trojice také vyhovuje zadání.
Řešením úlohy jsou tři trojice prvočísel (p, q, r), a to (5, 3, 2), (2, 11, 7) a (2, 3, 11).
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55. ročník matematické olympiády

1. Najděte všechny dvojice celých čísel x a y, pro něž platí

√
x
√
5−

√
y
√
5 =

√
6
√
5− 10.

2. Je dán rovnostranný trojúhelník ABC o obsahu S a jeho vnitřní bodM . Označme po
řadě A1, B1, C1 ty body stran BC, CA a AB, pro něž platí MA1 ∥ AB, MB1 ∥ BC
a MC1 ∥ CA. Průsečíky os úseček MA1, MB1 a MC1 tvoří vrcholy trojúhelníku
o obsahu T . Dokažte, že platí S = 3T .

3. V oboru reálných čísel řešte rovnici

1 + sin
x+ π
5

· sin x − π
11

= 0.

Klauzurní část školního kola kategorie A se koná

v úterý 6. prosince 2005

tak, aby začala dopoledne a aby soutěžící měli na řešení úloh
4 hodiny čistého času. Za každou úlohu může soutěžící získat
6 bodů, úspěšným řešitelem je ten žák, který získá 10 bodů
nebo více. Povolené pomůcky jsou psací a rýsovací potřeby,
školní MF tabulky a kalkulátory bez grafického displeje. Tyto
údaje se žákům sdělí před zahájením soutěže.



55. ročník matematické olympiády Řešení klauzurní části školního kola kategorie A

1. Z tvaru dané rovnice ihned plyne, že x > y ! 0 (neboť 6
√
5− 10 > 0). Pro taková

x, y můžeme umocnit obě (kladné) strany rovnice na druhou a provést další ekvivalentní
úpravy:

x
√
5− 2

√
5xy + y

√
5 = 6

√
5− 10,

x − 2√xy + y = 6− 2
√
5,

x+ y − 6 = 2
(√

xy −
√
5
)
. (1)

Umocněním a další úpravou dostaneme, že pro hledaná celá čísla x, y musí platit

(x+ y − 6)2 = 4
(
xy − 2

√
5xy + 5

)
,

8
√
5xy = 4(xy + 5)− (x+ y − 6)2. (2)

Z poslední rovnice plyne, že hodnota
√
5xy je racionální, a tedy celé číslo,1 takže 5xy je

druhá mocnina nezáporného celého čísla, jež je zřejmě dělitelné pěti.2 Platí tedy 5xy =
= (5k)2 neboli xy = 5k2, kde k je nezáporné celé číslo. Už teď je výhodné dosadit ne do
rovnice (2), ale rovnou do rovnice (1). Dostaneme totiž rovnici

x+ y − 6 = 2
(√
5k2 −

√
5
)
neboli x+ y − 6 = 2(k − 1)

√
5,

odkud díky iracionalitě čísla
√
5 vyplývá, že ke splnění rovnice (1) je nutné a stačí, aby

platily obě rovnosti k = 1 a x+ y − 6 = 0. Ze soustavy rovnic

xy = 5k = 5, x+ y = 6

snadno zjistíme, že {x, y} = {5, 1}, tedy x = 5 a y = 1, neboť x > y podle úvodní úvahy.
Hledaná dvojice (x, y) je jediná, a to (x, y) = (5, 1).

Za úplné řešení udělte 6 bodů, z toho 1 bod za první a 2 body za druhé z obou umocnění. Známé poznatky
o druhých odmocninách a mocninách uvedené v obou poznámkách pod čarou mohou řešitelé užít přímo,
aniž je formulují (či dokonce dokazují) jako pravidla (tj. v obecné podobě). Pokud v jinak úplném řešení
není vyloučena dvojice (x, y) = (1, 5) nebo není zmíněna podmínka x > y a chybí zkouška při důsledkové
úpravě umocněním (která v předvedeném řešení není potřeba), udělte jen 5 bodů.

2. Označme P , Q, R vrcholy vzniklého trojúhelníku. Protože každá z os úseček MA1,
MB1 aMC1 je kolmá na odpovídající stranu trojúhelníku ABC, svírají každé dvě ze stran
trojúhelníku PQR úhel 60 stupňů, takže se jedná o rovnostranný trojúhelník (obr.).

1 Druhá odmocnina nezáporného celého čísla je buď číslo celé, nebo číslo iracionální.
2 Je-li n celé a n2 je dělitelné pěti, je i n dělitelné pěti.
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Ukážeme nyní, že součet délek úseček MA1, MB1 a MC1 je (nezávisle na poloze
boduM) roven délce a strany výchozího trojúhelníku ABC. Označme proto po řadě B2,C2
a A2 průsečíky přímekMA1,MB1 aMC1 se stranami CA,AB a BC. Protože trojúhelníky
MA1A2, MB1B2 a MC1C2 jsou rovnostranné, je

|MA1|+ |MB1|+ |MC1| = |A1A2|+ |A2C|+ |A1B| = |BC| = a.

Pro libovolný (vnitřní) bod rovnostranného trojúhelníku platí, že součet jeho vzdá+
leností od všech stran trojúhelníku je roven příslušné výšce. To je snadno vidět např.
z vyjádření obsahu takového trojúhelníku jako součtu obsahů tří trojúhelníků tvořených
daným (vnitřním) bodem a dvojicí vrcholů. Protože bod M má od stran (rovnostranného)
trojúhelníku PQR vzdálenosti 12 |MA1|, 12 |MB1| a 12 |MC1|, má výška t tohoto trojúhelníku
velikost t = 1

2(|MA1|+ |MB1|+ |MC1|) = 1
2a. Protože pro výšku v rovnostranného troj+

úhelníku ABC platí v = 1
2a

√
3, je S = 1

2av = 1
3v
2
√
3. Podobně pro obsah T trojúhelníku

PQR s výškou t dostáváme

T =

√
3
3

t2 =

√
3
3

(a

2

)2
=

√
3
3

( v√
3

)2
=

√
3
9

v2 =
1
3
S,

neboli S = 3T , což jsme chtěli dokázat.
Za úplné řešení udělte 6 bodů. Zjištění (včetně nějakého podpůrného argumentu), že trojúhelník PQR je
rovnostranný, oceňte 3 body.

3. Protože všechny hodnoty funkce sinus leží v intervalu ⟨−1, 1⟩, je součin dvou hodnot
sinu roven číslu −1, jen když je jedna hodnota 1 a druhá hodnota je −1. Číslo x ∈ je tedy
řešením dané rovnice, právě když existují čísla k, l ∈ taková, že platí dvojice rovností

⎧
⎪⎨

⎪⎩

x+ π
5
=

π
2
+ 2kπ,

x − π
11

= −π
2
+ 2lπ,

nebo

⎧
⎪⎨

⎪⎩

x+ π
5
= −π
2
+ 2kπ,

x − π
11

=
π
2
+ 2lπ.

Vyřešíme-li tyto lineární rovnice, dostaneme vyjádření
⎧
⎪⎨

⎪⎩

x =
3π
2
+ 10kπ,

x = −9π
2
+ 22lπ,

nebo

⎧
⎪⎨

⎪⎩

x = −7π
2
+ 10kπ,

x =
13π
2
+ 22lπ.



2. Kružnice vepsaná danému trojúhelníku ABC se dotýká stran BC, CA, AB po
řadě v bodech K, L, M . Označme P průsečík osy vnitřního úhlu při vrcholu C
s přímkou MK. Dokažte, že přímky AP a LK jsou rovnoběžné.

Řešení. Označme k kružnici vepsanou trojúhelníku ABC a S její střed. Velikosti
vnitřních úhlů trojúhelníku ABC označme obvyklým způsobem α, β, γ. Protože body
K, L jsou souměrně sdruženy podle osy vnitřního úhlu při vrcholu C, jsou přímky KL
a CP na sebe kolmé a platí | LPC| = | KPC| (obr. 1).

A B

C

M

P

L

K

S

Obr. 1

Vyjádříme-li velikosti vnitřních úhlů při základnách KM a LK v rovnoramenných
trojúhelnících KMB a LKC, dostaneme | MKB| = 90◦ − 1

2β, | LKC| = 90◦ − 1
2γ.

Z přímosti úhlu BKC tak plyne | MKL| = 90◦ − 1
2α. Analogicky vyjde | KLM | =

= 90◦ − 1
2β, | LMK| = 90◦ − 1

2γ.
Protože | KPC| + 1

2γ = | BKP | = 90◦ − 1
2β, dostaneme pro velikost souměrně

sdružených úhlů LPC a KPC rovnost

| LPC| = | KPC| = 90◦ − β + γ

2
=

α

2
.

Kružnice k vepsaná trojúhelníku ABC je současně kružnicí opsanou trojúhelníku
KLM , který je, jak jsme zjistili výpočtem jeho úhlů, ostroúhlý. Její střed S je proto
vnitřním bodem tohoto trojúhelníku, a tedy i vnitřním bodem úsečky CP . Protože

| LPC| = | LPS| = | LAS| = α

2
,

je APSL tětivový čtyřúhelník. Vzhledem k tomu, že úhel ALS je pravý, je i úhel APS
pravý (přímky AP a CP jsou na sebe kolmé), a proto jsou přímkyKL a AP rovnoběžné.
Tím je důkaz hotov.

Poznámka. Protože kružnice k je opsaná trojúhelníku KLM , můžeme jeho vnitřní
úhly snadno vyjádřit z příslušných středových úhlů: | KSL| = 180◦ − γ, takže
| KML| = 90◦ − 1

2γ atd.
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Návodné a doplňující úlohy:
1. V rovině je dán čtverec ABCD. Uvnitř jeho stran BC, CD jsou po řadě zvoleny body

P , Q takové, že | PAQ| = 45◦. Označme dále R, S průsečíky jeho úhlopříčky BD po
řadě s přímkami AP , AQ. Dokažte, že body P , Q, R, S leží na téže kružnici. [Ukažte,
že úhly PSQ a PRQ jsou pravé.]

2. V rovině je dán pravoúhlý lichoběžník ABCD s delší základnou AB a pravým úh-
lem při vrcholu A. Označme k1 kružnici sestrojenou nad průměrem AD a k2 kružnici
procházející vrcholy B, C a dotýkající se přímky AB. Mají-li kružnice k1, k2 vnější
dotyk v bodě P , je přímka BC tečnou kružnice opsané trojúhelníku CDP . Dokažte.
[52–B–II–4]

3. Nechť L je libovolný vnitřní bod kratšího oblouku CD kružnice opsané čtverci ABCD.
OznačmeK průsečík přímek AL a CD,M průsečík přímek AD a CL a dále N průsečík
přímek MK a BC. Dokažte, že body B, L, M , N leží na téže kružnici. [53–A–III–5]

3. Jsou-li x, y, z reálná čísla z intervalu ⟨−1, 1⟩ splňující podmínku xy+ yz+ zx = 1,
pak platí

6 3
√
(1− x2)(1− y2)(1− z2) ! 1 + (x+ y + z)2.

Dokažte a zjistěte, kdy nastane rovnost.

Řešení. Pro libovolná reálná čísla x, y, z ∈ ⟨−1, 1⟩ platí 1 − x2 " 0, 1 − y2 " 0,
1− z2 " 0. Užitím nerovnosti mezi aritmetickým a geometrickým průměrem pro trojici
nezáporných reálných čísel 1− x2, 1− y2, 1− z2 tak dostaneme

3
√
(1− x2)(1− y2)(1− z2) ! (1− x2) + (1− y2) + (1− z2)

3
=

=
3− (x2 + y2 + z2)

3
,

takže
6 3
√
(1− x2)(1− y2)(1− z2) ! 6− 2(x2 + y2 + z2). (1)

Vyhovují-li reálná čísla x, y, z ∈ ⟨−1, 1⟩ podmínce xy + yz + zx = 1, ukážeme, že
splňují také nerovnost

6− 2(x2 + y2 + z2) ! 1 + (x+ y + z)2. (2)

Pravou stranu této nerovnosti upravíme na tvar

1 + x2 + y2 + z2 + 2(xy + yz + zx) = 3 + (x2 + y2 + z2),

což po dosazení do (2) vede k ekvivalentní nerovnosti

x2 + y2 + z2 " 1.

Její platnost ověříme snadno. Stačí totiž dokázat, že pro reálná čísla x, y, z, která
vyhovují podmínkám úlohy, platí nerovnost

x2 + y2 + z2 " xy + yz + zx,
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b) Označme A, B a C hledané podmnožiny množiny M. Protože všechny mají stejný
počet prvků, je číslo n nutně dělitelné třemi, je tedy tvaru n = 3k, kde k je vhodné
přirozené číslo. Pro součet s všech prvků množiny M platí s = 1

23k(3k + 1). Součet tří
aritmetických průměrů všech prvků jednotlivých množin A, B a C je pak roven s/k,
tedy 32 (3k+1). Tento součet musí být podle podmínek úlohy přirozené číslo, proto je k
nutně liché.
Pro čísla n = 3k, kde k je liché, ukážeme, že zadání vyhovuje například rozklad

množiny M na podmnožiny

A = {1, 2, . . . , k}, B = {k + 1, k + 2, . . . , 2k} a C = {2k + 1, 2k + 2, . . . , 3k}.

Součet všech prvků A je 12k(k+1), jejich aritmetický průměr je
1
2 (k+1), což je přirozené

číslo. Jelikož 1 ! 1
2 (k + 1) ! k, je aritmetický průměr všech prvků množiny A prvkem

množiny A. Podobně ukážeme, že aritmetický průměr 12 (3k+1) všech prvků množiny B
je prvkem množiny B a aritmetický průměr 12(5k+1) všech prvků množiny C je prvkem
množiny C.

Závěr. Podmínkám úlohy v případě a) vyhovují všechna sudá čísla n různá od 4,
v případě b) všechna lichá čísla n dělitelná třemi.

Návodné a doplňující úlohy:
1. Na stole leží k hromádek o 1, 2, 3, . . . , k kamenech, kde k ! 3. V každém kroku vybereme
tři libovolné hromádky na stole, sloučíme je do jedné a přidáme k ní jeden kámen,
který na stole dosud neležel. Jestliže po několika krocích vznikne jediná hromádka,
není výsledný počet kamenů dělitelný třemi. Dokažte. [54–B–I–3]

2. Na stole leží 54 hromádky o 1, 2, 3, . . ., 54 kamenech. V každém kroku vybereme
libovolnou hromádku, řekněme o k kamenech, a odebereme ji celou ze stolu spolu
s k kameny z každé té hromádky, ve které je aspoň k kamenů. Například po prvním
kroku, při kterém vybereme hromádku o 52 kamenech, zůstanou na stole hromádky
o 1, 2, 3, . . ., 51, 1 a 2 kamenech. Předpokládejme, že po určitém počtu kroků zůstane
na stole jediná hromádka. Zdůvodněte, kolik kamenů v ní může být. [54–B–S–1]

3. Rozhodněte, zda je možné rozložit množinu čísel {1, 2, . . . , 1995} na dvě podmnožiny
tak, aby v první podmnožině bylo a) dvakrát, b) třikrát, c) čtyřikrát více čísel než ve
druhé a aby součty čísel v obou podmnožinách byly stejné. [45–C–I–2]

4. Určete, pro která přirozená čísla n je možno rozdělit množinu {1, 2, . . . , n} na dvě
podmnožiny tak, aby v první bylo třikrát více čísel než ve druhé a aby součty všech
čísel v obou podmnožinách byly stejné. [45–C–II–1]

5. V rovině je dána kružnice k se středem S a bod A ̸= S. Určete množinu středů
kružnic opsaných všem trojúhelníkům ABC, jejichž strana BC je průměrem kruž-
nice k.

Řešení. Poloměr dané kružnice k označme r. Leží-li bod A na kružnici k, je bod S
středem kružnice opsané každého z uvažovaných trojúhelníků ABC a hledanou množi)
nou je jednobodová množina {S}. Dále rozlišíme dva případy:
a) Nechť |AS| > r. Uvažujme nejprve rovnoramenný trojúhelník ABC se základ)

nou BC, který vyhovuje podmínkám úlohy. Střed O kružnice jemu opsané je vnitřním
bodem úsečky AS a přitom platí |AO| = |BO| = |CO|.
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Nyní ukážeme, že hledanou množinou O středů kružnic opsaných všem trojúhelní)
kům ABC, které vyhovují podmínkám úlohy, je přímka p, která je kolmá k AS a prochází
bodem O (obr. 2).

A

B

C

SO

B′

C ′O′

k

p

Obr. 2

Uvažujme libovolný trojúhelník AB′C′, kde B′C′ je průměr kružnice k, a označme
O′ průsečík osy jeho strany B′C′ s přímkou p, takže |O′B′| = |O′C′| (bod O′ leží na
ose B′C′). Podle Pythagorovy věty v pravoúhlém trojúhelníku C ′O′S platí

|O′B′| = |O′C′| =
√
|O′S|2 + r2 =

√
|OO′|2 + |OS|2 + r2.

Pro velikost úsečky O′A přitom máme

|O′A| =
√

|AO|2 + |OO′|2 =
√

|BO|2 + |OO′|2 =
√
|OS|2 + r2 + |OO′|2.

Odtud |O′A| = |O′B′| = |O′C′|, tudíž bod O′ je středem kružnice opsané trojúhelníku
AB′C′ a podle konstrukce leží na přímce p.
Naopak, pro libovolný bod O′ přímky p lze sestrojit průměr B′C′ kružnice k, který

je kolmý k přímce O′S. Z předchozích úvah vyplývá, že |O′A| = |O′B′| = |O′C′|,
takže jsme našli trojúhelník AB′C′ požadovaných vlastností, jehož kružnice opsaná má
střed O′.

b) Nechť |AS| < r. V tomto případě lze postupovat analogicky. Střed O je zde
vnitřním bodem polopřímky opačné k polopřímce SA. Dojdeme přitom ke stejnému
výsledku jako v případě a).
Závěr.Není-liA bodem kružnice k, je hledanou množinou O přímka p, která je kolmá

k AS a současně prochází středem O kružnice opsané rovnoramennému trojúhelníku
ABC se základnou BC, která je průměrem kružnice k kolmým na AS. Je-li A je bodem
kružnice k, je O = {S}.

Jiné řešení. Pro daný bod A, který neleží na kružnici k, uvažujme trojúhelník
ABC daných vlastností. Označme l kružnici opsanou trojúhelníkuABC (obr. 3). Protože
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bod S je středem společné tětivyBC kružnic k a l, protne kružnice l polopřímku opačnou
k polopřímce SA ve vnitřním bodě, který označíme A′. Pro mocnost ml(S) bodu S ke
kružnici l přitom platí

ml(S) = −|BS| · |CS| = −r2 = −|AS| · |A′S|, (1)

kde r je poloměr kružnice k. Odtud plyne, že vzdálenost |A′S|, a tedy i poloha bodu A′

na polopřímce opačné k SA jsou jednoznačně určeny polohou bodu A. Pro všechny
trojúhelníky ABC vyhovující podmínkám úlohy je tedy AA′ pevná úsečka. Kružnice
opsané všem uvažovaným trojúhelníkům ABC proto mají společnou tětivu AA′, takže
jejich středy leží na ose p úsečky AA′. V případě, kdy ABC je rovnoramenný trojúhelník
se základnou BC, je úsečka AA′ průměrem kružnice l a její střed O je současně středem
úsečky AA′. Přímka p prochází tímto bodem O kolmo k přímce AS.

A

B

C

S A′O

O′

k

l

p

Obr. 3

Naopak, ke každému bodu O′ přímky p najdeme trojúhelník ABC požadovaných
vlastností, který má střed opsané kružnice v bodě O′. Stačí sestrojit průměr BC kruž)
nice k, který je kolmý k přímce O′S. Pro pevně uvažované body A, A′ a S jsme tak
sestrojili body B, C, pro něž platí vztah (1). To znamená, že body A, B, C a A′ leží
na téže kružnici l. Vzhledem k tomu, že bod O′ je průsečíkem os tětiv AA′ a BC této
kružnice, které nejsou rovnoběžné, je bod O′ středem kružnice l, tedy středem kružnice
opsané trojúhelníku ABC.

Návodné a doplňující úlohy:
1. V rovině je dán čtverec ABCD. Uvažujme čtverec KLMN , jehož úhlopříčka je shodná
se stranou čtverce ABCD a jeho vrcholyK aM leží na stranách čtverce ABCD. Určete
množinu vrcholů L všech takových čtverců KLMN . [19–B–I–5]
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2. V rovině je dána přímka q a bod A, který na ní neleží. Určete v této rovině množinu
středů S všech čtverců ABCD takových, že bod B leží na přímce q. [47–B–I–2]

3. V rovině je dána úsečka AB. Sestrojte množinu těžišť všech ostroúhlých trojúhel-
níků ABC, pro něž platí: Vrcholy A a B, průsečík výšek V a střed S kružnice vepsané
trojúhelníku ABC leží na jedné kružnici. [55–A–III–4]

6. Určete všechny funkce f : → takové, že pro všechna celá čísla x, y platí

f
(
f(x) + y

)
= x+ f(y + 2 006).

Řešení. Nechť f je libovolná funkce požadovaných vlastností. Dosadíme-li do da)
ného vztahu postupně y = 0 a y = 1, dostaneme rovnosti

f
(
f(x)

)
= x+ f(2 006), resp. f

(
f(x) + 1

)
= x+ f(2 007) (1)

a jejich odečtením

f
(
f(x) + 1

)
− f

(
f(x)

)
= f(2 007)− f(2 006).

Poslední vztah lze zjednodušeně zapsat jako

f(z + 1)− f(z) = f(2 007)− f(2 006) (2)

pro každé takové z ∈ , které patří do oboru hodnot funkce f . Tímto oborem je ovšem
celá množina , jak hned vidíme z kterékoli z rovností (1).
Rovnost (2) platná pro každé z ∈ znamená, že funkce f na je (oboustranně

nekonečná) aritmetická posloupnost, takže její předpis musí být tvaru f(z) = az + b
s vhodnými konstantami a, b ∈ . Jejich možné hodnoty zjistíme, když dosadíme do
obou stran rovnosti ze zadání:

f
(
f(x) + y

)
= a

(
f(x) + y

)
+ b = a2x+ ay + ab+ b,

x+ f(y + 2 006) = x+ a(y + 2 006) + b = x+ ay + 2 006a+ b.

Takové dva výrazy mají tutéž hodnotu pro všechna x, y ∈ , právě když zároveň platí
a2 = 1 a 2 006a = ab, neboli a = ±1 a b = 2 006. Řešením úlohy jsou tedy jediné dvě
funkce určené předpisy

f1(x) = x+ 2 006 a f2(x) = −x+ 2 006.

Návodné a doplňující úlohy:
1. Nechť f : → je libovolná funkce splňující nerovnost

f(n) + f(n+ 2) " 2f(n+ 1)
pro každé přirozené číslo n. Ukažte, že potom v rovině existuje přímka, na které leží
nekonečně mnoho bodů s kartézskými souřadnicemi [k, f(k)], k ∈ . [43–A–III–1]

2. Najděte všechny funkce f : → takové, že

f(x) + f(y) = f(x+ 2xy) + f(y − 2xy)

platí pro každé x, y celé a navíc f(−1) = f(1). [42–A–3–5]
3. Uvažujme funkci f : → , která je ostře rostoucí a pro každá dvě přirozená čísla m,

n splňuje rovnost
f(mn) = f(m)f(n).

Určete f(30), víte-li, že f(2) = 4. [40–A–2–4]
4. Nechť f je zobrazení množiny {1, 2, . . . , 1988} do sebe. Pro libovolné přirozené číslo n
položme x1 = f(1), xn+1 = f(xn). Zjistěte, zda existuje takové číslo m, že platí xm =
= x2m. [37–A–III–1]
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56. ročník matematické olympiády

Úlohy krajského kola kategorie A

1. Zjistěte, jaký je nejmenší možný obsah trojúhelníku ABC, jehož výšky vyhovují ne%
rovnostem va ! 3 cm, vb ! 4 cm, vc ! 5 cm.

2. Nechť a, b jsou reálná čísla. Má-li rovnice

x4 − 4x3 + 4x2 + ax+ b = 0

dva různé reálné kořeny takové, že jejich součet se rovná jejich součinu, pak platí
a+ b > 0 a přitom daná rovnice nemá žádné jiné reálné kořeny. Dokažte.

3. Nechť M je libovolný vnitřní bod přepony AB pravoúhlého trojúhelníku ABC.
Označme S, S1, S2 středy kružnic opsaných po řadě trojúhelníkům ABC, AMC,
BMC.
a) Dokažte, že body M , C, S1, S2 a S leží na téže kružnici.
b) Pro kterou polohu bodu M má tato kružnice nejmenší poloměr?

4. Nechť p, q (p < q) jsou daná přirozená čísla. Určete nejmenší přirozené číslo m s vlast%
ností: Součet všech zlomků v základním tvaru, které mají jmenovatel m a jejichž
hodnoty leží v otevřeném intervalu (p, q), je aspoň 56(q2 − p2).

Krajské kolo kategorie A se koná

v úterý 23. ledna 2007

tak, aby začalo dopoledne a aby soutěžící měli na řešení úloh
4 hodiny čistého času. Za každou úlohu může soutěžící získat
6 bodů, úspěšným řešitelem je ten žák, který získá 10 bodů
nebo více. Povolené pomůcky jsou psací a rýsovací potřeby,
školní MF tabulky a kalkulátory bez grafického displeje. Tyto
údaje se žákům sdělí před zahájením soutěže.



56. ročník matematické olympiády
Řešení úloh krajského kola kategorie A

1. Označme a, b, c velikosti stran trojúhelníku ABC. Pro jeho výšku vb platí nerovnost

c ! vb,

neboť vb je délka nejkratší úsečky spojující vrchol B s bodem přímky AC. Pro obsah S
trojúhelníku ABC tak platí:

S =
cvc

2
! vbvc

2
! 10 cm2.

Pokud existuje trojúhelník ABC vyhovující podmínkám úlohy, jehož obsah je právě
10 cm2, potom v obou nerovnostech S = 1

2cvc ! 1
2vbvc ! 10 cm2 nastává rovnost. Vychází

tedy c = vb = 4 cm a současně vc = 5 cm. Z první rovnosti plyne, že takový trojúhelník
musí být pravoúhlý s pravým úhlem při vrcholu A. Pro délku jeho odvěsny AC pak platí
b = vc = 5 cm a délka a jeho přepony BC je rovna

√
41 cm. Ze vzorce S = 1

2ava pro jeho
výšku va plyne

va =
2S
a
=
20√
41
cm > 3 cm.

Pravoúhlý trojúhelník ABC s odvěsnami b = 5cm a c = 4cm tedy vyhovuje podmínkám
úlohy.
Nejmenší možný obsah trojúhelníku ABC, jehož výšky vyhovují podmínkám úlohy,

je 10 cm2.
Poznámka. Stejně dobrý odhad dostaneme i z nerovnosti bvb ! vcvb, zatímco z ostat%

ních kombinací plynou odhady slabší.

2. Předpokládejme, že rovnice

x4 − 4x3 + 4x2 + ax+ b = 0 (1)

má dva různé reálné kořeny x1 a x2, pro které platí x1+x2 = x1x2 = p. Potom mnohočlen
na její levé straně je dělitelný mnohočlenem (x − x1)(x − x2) = x2 − px+ p a má rozklad

x4 − 4x3 + 4x2 + ax+ b = (x2 − px+ p)(x2 + rx+ s),

kde r a s jsou reálná čísla. Roznásobením výrazu na pravé straně poslední rovnosti a po%
rovnáním koeficientů u jednotlivých mocnin x mnohočlenů na obou stranách dostaneme

−4 = −p+ r, (2)

4 = p+ s − pr, (3)

a = −ps+ pr, (4)

b = ps. (5)



Ze vztahu (2) plyne
r = p − 4. (6)

Dosazením za r do vztahu (3) dostaneme

s = 4− p+ p(p − 4) = (p − 4)(p − 1). (7)

Jelikož kvadratická rovnice x2 − px + p = 0 má dva různé reálné kořeny x1 a x2, je její
diskriminant kladné číslo, takže

p2 − 4p > 0. (8)

Sečteme-li rovnice (4) a (5) a dosadíme za r podle (6), vyjde podle předchozího vztahu

a+ b = pr = p(p − 4) = p2 − 4p > 0,

což jsme chtěli dokázat.
Pro diskriminant D rovnice

x2 + rx+ s = 0

podle vztahů (6), (7) a (8) platí

D = r2 − 4s = (p − 4)2 − 4(p − 4)(p − 1) = −3p(p − 4) = −3(p2 − 4p) < 0.

Rovnice tudíž nemá reálné kořeny. Daná rovnice (1) proto nemá jiné reálné kořeny než x1
a x2.

3. a) Označme po řadě α a β velikosti vnitřních úhlů při vrcholech A a B uvažo%
vaného pravoúhlého trojúhelníku ABC. Ze vztahu mezi obvodovým a středovým úhlem
pro společnou tětivu CM kružnic k1 a k2 opsaných po řadě trojúhelníkům AMC a BMC
plyne (obr. 1)

A B

C

MS

S1

S2

α β

2α

2β

Obr. 1

| MS1C| + | MS2C| = 2α+ 2β = 180◦.

Čtyřúhelník CS1MS2 je tudíž tětivový. Protože bodyM a C jsou souměrně sdružené podle
osy úsečky CM , na níž současně leží středná S1S2 kružnic k1 a k2, platí dále

| S1MS2| = | S1CS2| = 90◦.



Kružnice opsaná čtyřúhelníku CS1MS2 je tedy Thaletovou kružnicí sestrojenou nad prů%
měrem S1S2. Body S a S1 však současně leží na ose odvěsny AC, podobně body S a S2
leží na ose odvěsny BC uvažovaného trojúhelníku. Je tedy | S1SS2| = 90◦, a bod S leží
proto rovněž na Thaletově kružnici opsané čtyřúhelníku CS1MS2. (Je-liM = S, platí toto
tvrzení triviálně.) Tím je dokázána část a) úlohy.
b) Pro poloměr r kružnice (s tětivou CS) nalezené v části a) zřejmě platí 2r ! |CS|

s rovností, právě když je CS její průměr. Protože kružnice s průměrem CS prochází středy
obou odvěsen AC, BC, rovnost 2r = |CS| nastane, právě když bod S1 je střed AC a S2 je
střed BC, což zřejmě odpovídá volbě boduM jako paty výšky z vrcholu C na přeponu AB.

Jiné řešení. a) Označme P1 a P2 po řadě středy úseček AM a BM (obr. 2). Protože
ve stejnolehlosti se středem M a koeficientem 1

2 se úsečka AB zobrazí na úsečku P1P2,
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Obr. 2

zobrazí se střed S úsečky AB na střed Q úsečky P1P2 a zároveň jakožto obraz bodu S ve
zmíněné stejnolehlosti je bodQ středem úsečkyMS. Body P1, P2 jsou kolmé průměty bodů
S1, S2 na přeponu AB, takže bod Q je kolmým průmětem středu O kružnice sestrojené
nad průměrem S1S2. Podle Thaletovy věty na této kružnici zřejmě leží bod S, protože
přímky S1S a S2S jakožto osy navzájem kolmých odvěsen AC a BC svírají pravý úhel. Ze
souměrnosti uvedené kružnice podle přímky OQ pak plyne, že na ní leží i bod M , a tedy
i bod C (ze souměrnosti podle přímky S1S2). Tím je část a) dokázána.
b) Pro úsečku S1S2 a její kolmý průmět P1P2 platí |S1S2| ! |P1P2| = 1

2 |AB|. Kružnice
opsaná čtyřúhelníku CS1MS2 má proto nejmenší průměr 12 |AB|, právě když S1S2 ∥ AB,
což vzhledem ke kolmosti úsečky CM a její osy S1S2 nastane, právě kdyžM je patou výšky
z vrcholu C v trojúhelníku ABC. (Poloměr r této kružnice má pak velikost r = 1

4 |AB|.)
Jiné řešení. a) Uvažujme podobné zobrazení složené z otočení kolem středu C o orien%

tovaný (pravý) úhel ACB a ze stejnolehlosti se středem C a koeficientem rovným poměru
|BC| : |AC|. Toto zobrazení převede body A, B aM po řadě do bodů B, B ′ aM ′, přičemž
BC je výška na přeponu AB′ pravoúhlého trojúhelníku ABB′ a bod M ′ leží na jeho
odvěsně BB′ (obr. 3). Podle shodných úhlů AMC a BM ′C (nebo též podle pravých úhlů
MCM ′ a MBM ′) vidíme, že kružnice opsaná trojúhelníku BMC je opsaná i trojúhelníku
BM ′C, takže její střed S2 je obrazem bodu S1 v uvažovaném podobném zobrazení (to pře%
vádí trojúhelník AMC právě na trojúhelník BM ′C). To znamená, že úhel S1CS2 je pravý,
takže je pravý i úhel S1MS2 (neboť přímka S1S2 je osou úsečky CM). Konečně pravý
je i úhel S1SS2 (neboť jeho ramena leží na osách navzájem kolmých odvěsen AC a BC),



takže všechny tři body C,M , S leží na Thaletově kružnici sestrojené nad průměrem S1S2.
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Obr. 3

Tím je dokázána část a) úlohy. Část b) vyřešíme stejně jako v prvním řešení.

4. Ukážeme, že nejmenší m je 113 (nezávisle na hodnotách p, q). Zřejmě je m > 1. Pro
libovolná přirozená čísla c < d a m > 1 označme Sm(c, d) součet všech zlomků v základním
tvaru, které leží v otevřeném intervalu (c, d) a jejichž jmenovatel je m. Pak platí nerovnost

Sm(c, c+ 1) "
(
c+
1
m

)
+

(
c+
2
m

)
+ . . .+

(
c+

m − 1
m

)
= (m − 1)c+ m − 1

2
,

v níž rovnost nastane, právě když všechna čísla 1, 2, . . . , m − 1 jsou nesoudělná s m, tj.
právě když m je prvočíslo.

Pro daná přirozená čísla p, q a m > 1 platí

Sm(p, q) = Sm(p, p+ 1) + Sm(p+ 1, p+ 2) + . . .+ Sm(q − 1, q) "

"
(
(m − 1)p+ m − 1

2

)
+

(
(m − 1)(p+ 1) + m − 1

2

)
+ . . .

+
(
(m − 1)(q − 1) + m − 1

2

)
=

= (m − 1) (q − p)(p+ q − 1)
2

+ (m − 1)q − p

2
=

= (m − 1)q − p

2
(p+ q − 1 + 1) = (m − 1)(q2 − p2)

2
,

tedy

Sm(p, q) " (m − 1)(q2 − p2)
2

. (9)

Rovnost ve vztahu (9) přitom nastane, právě když m je prvočíslo. Podle zadání však platí

Sm(p, q) ! 56(q2 − p2).



2. V tětivovém čtyřúhelníku ABCD označme L, M středy kružnic vepsaných po řadě
trojúhelníkům BCA, BCD. Dále označme R průsečík kolmic vedených z bodů L
a M po řadě na přímky AC a BD. Dokažte, že trojúhelník LMR je rovnoramenný.

(P. Leischner)

Řešení. Průsečík os vnitřních úhlů při vrcholech A, D v trojúhelnících BCA, BCD
označme H (obr. 3). Jak známo, je bod H středem příslušného oblouku BC kružnice k
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Obr. 3

opsané čtyřúhelníku ABCD (oblouku, který neobsahuje vrcholy A a D). Označme ε =
= | BAH| = | CAH| = | BDH| = | CDH| = | CBH| a ϕ = | ABL| = | CBL|.
Pak platí

| BLH| = | BAL|+ | ABL| = ε+ ϕ = | LBH|.

Trojúhelník HLB je tudíž rovnoramenný se základnou LB, takže |HB| = |HL|. Ana'
logicky je i |HC| = |HM |. A protože |HB| = |HC|, je rovněž |HL| = |HM |, takže
trojúhelník HML je rovnoramenný a platí | HLM | = | HML|.
Označme ještě P kolmý průmět bodu L na přímku AC a Q kolmý průmět bodu M

na přímku BD (uvažovaný bod R je tak průsečíkem přímek LP a MQ). Protože pra'
voúhlé trojúhelníky APL a DQM se shodují v úhlech při vrcholech A a D, jsou shodné
i úhly PLA a QMD při vrcholech L a M . Odtud a z rovnosti | HLM | = | HML|
tak vyplývá rovnost | PLM | = | QML|. To znamená, že trojúhelník LMR je rovno'
ramenný, jak jsme měli dokázat.



5. Je dán ostroúhlý trojúhelník ABC takový, že |AC| ̸= |BC|. Uvnitř jeho stran BC
a AC uvažujme body D a E, pro něž je ABDE tětivový čtyřúhelník. Průsečík jeho
úhlopříček AD a BE označme P . Jsou-li přímky CP a AB navzájem kolmé, pak
P je průsečíkem výšek trojúhelníku ABC. Dokažte. (J. Mazák)

Řešení. Označme ϕ = | BAD| a ψ = | ABE| (obr. 4). Z rovnosti obvodových úhlů
| AEB| = | ADB| v tětivovém čtyřúhelníku ABDE tak při obvyklém značení úhlů
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C0

P

x y
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α βϕ ψ

Obr. 4

v trojúhelníku ABC plyne
α+ ψ = β + ϕ. (1)

Označme C0 patu výšky z vrcholu C, vc velikost výšky CC0 a x, y, p velikosti
příslušných úseků AC0, BC0, PC0 (obr. 4), takže

tgϕ =
p

x
, tgψ =

p

y
,

tgα =
vc

x
, tg β =

vc

y
.

(2)

Pokud bod P není průsečík výšek (tj. úhel α+ ψ není pravý), můžeme podle (1) psát

tg(α+ ψ) = tg(β + ϕ),

což podle známého vzorce pro tangens součtu po dosazení z (2) dává (využíváme rovnost
tgα tgψ = tg β tgϕ, která z (2) navíc plyne)

vc

x
+

p

y
=

vc

y
+

p

x

neboli
(p − vc)(x − y) = 0.

Protože vzhledem k daným předpokladům je p < vc a x ̸= y, nemůže poslední rovnost
platit. Je tedy α+ ψ = 90◦ a bod P je průsečíkem výšek, což jsme chtěli dokázat.

Jiné řešení. Označme k kružnici opsanou tětivovému čtyřúhelníku ABDE a uvaž'
me ještě kružnice l a m opsané trojúhelníkům BEC a ADC (obr. 5). Protože tětiva BE
kružnice l protíná tětivu AD kružnice m v bodě P , mají kružnice l, m kromě bodu C



ještě další průsečík, který označíme M . Z uvedené konstrukce vyplývá, že bod P leží
uvnitř každé ze tří uvažovaných kružnic a má k nim stejnou mocnost (je to jejich potenční
bod), proto bod P leží uvnitř úsečky CM .
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Obr. 5

Z rovnosti obvodových úhlů nad tětivouBC kružnice l plyne | BMC| = | BEC| =
= 180◦ − | AEB| a analogicky | AMC| = | ADC| = 180◦ − | ADB|, což vzhledem
k rovnosti obvodových úhlů | AEB| = | ADB| nad tětivou AB kružnice k znamená,
že

| BMC| = | AMC|.

Označme N patu výšky z vrcholu C trojúhelníku ABC. Pokud M ̸= N , znamená
poslední rovnost, že pravoúhlé trojúhelníky BNM a ANM jsou shodné, což ovšem od'
poruje předpokladu |AC| ̸= |BC|. Je protoM = N , | ADC| = | BMC| = | AMC| =
= 90◦ a bod P je tak průsečíkem výšek trojúhelníku ABC, což jsme chtěli dokázat.



56. ročník matematické olympiády

Úlohy klauzurní části školního kola kategorie A

1. Určete všechna reálná čísla s, pro něž má rovnice

4x4 − 20x3 + sx2 + 22x − 2 = 0

čtyři různé reálné kořeny, přičemž součin dvou z nich je roven číslu −2.
2. Uvažujme množinu {1, 2, 4, 5, 8, 10, 16, 20, 32, 40, 80, 160} a všechny její tříprvkové
podmnožiny. Rozhodněte, zda je více těch, které mají součin svých prvků větší než
2 006, nebo těch, které mají součin svých prvků menší než 2 006.

3. Je dán lichoběžník ABCD s pravým úhlem při vrcholu A a základnou AB, v němž
platí |AB| > |CD| ! |DA|. Označme S průsečík os jeho vnitřních úhlů při vrcholech
A, B a T průsečík os vnitřních úhlů při vrcholech C, D. Podobně označme U , V
průsečíky os vnitřních úhlů při vrcholech A, D, resp. B, C.
a) Ukažte, že přímky UV a AB jsou rovnoběžné.
b) Dokažte, že průsečík E polopřímky DT s přímkou AB a body S, T , B leží na
téže kružnici.

Klauzurní část školního kola kategorie A se koná

v úterý 5. prosince 2006

tak, aby začala dopoledne a aby soutěžící měli na řešení úloh
4 hodiny čistého času. Za každou úlohu může soutěžící získat
6 bodů, úspěšným řešitelem je ten žák, který získá 10 bodů
nebo více. Povolené pomůcky jsou psací a rýsovací potřeby,
školní MF tabulky a kalkulátory bez grafického displeje. Tyto
údaje se žákům sdělí před zahájením soutěže.



Součin abc prvků trojice A se dá vyjádřit ve tvaru

2k5l, kde k ∈ {0, 1, 2, . . . , 14}, l ∈ {0, 1, 2, 3} (1)

(číslo 160 má jen dva dělitele, jež jsou násobkem 25, proto se v rozkladu součinu abc nemůže
objevit 215). Není těžké zjistit, že největší přirozené číslo tvaru (1), které je menší než 2 006,
je číslo 2 000 = 24 · 53 a nejmenší přirozené číslo, které je tvaru (1) a je větší než 2 006, je
číslo 2 048 = 211 (samo číslo 2 006 tvaru (1) není). Přitom 2 000 · 2 048 = 1603.
Je-li tedy součin prvků trojice A menší než 2 006, je nutně abc " 2 000 a součin

1603/(abc) prvků odpovídající trojice A′ je nejméně 1603/2 000 = 2 048. Naopak, je-li
součin prvků trojice A větší než číslo 2 006, je abc ! 2 048 a součin prvků trojice A′

je nejvýše 1603/2 048 = 2 000. Jinými slovy tříprvkových podmnožin se součinem prvků
menším než 2 006 je právě tolik jako tříprvkových podmnožin se součinem prvků větším
než 2 006.

Za úplné řešení udělte 6 bodů, z toho 2 body za zjištění, že uvažovaná množina je množinou děli-
telů čísla 160, další 2 body za následné párování tříprvkových podmnožin. Uvede-li řešitel fakt abc /∈
/∈ ⟨2 001, 2 047⟩ bez důkazu, není to na závadu (celá čísla z tohoto intervalu lze na prvočinitele rychle
jednotlivě otestovat). Protokol, ve kterém se žák pouze zabývá otázkou, jakých konkrétních hodnot může
součin abc nabývat (ne však kolikrát se tak pro jednotlivé hodnoty stane), oceňte nejvýše 2 body.

3. Bod U jako průsečík os vnitřních úhlů při vrcholech A a D daného lichoběžníku
má stejnou vzdálenost od stran AB, AD a zároveň i od stran AD, DC. To znamená, že
má stejnou vzdálenost od obou základen AB, CD lichoběžníku ABCD. Podobně i bod V ,
který je průsečíkem os úhlů při vrcholech B a C, má od obou základen stejnou vzdálenost.
Jsou tedy přímky UV a AB rovnoběžné. Tím je vyřešena část a).
Protože součet vnitřních úhlů jak při vrcholech A a D, tak při vrcholech B a C je

180◦, je součet úhlů přilehlých straně AD trojúhelníku ADU roven 90◦ stejně jako součet
úhlů přilehlých straně BC trojúhelníku BCV . To znamená, že oba uvedené trojúhelníky
jsou pravoúhlé (s pravým úhlem při vrcholu U , resp. V , obr. 1). Čtyřúhelník UTV S je tedy
tětivový (z předpokladu úlohy |AB| > |CD| ! |DA| plyne, že polopřímky AU a CV se
neprotínají, body S a T proto leží v opačných polorovinách určených přímkou UV a body
U , T , V , S leží na kružnici v uvedeném pořadí).
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Obr. 1

Jak už víme, jsou přímky UV , AB a CD rovnoběžné, je tedy | V UT = | CDT | =
= 45◦. Z rovnosti obvodových úhlů nad stranou TV tětivového čtyřúhelníku UTV S tak
plyne | V ST | = | V UT | = 45◦. To je zároveň i velikost obvodového úhlu TSB příslušného



tětivě TB kružnice opsané trojúhelníku STB (obr. 2). Zbývá ukázat, že na téže kružnici
leží i bod E. To je zřejmé, pokud E = T . V opačném případě stačí zjistit, že velikost
úhlu TEB je 180◦−45◦ nebo 45◦ podle toho, zda přímka BT body S, E odděluje či nikoli,
což okamžitě plyne z toho, že přímka DT svírá se základnou AB úhel 45◦ (obr. 2 a 3). Tím
je vyřešena část b).
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Obr. 3

Za úplné řešení udělte 6 bodů, z toho 2 body za důkaz rovnoběžnosti UV ∥ AB, dále 1 bod za objev
pravých úhlů AUD a BV C a 1 bod za důsledek, že čtyřúhelník UTV S je tětivový. Nelze čekat, že žáci
použijí charakterizaci cykličnosti čtyř bodů pomocí orientovaných úhlů přímek, jejich řešení by tedy mělo
pamatovat přinejmenším na dvěmožné vzájemné polohy bodů E a T (opominutí triviálního případu E = T
ztrátou bodu netrestejte). Pokud bude důkaz proveden jen pro jednu z možných poloh, strhněte 1 bod.



Tyto třetí kořeny můžeme výhodně najít pomocí Viètových vztahů. Protože součin tří
kořenů rovnice (1) je číslo opačné k absolutnímu členu c+2 rovnému nule, je číslo nula
třetí kořen rovnice (1). Podobně součin tří kořenů rovnice (2) je roven −1, takže třetí
kořen je číslo x = 1

2
.

Závěr. Jediným řešením úlohy jsou čísla a = −3
2
, b = −7

2
, c = −2.

Návodné a doplňující úlohy:
N1. Najděte (pokud existují) všechny společné kořeny kubických rovnic

x3 + (2
√
2− 1)x2 − (9

√
2 + 10)x+ 10

√
2 + 16 = 0,

x3 + (2
√
2− 3)x2 + (

√
2− 6)x − 10

√
2 + 16 = 0.

[Společné kořeny musejí vyhovovat kvadratické rovnici x2 − (5
√
2 + 2)x + 10

√
2 = 0,

kterou dostaneme, když dané rovnice od sebe odečteme a výsledek vydělíme dvěma.
Tato rovnice má diskriminant 54− 20

√
2 rovný (5

√
2− 2)2, takže její kořeny jsou čísla

2 a 5
√
2. Dosazením se přesvědčíme, že společný kořen je pouze číslo 2. Na procvičení

je možné dopočítat i zbylé kořeny daných kubických rovnic po snížení jejich stupně
obvyklou metodou vydělení kořenovým činitelem (v našem případě rovným x − 2).
U první z nich to jsou čísla

√
2 + 1 a −2 − 3

√
2, u druhé čísla

√
2 − 1 a 2 − 3

√
2.

Náročnějším místem výpočtů je odmocňování diskriminantů tvaru a+b
√
2 cestou řešení

rovnice a+ b
√
2 = (u+ v

√
2)2 s neznámými celými čísly u, v.]

N2. Zjistěte, pro které reálné číslo p mají rovnice

x3 + x2 − 36x − p = 0,

x3 − 2x2 − px+ 2p = 0

společný kořen v oboru reálných čísel. [52–A–S–3]
D1. Zjistěte, pro která reálná čísla p má soustava

x2y − 2x = p,

y2x − 2y = 2p − p2

právě tři řešení v oboru reálných čísel. [B–51–I–5]

2. V rovině je dána úsečka AV a ostrý úhel velikosti α. Určete množinu středů kružnic
opsaných všem těm trojúhelníkům ABC s vnitřním úhlem α při vrcholu A, jejichž
výšky se protínají v bodě V .

Řešení. Nejprve dokažme jedno obecně užitečné tvrzení o průsečíku V výšek libo(
volného ostroúhlého trojúhelníku ABC. Označme V ′ průsečík přímky obsahující výšku
CC0 s kružnicí opsanou trojúhelníku ABC (obr. 1). Pravoúhlé trojúhelníky C0V A
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a A0V C jsou podobné (shodují se ještě v úhlu při vrcholu V ), proto | BAA0| =
= | BCC0|. Úhly BCC0 a V ′AB jsou shodné obvodové úhly nad obloukem V ′B, takže
body V a V ′ jsou souměrně sdruženy podle přímky AB.
Označíme-li úhly v trojúhelníku ABC obvyklým způsobem, bude | ACV ′| =

= | ACC0| = 90◦−α, takže pro délku úsečky AV díky uvedené souměrnosti dostaneme

|AV | = |AV ′| = 2r sin(90◦ − α) = 2r cosα, (1)

kde r je velikost poloměru kružnice k opsané trojúhelníku ABC (a zároveň i trojúhelníku
AV ′C). Stejný vzorec (1) platí pro trojúhelník ABC s ostrým vnitřním úhlem α při
vrcholu A i v případě, kdy jeden z ostatních dvou vnitřních úhlů (např. u vrcholu B) je
pravý nebo tupý (obr. 2). Celou úvahu můžeme zopakovat slovo od slova.

A

B

C

A0

C0

V

V ′

O

k

Obr. 2

Nyní se už pustíme do řešení soutěžní úlohy se zadanými body A, V a danou
velikostí ostrého úhlu α. Vzorec (1) nás přivádí k závěru, že kružnice opsané všem
uvažovaným trojúhelníkům ABC budou mít týž poloměr

r =
|AV |

2 cosα
, (2)

tudíž jejich středy O budou mít od daného bodu A pevnou, právě určenou vzdálenost r.
Je ovšem zapotřebí určit, jakou část kružnice l(A, r) středy O vyplní; jistě to bude
množina souměrná podle přímky AV , neboť souměrnost s osou AV převádí vyhovu(
jící trojúhelník na vyhovující trojúhelník. S tímto cílem vyjádříme velikost úhlu VAO
pomocí vnitřních úhlů β = | ABC| a γ = | ACB|. Budeme přitom předpokládat, že
platí β ! γ (v opačném případě lze od samého počátku označení vrcholů B, C navzájem
vyměnit).
Předpokládejme nejprve, že β < 90◦, takže trojúhelník ABC je ostroúhlý a můžeme

opět pracovat s obr. 1. Z rovnoramenného trojúhelníku ABO s vnitřním úhlem 2γ při
hlavním vrcholu O vidíme, že | BAO| = 90◦ − γ, z pravoúhlého trojúhelníku BAA0
zase plyne | BAV | = 90◦ − β. Vzhledem k tomu, že oba body O, V leží v polorovině
ABC, dostáváme pro úhel VAO vyjádření

| VAO| = | BAO|− | BAV | = (90◦ − γ)− (90◦ − β) = β − γ

(připomeňme, že β ! γ).
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V případě β ! 90◦ podle obr. 2 podobně zjistíme, že | BAO| = 90◦−γ a | BAV | =
= β − 90◦, tudíž

| VAO| = | BAO|+ | BAV | = (90◦ − γ) + (β − 90◦) = β − γ.

Vidíme, že | VAO| = β − γ bez ohledu na to, zda je trojúhelník ABC ostroúhlý,
pravoúhlý nebo tupoúhlý.
Nyní už snadno dokončíme řešení úlohy: z odvozené velikosti úhlu VAO plyne odhad

| VAO| = β − γ < β + γ = 180◦ − α,

takže bod O leží uvnitř oblouku kružnice l(A, r) určeného nerovností

| VAO| < 180◦ − α.

Zvolíme-li naopak úhel ε, 0◦ " ε < 180◦ − α, snadno vypočteme, jakou velikost musí
mít vnitřní úhly β a γ, aby platilo | VAO| = ε:

β =
180◦ − α+ ε

2
, γ =

180◦ − α − ε

2
.

Vepíšeme-li tedy do jakékoliv kružnice o poloměru r ze vzorce (2) pomocný trojúhelník
A′B′C′ s daným úhlem α při vrcholu A′ a vypočtenými úhly β, γ při vrcholech B′,
resp. C′, pro jeho ortocentrum V ′ a střed O′ opsané kružnice budou splněny rovnosti
|A′V ′| = |AV | a | V ′A′O′| = ε. Ve shodném zobrazení, které převede úsečku A′V ′

na úsečku AV , pak trojúhelník A′B′C′ přejde ve vyhovující trojúhelník ABC, jehož
střed O opsané kružnice bude ležet na kružnici l a vyhovovat rovnosti | V ′A′O′| = ε.

Závěr.Hledanou množinou středů O opsaných kružnic je oblouk kružnice o středu A
a poloměru r = 1

2
|AV |/ cosα určený nerovností | VAO| < 180◦−α (krajní body tohoto

oblouku tedy do výsledné množiny nepatří, obr. 3).

A B

C

V

O

Obr. 3
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Tím je úloha v případě n = 2 vyřešena. Tato zkušenost nás jistě přivede k odhadu
výsledku pro obecné n ! 2:
Jsou-li a1 < a2 < . . . < a2n prvky dané množiny M, pak největší sumární obsah má

jediná n-tice obdélníků s rozměry a1 × a2, a3 × a4, . . . , a2n−1 × a2n; nejmenší sumární
obsah má jediná n-tice obdélníků s rozměry a1 × a2n, a2 × a2n−1, . . . , an × an+1.
K důkazu prvního závěru předpokládejme, že vyhovující n-tice obdélníků je se(

stavena tak, že čísla a1, a2 nejsou rozměry téhož obdélníku. Pak v takové n-tici jsou
obdélníky a1 × ai a a2 × aj , kde i, j > 2. Zaměňme je obdélníky a1 × a2 a ai × aj .
Dostaneme (jinou) vyhovující n-tici obdélníků, která bude mít oproti původní n-tici
větší sumární obsah, neboť platí

a1a2 + aiaj > a1ai + a2aj,

a to opět díky pravidlu (2) pro čísla a1 < aj a a2 < ai. Z této úvahy plyne: největší
sumární obsah může mít jen taková n-tice uvažovaných obdélníků, mezi nimiž je obdél(
ník a1 × a2. Tento obdélník můžeme tedy dát stranou a uvažovat úlohu o nejmenším
obsahu pro redukovanou množinu M′ o 2n−2 prvcích a3 < a4 < . . . < a2n. Opakováním
předchozího postupu vytvoříme obdélník a3 × a4 a provedeme další redukci množiny
atd. (formálně můžeme využít matematickou indukci). Hypotéza o soustavě obdélníků
s největším sumárním obsahem je tak dokázána.
Zcela obdobně dokážeme závěr o soustavě s nejmenším sumárním obsahem. Nejsou(

-li a1, a2n rozměry téhož obdélníku, jsou mezi uvažovanými obdélníky a1×ai a aj ×a2n
(kde 1 < i, j < 2n), které zaměníme obdélníky a1×a2n a ai×aj, čímž se sumární obsah
obdélníků zmenší, neboť platí

a1ai + aja2n > a1a2n + aiaj .

podle pravidla (2) pro čísla a1 < aj a ai < a2n. Nejmenší sumární obsah proto může mít
jen taková vyhovující n-tice obdélníků, mezi nimiž je obdélník a1× a2n. Tento obdélník
dáme stranou a uvažujeme úlohu o nejmenším obsahu pro redukovanou množinu M′

o 2n − 2 prvcích a2 < a3 < . . . < a2n−1. Vše ostatní je už zbytečné opakovat.

Návodné a doplňující úlohy:
N1. Dokažte pravidlo (2) z řešení soutěžní úlohy. [Důkaz viz tamtéž.]
D1. Pravidlo (2) zmíněné v úloze N1 využijte k důkazu tzv. permutačních nerovností: Jsou)

-li a1 a2 . . . an a b1 b2 . . . bn dvě n-tice reálných čísel a (x1, x2, . . . , xn),
resp. (y1, y2, . . . , yn) jejich libovolné permutace, pak pro součet S = x1y1 + x2y2 +
+ . . . + xnyn platí Smin S Smax, kde Smin = a1bn + a2bn−1 + . . . + anbn

a Smax = a1b1 + a2b2 + . . . + anbn. [Návod: Jako v řešení soutěžní úlohy ukažte, že
součet S lze zvětšit, jsou-li mezi jeho sčítanci xkyk členy a1bi a ajb1, přičemž aj > a1
a bi > b1. Podobně lze součet S zmenšit v případě sčítanců a1bi a ajbn, pokud aj > a1
a bn > bi. Takových zvětšení (zmenšení) lze opakovaně provést jen konečně mnoho.]

D2. Permutační nerovnost z úlohy D1 využijte k důkazu nerovností

a3b+ b3c+ c3a a4 + b4 + c4 a
a3

b
+

b3

c
+

c3

a
a2 + b2 + c2

pro libovolná kladná čísla a, b, c. [Je-li p q r neklesající pořadí čísel a, b, c, je
p3 q3 r3 a p−1 q−1 r−1.]

D3. Zachovejme předpoklady a označení z úlohy D2. Ukažte, že sečtením n vhodných per)
mutačních nerovností lze odvodit tzv. Čebyševovy nerovnosti

n · Smin (a1 + a2 + . . .+ an)(b1 + b2 + . . .+ bn) n · Smax.
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S jejich pomocí pak dokažte, že pro libovolná kladná a, b, c platí

(a2 + b2 + c2)(a3 + b3 + c3) 3(a5 + b5 + c5) (a7 + b7 + c7)(a−2 + b−2 + c−2).

D4. Čísla od 1 do 2 000 byla rozdělena do 1 000 (disjunktních) dvojic (ai, bi) tak, že pro
každé i = 1, 2, . . . , 1 000 je rozdíl |ai − bi| je roven jednomu z čísel 1 nebo 6. Určete,
jakou číslicí končí desítkový zápis čísla

S = |a1 − b1|+ |a2 − b2|+ . . .+ |a1000 − b1000|.

[Nulou. Platí S = 1000 + 5p, kde p je počet dvojic (ai, bi) s vlastností |ai − bi| = 6.
Počet těch dvojic, v nichž jsou obě čísla lichá, se musí rovnat počtu těch dvojic, kde
jsou obě sudá. Proto je číslo p sudé.]

D5. Pro dané přirozené n 2 rozdělme množinu {1, 2, 3, . . . , 2n} libovolným způsobem na
dvě (disjunktní) n-prvkové množiny A a B. Prvky A označme v rostoucím pořadí jako
a1 < a2 < . . . < an, prvky B v klesajícím pořadí jako b1 > b2 > . . . > bn. Najděte
všechny možné hodnoty součtu

S = |a1 − b1|+ |a2 − b2|+ . . .+ |an − bn|.

[Všechny součty mají tutéž hodnotu (n+1)+(n+2)+ . . .+2n− (1+2+ . . .+n) = n2.
Návod: Pro každé i je menší z čísel ai, bi menší než n− i čísel z jedné množiny a i čísel
z druhé množiny, což dohromady znamená, že je menší než některých n čísel z celé
množiny {1, 2, 3, . . . , 2n}, musí proto ležet v množině {1, 2, . . . , n}. Podobně větší z čísel
ai, bi musí ležet v množině {n+ 1, n+ 2, . . . , 2n}.]

4. Určete počet konečných rostoucích posloupností přirozených čísel a1, a2, . . . , ak

všech možných délek k, pro které platí a1 = 1, ai | ai+1 pro i = 1, 2, . . . , k − 1
a ak = 969 969.

Řešení. Ze zadání úlohy plyne, že všechny členy uvažovaných posloupností budou
děliteli jejich posledního členu, rovnému číslu 969 969. Najdeme proto nejprve rozklad
tohoto čísla na prvočinitele:

969 969 = 3 · 7 · 11 · 13 · 17 · 19. (1)

Nyní již snadno můžeme vytvářet příklady vyhovujících posloupností různých délek.
Vypišme kupříkladu tu nejkratší, jednu z nejdelších a ještě jednu další:

(a1, a2) = (1, 969 969),

(a1, a2, a3, a4, a5, a6, a7) = (1, 13, 91, 1 729, 5 187, 57 057, 969 969),

(a1, a2, a3, a4) = (1, 21, 4 641, 88 179, 969 969).

(Zkontrolujte uvedené příklady výpočtem podílů ai+1/ai pro všechna přípustná i).
Experimentováním s konkrétními posloupnostmi dojdeme k poznání jejich společ(

ných vlastností, které je plně charakterizují:
Libovolný člen ai každé vyhovující posloupnosti a1, a2, . . . , ak je součinem několika

(v případě i = 1 žádného, v případě i = k všech) z šesti různých prvočísel z rozkladu (1),
přitom (v případě i < k) člen ai+1 má kromě všech činitelů členu ai ještě alespoň
jednoho nového činitele navíc (posloupnost má být rostoucí!). Naopak, každá taková
konečná posloupnost je vyhovující.
Z uvedeného vyplývá způsob, jak „úsporně+ zadat každou vyhovující posloupnost;

stačí jen uvést, jak se noví činitelé postupně objevují, tj. zadat posloupnost podílů

a2
a1

,
a3
a2

,
a4
a3

, . . . ,
ak−1

ak−2
,

ak

ak−1
, (2)
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5. Je dána kružnice k, bod O, který na ní neleží, a přímka p, která ji neprotíná.
Uvažujme libovolnou kružnici l, která má vnější dotyk s kružnicí k a dotýká se
i přímky p. Příslušné body dotyku označme A a B. Pokud body O, A, B neleží
v přímce, sestrojíme kružnici m opsanou trojúhelníku OAB. Dokažte, že všechny
takové kružnice m procházejí společným bodem různým od bodu O, anebo se dotý(
kají téže přímky.

Řešení. Jedna z vyhovujících kružnic l je znázorněna na obr. 4. Bod A vnějšího
dotyku kružnic k, l je jejich (vnitřním) středem stejnolehlosti, v níž tečně p kružnice l
odpovídá s ní rovnoběžná tečna p′ kružnice k. Její bod dotyku M s kružnicí k leží na
ose q kružnice k, která je kolmá na přímku p. Přitom ze dvou průsečíků M , N přímky q
s kružnicí k je bod M ten vzdálenější od přímky p, neboť úsečka spojující stejnolehlé
body dotyku M a B protíná kružnici k v bodě A (středu příslušné stejnolehlosti).

M N
S

O

P

R

A

B

p′ p

q

k

l

m

Obr. 4

Bod M tedy na volbě kružnice l nezávisí. Body A ∈ k a B ∈ p pochopitelně
ano, ukažme však, že jejich vzájemná poloha na polopřímce s počátkem M je vázána
podmínkou

|MA| · |MB| = |MN | · |MP |, (1)

kde P je průsečík kolmic p a q. To jednoduše plyne z podobnosti

|MA| : |MN | = |MP | : |MB|

pravoúhlých trojúhelníků AMN , PMB. Vztah (1) lze rovněž zdůvodnit pomocí moc(
nosti bodu M ke kružnici sestrojené nad průměrem NB (jež prochází body P , A podle
Thaletovy věty).
Teprve nyní vstoupí do našich úvah daný bod O. Na obr. 4 je kružnice l vybrána

tak, že odpovídající přímka AB bodem O neprochází, takže existuje kružnice m opsaná
trojúhelníku OAB. Podle zadání platí O /∈ k, a tedy O ̸= M , takže je určena polo(
přímka MO, která kromě bodu O bude mít s kružnicí m společný ještě jeden bod,
který označíme R (v případě, kdy MO je tečna kružnice m, položíme R = O).1 Dvojím

1 Zdůrazněme, že vzhledem ke vzájemné poloze bodů M , A, B leží bod M ve vnější oblasti každé
kružnice procházející body A, B, tedy i kružnice m. Polopřímka MO tedy má s kružnicí m, není-li
její tečnou, společné skutečně dva různé body.
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vyjádřením mocnosti bodu M ke kružnici m pak dostaneme

|MA| · |MB| = |MO| · |MR|,

odkud porovnáním s (1) zjistíme, že úsečka MR má délku

|MR| =
|MN | · |MP |

|MO|
,

která zřejmě nezávisí na volbě kružnice l. Protože bod R navíc leží na pevné polopřímce
MO, je v případě |MR| ≠ |MO| bod R společným bodem všech kružnic m (R ̸= O),
v případě |MR| = |MO| je přímka MO jejich společná tečna. Tím je řešení úlohy
u konce.

Návodné a doplňující úlohy:
Zopakujte si nejdříve učebnicové poznatky o stejnolehlosti dvou kružnic (zvlášť vyčleňte
případ, kdy se kružnice dotýkají) a jejich rovnoběžných (speciálně společných) tečen.
Připomeňte si rovněž vlastnost všech sečen dané kružnice jdoucích daných bodem,
vyjádřenou mocností bodu ke kružnici.

N1. V rovině je dána kružnice k, přímka p a bod B ∈ p. Sestrojte kružnici l, která se dotýká
jak kružnice k, tak přímky p, a to v bodě B. [Jedna ze známých tzv. Pappových úloh.]

D1. V rovině jsou dány kružnice k1(S1, r1) a k2(S2, r2) tak, že S2 ∈ k1 a r1 > r2. Společné
tečny obou kružnic se dotýkají kružnice k1 v bodech P a Q. Dokažte, že přímka PQ
se dotýká kružnice k2. [52–A–S–2]

D2. Jsou dány kružnice k a l s různými poloměry, které se vně dotýkají v bodě T . Průsečíkem
M jejich společných vnějších tečen veďme sečnu s obou kružnic. Označme X ten z obou
průsečíků kružnice k se sečnou s, který je vzdálenější od bodu M . Podobně označme Y
ten z obou průsečíků kružnice l se sečnou s, který je vzdálenější od bodu M . Nechť P
je takový bod, že XTYP je rovnoběžník. Určete množinu bodů P odpovídajících všem
takovým sečnám s. [49–B–I–2]

D3. Je dán rovnoramenný trojúhelník ABC se základnou AB. Na jeho výšce CD je zvolen
bod P tak, že kružnice vepsané trojúhelníku ABP a čtyřúhelníku PECF jsou shodné;
přitom bod E je průsečík přímky AP se stranou BC a F průsečík přímky BP se
stranou AC. Dokažte, že i kružnice vepsané trojúhelníkům ADP a BCP jsou shodné.
[49–A–III–2]

6. Dokažte, že pro každé přirozené číslo n existuje celé číslo a, 1 < a < 5n, takové, že
platí 5n | a3 − a+ 1.

Řešení. Začneme poněkud obšírněji případem n = 1. Najdeme všechna celá čísla
a s vlastností 5 | a3 − a + 1. Nejprve sestavíme tabulku hodnot r3 − r + 1 pro všechny
možné zbytky r při dělení pěti, tedy pro r ∈ {0, 1, 2, 3, 4}:

r 0 1 2 3 4
r3 − r + 1 1 1 7 25 61

Pro ostatní celá čísla a už hodnoty a3 − a + 1 počítat nemusíme. Je-li totiž r zbytek
čísla a při dělení pěti, tedy a = 5q+ r pro vhodné celé q, pak čísla a3−a+1 a r3− r+1
dávají při dělení pěti stejný zbytek, neboť jejich rozdíl

(a3 − a+ 1)− (r3 − r + 1) = (a3 − r3)− (a − r) = (a − r)(a2 + ar + r2 − 1)
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57. ročník matematické olympiády

Úlohy krajského kola kategorie A

1. Nechť n je dané přirozené číslo větší než 1. Najděte všechny dvojice celých čísel s a t,
pro které rovnice

xn + sx − 2 007 = 0, xn + tx − 2 008 = 0

mají v oboru reálných čísel aspoň jeden společný kořen.
2. V rovině jsou dány dvě kružnice k1, k2 o různých poloměrech, které mají vnější dotyk
v bodě T . Uvažujme libovolné dva body A ∈ k1 a B ∈ k2, oba různé od bodu T
a vybrané tak, že úhel ATB je pravý.
a) Dokažte, že všechny uvažované přímky AB procházejí týmž bodem.
b) Najděte množinu středů všech takových úseček AB.

3. Pole tabulky n× n, kde n ! 3, jsou střídavě černá a bílá jako na obyčejné šachovnici,
přičemž pole v levém horním rohu je černé. Bílá pole budeme barvit načerno násle-
dujícím postupem. V jednom kroku vybereme libovolný obdélník 2 × 3 nebo 3 × 2,
ve kterém jsou ještě tři bílá pole, a tato tři pole začerníme. Pro která n můžeme po
určitém počtu kroků začernit celou tabulku?

4. Nechť M je libovolný vnitřní bod polokružnice k se středem S a průměrem AB.
Označme kA kružnici vepsanou kruhové výseči ASM a kB kružnici vepsanou kruhové
výseči BSM . Dokažte, že kružnice kA a kB leží v opačných polorovinách vyťatých
některou přímkou kolmou k úsečce AB.
(Kružnice vepsaná kruhové výseči se dotýká obou ramen i hraničního oblouku.)

Krajské kolo kategorie A se koná

v úterý 22. ledna 2008

tak, aby začalo dopoledne a aby soutěžící měli na řešení úloh
4 hodiny čistého času. Za každou úlohu může soutěžící získat
6 bodů, úspěšným řešitelem je ten žák, který získá 10 bodů
nebo více. Povolené pomůcky jsou psací a rýsovací potřeby,
školní MF tabulky a kalkulátory bez grafického displeje. Tyto
údaje se žákům sdělí před zahájením soutěže.



57. ročník matematické olympiády

Řešení úloh krajského kola kategorie A

1. Vyjádřením členu xn z obou rovnic

xn = 2 007− sx, xn = 2 008− tx

dostaneme po porovnání rovnici 2 007−sx = 2 008−tx, podle které společný kořen x může
existovat jen v případě s ̸= t a musí být tvaru x = 1/(t−s). Takové x je skutečně kořenem
obou původních rovnic, právě když je kořenem jedné z nich; po dosazení např. do první
rovnice dostaneme po úpravě ekvivalentní podmínku

(t − s)n−1 ·
(

s − 2 007(t− s)
)

= −1.

Protože oba činitelé na levé straně jsou celá čísla, musí to být čísla 1 a −1 v některém
pořadí, takže podle prvního činitele musí rovněž platit t − s = ±1.
a) Je-li t − s = 1, pak nalezená podmínka má tvar s − 2 007(t − s) = −1. Dvojice

rovnic pro neznámé hodnoty s, t

t − s = 1, s − 2 007(t − s) = −1

má jediné řešení s = 2 006 a t = 2 007. (Společný kořen je x = 1.)
b) Je-li t − s = −1, pak s − 2 007(t − s) = (−1)n, odkud podobně jako v případě a)

nalezneme řešení s = (−1)n − 2 007 a t = (−1)n − 2 008. (Společný kořen je x = −1.)
Závěr : Podmínce úlohy vyhovují právě dvě dvojice (s, t) = (2 006, 2 007) a (s, t) =

=
(

(−1)n − 2 007, (−1)n − 2 008
)

.
Za úplné řešení udělte 6 bodů. Odvození vzorce x = 1/(t − s) oceňte 2 body, následné zjištění t − s = ±1
rovněž 2 body a konečně po 1 bodu udělte za určení dvojic (s, t) v jednotlivých případech a) a b). Společný
kořen x je dle zadání reálné číslo; pokud řešitel nezdůvodní, že je to číslo celé, pak za jinak úplné řešení
založené na úvaze, že číslo x jakožto společný dělitel čísel 2 007 a 2 008 musí být rovno ±1, udělte pouze
1 bod, stejně jako když řešitel obě dvojice (s, t) nějak jinak uhodne (za pouze jednu z nich žádný bod
nepřidělujte). Posuďte, zda v protokolech aspirujících na úplnost nechybí zkouška (v našem výkladu není
nutná díky zmíněné ekvivalenci), její absenci penalizujte ztrátou 1 bodu.

2. a) Na obr. 1 jsou zakresleny průměry CT , DT daných kružnic k1(S1, r1), resp.
k2(S2, r2) a jedna dvojice vyhovujících bodů A, B. Protože středná S1S2 a na ni kolmá

A

B

C
DS1 S2T H

M

k1

k2

Obr. 1



společná tečna obou kružnic v bodě T rozdělují rovinu na čtyři kvadranty, je zřejmé, že
oba body A, B, které s bodem T tvoří pravý úhel (a musejí proto ležet v sousedních
kvadrantech), leží v téže polorovině určené přímkou S1S2.
Z Thaletovy věty plyne, že CA ⊥ AT ⊥ TB ⊥ BD, takže AC ∥ BT a AT ∥ BD.

Proto podle věty uu platí ∆ACT ∼ ∆BTD, odkud |AC| : |BT | = |CT | : |TD| = r1 : r2.
Je-li např. r1 > r2, pak přímka AB protne polopřímku CT v takovém bodě H, že platí
|CH| : |TH| = r1 : r2 (z podobných trojúhelníků ACH a BTH). Díky této úměře je bodH
společný všem uvažovaným přímkám AB. Stejnou úvahu provedeme i v případě r1 < r2
(možnost r1 = r2 je zadáním úlohy vyloučena). Tím je tvrzení a) dokázáno.
Dodejme, že po zjištěních AC ∥ BT a AT ∥ BD jsme se mohli rovnou odvolat na

školské poznatky o stejnolehlosti dvou kružnic. V případě r1 ̸= r2 totiž vždy existuje
vnější střed H stejnolehlosti kružnic k1, k2, v níž tětivy AC, AT kružnice k1 musí přejít
v rovnoběžné tětivy BT , resp. BD kružnice k2, neboť krajní body C, T prvních dvou tětiv
přejdou v krajní body T , resp. D druhých dvou tětiv. Proto bod A přejde do bodu B,
takže přímka AB prochází vnějším středem H.
b) Označme M střed úsečky AB (obr. 1) a využijme znovu vztahy CA ⊥ AT ⊥

⊥ TB ⊥ BD. Úsečky S1M a S2M jsou střední příčky lichoběžníků CTBA, resp. DTAB,
takže platí S1M ∥ TB ⊥ AT ∥ S2M , tedy úhel S1MS2 je pravý. Bod M proto leží na
Thaletově kružnici nad průměrem S1S2 a je různý od bodů S1 a S2 (úsečka AB střednou
S1S2 neprotne).
Obráceně, je-liM libovolný bod nalezené Thaletovy kružnice různý od S1, S2 a sestro-

jíme-li tětivu TA kružnice k1 kolmou k úsečce S1M a tětivu TB kružnice k2 kolmou
k úsečce S2M (obr. 2), bude úhel ATB stejně jako úhel S1MS2 pravý a přímky S1M , S2M
budou osami úseček TA, resp. TB. Budou tudíž platit rovnosti |MA| = |MT | = |MB|,
takže bod M bude středem kružnice opsané pravoúhlému trojúhelníku TAB, bude tedy
středem jeho přepony AB.

A

B

S1 S2
T

M

k1

k2

Obr. 2

Hledanou množinou středů úseček AB je kružnice nad průměrem S1S2 s vyloučenými
body S1, S2.
Za úplné řešení udělte 6 bodů, 3 body za každou z obou částí a) a b). V části a) udělte 1 bod za odvození
vztahů AC ∥ BT a AT ∥ BD, 2 body za nalezení společného bodu H všech přímek AB (řešitelé se mohou
odvolat na poznatky o stejnolehlosti kružnic). V části b) udělte 2 body za odvození poznatku, že střed M
leží na objevené Thaletově kružnici a 1 bod za vysvětlení, že každý bod této kružnice (s výjimkou bodů
S1, S2) je středem některé vyhovující úsečky AB.



Závěr : Celou tabulku můžeme začernit, právě když je číslo n tvaru 6k, 6k + 1 nebo
6k − 1 pro nějaké celé k.

Za úplné řešení udělte 6 bodů, z toho 1 bod za úvahu o dělitelnosti třemi celkového počtu bílých polí
a další 2 body, pokud je úvaha dovedena až k nutným tvarům n = 6k, n = 6k + 1, n = 6k + 5, takže
jsou vyloučena všechna n = 6k + 2, n = 6k + 3 a n = 6k + 4. Za popis začernění pro jednotlivé ze tří
skupin možných čísel n udělte po 1 bodu. Je-li u druhé a třetí skupiny popsáno pouze začernění pro první
hodnoty n = 5 a n = 7 (případně i pro konečný počet dalších n = 11, n = 13,. . . ), může řešitel za celou
úlohu získat nejvýše 4 body.

4. Podle obr. 5 zaveďme označení kA(SA, rA), kB(SB, rB), TA ∈ AB∩kA, TB ∈ AB∩
∩ kB , ϕ = 1

2
| ASM |. Protože polopřímky SSA, SSB jsou osami vedlejších úhlů ASM

a BSM , je úhel SASSB pravý a platí ϕ = | ASSA| = | SSBTB|.

A BS

SA

SB

TA TB

M

k

rA

rB

ϕ

ϕ

Obr. 5

Přímka s požadovanou vlastností existuje, právě když kolmé průměty kružnic kA, kB

na přímku AB mají nejvýše jeden společný bod. Těmito průměty jsou úsečky se středy
TA, TB a jejich délky jsou 2rA a 2rB, takže podmínka z předchozí věty je ekvivalentní
nerovnosti

|TATB | ! rA + rB . (1)

Označme ještě r poloměr polokružnice k. Pak |SSA| = r − rA, |SSB| = r − rB a z pravo-
úhlých trojúhelníků SASTA, SBSTB plynou vyjádření

rA = (r − rA) sinϕ, |TAS| = (r − rA) cosϕ,

rB = (r − rB) cosϕ, |TBS| = (r − rB) sinϕ,

z nichž snadným výpočtem dostaneme

rA =
r sinϕ

1 + sinϕ
, |TAS| =

r cosϕ
1 + sinϕ

,

rB =
r cosϕ
1 + cosϕ

, |TBS| =
r sinϕ

1 + cosϕ
.



Protože |TATB | = |TAS| + |TBS|, můžeme čtyři poslední vztahy dosadit do zkoumané
nerovnosti (1) a tu dále ekvivalentně upravovat:

r cosϕ
1 + sinϕ

+
r sinϕ

1 + cosϕ
!

r sinϕ

1 + sinϕ
+

r cosϕ
1 + cosϕ

,

cosϕ(1 + cosϕ) + sinϕ(1 + sinϕ) ! sinϕ(1 + cosϕ) + cosϕ(1 + sinϕ),

1 ! 2 sinϕ cosϕ,

sin 2ϕ " 1.

Poslední nerovnost zřejmě platí, takže platí i nerovnost (1) a úloha je vyřešena.

Jiné řešení. Bez újmy na obecnosti budeme předpokládat, že pro poloměry obou
kružnic platí rA < rB (pro shodné kružnice kA, kB je tvrzení úlohy triviální), což je ekvi-
valentní nerovnosti |SSA| > |SSB |. Protože polopřímky SSA, SSB jsou osami vedlejších
úhlů ASM a BSM , je úhel SASSB pravý (obr. 6). V pravoúhlém trojúhelníku SASSB pro
úhel proti delší odvěsně SAS tudíž platí | SASBS| > 45◦ a naopak | SBSAS| < 45◦. To
navíc znamená, že i úhel SASA, který je menší než úhel SBSAS (neboť rA < rB), je menší
než 45◦, neboli úhel ASM je ostrý.
Označme N průsečík středné SASB obou kružnic s tečnou SM a sestrojme dru-

hou vnitřní společnou tečnu S′N (obr. 6), kde S′ je bod, v němž zmíněná tečna protne
úsečku AS (obě tečny jsou souměrně sdruženy podle středné SASB). Její dotykový bod
s kružnicí kB označme T a bod dotyku téže kružnice s první tečnou SM označme U .

A BSS′

SA

SB

TB

M

k

N

T

UrA

rB

Obr. 6

Zaměřme se teď na trojúhelník S′SN , kterýmá u vrcholu S úhel shodný s úhlem ASM ,
jenž je, jak jsme již zdůvodnili, ostrý. Ukážeme nyní, že také úhel u vrcholu S′ je ostrý. Ze
zřejmé shodnosti dvojic úhlů S′NS, TSBU a S′SN , TBSBU (jejich ramena jsou navzájem
kolmá) pro součet úhlů u vrcholu S a N zkoumaného trojúhelníku S′SN totiž plyne

| S′NS|+ | S′SN | = | TSBU |+ | TBSBU | = 2| SASBS| > 90◦.

To znamená, že přímka obsahující výšku z vrcholuN v trojúhelníku S′SN má požadovanou
vlastnost: odděluje obě kružnice kA, kB a je kolmá na AB.
Za úplné řešení udělte 6 bodů. Sestavení nerovnosti (1) oceňte 2 body. Podobně oceňte myšlenku, že kolmice
z bodu N na AB má požadovanou vlastnost.



První rovnost vyjadřuje (kladnou) mocnost bodu S2 ke kružnici k1. Druhá rovnost
plyne z Eukleidovy věty o odvěsně S2B pravoúhlého trojúhelníku S2BA, protože střed P
úsečky BC je nejen patou výšky z vrcholu A, ale také středem kosočtverce CS2BV , tudíž

r22 = |S2B|2 = |S2P | · |S2A| = 1

2
|S2V | · |S2A|.

3. Zjistěte, pro která celá kladná čísla a, b je hodnota podílu

b2 + ab+ a+ b − 1
a2 + ab+ 1

rovna celému číslu. (Martin Panák)

Řešení. Ukážeme, že všechny vyhovující dvojice (a, b) jsou tvaru (1, b), kde b je libovolné
celé kladné číslo.
Označme X = a2+ab+1 = a(a+b)+1 a Y = b2+ab+a+b−1 = (b+1)(a+b)−1.

Dělí-li číslo X číslo Y , dělí i číslo

(b+ 1)X − aY = (b+ 1)[a(a+ b) + 1]− a[(b+ 1)(a+ b)− 1] = a+ b+ 1,

které tudíž jako kladný násobek čísla X splňuje nerovnost

a+ b+ 1 ! X = a2 + ab+ 1.

Odtud po zrušení jednotek a dělení číslem a+ b dostaneme 1 ! a, tedy nutně a = 1.
Naopak, je-li a = 1, je X = b+ 2 a Y = b2 + 2b = b(b+ 2), takže X | Y platí.

4. Rovnost
2 008 = 1 111 + 666 + 99 + 88 + 44

je rozkladem čísla 2 008 na součet několika navzájem různých vícemístných čísel,
z nichž každé je zapsáno stejnými číslicemi. Najděte
a) aspoň jeden takový rozklad čísla 8 002,
b) všechny takové rozklady čísla 8 002, které mají co nejmenší počet sčítanců (na
jejich pořadí nebereme zřetel). (Jaromír Šimša)

Řešení. a) Příkladem hledaného rozkladu je rovnost

8 002 = 3 333 + 999 + 888 + 777 + 666 + 555 + 333 + 99 + 88 + 77 + 66 + 55 + 44 + 22.

V druhé části ukážeme, že je to jediný vyhovující rozklad čísla 2 008 na 14 sčítanců a že
žádný takový rozklad na menší počet sčítanců neexistuje.

b) Číslo tvaru aaaa, resp. aaa, resp. aa je a-násobkem čísla 1 111, resp. 111, resp. 11.
Proto každý uvažovaný rozklad čísla 8 002 můžeme po částečném sečtení („stejnomíst-
ných* sčítanců) zapsat ve tvaru

8 002 = 1 111k + 111l + 11m,

kde k, l, m jsou celá nezáporná čísla nepřevyšující hodnotu součtu 1 + 2 + . . .+ 9 = 45
(neboť sčítaná „stejnomístná* čísla mají být navzájem různá).
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Uvedenou rovnost přepíšeme do tvaru

8 002 = 727 · 11 + 5 = 11(101k+ 10l +m) + l,

727 = 101k + 10l +m+
l − 5
11

.

Odtud vychází (s ohledem na l " 45), že l = 11q+5, kde q ∈ {0, 1, 2, 3}. Dostáváme tak
rovnost

677 = 101 · 6 + 71 = 101(k + q) + 10q +m,

z níž zřejmě plyne k + q = 6 a 10q +m = 71. Tato soustava má za daných podmínek
jediné řešení q = 3, k = 3 a m = 41. Pro l tak vychází l = 38.
K vytvoření hledaného rozkladu zbývá rozložit nalezená čísla k, l, m na součet

jednoho či několika různých jednomístných sčítanců. Vzhledem k tomu, že na výběr
máme právě devět sčítanců 9 + 8+ 7+ 6+ 5+ 4+ 3+ 2+ 1 se součtem 45, bude zřejmě
jednodušší vypsat rozklady pro k, 45− l a 45− m (rozklady čísel l a m pak dostaneme
vynecháním nalezených sčítanců ze součtu 1 + 2 + . . .+ 9):

k = 3 = 1 + 2,

45− l = 7 = 1 + 6 = 1 + 2 + 4 = 2 + 5 = 3 + 4,

45− m = 4 = 1 + 3.

Našli jsme všech 2 ·5·2 možných rozkladů čísla 8 002, jež mají požadované vlastnosti
a z nichž každý má alespoň 1 + 6 + 7 = 14 sčítanců, přičemž rozklad na 14 sčítanců je
jediný a byl uveden v řešení části a).

5. Karel v jistý okamžik na svých přesně jdoucích hodinkách zjistil, že konec velké
ručičky, konec malé ručičky a vhodný bod na kružnici ciferníku tvoří vrcholy rov-
nostranného trojúhelníku. Než tento jev nastal podruhé, uplynula doba t. Najděte
největší možné t pro dané hodinky v závislosti na poměru k délek obou ručiček
(k > 1), když poloměr kružnice ciferníku je shodný s délkou velké ručičky.

(Jaromír Šimša)

Řešení. Ukážeme, že hledané největší t je rovno 4/11 hod nezávisle na poměru k délek
ručiček.
Označme c kružnici ciferníku, S její střed a M konec malé ručičky (obr. 2). Vysvět-

líme nejprve, proč při pevné poloze boduM existují právě dva rovnostranné trojúhelníky
MXY s vrcholy X , Y na kružnici c. Protože přímka SM musí být osou tětivy XY ,
a tedy i osou úhlu XMY , svírají obě přímky MX , MY s přímkou SM úhel 30◦. Proto
je trojúhelník MXY totožný s jedním z rovnostranných trojúhelníků MV1V2, MV3V4
sestrojených na obr. 2.
Body Vi rozdělují kružnici c na čtyři oblouky. Obloukům V2V3 a V4V1 příslušejí

obvodové úhly V2V4V3, V1V3V4 velikosti 60◦. Proto podle věty o obvodovém a středovém
úhlu platí první dvě z rovností

| V2SV3| = | V4SV1| = 120◦ a | V1SV2|+ | V3SV4| = 120◦,

třetí rovnost je jejich důsledkem (dopočítáním podle plného úhlu u vrcholu S). Plyne
z ní, že oba středové úhly V1SV2, V3SV4 jsou menší než 120◦.
Můžeme si představit, že malá ručička hodinek je nehybná a velká ručička se kolem

středu S otáčí úhlovou rychlostí (360−30)◦ = 330◦ za hodinu. Jak jsme zjistili, zkoumaný
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Obr. 2

jev nastane, právě když konec V velké ručičky splyne s jedním ze čtyř bodů Vi. Mezi
dvěma po sobě jdoucími jevy se proto velká ručička otočí o úhel, který má ve dvou
případech velikost 120◦ a ve zbylých dvou případech velikosti | V1SV2| a | V3SV4|,
které jsou menší než 120◦ (a závisí na poměru k). Nejdelší doba t je tedy na poměru k
nezávislá a je rovna 120/330hod.

6. Určete největší reálné číslo p a nejmenší reálné číslo q, pro něž nerovnosti

p <
a+ tb
b+ ta

< q

platí v libovolném trojúhelníku ABC se stranami a, b a těžnicemi ta, tb.
(Pavel Novotný)

Řešení. Ukážeme, že hledaná čísla jsou p = 1/4 a q = 4. Stačí pouze zdůvodnit, že
q = 4 (pak totiž p = 1/4, neboť záměna stran a, b mění hodnotu zkoumaného zlomku
na převrácené číslo).
Podle trojúhelníkových nerovností platí

1

2
a < b+ ta a 1

3
tb < 2

3
ta + 12b.

První nerovnost vynásobíme dvěma, druhou třemi a pak je sečteme:

a+ tb < (2b+ 2ta) +
(

2ta + 32b
)

= 7

2
b+ 4ta < 4(b+ ta).

Požadovanou vlastnost má tedy každé číslo q ! 4; ukážeme ještě, že ji nemá žádné číslo
q < 4. K tomu uvážíme rovnoramenný trojúhelník ABC, ve kterém a = c = 1 a b ∈ (0, 2)
(takový trojúhelník existuje pro libovolné b z uvedeného intervalu). Z obecných vzorců

t2a =
2b2 + 2c2 − a2

4
, t2b =

2a2 + 2c2 − b2

4

dostaneme ta = 1

2

√
1 + 2b2 a tb = 1

2

√
4− b2, odkud

a+ tb
b+ ta

=
2 +

√
4− b2

2b+
√
1 + 2b2

.
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Poslední zlomek může být pro malé kladné b libovolně blízký číslu 4. Vysvětlíme to
takto: zvolíme-li ε > 0, pak pro všechna dostatečně malá kladná b současně platí

√

4− b2 > 2− ε, 2b < ε a
√

1 + 2b2 < 1 + ε,

takže
a+ tb
b+ ta

>
4− ε

1 + 2ε
,

a je snadné vybrat ε > 0 tak, aby byl poslední zlomek větší než jakékoliv předem
zvolené q menší než 4. Stačí, aby platilo

ε <
4− q

1 + 2q
.
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57. ročník matematické olympiády

Úlohy klauzurní části školního kola kategorie A

1. V oboru reálných čísel řešte soustavu rovnic

x2 − y = z2,

y2 − z = x2,

z2 − x = y2.

2. Podstavy hranolu tvoří dva shodné konvexní n-úhelníky. Počet v vrcholů tohoto tělesa,
počet s jeho stěnových úhlopříček a počet t jeho tělesových úhlopříček tvoří v jistém
pořadí první tři členy aritmetické posloupnosti. Pro která n to platí?
(Poznámka: Stěnami hranolu rozumíme boční stěny i podstavy. Tělesová úhlopříčka
je úsečka, jež spojuje dva vrcholy hranolu, které neleží v téže stěně.)

3. V rovině je dán úhel XSY a kružnice k o středu S. Uvažujme libovolný trojúhelník
ABC s vepsanou kružnicí k, jehož vrcholy A a B leží po řadě na polopřímkách SX
a SY . Určete množinu vrcholů C všech takových trojúhelníků ABC.

Klauzurní část školního kola kategorie A se koná

v úterý 4. prosince 2007

tak, aby začala dopoledne a aby soutěžící měli na řešení úloh
4 hodiny čistého času. Za každou úlohu může soutěžící získat
6 bodů, úspěšným řešitelem je ten žák, který získá 10 bodů
nebo více. Povolené pomůcky jsou psací a rýsovací potřeby,
školní MF tabulky a kalkulátory bez grafického displeje. Tyto
údaje se žákům sdělí před zahájením soutěže.



57. ročník matematické olympiády

Řešení úloh klauzurní části školního kola kategorie A

1. Sečtením všech tří rovnic po zrušení kvadratických členů dostaneme

x+ y + z = 0. (1)

Odtud vyjádříme z = −x − y a dosadíme do první rovnice soustavy. Obdržíme x2 − y =
= (−x − y)2, což po úpravě dá rovnici y(2x+ y + 1) = 0. Rozlišíme proto, který z obou
činitelů na její levé straně je roven nule.
V případě y = 0 z rovnice (1) obdržíme z = −x a po dosazení y, z do původní soustavy

dostaneme pro neznámou x jedinou podmínku x(x − 1) = 0, kterou splňuje pouze x = 0
a x = 1. Jim odpovídají řešení (x, y, z) tvaru (0, 0, 0) a (1, 0,−1).
V případě, kdy 2x+ y + 1 = 0 neboli y = −2x − 1, z (1) máme z = −x − y = x+ 1.

Po dosazení y, z do původní soustavy dostaneme pro neznámou x jedinou podmínku
x(x+ 1) = 0, kterou splňují pouze x = 0 a x = −1. Jim odpovídají řešení (x, y, z) tvaru
(0,−1, 1) a (−1, 1, 0).

Závěr : Daná soustava má právě čtyři řešení (x, y, z): trojice (0, 0, 0), (1, 0,−1),
(0,−1, 1) a (−1, 1, 0).

Jiné řešení. Sečtením dvou prvních rovnic dané soustavy eliminujeme neznámou x
a dostaneme rovnici y2 − z2 = y + z, kterou lze zapsat v součinovém tvaru

(y + z)(y − z − 1) = 0. (2)

Rozlišíme opět, který ze dvou činitelů v poslední rovnici se rovná nule.
V případě y+z = 0 ze třetí rovnice dané soustavy vyjde x = 0 a z prvních dvou rovnic

po dosazení x = 0 a z = −y dostaneme pro neznámou y jedinou podmínku y(y + 1) = 0,
tedy y = 0 nebo y = −1. Odpovídající řešení (x, y, z) jsou (0, 0, 0) a (0,−1, 1).
V případě, kdy y − z − 1 = 0 neboli z = y − 1, obdržíme ze třetí rovnice soustavy

x = z2 − y2 = (y − 1)2 − y2 = 1− 2y. Dosazením x, z dostaneme pro neznámou y jedinou
podmínku y(y− 1) = 0, tedy y = 0 nebo y = 1. Odpovídající řešení (x, y, z) jsou (1, 0,−1)
a (−1, 1, 0).

Za úplné řešení udělte 6 bodů. Odvození rovnice (1) nebo aspoň jedné ze tří analogických rovnic v souči-
novém tvaru (2) oceňte 2 body.

2. Každý n-boký hranol má právě n vrcholů v každé ze svých podstav, takže platí
v = 2n. Z každého vrcholu vychází n − 3 úhlopříček ležících v podstavě a dvě úhlo-
příčky ležící v bočních stěnách, celkem je to n−1 stěnových úhlopříček. Z 2n vrcholů tedy
vychází 2n(n − 1) stěnových úhlopříček, každá z nich je však započítána dvakrát, proto
s = n(n − 1). Podobně určíme počet t tělesových úhlopříček: z každého vrcholu jich vychází
n − 3 (do všech vrcholů druhé podstavy s výjimkou těch tří vrcholů, se kterými je daný
vrchol spojen hranou nebo úhlopříčkou v boční stěně), proto t = 2n(n− 3) : 2 = n(n− 3).
Hledáme ta celá n ! 3, pro něž čísla

v = 2n, s = n(n − 1) a t = n(n − 3)



tvoří ve vhodném pořadí trojici x, y, z s vlastností y − x = z − y neboli y = 1

2
(x + z).

Snadným dosazením zjistíme, že pro n = 3 jde o nevyhovující trojici čísel 6, 6, 0, zatímco
pro n = 4 vychází vyhovující trojice 8, 12, 4 (platí 8 = 1

2
(4 + 12)). Pro libovolné n ! 5

máme n − 1 > n − 3 ! 2, odkud po násobení číslem n dostaneme s > t ! v, takže
požadovaná rovnost s aritmetickým průměrem musí být tvaru t = 1

2
(v + s). Po dosazení

dostáváme rovnici

n(n − 3) =
2n+ n(n − 1)

2

s jediným přípustným kořenem n = 7 (kořen n = 0 nemá reálný smysl).

Závěr : Vyhovují jedině n = 4 a n = 7.

Za úplné řešení udělte 6 bodů, z toho 1 bod za vyjádření počtu s a 2 body za vyjádření počtu t (v závislosti
na proměnné n), další body podle úplnosti diskuse, v jakém pořadí mohou čísla v, s, t tvořit aritmetickou
posloupnost. Pokud řešitel opomene řešení n = 4 (např. prohlásí za zřejmé nerovnosti s > t > v), udělte
nejvýše 5 bodů.

3. Označme r poloměr dané kružnice k a ω velikost daného (konvexního) úhlu XSY .
V libovolném vyhovujícím trojúhelníku ABC označme obvyklým způsobem vnitřní úhly.
V trojúhelníku ABS platí (obr. 1)

ω = | ASB| = 180◦ − | SAB|− | SBA| = 180◦ −
α+ β

2
= 90◦ +

γ

2
,

odkud plyne, že hledaná množina je prázdná, pokud ω " 90◦ nebo ω = 180◦, a že všechny
vyhovující trojúhelníky ABC mají vnitřní úhel γ, pro jehož velikost platí

γ = 2ω − 180◦.

A B

C

S

T

k

r

ω

γ

2
k1

X Y

Obr. 1

Z pravoúhlého trojúhelníku CST , kde T je bod dotyku kružnice k se stranou AC
(obr. 1), vyjádříme délku přepony SC vztahem

|SC| =
|ST |

sin 1
2
γ
=

r

sin(ω − 90◦)
.

Bod C proto leží na kružnici k1 o středu S a poloměru r1 = r/ sin(ω − 90◦).



Stejně jako úhel ASB jsou i úhly ASC a BSC (neboli úhly XSC a Y SC) tupé, neboť

| ASC| = 90◦ +
β

2
a | BSC| = 90◦ +

α

2
. (1)

Dohromady tak dostáváme, že bod C je vnitřním bodem oblouku KL kružnice k1, který
leží vně daného úhlu XSY a jehož krajní body K, L jsou určeny pravými úhly XSK
a Y SL (obr. 2).

A B

C

S
k

ω

k1

X Y

K
L

Obr. 2

Vybereme-li naopak libovolný vnitřní bod C oblouku KL, polopřímky SX , SY a SC
rozdělí rovinu na tři tupé úhly, přičemž polopřímka CS oddělí body X a Y . Z rovnosti
|SC| = r1 plyne, že tečna z bodu C ke kružnici k sestrojená v polorovině CSX svírá
s polopřímkou CS ostrý úhel ω − 90◦, takže protne polopřímku SX v bodě, který ozna-
číme A. Analogicky tečna z bodu C ke kružnici k sestrojená v polorovině CSY protne
polopřímku SY v bodě, který označíme B.
Zvolme nyní hodnoty α, β, γ tak, aby ω − 90◦ = 1

2
γ, | CSK| = 1

2
β, | CSL| = 1

2
α,

potom z plného úhlu u vrcholu S vyplývá

α+ β

2
= 180◦ − ω = 90◦ −

γ

2
neboli α+ β + γ = 180◦.

Jak snadno spočteme, tečna z nalezeného bodu A ke kružnici k souměrně sdružená s teč-
nou AC podle přímky SX protíná polopřímku CS pod úhlem 1

2
γ + α, a podobně vyjde,

že analogická tečna z nalezeného bodu B protne tutéž polopřímku pod úhlem 1

2
γ + β.

Součet obou uvedených úhlů je však 180◦, proto jsou obě tečny ke kružnici k rovnoběžné,
a tedy totožné (oba příslušné body dotyku musejí totiž ležet uvnitř konvexního úhluXSY ).
Nalezený trojúhelník ABC má proto požadované vlastnosti.

Za úplné řešení udělte 6 bodů. Za určení úhlu γ udělte 1 bod, další 2 body za určení poloměru r1 = |SC|
kružnice k1 a 2 body za vymezení jejího oblouku KL. Chybí-li závěrečné zdůvodnění, že každý vnitřní
bod C oblouku KL je vrcholem vyhovujícího trojúhelníku ABC, může řešitel získat nejvýše 5 bodů.



2. Je dán tětivový čtyřúhelník ABCD. Dokažte, že spojnice průsečíku výšek trojúhel-
níku ABC s průsečíkem výšek trojúhelníku ABD je rovnoběžná s přímkou CD.

Řešení. Označme k kružnici opsanou čtyřúhelníku ABCD. Průsečíky výšek troj-
úhelníků ABC a ABD označme postupně U a V (obr. 2).

A B

C
D

U
V

U ′

V ′

k

Obr. 2

Několik známých vlastností průsečíku výšek souvisejících s opsanou kružnicí je za-
chyceno v návodných a doplňujících úlohách. V dané situaci sa nám bude hodit, že
obraz U ′ bodu U v osové souměrnosti podle strany AB leží na kružnici k, která je
trojúhelníku ABC opsána. (To platí i pro tupoúhlý trojúhelník ABC.) Podobně leží na
kružnici k i obraz V ′ bodu V v téže osové souměrnosti.
Předpokládejme, že trojúhelníky ABC a ABD jsou ostroúhlé. Body U a V tedy leží

v polorovině ABC. Obě kolmice CU ′ a DV ′ na stranu AB jsou rovnoběžné, takže čtyř-
úhelník CU ′V ′D je tětivový lichoběžník, který je nutně rovnoramenný.1 Odtud a z vlast-
ností osové souměrnosti dostáváme rovnosti

| CDV ′| = | U ′V ′D| = | UV V ′|.

Protože body C a U leží v téže polorovině vzhledem k přímce V ′D, jsou přímky CD
a UV rovnoběžné, což jsme měli dokázat. (V poslední úvaze jsme využili, že body D,
V , V ′ leží na přímce v tomto pořadí.)
V případě, kdy je aspoň jeden z trojúhelníkůABC a ABD tupoúhlý, je argumentace

velmi podobná. Body C, D, V ′, U ′ vždy vytvoří rovnoramenný lichoběžník, i když ne
nutně v uvedeném pořadí.

Jiné řešení. Pokud je AB průměrem kružnice k opsané danému tětivovému čtyř-
úhelníku ABCD, jsou zřejmě oba trojúhelníky ABC a ABD pravoúhlé, takže platí
U = C, V = D a není co dokazovat.
V opačném případě uvažme osu o kružnice k rovnoběžnou se stranou AB, o ̸= AB.

Jak už víme, obrazy U ′ a V ′ bodů U a V v osové souměrnosti podle strany AB leží
na kružnici k opsané oběma trojúhelníkům ABC a ABD. Obě tětivy CU ′ i DV ′ jsou
kolmé na osu o, takže body C a D jsou obrazy bodů U ′ a V ′ v osové souměrnosti podle

1 Viz úlohu N1.
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osy o. To znamená, že úsečka CD je obrazem úsečky UV ve složení obou uvedených oso-
vých souměrností. Složením dvou osových souměrností s rovnoběžnými osami je ovšem
posunutí, takže CD ∥ UV . Tím je tedy tvrzení úlohy dokázáno.
Jsou to opravdu tětivy? Pokud je příslušný trojúhelník ABC či ABD ostroúhlý,

není o tom pochyb. Podobně i v případě tupého úhlu při vrcholu C (a tedy i D); v obou
případech jsou body C, U ′ i D, V ′ odděleny přímkou AB. Zbývá možnost, kdy je tupý
úhel při jednom z vrcholů A nebo B (s ohledem na symetrii rozebereme pouze druhou
možnost, obr. 3). Je-li C = U ′, je trojúhelník UCA souměrný podle přímky AB, takže
| BCU | = | UAB| = | CAB|. Z rovnosti obvodového (CAB) a úsekového (BCU)
úhlu tětivy BC nyní plyne, že výška CU je tečnou opsané kružnice, bod C = U ′ tak
leží na ose o (je samodružným bodem zmíněné osové souměrnosti) a postup popsaný
v předchozím odstavci je naprosto korektní.

A
B

C = U ′

U

o

Obr. 3

Jiné řešení. Uvažujme tětivu AB dané kružnice k. Pro libovolný bod C na jednom
z oblouků AB kružnice k označme U průsečík výšek příslušného trojúhelníku ABC.
Ukážeme, že délka úsečky CU nezávisí na poloze bodu C na zvoleném oblouku AB.
Pokud je AB průměr dané kružnice, je C = U a uvedené tvrzení zřejmě platí.

V opačném případě je U ̸= C. Označme K patu výšky z vrcholu A na stranu BC a L
patu výšky z vrcholu C na stranu AB. Výšky AK a CL zřejmě svírají stejný úhel jako
přímky BC a AB, k nimž jsou kolmé. To znamená, že úhly CUK a ABC mají stejný
sinus. Z pravoúhlých trojúhelníků UKC a AKC tak máme (při označení velikostí stran
a úhlů obvyklým způsobem)

|CU | =
|CK|

sin | CUK|
=

b|cos γ|
sinβ

=
c|cos γ|
sin γ

,

přičemž poslední rovnost plyne ze sinové věty pro trojúhelník ABC. Délka úsečky CU
tedy závisí jen na délce úsečky AB a na velikosti příslušného obvodového úhlu ACB.
Protože úsečka AB i oblouk kružnice jsou dány, délka úsečky CU se nemění.
Vrcholy C a D daného čtyřúhelníku leží na témže oblouku AB opsané kružnice.

Podle předchozí úvahy jsou tedy úsečky CU a DV stejně dlouhé. Coby výšky na tutéž
stranu jsou navíc rovnoběžné, a to souhlasně (podle toho, zda je úhel γ ostrý nebo tupý,
má vektor stejný směr jako či opačný). Čtyřúhelník CDV U je tedy rovnoběžník,
což znamená, že přímky CD a V U jsou rovnoběžné.

Návodné a doplňující úlohy:
N1. Dokažte, že každý lichoběžník, kterému lze opsat kružnici, je rovnoramenný. [Rameno

LM libovolného lichoběžníku KLMN je vidět z vrcholu K pod stejným úhlem jako
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rameno KN z vrcholu M . Je-li lichoběžník KLMN tětivový, předchozí věta znamená,
že tětivy LM a KN opsané kružnice musí být shodné; jsou to však právě obě ramena.]

N2. Nechť ABC je ostroúhlý trojúhelník s průsečíkem výšek V a opsanou kružnicí k. Do-
kažte, že obraz V ′ bodu V v osové souměrnosti podle přímky AB leží na kružnici k.
Mají stejnou vlastnost i tupoúhlé trojúhelníky? [Stačí vyjádřit velikost úhlu AV B
z trojúhelníku AV B, v němž zbylé dva úhly dopočítáme z vhodných pravoúhlých troj-
úhelníků. Tento úhel má velikost 180◦ − | ACB|, odkud plyne, že čtyřúhelník ACBV ′

je tětivový. Obraz průsečíku výšek v osové souměrnosti podle strany leží na opsané
kružnici i v případě, že trojúhelník je tupoúhlý. Tvrzení dokážeme podobně výpočtem
velikostí vhodných úhlů.]

N3. Označme V průsečík výšek ostroúhlého trojúhelníku ABC. Dokažte, že kružnice opsané
trojúhelníkůmABV ,BCV ,CAV jsou shodné, a porovnejte jejich poloměr s poloměrem
kružnice opsané trojúhelníku ABC. [Všechny tři kružnice jsou obrazem kružnice opsané
trojúhelníku ABC v osové souměrnosti podle příslušné strany. Je to přímý důsledek
předcházející návodné úlohy.]

N4. Je dán trojúhelník ABC s průsečíkem výšek V . Vyjádřete velikost úsečky CV pomocí
délek stran a velikostí úhlů trojúhelníku ABC. Snažte se, aby vaše vyjádření bylo co
nejjednodušší. [Viz poslední uvedené řešení soutěžní úlohy. Možných postupů i vyjád-
ření je více.]

D1. Nechť ABC je ostroúhlý trojúhelník s průsečíkem výšek V a opsanou kružnicí k. Dokaž-
te, že obraz bodu V ve středové souměrnosti podle středu úsečky AB leží na kružnici k
a je jejím nejvzdálenějším bodem od vrcholu C. Mají stejnou vlastnost i tupoúhlé troj-
úhelníky? [Uvažte, že body A, B, V se zmíněným obrazem tvoří vrcholy rovnoběžníku,
o velikosti jeho vnitřního úhlu AV B již víte z úlohy N2.]

D2. V rovině jsou dány tři navzájem různé shodné kružnice se společným bodem V . Druhé
průsečíky dvojic těchto kružnic (různé od bodu V ) označme A,B,C. Dokažte, že bod V
je průsečíkem výšek trojúhelníku ABC. [Využijte toho, že každé z tětiv AV , BV , CV
odpovídají ve dvou z daných kružnic stejné obvodové úhly, k důkazu poznatku, že jak
úhly AV B a ACB, tak úhly AV C a ABC i úhly BV C a BCA se doplňují do přímého
úhlu (rozlište případy různých poloh bodu V vůči trojúhelníku ABC). Při zadaném
trojúhelníku ABC má tuto vlastnost jediný bod V – průsečík jeho výšek.]

D3. Je dán trojúhelník ABC. Dokažte, že osa úhlu ACB a osa strany AB se protínají na
kružnici opsané trojúhelníku ABC. [StředM oblouku AB leží na ose úhlu ACB, neboť
z rovnosti |AM | = |BM | plyne, že obě tětivy AM a BM jsou z bodu C vidět pod
stejným úhlem.]

D4. V tětivovém čtyřúhelníku ABCD označme L, M středy kružnic vepsaných postupně
trojúhelníkům BCA, BCD. Dále označme R průsečík kolmic vedených z bodů L a M
postupně na přímky AC a BD. Dokažte, že trojúhelník LMR je rovnoramenný. [56–
A–III–2]

D5. Na kružnici o poloměru r leží pět různých bodů A, B, C, D, E v tomto pořadí, pričemž
platí |AC| = |BD| = |CE| = r. Dokažte, že trojúhelník, jehož vrcholy jsou ortocentra
trojúhelníků ACD, BCD a BCE, je pravoúhlý. [C-P-S trojstřetnutí 2006/1]

D6. Dokažte, že všechny středy stran a paty výšek v libovolném trojúhelníku leží na jedné
kružnici. (Tato kružnice je známa jako Feuerbachova kružnice nebo kružnice devíti
bodů — kromě zmíněných šesti bodů na ní totiž ještě leží středy úseček spojujících
průsečík výšek s jednotlivými vrcholy trojúhelníku.) [Uvažte obraz kružnice opsané ve
stejnolehlosti se středem v průsečíku výšek a koeficientem 1/2 a využijte výsledku úloh
N2 a D1, viz str. 28–29 brožury O podobnosti v geometrii, ŠMM 7.]

D7. Je dán trojúhelník ABC a bod P v jeho rovině. OznačmeD, E, F paty kolmic z bodu P
na přímky AB, BC, CA. Dokažte, že pokud bod P leží na kružnici opsané trojúhel-
níku ABC, leží body D, E, F v přímce. (Tato přímka sa nazývá Simsonovou přímkou
bodu P .) Má stejnou vlastnost i nějaký bod P ležící mimo kružnici opsanou trojúhel-
níku ABC? [Viz Švrček – Vanžura: Geometrie trojúhelníka, str. 53.]

D8. Nechť P je bod na kružnici opsané trojúhelníku ABC. Označme V průsečík výšek
trojúhelníku ABC. Dokažte, že průsečík Simsonovy přímky bodu P s úsečkou PV
je středem úsečky PV a leží na Feuerbachově kružnici trojúhelníku ABC. (Ře-
šení této náročné úlohy je možno najít na stránce http://mathforum.org/library/
drmath/view/61688.html.)

D9. Nechť PQ je libovolný průměr kružnice opsané trojúhelníku ABC. Dokažte, že Simso-
novy přímky bodů P a Q jsou na sebe kolmé a protínají se na Feuerbachově kružnici
trojúhelníku ABC. (Druhá část této úlohy je vskutku náročná.)
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Návodné a doplňující úlohy:
N1. Na stole je n pohárů, všechny jsou postaveny dnem vzhůru. V jednom kroku smíme

otočit libovolných k pohárů naopak (k je dané, neměnné). Je možné, aby po konečném
počtu kroků bylo všech n pohárů postaveno dnem dolů? Řešte nejprve pro n = 9
a k = 5, potom pro n = 9 a k = 4. [Pro n = 9 a k = 5 to zřejmě možné je. Pro n = 9
a k = 4 to možné není, protože obecněji platí: při sudém k a libovolném n se nemění
parita počtu pohárů postavených dnem vzhůru (tj. tento počet je buď neustále sudé,
nebo neustále liché číslo).]

N2. V každém vrcholu čtverce je jedna mince. Vybereme dvě z nich a přemístíme je do
sousedních vrcholů podle pravidla ze soutěžní úlohy. Rozhodněte, zda je takto možné
přemístit všechny 4 mince do jednoho vrcholu. [Není to možné: podobně jako v řešení
soutěžní úlohy uvažujte součet čísel vrcholů přirazených mincím podle jejich aktuální
pozice a využijte dělitelnost čtyřmi.]

N3. Předchozí úlohu zobecněte pro případ n mincí, po jedné ve vrcholech pravidelného
n-úhelníku. Dokažte, že přesun všech mincí na jednu hromádku je možný, právě když
je n liché. [Postup při lichém n = 2k+1 je zřejmý (do vrcholu s číslem k+1 postupně
přesuneme dvojice mincí z vrcholů s čísly 1 a 2k + 1, 2 a 2k, . . . , k a k + 2), při
sudém n není počáteční součet čísel vrcholů přiřazených mincím podle jejich pozic
násobkem čísla n; při přesunech dvojic mincí se nemění zbytek takového součtu při
dělení číslem n.]

D1. Na hranici kruhu stojí 2 jedničky a 48 nul v pořadí 1, 0, 1, 0, 0, . . . , 0. V jednom kroku je
povoleno přičíst číslo 1 ke kterýmkoliv dvěma sousedním číslům. Můžeme po několika
krocích dosáhnout toho, aby všech 50 čísel bylo stejných? [Není to možné; označte čísla
po řadě x1, x2, . . . , x50 a vysvětlete, proč výraz x1 − x2 + x3 − x4 + . . . + x49 − x50
nemění svou hodnotu (nezapomeňte na možnou změnu sousedů x1 a x50).]

6. Je dán trojúhelník ABC. Uvnitř stran AC, BC jsou dány body E, D tak, že |AE| =
= |BD|. Označme M střed strany AB a P průsečík přímek AD a BE. Dokažte, že
obraz bodu P v středové souměrnosti se středem M leží na ose úhlu ACB.

Řešení. Označme Q obraz bodu P ve středové souměrnosti se středem M . Bod Q
bude ležet na ose úhlu ACB, právě když bude mít stejnou vzdálenost od obou přímek
AC a BC. Vzhledem k tomu, že úsečky AE a BD mají stejnou délku, vidíme, že bod Q
bude stejně vzdálen od přímek AC a BC, právě když trojúhelníky AEQ a BDQ budou
mít stejný obsah (obr. 4). Rovnost jejich obsahů teď dokážeme.

A B

C

D

E
P

Q

M

Obr. 4

Z konstrukce bodu Q plyne, že AQBP je rovnoběžník, tj. přímka QB je rovnoběžná
s přímkou AD, proto mají trojúhelníky QBD a QBA stejný obsah (mají shodné výšky
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na společnou základnu QB). Podobně z rovnoběžnosti přímek QA a BE plyne rovnost
obsahů trojúhelníků QAE a QAB. Tím je rovnost obsahů trojúhelníků AEQ a BDQ
dokázána, a tudíž je dokázáno i tvrzení úlohy.

Jiné řešení. Označme C′ obraz bodu C aQ obraz bodu P ve středové souměrnosti
podle středu M . Dále označme K průsečík přímek C′B a AD. Průsečíky přímky C′P
s přímkami AB a AC označme N a L (obr. 5).

A B

C

C ′

D
E P

N

KL

x
x

y

Obr. 5

Máme dokázat, že bod Q leží na ose úhlu ACB, což je díky vlastnostem středové
souměrnosti ekvivalentní tomu, že bod P leží na ose úhlu AC′B (vnitřního úhlu v troj-
úhelníku AC′B). Je známo (viz druhou návodnou úlohu), že toto nastane, právě když
bod N rozdělí úsečku AB v poměru délek úseček AC′ a BC′. Pokusíme se tedy určit
poměr |AN | : |BN |.
Označme |BD| = |AE| = x, |CD| = y a |AC| = b. Trojúhelníky ADC a KDB jsou

podobné, proto
|BK|

|AC|
=

|BD|

|CD|
=

x

y
, takže

|BK|

|BC′|
=

x

y
.

Ze stejnolehlosti se středem v bodě P tak plyne

|AE|

|EL|
=

|BK|

|BC′|
=

x

y
, takže |EL| = y a |AL| = x+ y = |BC| = |AC′|.

Konečně z podobnosti trojúhelníků ANL a BNC′ dostáváme

|AN |

|BN |
=

|AL|

|BC′|
=

|AC′|

|BC′|
.

To, jak jsme před výpočtem poměru |AN | : |BN | zmínili, znamená, že přímka C′N =
= C′P je osou úhlu AC′B. Tím je tvrzení úlohy dokázáno.
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Návodné a doplňující úlohy:
N1. Dokažte, že osa vnitřního úhlu v trojúhelníku dělí protilehlou stranu v poměru délek

přilehlých stran. [OznačmeK průsečík osy úhlu ACB se stranou AB, použijeme sinovou
větu v trojúhelnících CKA a CKB a využijeme toho, že úhly AKC a BKC jsou
doplňkové a úhly ACK a BCK mají stejnou velikost. Jiná možnost: poměr |AK| : |BK|
je stejný jako poměr obsahů trojúhelníků AKC a BKC, neboť tyto dva trojúhelníky
mají shodné výšky z vrcholu K.]

N2. Je dán trojúhelník ABC. Najděte množinu bodů X takových, že trojúhelník ABX má
stejný obsah jako trojúhelník ABC. [Dvojice přímek rovnoběžných s přímkou AB ve
vzdálenosti vrcholu C od strany AB.]

N3. Je dán lichoběžníkABCD se základnamiAB a CD. Dokažte, že průsečík úhlopříčekAC
a BD, průsečík přímek AD a BC a středy základen daného lichoběžníku leží v přímce.
[Uvažujme stejnolehlost, která zobrazí úsečku AB na úsečku CD. Takové stejnolehlosti
jsou dvě a jejich středy jsou ty dva průsečíky ze zadání úlohy. Protože stejnolehlost
zachovává poměry, každá z uvažovaných stejnolehlostí zobrazí střed úsečky AB na
střed úsečky CD a její střed tak leží na spojnici středů základen.]

N4. Je dán konvexní čtyřúhelník ABCD. Středy jeho stran označme postupně K, L,M , N .
a) Dokažte, že KLMN je rovnoběžník.
b) Určete poměr obsahů čtyřúhelníků KLMN a ABCD.

D1. Dokažte, že těžnice v trojúhelníku se protínají v jednom bodě a rozdělí trojúhelník na
šest částí se stejným obsahem.

D2. Dokažte, že pokud x, y, z jsou délky těžnic trojúhelníku ABC, existuje trojúhelník
s délkami stran rovnými x, y, z. Jaký obsah má tento trojúhelník, je-li obsah trojúhel-
níku ABC roven S? [Využijte středovou souměrnost např. podle středu strany BC.
Obsah je 3/4S.]

D3. Je dán trojúhelník ABC. Uvnitř jeho stran BC, CA, AB uvažujme postupně body
K, L, M takové, že úsečky AK, BL, CM se protínají v bodě U . Mají-li trojúhelníky
AMU a KCU obsah P a trojúhelníky MBU a CLU obsah Q, potom P = Q. Dokažte.
[49–A–S–2]

D4. Je dán trojúhelník ABC a body K, L, M ležící postupně uvnitř stran BC, CA, AB
tak, že přímky AK, BL, CM mají společný bod X.
a) Dokažte, že poměr |AM | : |BM | je stejný jako poměr obsahů trojúhelníků ACX
a BCX.

b) Dokažte, že
|AM |
|BM |

·
|BK|
|CK|

·
|CL|
|AL|

= 1.

(Toto tvrzení je částí Cevovy věty. Porovnejte tuto větu s Menelaovou větou.
Všimněte si, že často je výhodné ve výpočtech i důkazech převést poměr vzdá-
leností na poměr obsahů. Použijte tento přístup v druhé návodné úloze.) [Viz
Švrček – Vanžura: Geometrie trojúhelníka, str. 28–32.]

D5. Jsou-li K, L, M po řadě vnitřní body stran BC, CA, AB daného trojúhelníku ABC
takové, že kružnice vepsané dvojicím trojúhelníků ABK a CAK, BCL a ABL, CAM
a BCM mají vnější dotyk, pak se přímky AK, BL, CM protínají v jednom bodě.
Dokažte. [49–A–I–2]

D6. Určete všechny konvexní čtyřúhelníky ABCD s následující vlastností: Uvnitř čtyřúhel-
níku ABCD existuje bod E takový, že každá přímka, která prochází tímto bodem
a protíná strany AB a CD ve vnitřních bodech, dělí čtyřúhelník ABCD na dvě části
se stejným obsahem. Svou odpověď zdůvodněte. [49–A–II–4]
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58. ročník matematické olympiády

Úlohy krajského kola kategorie A

1. Jisté čtyřmístné přirozené číslo je dělitelné sedmi. Zapíšeme-li jeho číslice v opačném
pořadí, dostaneme větší čtyřmístné číslo, které je rovněž dělitelné sedmi. Navíc při
dělení číslem 37 dávají obě zmíněná čtyřmístná čísla stejný zbytek. Určete původní
čtyřmístné číslo.

2. Na odvěsnách délek a, b pravoúhlého trojúhelníku leží po řadě středy dvou kružnic
ka, kb. Obě kružnice se dotýkají přepony a procházejí vrcholem proti přeponě. Polo-
měry uvedených kružnic označme ϱa, ϱb. Určete největší kladné reálné číslo p takové,
že nerovnost

1

ϱa

+
1

ϱb

! p
(1

a
+
1

b

)

platí pro všechny pravoúhlé trojúhelníky.

3. Určete velikosti vnitřních úhlů α, β, γ trojúhelníku, pro něž platí

2 sinβ sin(α+ β)− cosα = 1,
2 sin γ sin(β + γ)− cosβ = 0.

4. Uvnitř strany BC ostroúhlého trojúhelníku ABC zvolme bod D a na úsečce AD
bod P tak, aby neležel na těžnici z vrcholu C. Přímka této těžnice protne kružnici
opsanou trojúhelníku CPD v bodě, který označíme K (K ̸= C). Dokažte, že kružnice
opsaná trojúhelníku AKP prochází kromě bodu A dalším pevným bodem, který na
výběru bodů D a P nezávisí.

Krajské kolo kategorie A se koná

v úterý 20. ledna 2009

tak, aby začalo dopoledne a aby soutěžící měli na řešení úloh
4 hodiny čistého času. Za každou úlohu může soutěžící získat
6 bodů, úspěšným řešitelem je ten žák, který získá 10 bodů
nebo více. Povolené pomůcky jsou psací a rýsovací potřeby,
školní MF tabulky a kalkulátory bez grafického displeje. Tyto
údaje se žákům sdělí před zahájením soutěže.



Sečtením obou výrazů dostaneme 7 | 5(b + c) neboli 7 | b + c. Zjistíme-li stejně jako
v původním řešení, že platí 37 | k−n ⇔ b = c, z podmínky 7 | b+c vyplyne b = c ∈ {0, 7};
z obou zbylých podmínek 7 | 6a+ d a 7 | 6d+ a, jež jsou obě ekvivalentní jednomu vztahu
7 | d − a, pak s ohledem na d > a > 0 najdeme obě vyhovující dvojice číslic (a, d) = (1, 8)
a (a, d) = (2, 9).

Za úplné řešení udělte 6 bodů, z toho 2 body za stanovení podmínky b = c, 2 body za odvození vztahu
d− a = 7, 1 bod za zdůvodnění 7 | b (= c) či za zjištění 7 | b+ c, 1 bod za správný výpis všech čtyř řešení.

2. Označme vrcholy daného trojúhelníku A, B, C tak, aby vrcholy A, B ležely po-
stupně proti odvěsnám délek a, b.
Nejdříve vypočítáme velikosti poloměrů obou kružnic ka a kb. Označme A′ obraz

bodu A v osové souměrnosti podle přímky BC. Kružnice ka je vepsána trojúhelníku A′AB
(obr. 1). Rovnoramenný trojúhelník ABA′ má obvod o = 2(b + c) a obsah S = ab, pro
poloměr ϱa kružnice ka tak podle známého vztahu vychází

ϱa =
2S

o
=

ab

b+ c
.

Podobně vypočítáme i poloměr kružnice kb: vyjde ϱb = ab/(a+ c).

C A

B

A′ bb

cc a

ka
kb

Obr. 1

Pro číslo p a pro libovolný pravoúhlý trojúhelník s odvěsnami a, b a přeponou c má
platit

p "

1

ϱa

+
1

ϱb

1

a
+
1

b

=

b+ c

ab
+

a+ c

ab
a+ b

ab

=
a+ b+ 2c

a+ b
= 1 +

2c

a+ b
= 1 +

2
√

a2 + b2

a+ b
.

Protože v případě a = b má poslední výraz hodnotu 1 +
√
2, musí každé vyhovující

číslo p splňovat nerovnost p " 1+
√
2. Ukážeme-li nyní, že pro libovolné dvě kladné hodnoty

a, b platí
2
√

a2 + b2

a+ b
!

√
2, (1)

bude výše odvozená nerovnost znamenat, že p = 1 +
√
2 je hledané reálné číslo (a úloha

tak bude vyřešena).
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Nerovnost (1) pro libovolná kladná a, b snadno převedeme ekvivalentními úpravami
na nerovnost, která zřejmě platí:

2
√

a2 + b2 !
√
2(a+ b),

4(a2 + b2) ! 2(a+ b)2,

4a2 + 4b2 ! 2a2 + 4ab+ 2b2,

2(a − b)2 ! 0.

Místo takové prověrky bylo možné využít Cauchyovu nerovnost 2(a2+ b2) ! (a+ b)2 nebo
nerovnost mezi kvadratickým a aritmetickým průměrem

√

a2 + b2

2
!

a+ b

2

Obě tyto klasické nerovnosti jsou zřejmě pouze obměněnými zápisy nerovnosti (1).
Odpověď. Hledané číslo p má hodnotu 1 +

√
2.

Poznámka. Velikost poloměrů ϱa a ϱb je možné vypočítat i jinak: Dvojím vyjádřením
sinu úhlu ABC z pravoúhlých trojúhelníků SaBT a ABC (obr. 2) dostaneme

ϱa

a − ϱa

=
b

c
,

odkud plyne ϱa = ab/(b+ c). Analogicky vypočítáme i ϱb.

C A

B
T

b

c
Sa

ϱa

a − ϱa

ka

Obr. 2

Za úplné řešení udělte 6 bodů, z toho 2 body za výpočet velikostí poloměrů ϱa a ϱb, 1 bod za nalezení
hodnoty p = 1 +

√
2 a 3 body za důkaz nerovnosti ze zadání pro p = 1 +

√
2, přitom řádně pojmenované

klasické nerovnosti není nutné dokazovat.

3. Z rovnosti α+ β + γ = π a ze známých goniometrických vzorců dostáváme

sin(α+ β) = sin γ,

cosα = − cos(β + γ) = − cosβ cos γ + sinβ sin γ.

Dosaďme tato vyjádření hodnot sin(α + β) a cosα do první rovnice ze zadání a výsledek
upravme:

2 sinβ sin γ − (− cosβ cos γ + sinβ sin γ) = 1,
cosβ cos γ + sinβ sin γ = 1,

cos(β − γ) = 1.
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Poslední rovnost nastane, právě když β = γ, neboť rozdíl dvou vnitřních úhlů trojúhelníku
leží v intervalu (−π, π), v němž má funkce kosinus hodnotu 1 jedině v bodě nula. Tak
jsme ukázali, že první zadaná rovnice je pro vnitřní úhly trojúhelníku splněna, právě když
β = γ.
Nyní snadno vyřešíme i druhou ze zadaných rovnic, když do ní za γ dosadíme β:

2 sinβ sin 2β − cosβ = 0,
4 sin2 β cosβ − cosβ = 0,
(4 sin2 β − 1) cosβ = 0.

Je tedy buď cosβ = 0, nebo sinβ = ± 1
2
. Rovnost β = γ však pro úhly trojúhelníku

znamená, že úhel β je ostrý, takže cosβ > 0, a proto musí platit sinβ = 1

2
(hodnota

sinβ = −1
2
je pro úhel β z intervalu (0, π) vyloučena). Tak docházíme k jediným možným

hodnotám β = γ = 30◦, z nichž snadno dopočteme α = 120◦. Při uvedeném postupu není
zkouška nutná: první zadaná rovnice platí díky rovnosti β = γ a druhou rovnici jsme za
předpokladu β = γ řešili ekvivalentními úpravami.

Jiné řešení. Podobně jako při řešení úlohy domácího kola využijeme známé gonio-
metrické vzorce k odvození rovnosti

2 sin y sin(x+ y)− cosx = 2 sin y(sinx cos y + cosx sin y)− cosx =
= 2 sin y cos y sinx+ (2 sin2 y − 1) cosx =
= sin 2y sinx − cos 2y cosx =
= − cos(x+ 2y)

pro libovolná reálná čísla x, y. Díky tomu můžeme soustavu rovnic ze zadání přepsat do
tvaru

cos(α+ 2β) = −1, (1)

cos(β + 2γ) = 0. (2)

Vnitřní úhly libovolného trojúhelníku leží v intervalu (0, π), z čehož plynou nerovnosti
0 < α + 2β < 3π.1 Z nich plyne, že rovnice (1) je splněna, právě když α + 2β = π.
Porovnáním s obecně platnou rovností α + β + γ = π dostáváme ekvivalentní podmínku
γ = β, za níž (2) přejde do tvaru

cos 3β = 0. (3)

Protože úhel β je ostrý (neboť je shodný s úhlem γ a trojúhelník nemůže mít dva pravé
nebo dva tupé vnitřní úhly), platí nerovnosti 0 < 3β < 3

2
π, při kterých je rovnice (3)

splněna, právě když 3β = 1

2
π neboli β = γ = 1

6
π. Stejně jako v prvním řešení dopočítáme

α = π − β − γ = 2

3
π. Zkouškou (ani při tomto postupu však není nutná) snadno ověříme,

že nalezená trojice úhlů α, β, γ splňuje všechny podmínky zadání úlohy.

1 Platí dokonce α+ 2β < 2 , neboť α+ 2β < 2(α+ β + γ) = 2 .
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Podmínkám úlohy vyhovují pouze trojúhelníky, jejichž vnitřní úhly mají velikosti α =
= 120◦, β = γ = 30◦.

Za úplné řešení udělte 6 bodů. Při prvním postupu udělte 3 body za odvození vztahu β = γ z první
rovnice, 1 bod za úpravu druhé rovnice na součinový tvar či základní goniometrickou rovnici (jakou je
např. cos 3β = 0) a zbývající 2 body za následné určení (se zdůvodněním jednoznačnosti) velikostí všech
tří úhlů.

Při druhém postupu udělte 2 body za odvození soustavy rovnic (1) a (2) (musí být v základním
tvaru), další 2 body za zdůvodnění vztahu β = γ a zbývající 2 body jako při prvním postupu.

Vyžaduje-li řešitelův postup zkoušku, za její absenci strhněte 1 bod. Rovněž tak strhněte 1 bod
pokaždé, když je některá z hodnot β − γ, α + 2β, 3β apod. určena z příslušné základní goniometrické
rovnice bez zmínky potřebných nerovností pro zastoupený argument.

4. Označme ϕ velikost úhlu, který svírá přímka tc, na níž leží těžnice z vrcholu C,
s přímkou strany BC daného trojúhelníku. Vzhledem k definici bodu K budou stejný
úhel ϕ svírat i přímky KP a AD. To však znamená, že na kružnici opsané trojúhelníku
AKP bude ležet i takový bod M přímky tc, v němž přímka AM protne přímku tc pod
úhlem ϕ. Takovou vlastnost zřejmě má bodM souměrně sdružený s bodem C podle středu
strany AB (který na volbě bodů D a P rovněž nezávisí, obr. 3).

C A

B M

D
P

Q

K
ϕ

tc

Obr. 3

Dokážeme nyní shora uvedené skutečnosti podrobněji. Označme Q průsečík těžnice tc
s úsečkou AD (Q je tedy „zakázaná+ poloha bodu P ). Bod P leží buď uvnitř úsečky DQ
(obr. 3), nebo uvnitř úsečky QA (obr. 5).

V prvním případě leží bod Q vně kružnice opsané trojúhelníku CPD, bod K tedy
padne dovnitř polopřímky QC. Pokud bod K leží uvnitř úsečky QC, jsou body C a P
protilehlými vrcholy tětivového čtyřúhelníku CDPK, a tudíž | APK| = ϕ. Navíc body P
a M leží vzhledem k přímce AK v téže polorovině, takže ze shodnosti úhlů AMK a APK
vyplývá, že čtyřúhelník AMPK je tětivový, proto bod M skutečně leží na kružnici opsané
trojúhelníku AKP .

Pokud bod K uvnitř úsečky QC neleží a je K ̸= C (obr. 4), je | KPD| = | KCD| =
= 180◦ − ϕ, takže | KPA| = ϕ = | KMA|. (Poslední rovnost samozřejmě platí i pro
K = C.) Protože body P a M leží v téže polorovině určené přímkou KA, leží i v tomto
případě bod M na kružnici opsané trojúhelníku AKP .
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C A

B M

D P

Q

K

ϕ

tc

Obr. 4

Ve druhém případě leží bod K uvnitř polopřímky QM . Pokud bod K leží uvnitř
úsečky QM (obr. 5), leží body P a M v opačných polorovinách vzhledem k přímce AK
a z rovnosti obvodových úhlů DCK a DPK nad tětivou DK plyne | DPK| = ϕ =
= | AMK|, což zaručuje, že čtyřúhelník AMKP je tětivový, takže bodM leží na kružnici
opsané trojúhelníku AKP .
Pokud bod K uvnitř úsečky QM neleží (obr. 6), vychází | KPA| = | KMA| =

= 180◦−ϕ. Protože body P a M leží v téže polorovině určené přímkou KA, leží i v tomto
případě bod M na kružnici opsané trojúhelníku AKP .

C A

B M

D

P

Q

K

ϕ

tc

Obr. 5

C A

B M

D

P

Q

K

ϕ

tc

Obr. 6

Jiné řešení. Označme body Q aM stejně jako v prvním řešení. Pro mocnost bodu Q
ke kružnici opsané bodům C, P , D, K (bez ohledu na polohu bodu P ) platí |QK| · |QC| =
= |QP | · |QD|, takže |QK| : |QP | = |QD| : |QC|. Z podobnosti trojúhelníků QDC a QAM ,
jež plyne z rovnoběžnosti přímek BC a AM , dostáváme |QD| : |QC| = |QA| : |QM |. Platí
tedy

|QK|
|QP |

=
|QD|
|QC|

=
|QA|
|QM |

, takže |QK| · |QM | = |QP | · |QA|. (1)
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Jak už víme, leží bod Q buď uvnitř, anebo vně obou úseček AP a KM , proto z právě
získané rovnosti vyplývá, že bod M leží na kružnici určené body A, P , K. Označíme-li
totiž M ′ druhý průsečík přímky QK s touto kružnicí (M ′ ̸= K), plyne z mocnosti bodu Q
vůči této kružnici rovnost |QK| · |QM ′| = |QP | · |QA|, takže podle (1) je |QM ′| = |QM |,
a musí tudíž být M ′ =M .

Poznámky. V žádném z obou řešení jsme nevyužili předpoklad, že daný trojúhelník
ABC je ostroúhlý. Za tohoto předpokladu leží bod K vždy uvnitř úsečky CM . Lze to
ukázat úvahami o obvodových úhlech podobně, jako jsme ukázali, že tvrzení úlohy platí
i v případech, kdy bod K padne mimo tuto úsečku. Jiný důkaz dostaneme následující
úvahou:
Je-li trojúhelník ABC ostroúhlý, platí ψ > ϕ, kde jsme jako ψ označili velikost úhlu

CDA. Tato nerovnost ψ > ϕ plyne ze zřejmé nerovnosti ψ = β + | DAB| > β a z nerov-
nosti β > ϕ, která je ekvivalentní nerovnosti tc > 1

2
|AB| (proti větší straně trojúhelníku

leží větší úhel), což je nerovnost |CM | > |AB| mezi délkami úhlopříček rovnoběžníku
CAMB, jehož vnitřní úhel při vrcholu C je dle předpokladu ostrý (tuto nerovnost získáme
snadno použitím kosinové věty: |AB|2 < |AC|2 + |CB|2 = |AC|2 + |AM |2 < |CM |2).
Z nerovnosti ψ > ϕ pak pro bod P uvnitř úsečky DQ pro délky stran trojúhelníků

QPK, QCD (obr. 7) vychází, že |QK| < |QP | < |QD| < |QC| (proti většímu úhlu v troj-
úhelníku leží větší strana), takže bod K leží uvnitř úsečky QC. Podobně pro bod P uvnitř
úsečky QA dostaneme |QK| < |QP | < |QA| < |QM |, takže bod K leží uvnitř úsečky QM .

C A

B M

D
P

Q

K
ϕ

tc

ψ

Obr. 7

Budeme-li úhel ϕ chápat jako orientovaný úhel dvou přímek (tj. úhel, o který musíme
první přímku otočit, aby splynula nebo byla rovnoběžná s druhou přímkou), vyplyne tvrzení
úlohy z úvah v úvodním odstavci a z následující charakterizace kružnice: Body A, B, C, D
leží na kružnici, právě když se orientovaný úhel ACB rovná orientovanému úhlu ADB.

Za úplné řešení udělte 6 bodů, z toho 2 body za objevení pevného bodu M . Pokud žák určí bod M a do-
káže požadovanou vlastnost jen v jednom z rozebíraných případů, udělte 5 bodů. Pokud řešitel nedokáže,
že bod K (díky předpokladu ostroúhlosti trojúhelníku ABC) padne dovnitř úsečky CM , ani nedokáže
obecnější tvrzení bez uvedeného předpokladu, strhněte dva body. Za opomenutí možnosti K = C žádné
body nestrhávejte. Řešení jiného typu než uvedené hodnoťte v souladu s tímto schématem.
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1. Jsou-li všechna čísla p, 3p+ 2, 5p+ 4, 7p+ 6, 9p+ 8 a 11p+ 10 prvočísla, je číslo
6p+ 11 složené. Dokažte. (Pavel Novotný)

Řešení. Předpokládejme, že všechna čísla p, 3p+ 2, 5p+ 4, 7p+ 6, 9p+ 8 a 11p+ 10
jsou prvočísla. Zkoumejme, jaký zbytek po dělení pěti může dávat prvočíslo p, tj. pro
jaká l z množiny {0, 1, 2, 3, 4} a nezáporné celé číslo k může platit p = 5k + l.

◃ Je-li p = 5k prvočíslo, pak p = 5, tehdy ovšem 11p+ 10 = 65 není prvočíslo.
◃ Je-li p = 5k+1, pak 3p+2 = 5(3k+1) je prvočíslem jedině pro k = 0, tehdy ovšem
platí p = 1, což není prvočíslo.

◃ Je-li p = 5k + 2, pak 7p+ 6 = 5(7k + 4) není prvočíslem pro žádné celé k ! 0.
◃ Je-li p = 5k + 3, pak 9p+ 8 = 5(9k + 7) není prvočíslem pro žádné celé k ! 0.
Prvočíslo p tedy musí být tvaru 5k + 4. Pak ovšem 6p+ 11 = 5(6k + 7) je složené číslo
pro každé celé k ! 0.

Poznámka. Nejmenší prvočíslo p, pro něž jsou i všechna čísla 3p+2, 5p+4, 7p+6,
9p+ 8 a 11p+ 10 prvočísla, je p = 2 099.

2. Na kratším z oblouků CD kružnice opsané pravoúhelníku ABCD zvolme bod P .
Paty kolmic z bodu P na přímky AB, AC a BD označme postupně K, L a M .
Ukažte, že úhel LKM má velikost 45◦, právě když ABCD je čtverec.

(Tomáš Jurík)

Řešení. Ukážeme, že úhel LKM má stejnou velikost jako úhel CBD (obr. 1). Odtud
dané tvrzení triviálně plyne (úhel CBD má velikost 45◦, právě když |BC| = |CD|, tj.
když ABCD je čtverec).

A B

CD

P

K

L

M

Obr. 1

Body B,K,M , P leží v tomto pořadí na Thaletově kružnici nad průměrem BP . Pro
velikosti obvodových úhlů nad tětivou PM tedy platí | PKM | = | PBM |. Podobně
body A, K, L, P leží v tomto pořadí na Thaletově kružnici nad průměrem AP a pro
velikosti obvodových úhlů nad tětivou PL máme | LKP | = | LAP |. Z obvodových
úhlů nad tětivou CP kružnice opsané pravoúhelníku ABCD tak dostáváme | CAP | =
= | CBP |.
Z uvedených rovností vyplývá

| LKM | = | LKP |+ | PKM | = | LAP |+ | PBM | = | CAP |+ | PBD| =
= | CBP |+ | PBD| = | CBD|,

což jsme chtěli dokázat.

Poznámka. Uvedený postup se dá použít i v triviálním případě, kdy P = C anebo
P = D; tehdy mají některé z uvažovaných úhlů nulovou velikost.
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Jiné řešení. Opět dokážeme, že úhly LKM a CBD mají stejnou velikost.
Označme N patu kolmice z bodu P na přímku BC. Body K, L, N leží na Simsonově
přímce příslušející bodu P a trojúhelníku ABC (obr. 2). Na Thaletově kružnici nad
průměrem PB leží body K, M i N . Z obvodových úhlů nad tětivou MN téže kružnice
tak máme

| LKM | = | NKM | = | NBM | = | CBD|.

A B

CD

P

K

L

M

N

Obr. 2

3. Najděte nejmenší kladné číslo x, pro něž platí: Jsou-li a, b, c, d libovolná kladná
čísla, jejichž součin je 1, potom

ax + bx + cx + dx !
1
a
+
1
b
+
1
c
+
1
d
.

(Pavel Novotný)

Řešení. Nechť a, b, c, d jsou libovolná kladná čísla, jejichž součin se rovná 1. Podle
nerovnosti mezi aritmetickým a geometrickým průměrem trojice čísel ax, bx, cx pro
libovolné x > 0 máme

ax + bx + cx

3
!

3
√

axbxcx = 3

√

1
dx

.

Volbou x = 3 dostáváme nerovnost 1
3
(a3 + b3 + c3) ! 1/d. Analogicky platí

1

3
(a3 + b3 + d3) ! 1/c, 1

3
(a3 + c3 + d3) ! 1/b, 1

3
(b3 + c3 + d3) ! 1/a.

Sečtením uvedených čtyř nerovností dostaneme

a3 + b3 + c3 + d3 !
1
a
+
1
b
+
1
c
+
1
d
,

takže pro x = 3 nerovnost ze zadání úlohy vždy platí.

Ukážeme, že x = 3 je hledanou nejmenší hodnotou, tedy že pro každé kladné x < 3
daná nerovnost pro některou z uvažovaných čtveřic (a, b, c, d) neplatí. Najdeme takovou
čtveřici ve tvaru a = b = c = t a d = 1/t3 pro vhodné t > 1 (závislé na daném x < 3).
Pro taková kladná a, b, c, d jistě platí abcd = 1,

ax + bx + cx + dx = 3tx +
1

t3x
< 4tx a

1
a
+
1
b
+
1
c
+
1
d
=
3
t
+ t3 > t3.
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dávat po dělení číslem n stejný zbytek, neboli jejich rozdíl 1
6
n(n + 1)(n − 1) musí být

násobkem čísla n. Číslo 1
6
(n + 1)(n − 1) = 1

6
(n2 − 1) proto musí být celé. Dosazením

všech jednotlivých zbytků 0 až 5 modulo 6 snadno zjistíme, že nalezená podmínka je
splněna, právě když číslo n dává po dělení šesti zbytek 1 nebo 5. V další části řešení
ukážeme, že pro všechna taková n lze skutečně kýžené cílové pozice dosáhnout.

Popíšeme jeden z možných postupů. (Jedinou) minci, která je na počátku ve vr-
cholu A1, označme M . Všechny mince s výjimkou M budeme neustále přemisťovat
ve stejném společném směru. V opačném směru se tedy bude přemísťovat jediná
mince M , aniž bychom se o její pozici nějak průběžně „starali*. Její konečnou polohu
určíme pomocí dříve odvozené vlastnosti součtu S: index i vrcholu Ai, ve kterém se
mince M nakonec ocitne, je jednoznačně určen tím, že konečná hodnota součtu S dává
po dělení číslem n stejný zbytek jako hodnota výchozí — indexy všech vrcholů totiž
tvoří úplnou soustavu zbytků modulo n.
Navrženým postupem permanentního přemisťování mince M můžeme kterouko-

liv ze zbylých mincí (nezávisle na ostatních zbylých mincích) přemístit do libovolného
vrcholu, který si zamaneme. Po konečném počtu vhodných přemístění tedy zřejmě do-
sáhneme toho, aby všechny mince různé od M byly v každém vrcholu Ai s indexem
i > 1 v počtu, jaký nám předepisuje zadání úkolu, tedy n+1− i. Je celkem lhostejno, že
je to právě n+1− i, důležité však je, že celkové počty mincí ve výchozí pozici i kýžené
cílové pozici jsou zřejmě stejné, takže po zmíněném „zajištění* vrcholů A2, A3, . . . , An

mincemi různými odM bude zbylých n−1 mincí různých odM ve vrcholu A1 a poslední
mince M se ocitne v některém, prozatím nezjištěném vrcholu. Kdy to bude vrchol A1,
a tudíž cíle bude dosaženo? Právě tehdy, když počet vrcholů n bude takový, že součet S
pro výchozí pozici dává při dělení n stejný zbytek jako součet pro cílovou pozici, o kterou
přemisťováním usilujeme. A všechna taková n jsme již našli.
Odpověď. Požadovaného cíle je možné dosáhnout, právě když číslo n dává po dělení

šesti zbytek 1 nebo 5.

Poznámka. Popsaný způsob řešení vede k následujícímu závěru: Jsou-li dána dvě
rozmístění stejného počtu mincí ve vrcholech n-úhelníku, pak jedno z nich lze převést
na druhé popsaným přemisťováním mincí, právě když oba součty S, které odpovídají
těmto rozmístěním, dávají po dělení číslem n stejný zbytek.

6. V rovině ω jsou dány dva různé body O a T . Najděte množinu vrcholů všech troj-
úhelníků, které leží v rovině ω a mají těžiště v bodě T a střed opsané kružnice
v bodě O. (Jaromír Šimša)

Řešení. Vezměme nějaký bod A z roviny ω. Aby mohl být vrcholem trojúhelníku po-
psaného v zadání, musí být různý od bodů O a T . Nejprve popíšeme obecnou konstrukci
trojúhelníku ABC, v němž jsou dány vrchol A, střed O opsané kružnice a těžiště T (pro
trojici navzájem různých bodů A, O, T ). Teprve pak zjistíme, pro které body A takový
trojúhelník sestrojit nelze.
Označme A′ střed strany BC. Bod A′ je obrazem bodu A ve stejnolehlosti se

středem T a koeficientem −1
2
. Pokud A′ ̸= O, leží body B a C na kolmici p vedené

bodem A′ k přímce OA′ a zároveň na opsané kružnici k se středem O a poloměrem |OA|
(obr. 3).
K danému bodu A dokážeme vždy sestrojit jeho obraz A′ v uvedené stejnolehlosti.

Předpokládejme nejprve, že A′ ̸= O. Abychom dostali dva různé body B a C, musí být
přímka p sečnou kružnice k. To nastane, právě když |OA′| < |OA|. Označme O′ obraz
bodu O ve stejnolehlosti se středem T a koeficientem −2. Platí |O′A| = 2|OA′|, proto
konstrukční podmínku můžeme zapsat ve tvaru |O′A| < 2|OA|. Bod A proto musí ležet
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C

B

A

T

A′

O

p

k

Obr. 3

mimo kruh určený Apollóniovou kružnicí1 m(S; |ST |), kde S je bod souměrně sdružený
s bodem T podle bodu O (obr. 4).
Pokud tedy A′ ̸= O neboli A ̸= O′, dostaneme konstrukcí tři body A, B, C. Ty

budou vrcholy vyhovujícího trojúhelníku, pokud neleží v přímce. Na přímce leží, když je
přímka BC totožná s přímkou AT , tj. když přímka OA′ je kolmá na AT . Bod A′ proto
nesmí ležet na Thaletově kružnici nad průměrem OT a (po „zobrazení* této podmínky
ve stejnolehlosti se středem T a koeficientem −2) bod A nesmí ležet na Thaletově
kružnici nad průměrem O′T (obr. 5).

S O
T

O′

A

A′

m

Obr. 4

O T O′

A

A′

Obr. 5

V případě, že bod A je totožný s bodem O′, tj. A′ = O, namísto kolmice p můžeme
vzít libovolnou přímku (různou od AT ) procházející bodem O (obr. 6). Dostaneme tak
nekonečně mnoho různých trojúhelníků ABC s pravým úhlem při vrcholu A, které
splňují všechny podmínky zadání.

C

B

A
T

O = A′

k

Obr. 6

S O T O′

m

Obr. 7

Závěr. Hledanou množinou bodů je vnější oblast kružnice m kromě bodů ležících
na Thaletově kružnici nad průměrem O′T , přičemž bod O′ do hledané množiny též patří
(obr. 7).

1 Pro dané dva různé body P ,Q a kladné číslo k ̸= 1 je Apollóniova kružnice množina bodů X, pro něž
platí |PX| = k|QX|. Střed Apollóniovy kružnice leží na přímce PQ stejně jako dva body kružnice,
které dovedeme pro dané k jednoduše sestrojit.
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58. ročník matematické olympiády

Úlohy klauzurní části školního kola kategorie A

1. Zjistěte, pro které dvojice kladných celých čísel m a n platí

√

m2 − 4 < 2
√

n − m <
√

m2 − 2.

2. Nechť ABC je ostroúhlý trojúhelník, v němž vnitřní úhel při vrcholuAmá velikost 45◦.
OznačmeD patu výšky z vrcholu C. Uvažujme dále libovolný vnitřní bod P výšky CD.
Dokažte tvrzení: Přímky AP a BC jsou navzájem kolmé, právě když úsečky AP a BC
jsou shodné.

3. Určete všechna celá čísla větší než 1, kterými lze krátit některý ze zlomků tvaru

3p − q

5p+ 2q
,

kde p a q jsou nesoudělná celá čísla.

Klauzurní část školního kola kategorie A se koná

v úterý 2. prosince 2008

tak, aby začala dopoledne a aby soutěžící měli na řešení úloh
4 hodiny čistého času. Za každou úlohu může soutěžící získat
6 bodů, úspěšným řešitelem je ten žák, který získá 10 bodů
nebo více. Povolené pomůcky jsou psací a rýsovací potřeby,
školní MF tabulky a kalkulátory bez grafického displeje. Tyto
údaje se žákům sdělí před zahájením soutěže.



2. Nejdřív dokážeme první implikaci. Nechť AP ⊥ BC, bod P je pak průsečíkem
výšek trojúhelníku ABC. Chceme dokázat, že úsečky AP a BC jsou shodné, najdeme
proto dva shodné trojúhelníky, v nichž si tyto úsečky jako strany odpovídají.
Označme E průsečík přímky BP se stranou AC, tj. patu výšky z vrcholu B. Z pravo-

úhlého trojúhelníku ABE a dané velikosti úhlu BAC snadno dopočítáme, že | PBD| =
= 45◦. Trojúhelník PDB je tedy pravoúhlý a rovnoramenný, takže |DP | = |DB| (obr.).
Podobně trojúhelník ADC je pravoúhlý a vzhledem k velikosti úhlu při vrcholu A i rov-
noramenný, proto |DA| = |DC|. Podle věty sus jsou pak pravoúhlé trojúhelníky APD
a CBD shodné a jejich přepony AP , BC proto mají stejnou délku.

45◦

A B

C

P

D

E

Zbývá dokázat opačnou implikaci. Předpokládejme, že |AP | = |BC|. Protože ADC je
rovnoramenný pravoúhlý trojúhelník, platí |AD| = |CD|, takže trojúhelníky PAD a BCD
jsou shodné podle věty Ssu. Máme tak |PD| = |BD|, proto | ABP | = 45◦. Označme
opět E průsečík přímky BP se stranou AC. V trojúhelníku ABE vychází, že úhel BEA je
pravý, takže přímka BP je výškou trojúhelníku ABC (obr.) a bod P je tak jeho průsečík
výšek. Odtud plyne, že AP je výška na stranu BC, tudíž je na ni kolmá.

Jiné řešení. Je-li AP ⊥ BC, je bod P průsečíkem výšek trojúhelníku ABC. Označme
α = | BAC| = 45◦. Podobně jako v jednom z řešení druhé úlohy domácího kola1 můžeme
odvodit, že

|AP | =
|BC| · cosα
sinα

= |BC| · cotgα = |BC| · cotg 45◦ = |BC|.

Nechť naopak |AP | = |BC|. Označme Q průsečík výšek trojúhelníku ABC. Z právě
dokázané implikace víme, že |AQ| = |BC|. Všechny body výšky CD mají ovšem navzájem
různou vzdálenost od vrcholu A, proto může uvnitř úsečky CD ležet nejvýše jeden bod P
s vlastností |AP | = |BC|, a tento bod musí být totožný s bodem Q. Je tedy AP ⊥ BC.

Za úplné řešení udělte 6 bodů. Přitom za úplný důkaz každé z obou implikací udělte 3 body. Za důkaz
první implikace využívající bez důkazu vztah |AP | = |BC| cotgα odvozený v domácím kole udělte 3 body,
pokud žák uvede, že používá vztah z řešení domácího kola, jinak dejte jen 1 bod.

1 V uvedeném řešení byla při standardním označení odvozena rovnost |CU | = c|cos γ|/ sin γ, kde U je
průsečík výšek trojúhelníku ABC.



V případě neúplného důkazu některé z implikací udělte body odpovídající tomu, jak daleko se žák
dostal; například za odvození rovnosti |DP | = |DB| v případě první implikace 1 bod, za odvození rovnosti
|AD| = |CD| též 1 bod.

Za odůvodněné pozorování, že trojúhelník ADC je rovnoramenný, udělte 1 bod i v případě, že žák
toto pozorování nepoužije k úspěšnému důkazu ani jedné z implikací.

3. Zlomek lze krátit celým číslem d > 1, právě když je číslo d společným dělitelem
čitatele i jmenovatele uvažovaného zlomku. Předpokládejme tedy, že platí d | 3p−q a záro-
veň d | 5p+2q, kde p a q jsou nesoudělná celá čísla. Sčítáním vhodných násobků dvojčlenů
3p − q a 5p+ 2q dostaneme

2(3p − q) + (5p+ 2q) = 11p a 3(5p+ 2q)− 5(3p − q) = 11q.

Protože obě čísla 3p− q a 5p+2q jsou dle předpokladu násobky čísla d, jsou jeho násobky
i sestavená čísla 11p a 11q. Jinak řečeno, číslo d je společným dělitelem čísel 11p a 11q.
Čísla p a q jsou však nesoudělná a číslo 11 je prvočíslo, takže čísla 11p a 11q mají jediného
společného dělitele většího než 1, a tím je číslo 11. Musí tedy platit d = 11.
Řešení ještě není u konce: musíme ukázat, že číslem 11 lze skutečně některé z uva-

žovaných zlomků krátit. Jak tedy najít dvojici nesoudělných čísel p a q tak, aby platilo
11 | 3p − q a zároveň 11 | 5p + 2q? S trochou trpělivosti objevíme takové hodnoty p a q
zkusmým dosazováním; stačí však vypsat soustavu rovnic

3p − q = 11m a 5p+ 2q = 11n,

najít její řešení (p, q) = (2m+n, 3n−5m) a pak pohodlně dosazovat: dvojici nesoudělných
čísel p a q určitě dostaneme, když bude q = 3n − 5m = 1, tedy např. pro n = 2 a m = 1,
kdy (p, q) = (4, 1) a uvažovaný zlomek je 11/22.
Odpověď. Jediné celé číslo větší než 1, kterým lze krátit některý z uvedených zlomků,

je číslo 11.

Za úplné řešení udělte 6 bodů, z toho 1 bod za převod na vztahy d | 3p − q a d | 5p+ 2q, další 2 body za
odvození vztahů d | 11p a d | 11q, další bod za závěr d = 11 a zbývající 2 body za uvedení vyhovujícího
příkladu dvojice nesoudělných čísel p a q.



stranami první a třetí rovnice, takže podle jejich levých stran dostaneme z2−x ! x2−y
neboli z2 − x2 ! x − y. Odtud a z předpokladu x ! y máme z2 − x2 ! 0 neboli z ! x.
Dohromady tak platí x ! y ! z ! x, musí tedy být x = y = z. Tehdy se zadaná
soustava redukuje na jedinou rovnici

√
x2 − 1 = x − 1. Je snadné ukázat, že její jediné

řešení v oboru reálných čísel je x = 1.

Návodné a doplňující úlohy:
N1. Řešte

√
x − 1+

√
x − 6+

√
x − 9+

√
x − 10 = 6 v oboru reálných čísel. [Levá strana má

smysl, jedině když x 10. Její hodnota pro x > 10 je větší než
√
10− 1 +

√
10− 6 +

+
√
10− 9 = 6, takže x = 10 je jediné řešení.]

N2. V oboru reálných čísel řešte soustavu rovnic

x2 − y = y − 1, y2 − x = x − 1.

[Z rovnic plyne x, y 1. Dále využijte buď toho, že po sečtení umocněných rovnic
dostanete x+ y = 2, nebo s ohledem na symetrii předpokládejte x y a z nerovnosti
y2 − x x2 − y odvoďte y x. Jediné řešení je x = y = 1.]

D1. V oboru reálných čísel řešte soustavu rovnic

x2 − y = z2, y2 − z = x2, z2 − x = y2. [57–A–S–1]

D2. V oboru reálných čísel řešte soustavu rovnic

x2 + 2yz = 6(y + z − 2), y2 + 2zx = 6(z + x − 2), z2 + 2xy = 6(x+ y − 2). [53–A–S–3]

D3. Zjistěte, pro která p ∈ má soustava rovnic

x2 + 1 = (p+ 1)x+ py − z, y2 + 1 = (p+ 1)y + pz − x, z2 + 1 = (p+ 1)z + px − y

právě jedno řešení v oboru reálných čísel. [51–A–S–3]
D4. V oboru reálných čísel řešte soustavu rovnic

x2 − 1 = p(y + z), y2 − 1 = p(z + x), z2 − 1 = p(x+ y).

s neznámými x, y, z a parametrem p. [51–A–II–4]

2. Kosočtverci ABCD je vepsána kružnice. Uvažujme její libovolnou tečnu protínající
obě strany BC, CD a označme po řadě R, S její průsečíky s přímkami AB, AD.
Dokažte, že hodnota součinu |BR| · |DS| na volbě tečny nezávisí.

Řešení. Nechť U , V ,W , T jsou body dotyku vepsané kružnice po řadě se stranami
AB, BC, DA a s uvažovanou tečnou RS, jejíž průsečík se stranou BC pojmenujeme X
(obr. 1). Označme a = |AB| = |AD|, b = |BU | = |BV | = |DW | pevné délky a r = |BR|,
s = |DS| proměnné délky závislé na volbě tečny RS. Naším cílem je ukázat, že zadaný
součin |BR| · |DS| (= r · s) má stálou hodnotu a · b.

A B R

CD

S

U

V

W X

T

r

s

x

b

b

b

Obr. 1

2



Trojúhelníky ARS, BRX jsou stejnolehlé podle středu R, neboť jejich strany AS
a BX leží na rovnoběžných přímkách. Navíc kružnice vepsaná prvnímu trojúhelníku
ARS je připsaná straně BX druhého trojúhelníku BRX . Podle poznatku ze závěru
návodné úlohy N2 o tom, že body dotyku vepsané a připsané kružnice jsou souměrně
sdružené podle středu strany, na které oba body leží, můžeme usoudit, že poměru |SW | :
: |AR| v trojúhelníku ARS odpovídá poměr |BV | : |BR| v trojúhelníku BRX . To vede
k rovnosti, kterou v zavedeném označení zapíšeme jako

b+ s

a+ r
=

b

r
, odkud r · s = a · b.

Tím je důkaz hotov a úloha vyřešena.

Jiné řešení. Užijeme stejné označení jako v původním řešení. Obejdeme se bez
výsledků úlohy N2 tak, že označíme ještě |RX | = x a vyjádříme délky stran obou
stejnolehlých trojúhelníků ARS,BRX na základě triviálního poznatku o rovnosti úseků
tečen z daného bodu k dané kružnici (úloha N1). Pro △ARS je to snadné: platí |AR| =
= a+ r, |AS| = a+ s a

|RS| = |RT |+ |TS| = |RU |+ |WS| = (b+ r) + (b+ s) = 2b+ r + s.

V trojúhelníku BRX předně máme |BR| = r a délku třetí strany BX vyjádříme takto:

|BX | = |BV |+ |V X | = b+ |TX | = b+ (|RT |− |RX |) =
= b+ |RU |− x = b+ (b+ r)− x = 2b+ r − x.

Pro strany podobných trojúhelníků ARS a BRX tedy platí úměra

(a+ r) : (2b+ r + s) : (a+ s) = r : x : (2b+ r − x).

Odtud je možné eliminovat x a pak objevit závislost rs = ab. Místo takového postupu
si však povšimněme, že obvod druhého trojúhelníku nezávisí na x, proto porovnáme
poměry obvodu k první straně (na x nezávislé) v každém z obou trojúhelníků:

(a+ r) + (2b+ r + s) + (a+ s)
a+ r

=
r + x+ (2b+ r − x)

r
,

2 +
2(b+ s)
a+ r

= 2 +
2b
r

,

rs = ab.

Potřebná rovnost je dokázána.

Jiné řešení. Překvapivě jednoduchý důkaz tvrzení úlohy podala studentka Lenka
Polcerová z Gymnázia Křenová v Brně, když ukázala, že jsou podobné trojúhelníkyODS
a RBO, kde O je střed kružnice vepsané kosočtverci ABCD (obr. 2). Z této podobnosti
totiž plyne úměra |DS| : |DO| = |BO| : |BR| neboli |BR| · |DS| = |BO| · |DO|, což je
konstantní hodnota (nezávislá na volbě tečny).
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A B R

CD

S

O

α

β

γ

δ

Obr. 2

Protože zmíněné trojúhelníky ODS a RBO se zřejmě shodují ve vnitřních úhlech
u vrcholů D a B, stačí k důkazu jejich podobnosti ověřit shodnost úhlů β = | OSD|
a δ = | ROB|. Zavedeme-li ještě úhly α = | BAO| a γ = | ARO|, pak z faktu, že
kružnice vepsaná kosočtverci ABCD je zároveň vepsána trojúhelníku ARS, plyne, že
vnitřní úhly tohoto trojúhelníku jsou 2α, 2β, 2γ, takže platí α+ β + γ = 90◦. Protože
úhel AOB je pravý, vnitřní úhly trojúhelníku AOR mají velikost α, γ, δ + 90◦, takže
α + γ + δ = 90◦. Porovnáním obou uvedených rovností pro součet tří úhlů dostáváme
kýženou rovnost β = δ a celý důkaz je hotov.

Návodné a doplňující úlohy:
N1. Dokažte rovnost |AT1| = |AT2|, kde T1, T2 jsou body dotyku obou tečen vedených

z bodu A k dané kružnici. [Využijte osovou souměrnost nebo shodnost trojúhelníků
AT1S a AT2S (kde S je střed dané kružnice) podle věty Ssu.]

N2. Vyjádřete délky všech úseků, na které jsou strany daného trojúhelníku rozděleny
a) třemi body dotyku kružnice vepsané,
b) třemi body dotyku kružnic připsaných,
pomocí délek a, b, c celých (tj. nerozdělených) stran. Z výsledku pak vypozorujte, že
na každé straně trojúhelníku tvoří bod dotyku z a) a bod dotyku z b) dvojici bodů,
které jsou souměrně sdružené podle středu dotyčné strany. [Jak úseky z části a), tak
úseky z části b) mají délky 1

2
(a + b − c), 1

2
(b + c − a), 1

2
(c + a − b). Vyplývá to ze

soustav lineárních rovnic, které sestavíte na základě poznatku z úlohy N1, uplatněné
vždy k tečnám ze všech tří vrcholů trojúhelníku k dané (vepsané či jedné připsané)
kružnici.]

N3. Kružnice vepsaná tečnovému lichoběžníku ABCD se dotýká základen AB, CD po řadě
v bodech E, F . Dokažte rovnost |AE|·|DF | = |BE|·|CF |. [Základny AB a CD vymezují
spolu s průsečíkem prodloužených ramen BC, AD dva stejnolehlé trojúhelníky, přitom
kružnice vepsaná většímu z nich je připsaná základněmenšího trojúhelníku. Z poznatků
z úlohy N2 a úměrnosti délek stran obou trojúhelníků již plyne rovnost poměrů |AE| :
: |BE| a |CF | : |DF |.]

D1. Do téhož konvexního úhlu jsou vepsány dvě neprotínající se kružnice. Jejich společná
vnitřní tečna s body dotyku K, L protne ramena úhlu v bodech A, B. Dokažte rovnost
|AK| = |BL|. [Důsledek N2 — uvažte vztah obou kružnic k trojúhelníku ABV , kde V
je vrchol daného úhlu. Anebo přímo: Nechť úsečka AB je rozdělena body K, L na úseky
po řadě délek x, y, z. Užitím N1 odvoďte, že vzdálenosti bodů dotyku obou kružnic na
jednotlivých ramenech jsou 2x + y, resp. 2z + y. Z N1 ovšem plyne 2x + y = 2z + y,
tj. x = z.]

D2. Je dán rovnoramenný trojúhelník ABC se základnou AB. Na jeho výšce CD je zvolen
bod P tak, že kružnice vepsané trojúhelníku ABP a čtyřúhelníku PECF jsou shodné;
přitom bod E je průsečík přímky AP se stranou BC a F průsečík přímky BP se
stranou AC. Dokažte, že i kružnice vepsané trojúhelníkům ADP a BCP jsou shodné.
[49–A–III–2]
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N2. Dokažte, že číslo N = 46! · 47! · 48! · 49! není druhou mocninou celého čísla, a pak na-
jděte jeho největší dělitel, který je druhou mocninou celého čísla. [Číslo N není druhou
mocninou, protože v jeho rozkladu na prvočinitele vystupuje prvočíslo 47 s lichým expo-
nentem 3. Z vyjádřeníN = (46!)4 ·47·(47·48)·(47·48·49) = (46!)4 ·473 ·(482)·72 plyne, že
největší druhou mocninou, která je dělitelem číslaN , je číslo (46!)4·472 ·482 ·72 = N/47.]

N3. Najděte nejmenší celé kladné n, pro něž existuje pořadí (x1, x2, . . . , x10) čísel 1, 2, . . . ,
10, jež vyhovuje rovnici

x1x2x3x4x5
x6x7x8x9x10

=
1

n
.

[Hledané n je rovno 7. Protože 10! = 28 · 34 · 52 · 7, nelze zlomek v levé straně rovnice
krátit číslem 7, takže musí být n 7. Hodnotě n = 7 odpovídá například platná rovnost
1·3·4·6·10
2·5·7·8·9 =

1
7 .]

N4. Na tabuli je zapsáno sedm čísel p2, pq, q2, p3, p2q, pq2 a q3, kde p a q jsou dvě
různá prvočísla. Po šesti krocích popsaných v soutěžní úloze zůstalo na tabuli jediné
číslo. Určete ho bez rozboru všech možných postupů, jakými lze jednotlivé kroky volit.
[Poslední číslo na tabuli bude pq. Součin všech čísel na tabuli je na počátku p9q9, a proto
po každém kroku bude mít hodnotu pmqn s lichými exponenty m a n, jak je vysvětleno
v řešení soutěžní úlohy. Pro číslo pmqn, které jako jediné zůstane nakonec, navíc musí
platit m+ n 3 (jako pro každé číslo, jež dostaneme v průběhu prováděných kroků),
takže musí být m = n = 1. Možný postup kroků: p3, p2 → p; q3, q2 → q; p2q, p → pq;
pq2, q → pq; pq, pq → 1; pq, 1→ pq.]

D1. V každém vrcholu pravidelného 2008-úhelníku leží jedna mince. Vybereme dvě mince
a přemístíme každou z nich do sousedního vrcholu tak, že jedna se posune ve směru
a druhá proti směru chodu hodinových ručiček. Rozhodněte, zda je možno tímto způ-
sobem všechny mince postupně přesunout:
a) na 8 hromádek po 251 minci, b) na 251 hromádek po 8 mincích. [58–A–I–5]

D2. V každém z vrcholů pravidelného n-úhelníku A1A2 . . . An leží určitý počet mincí: ve
vrcholu Ak je to právě k mincí, 1 k n. Vybereme dvě mince a přemístíme každou
z nich do sousedního vrcholu tak, že jedna se posune ve směru a druhá proti směru
chodu hodinových ručiček. Rozhodněte, pro která n lze po konečném počtu takových
přemístění docílit toho, že pro libovolné k, 1 k n, bude ve vrcholu Ak ležet
n+ 1− k mincí. [58–A–III–5]

D3. Najděte nejmenší přirozené číslo, které lze dostat doplněním závorek do výrazu

15 : 14 : 13 : 12 : 11 : 10 : 9 : 8 : 7 : 6 : 5 : 4 : 3 : 2.

[48–A–I–1]
D4. Do čitatele i jmenovatele zlomku

29 : 28 : 27 : 26 : 25 : 24 : 23 : 22 : 21 : 20 : 19 : 18 : 17 : 16

15 : 14 : 13 : 12 : 11 : 10 : 9 : 8 : 7 : 6 : 5 : 4 : 3 : 2

smíme opakovaně vpisovat závorky, a to vždy na stejná místa pod sebe.
a) Určete nejmenší možnou celočíselnou hodnotu výsledného výrazu.
b) Najděte všechny možné celočíselné hodnoty výsledného výrazu. [48–A–III–1]

4. V libovolném ostroúhlém různostranném trojúhelníku ABC označme O, V a S po
řadě střed kružnice opsané, průsečík výšek a střed kružnice vepsané. Dokažte, že osa
úsečky OV prochází bodem S, právě když jeden vnitřní úhel trojúhelníku ABC má
velikost 60◦.

Řešení. Nejprve ukážeme, že v každém ostroúhlém trojúhelníku ABC platí

γ = 60◦ ⇐⇒ |CO| = |CV |. (1)

K tomu uvážíme trojúhelníky CVA0 a COB1, kde A0 je pata výšky z vrcholu A a B1
je střed strany AC (obr. 3). Z pravoúhlého trojúhelníku ACA0 plyne

γ = 60◦ ⇐⇒ |CA0| =
|AC|
2

⇐⇒ |CA0| = |CB1|.
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Poslední je rovnost délek odvěsen pravoúhlých trojúhelníků CVA0 a COB1, jejichž vy-
značené vnitřní úhly V CA0 a OCB1 mají shodnou velikost 90◦ −β. (Pro úhel CVA0 to
plyne z pravoúhlého trojúhelníkuBCC0, kde C0 je pata výšky z vrcholu C na stranu AB,
pro úhel OCB1 to plyne z rovnoramenného trojúhelníku ACO, který má u hlavního
vrcholu O úhel 2β díky větě o obvodovém a středovém úhlu v opsané kružnici.) Proto
je shodnost odvěsen CA0, CB1 ekvivalentní se shodností přepon CO a CV , což doka-
zuje (1).

A B

C

B1

A0

C0

V
O

β

β

Obr. 3

Nyní zapojíme do úvah střed S kružnice vepsané. Ze zmíněné shodnosti úhlů V CA0
a OCB1 plyne, že v každém ostroúhlém trojúhelníku ABC je polopřímka CS nejen
osou úhlu ACB, ale také osou úhlu OCV . Tato osa je v případě γ = 60◦, kdy jak víme
|CO| = |CV |, osou základny OV rovnoramenného trojúhelníku OV C (body O a V jsou
různé, neboť podle zadání úlohy je trojúhelník ABC různostranný), takže střed S na
ose úsečky OV skutečně leží. Stejně tak tomu je i v případech α = 60◦, resp. β = 60◦.
Připusťme nyní, že střed S leží na ose úsečky OV , avšak žádný z úhlů α, β, γ

není 60◦. Podle (1) tudíž platí |AO| ≠ |AV |, |BO| ≠ |BV | a |CO| ≠ |CV |. Podívejme se
znovu na trojúhelník OV C, v němž tedy osa CS vnitřního úhlu OCV nesplývá s osou
protější strany OV , takže jejich jediný společný bod S leží na kružnici trojúhelníku OV C
opsané (tento známý fakt uvádíme v úloze N2). Jinak řečeno, bod C leží na kružnici
opsané trojúhelníku OV S. Ze stejných důvodů na této kružnici leží i body A a B,
takže se jedná o kružnici opsanou trojúhelníku ABC, která však nikdy svým středem O
neprochází. Tak jsme dostali spor, který ukazuje, že připuštěná situace nemůže nastat.
Tím je řešení celé úlohy u konce.

Poznámka 1.Z druhé části řešení vyplývá tento poznatek: má-li úhel γ (ostroúhlého)
trojúhelníku ABC velikost 60◦, leží vrcholy A a B na jedné kružnici s průsečíkem výšek,
středem opsané kružnice i středem vepsané kružnice. Jednodušší zdůvodnění nabízíme
v úloze N1.

Poznámka 2. Klíčovou ekvivalenci (1) z podaného řešení lze rovněž dokázat trigo-
nometricky. Platí totiž vzorce

|CO| =
c

2 sin γ
a |CV | =

c

tg γ
, (2)

podle kterých jsou úsečky CO a CV shodné, právě když je úhel γ řešením rovnice
2 sin γ = tg γ, která je zřejmě ekvivalentní s rovnicí cos γ = 1

2
, jež má v intervalu
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(0◦, 90◦) jediné řešení γ = 60◦. První ze vzorců (2) plyne z tzv. rozšířené sinové věty

a

sinα
=

b

sinβ
=

c

sin γ
= 2r,

kde r je poloměr kružnice opsané trojúhelníku ABC, o druhém vzorci v (2) pojednává
úloha D1.

Poznámka 3. Ekvivalenci (1) z podaného řešení můžeme dokázat i bez velkého
počítání: průsečík výšek daného trojúhelníku totiž vždy leží na kružnici souměrně sdru-
žené s kružnicí trojúhelníku opsanou podle přímky AB (v našem případě). Vzhledem
k tomu, že taková kružnice je zároveň obrazem kružnice opsané v posunutí o vektor ,
závisí velikost |CV | v dané opsané kružnici jen na velikosti tětivy AB (či odpovídajícím
obvodovém úhlu), a nikoli na poloze bodu C. Proto rovnost |CV | = r = |CO| nastane,
právě když zmíněná sdružená kružnice prochází středemO kružnice trojúhelníku opsané,
tj. právě když příslušná strana leží proti (obvodovému) úhlu velikosti 60◦.

Návodné a doplňující úlohy:
N1. Dokažte, že v každém ostroúhlém trojúhelníku ABC (při označení O, S, V ze sou-

těžní úlohy) platí | AOB| = 2γ, | ASB| = 90◦ + γ/2, | AV B| = 180◦ − γ. Jaký
důsledek mají tyto rovnosti v případě γ = 60◦? [První rovnost je vztahem obvodového
a středového úhlu, pro druhou, resp. třetí rovnost uvažte, že v trojúhelníku ASB, resp.
AV B mají dva vnitřní úhly velikosti α/2 a β/2, resp. 90◦ − α a 90◦ − β, a v obou
případech dopočtěte třetí úhel. Protože body O, S, V leží ve stejné polorovině vyťaté
přímkou AB, v případě γ = 60◦ ze shodnosti úhlů AOB, ASB, AV B (všechny tři jsou
120◦) plyne, že body A, B, O, S, V leží na jedné kružnici.]

N2. Pokud strany KM a LM daného trojúhelníku KLM nejsou shodné, protne osa vnitř-
ního úhlu KML osu strany KL v bodě, který leží na kružnici, která je trojúhelníku
KLM opsána. Dokažte. [Snažší je dokázat obecnější tvrzení, že osa vnitřního úhlu
protne opsanou kružnici v bodě, který má stejnou vzdálenost od zbývajících dvou vr-
cholů trojúhelníku. Ze shodnosti dvou obvodových úhlů v kružnici totiž plyne shodnost
příslušných tětiv.]

N3. V rovině je dána úsečka AB. Sestrojte množinu těžišť všech ostroúhlých trojúhelníků
ABC, pro něž platí: Vrcholy A a B, průsečík výšek V a střed S kružnice vepsané
trojúhelníku ABC leží na jedné kružnici. [A–55–III–4]

D1. Dokažte, že pro vzdálenosti průsečíku V výšek od vrcholů ostroúhlého trojúhelníku
ABC platí vzorce

|AV | =
a

tgα
, |BV | =

b

tg β
, |CV | =

c

tg γ
.

[Jsou-li AA0, CC0 výšky ostroúhlého trojúhelníku ABC a V jejich průsečík, platí
|CA0| = b cos γ. Pravoúhlý trojúhelník CA0V má u vrcholu C úhel 90◦ − β, takže
|CA0| = |CV | cos(90◦ − β) = |CV | sinβ. Porovnáním dostaneme b cos γ = |CV | sinβ,
což spolu s rovností b/ sinβ = c/ sin γ (sinová věta) dává |CV | = (b/ sinβ) · cos γ =
= (c/ sin γ) · cos γ = c/ tg γ. Třetí ze vzorců je dokázán, první dva platí z důvodů
symetrie.]

5. V kádi je r0 ryb, společný úlovek n rybářů. Přicházejí pro svůj díl jednotlivě, každý
si myslí, že se dostavil jako první, a aby si vzal přesně n-tinu aktuálního počtu
ryb v kádi, musí předtím jednu z ryb pustit zpět do moře. Určete nejmenší možné
číslo r0 v závislosti na daném n ! 2, když i poslední rybář si aspoň jednu rybu
odnese.
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59. ročník matematické olympiády

Úlohy krajského kola kategorie A

1. Dokažte, že rovnice x2+ p|x| = qx− 1 s reálnými parametry p, q má v oboru reálných
čísel čtyři řešení, právě když platí p+ |q|+ 2 < 0.

2. Je dán rovnoběžník ABCD s tupým úhlem ABC. Na jeho úhlopříčce AC v polorovině
BDC zvolme bod P tak, aby platilo | BPD| = | ABC|. Dokažte, že přímka CD
je tečnou ke kružnici opsané trojúhelníku BCP , právě když úsečky AB a BD jsou
shodné.

3. Určete všechna celá kladná čísla m, n taková, že n dělí 2m − 1 a m dělí 2n − 1.
4. V libovolném trojúhelníku ABC označme O střed kružnice vepsané, P střed kružnice
připsané ke straně BC a D průsečík osy úhlu CAB se stranou BC. Dokažte, že platí

2
|AD|

=
1

|AO|
+
1

|AP |
.

(Kružnicí připsanou ke straně BC rozumíme takovou kružnici, která se dotýká jednak
strany BC, jednak obou polopřímek opačných k polopřímkám BA a CA.)

Krajské kolo kategorie A se koná

v úterý 19. ledna 2010

tak, aby začalo dopoledne a aby soutěžící měli na řešení úloh
4 hodiny čistého času. Za každou úlohu může soutěžící získat
6 bodů, úspěšným řešitelem je ten žák, který získá 10 bodů
nebo více. Povolené pomůcky jsou psací a rýsovací potřeby,
školní MF tabulky a kalkulátory bez grafického displeje. Tyto
údaje se žákům sdělí před zahájením soutěže.



2. Pro lepší přehlednost zmiňme úvodem zřejmé vlastnosti obecného rovnoběžníku
ABCD, které v řešení využijeme: součet úhlů BAD a ABC je úhel přímý, zatímco úhly
DAC a ACB jsou shodné, stejně jako strany AB a CD.
Podle zadání úlohy přímka BD odděluje body A a P , přičemž platí

| BAD|+ | BPD| = | BAD|+ | ABC| = 180◦,

čtyřúhelníku ABPD lze tudíž opsat kružnici (obr. 1). V ní jsou proto shodné obvodové
úhly DBP a DAP , z čehož vyplývá

| DBP | = | DAP | = | DAC| = | ACB| = | BCP |.

A
B

CD

P

k

Obr. 1

Protože přímka BP odděluje body C a D, lze uplatnit větu o obvodovém a úsekovém
úhlu pro tětivu BP kružnice k opsané trojúhelníku BCP : Z odvozené shodnosti úhlů BCP
a DBP vyplývá, že přímka BD je tečnou ke kružnici k (s bodem dotyku B). Po tomto
zjištění již snadno dokážeme obě požadované implikace.
(i) Je-li přímka CD tečnou ke kružnici k, ze symetrie obou tečen CD a BD plyne

|CD| = |BD| neboli |AB| = |BD|.
(ii) Platí-li naopak |AB| = |BD| neboli |CD| = |BD|, leží bod D na ose tětivy BC

kružnice k, takže její tečnou je nejen přímka BD, ale i souměrně sdružená přímka CD.

Za úplné řešení je 6 bodů, z toho 2 body za objev tětivového čtyřúhelníku ABPD, 2 body za zdůvodnění,
že přímka CD je tečnou kružnice k a po 1 bodu za jednotlivé implikace (i) a (ii). Patřičné polohy bodů pro
závěry o obvodových, příp. úsekových úhlech jsou ze zadání úlohy natolik zřejmé, že absenci jejich popisu
v žákovských řešeních nepenalizujte.

3. Hledáme právě ty dvojice celých kladných čísel m a n, pro něž existují celá kladná
čísla k a l taková, že

2m − 1 = kn a 2n − 1 = lm. (1)



4. Označme obvyklým způsobem délky stran a velikosti vnitřních úhlů trojúhelníku
ABC. Pro poloměry ϱ, ϱa kružnice vepsané, resp. připsané straně BC trojúhelníku ABC
o obsahu S platí známé vzorce

ϱ =
2S

a+ b+ c
a ϱa =

2S
b+ c − a

.

(K jejich odvození stačí uvážit rovnosti S = SBCO + SABO + SACO, resp. S = SACP +
+ SABP − SBCP a uvážit, že ϱ, resp. ϱa je společná výška zastoupené trojice trojúhelníků
ke stranám původního trojúhelníku.)
Protože středy O, P leží na ose vnitřního úhlu BAC, jsou ϱ, ϱa odvěsnami proti-

lehlými k úhlu 1
2
α pravoúhlých trojúhelníků s přeponami AO, resp. AP (obr. 2), takže

platí ϱ = |AO| sin 1
2
α a ϱa = |AP | sin 1

2
α. Dohromady dostáváme vyjádření pravé strany

dokazované rovnosti ve tvaru

1
|AO|

+
1

|AP |
=
sin 1

2
α

ϱ
+
sin 1

2
α

ϱa
=

=

(

(a+ b+ c) + (b+ c − a)
)

sin 1
2
α

2S
=
(b+ c) sin 1

2
α

S
.

A B

C

D

P

O

T U

ϱ

ϱa

1

2
α

Obr. 2

Na druhé straně je obsah S součtem obsahů trojúhelníků ABD a ACD, které vyjád-
říme pomocí délek jejich stran z vrcholu A a sinu jimi sevřeného (shodného) úhlu 1

2
α:

S = SABD + SACD =
c|AD| sin 1

2
α

2
+

b|AD| sin 1
2
α

2
=
(b+ c)|AD| sin 1

2
α

2
.

Odtud snadno obdržíme vyjádření

2
|AD|

=
(b+ c) sin 1

2
α

S
.



Vidíme, že obě strany dokazované rovnosti mají stejnou hodnotu. Tím je celý důkaz hotov.
Dodejme, že díky vzorci S = 1

2
bc sinα = bc sin 1

2
α cos 1

2
α lze získaný výsledek zapsat ve

tvaru
2

|AD|
=
1

|AO|
+
1

|AP |
=

b+ c

bc cos 1
2
α

.

Jiné řešení. Využijeme rovnosti |AT | = 1

2
(b+ c− a) a |AU | = 1

2
(a+ b+ c) pro body

T , U dotyku polopřímky AB s vepsanou, resp. připsanou kružnicí.1 Vzhledem k rovnostem
|AT | = |AO| cos 1

2
α a |AU | = |AP | cos 1

2
α dostaneme následující vyjádření pravé strany

dokazované rovnosti:

1
|AO|

+
1

|AP |
=

|AO|+ |AP |

|AP |
·
1

|AO|
=

|AT |+ |AU |

|AU |
·
1

|AO|
=

=
b+ c

1

2
(a+ b+ c)

·
1

|AO|
=
2(b+ c)
a+ b+ c

·
1

|AO|
.

Vidíme, že k dokončení důkazu požadované rovnosti stačí ukázat, že

|AD|

|AO|
=

a+ b+ c

b+ c
.

Z vlastností osy úhlu však víme, že bod D dělí stranu BC v poměru délek stran AB a AC,
tedy |BD|/|DC| = c/b, takže |CD| = ab/(b + c). Podobně ovšem bod O osy úhlu ACD
dělí protější stranu AD trojúhelníku ACD v poměru

|AO|

|OD|
=

|AC|

|CD|
=

b
ab

b+ c

=
b+ c

a
.

Odtud
|AD|

|AO|
=

|AO|+ |OD|

|AO|
= 1 +

a

b+ c
=

a+ b+ c

b+ c
.

Jiné řešení. Uvedeme trigonometrický postup založený na užití sinové věty v troj-
úhelnících ABO, ABD a ABP .2 Je zřejmé, že tyto trojúhelníky mají u vrcholu B po řadě
úhly 1

2
β, β a 90◦ + 1

2
β, zatímco u vrcholů O, D, P mají po řadě úhly 90◦ + 1

2
γ, γ + 1

2
α

a 1
2
γ. Proto sinová věta přináší rovnosti

|AB|

|AO|
=
cos 1

2
γ

sin 1
2
β

,
|AB|

|AD|
=
sin(γ + 1

2
α)

sinβ
,

|AB|

|AP |
=
sin 1

2
γ

cos 1
2
β

,

1 Tyto rovnosti jsou dobře známé a snadno plynou z rovností délek úseků tečen od vrcholů trojúhelníku
k bodům dotyku s příslušnou kružnicí.

2 Se stejným úspěchem lze využít i trojici trojúhelníků ACO, ACD a ACP .



když jsme dvakrát využili vzorec sin(90◦+ δ) = cos δ. Po dosazení do dokazované rovnosti
tak docházíme k ekvivalentní úloze dokázat pro vnitřní úhly libovolného trojúhelníku ABC
rovnost

2 sin(γ + 1
2
α)

sinβ
=
cos 1

2
γ

sin 1
2
β
+
sin 1

2
γ

cos 1
2
β

.

Po uplatnění vzorce sinβ = 2 sin 1
2
β cos 1

2
β a následném vynásobení obou stran nenu-

lovým výrazem sin 1
2
β cos 1

2
β přecházíme k úkolu ověřit jednodušší rovnost

sin
(

γ +
1
2
α
)

= cos
1
2
γ · cos

1
2
β + sin

1
2
γ · sin

1
2
β.

To je už docela snadné: výraz napravo je totiž roven cos( 1
2
β − 1

2
γ) a rovnost typu sin δ =

= cos ε je zaručena, platí-li δ+ε = 90◦. V našem případě je ovšem δ = γ+ 1
2
α a ε = 1

2
β− 1

2
γ,

tudíž
δ + ε = γ +

1
2
α+
1
2
β −
1
2
γ =

1
2
(α+ β + γ) = 90◦

a celý důkaz je tak hotov.

Jiné řešení. Položme x = |AO|, y = |OD| a z = |DP | a podle obr. 3 označme body
dotyku T , U , V , W vepsané a připsané kružnice s přímkami AB, BC. Podle věty uu platí

A B

C

D

P

O

T U

V

W

ϱ

ϱa

x

y
z

Obr. 3

△AOT ∼ △APU a △DOV ∼ △DPW , přitom v obou případech je koeficient podobnosti
roven poměru poloměrů obou kružnic. Odtud plyne pro přepony zmíněných čtyř trojúhel-
níků úměra3 x

x+ y + z
=

y

z
. (1)

Protože x + y + z > z, a tedy rovněž x > y, uvedeným dvěma zlomkům se rovná i třetí
zlomek sestavený z (kladných) rozdílů čitatelů a jmenovatelů. Platí tedy

x

x+ y + z
=

x − y

(x+ y + z)− z
=

x − y

x+ y
=
2x

x+ y
− 1.

3 Její platnost je zaručena i v případě D = V =W , kdy druhý pár podobných trojúhelníků degeneruje
na dvojici úseček – poloměrů zkoumaných kružnic.



Odtud po vydělení kladnou hodnotou x dostaneme

1
x+ y + z

=
2

x+ y
−
1
x

a po převodu druhého zlomku z pravé strany na levou již obdržíme dokazovanou rovnost,
neboť

1
x+ y + z

=
1

|AP |
,

2
x+ y

=
2

|AD|
a
1
x
=
1

|AO|
.

Jiné řešení. Obě kružnice jsou stejnolehlé podle středů A i D. Obě stejnolehlosti
mají až na znaménko stejné koeficienty a zobrazují bod O na bod P (obr. 4). Odtud

|DP |

|DO|
=

|AP |

|AO|
neboli

|AP |− |AD|

|AD|− |AO|
=

|AP |

|AO|
.

Úpravou poslední rovnosti dostáváme 2|AP ||AO| = |AD|(|AP | + |AO|) a po vydělení
nenulovým součinem |AP ||AO||AD| vyjde vztah, který jsme chtěli dokázat.

A B

C

D

P

O

Obr. 4

Za úplné řešení je 6 bodů. Známé vzorce pro délky úseků stran k bodům dotyku vepsané a připsané kružnice
stejně jako vzorce pro jejich poloměry není třeba dokazovat. Za vyjádření jednotlivých délek |AD|, |AO|,
|AP | pomocí obsahu S, délek b, c a hodnoty sin 1

2
α udělte po 1 bodu; stejně tak při jiném postupu udělte

po 1 bodu za jednotlivá vyjádření ze sinové věty pomocí vnitřních úhlů α, β, γ a jedné ze stran b, c. (Takové
zisky ovšem nelze sčítat, zkouší-li řešitel současně oba postupy.)



1. Určete všechny dvojice celých kladných čísel a a b, pro něž platí

4a + 4a2 + 4 = b2.

(Martin Panák)

Řešení. Z rovnice plyne, že b2 je sudé číslo větší než 4a, tudíž b je sudé číslo větší než
sudé číslo 2a. Musí proto platit b ! 2a + 2, odkud

4a + 4a2 + 4 = b2 ! (2a + 2)2 = 4a + 4 · 2a + 4.

Porovnáním krajních výrazů dostaneme a2 ! 2a, což znamená, že a " 4. Dokážeme
totiž indukcí, že opačná nerovnost a2 < 2a platí pro každé celé a ! 5. Pro a = 5
je to tak (25 < 32); platí-li a2 < 2a pro některé a ! 5, pak po vynásobení dvěma
dostaneme 2a2 < 2a+1, takže kýžená nerovnost (a+1)2 < 2a+1 je důsledkem nerovnosti
(a+1)2 < 2a2, která je zřejmá, neboť je ekvivalentní s nerovností 1 < a(a−2), jež platí
triviálně, ať je a ! 5 jakékoliv. Tím je důkaz indukcí hotov.
Ukázali jsme, že v každé hledané dvojici (a, b) musí platit a " 4. Postupným dosa-

zením hodnot a = 1, 2, 3, 4 do rovnice 4a+4a2+4 = b2 zjistíme, že úloha má právě dvě
řešení, a to (a, b) = (2, 6) a (a, b) = (4, 18).

2. Kruhový terč o poloměru 12 cm zasáhlo 19 střel. Dokažte, že vzdálenost některých
dvou zásahů je menší než 7 cm. (Vojtech Bálint, Jaromír Šimša)

Řešení. Označme r = 4
√
3 cm a celý terč o daném poloměru r

√
3 rozdělme na 18 částí.

Prvních šest částí budou shodné výseče o středovém úhlu 60◦ v kruhu o poloměru r
uprostřed terče. Zbylé mezikruží rozdělíme na 12 shodných „mezivýsečí* o středovém
úhlu 30◦ (obr. 1).

A

B
C

S
r r

Obr. 1

Označme podle obrázku S střed terče a A, B, C vrcholy jedné ze zmíněných
mezivýsečí. Protože kružnice ohraničující tyto části mají poloměry r a r

√
3 a protože

cos 30◦ = 1

2

√
3, je zřejmě trojúhelník SAC rovnoramenný, takže |AC| = r; navíc je

AC nejdelší stranou v trojúhelníku ABC, který má vnitřní úhly 45◦, 75◦ a 60◦. Proto
je maximální vzdálenost dvou bodů jedné mezivýseče rovna r stejně jako maximální
vzdálenost dvou bodů každé ze 6 výsečí středového kruhu o poloměru r. Podle Dirichle-
tova principu některé dva z 19 zásahů leží ve stejné z 18 vytvořených částí, takže jejich
vzdálenost je nejvýše r. Důkaz je hotov, protože platí 4

√
3 < 7 (⇔ 48 < 49).
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Poznámka. Uvažujme tvrzení: Je-li v kruhu o poloměru r
√
3 vybráno N bodů, je

vzdálenost některých dvou z nich nejvýše r. Kdybychom chtěli takové tvrzení dokázat
porovnáním součtu obsahů N shodných kruhů o průměru r s obsahem kruhu o průměru
r
(

1 + 2
√
3
)

, podaří se nám to, právě když bude platit

N ·
πr2

4
>

πr2
(

1 + 2
√
3
)2

4
neboli N > 13 + 4

√
3 .= 19,9.

V situaci dané úlohy, kdy je odhad r vzdálenosti dvou bodů zaměněn větší hodnotou

r1 = r ·
7

4
√
3
, má podobná podmínka tvar

N ·
πr21
4

>
π

(

r1 + 2r
√
3
)2

4
, po dosazení N >

(

1 +
24
7

)2 .= 19,6.

Proto nelze takto jednoduchým postupem k řešení úlohy dospět.

3. Rumburak unesl na svůj hrad 31 členů strany A, 28 členů strany B, 23 členů
strany C, 19 členů strany D a každého zavřel do samostatné kobky. Po práci se
občas mohli procházet po dvoře a povídat si. Jakmile si spolu začali povídat tři čle-
nové tří různých stran, Rumburak je za trest přeregistroval do čtvrté strany. (Nikdy
si spolu nepovídali více než tři unesení.)
a) Mohlo se stát, že po určitém čase byli všichni unesení členy jedné strany?
Které?

b) Určete všechny čtveřice celých kladných čísel, jejichž součet je 101 a které jako
počty unesených členů čtyř stran umožňují, aby se Rumburakovou péčí časem
všichni stali členy jedné strany. (Vojtech Bálint, Jaromír Šimša)

Řešení. a) Označme a, b, c, d (proměnné) počty unesených členů stran A, B, C, D.
Počáteční čtveřice (a, b, c, d) = (31, 28, 23, 19) je podle parity čísel typu (l, s, l, l), kde l,
s označuje liché, resp. sudé číslo. Protože při každé přeregistraci se parita všech čísel a,
b, c, d změní (tři z nich se totiž zmenší o 1 a čtvrté zvětší o 3), čtveřice typu (l, s, l, l)
přejde ve čtveřici (s, l, s, s) a ta pak zase zpět ve čtveřici (l, s, l, l). Dostaneme-li tedy
nakonec čtveřici se třemi nulami, musí být tato čtveřice typu (s, l, s, s), takže všichni
unesení tehdy budou členy strany B.
Následující tabulka změn hodnot a, b, c, d ukazuje, že se všichni unesení mohou

opravdu stát členy strany B:

a : 31 30 29 28 27 26 25 24 23 22 . . . 0
b : 28 27 26 25 24 23 26 29 32 35 . . . 101
c : 23 22 25 24 27 26 25 24 23 22 . . . 0
d : 19 22 21 24 23 26 25 24 23 22 . . . 0

b) Ukážeme, že hledané čtveřice (a, b, c, d) jsou právě ty, ve kterých některá tři čísla
dávají při dělení čtyřmi stejný zbytek.
Z rovnosti a + b + c + d = 101 plyne, že tři z čísel a, b, c, d mají stejnou paritu

a čtvrté paritu opačnou. S ohledem na symetrii hledejme výchozí čtveřice (a, b, c, d) za
předpokladu

a ≡ b ≡ c /≡ d (mod 2)

a podle řešení části a) zkoumejme, kdy se všichni členové mohou stát členy strany D.
Z toho, jak se mění počty a, b, c, d při každé přeregistraci (tři se zmenší o 1 a jedno
zvětší o 3), plyne, že rozdíly a − b, a − c, b − c nemění své zbytky při dělení čtyřmi.
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Má-li nakonec platit a = b = c = 0, musí být uvedené tři rozdíly už na počátku dělitelné
čtyřmi, takže výchozí počty a, b, c musí splňovat podmínku

a ≡ b ≡ c (mod 4). (1)

Ukažme, že podmínka (1) je pro splnění kýženého cíle a = b = c = 0 i postaču-
jící. Zřejmě stačí ukázat, že výchozí čtveřici (a, b, c, d) splňující podmínku (1) lze po
několika krocích změnit na čtveřici typu (e, e, e, f), pak už totiž stačí opakovat úpravu
(e, e, e, f)→ (e − 1, e − 1, e− 1, f + 3).
Mějme tedy čtveřici celých kladných čísel (a, b, c, d) se součtem 101, která splňuje

podmínku (1), a předpokládejme, že ještě neplatí a = b = c. Ukažme, jak v tomto
případě povolenými kroky zvětšit hodnotu d (o 1 nebo 2). Protože vždy d " 101, lze
takové zvětšení zopakovat jen několikrát, pak již dosáhneme vytčeného cíle.
Proceduru zvětšení d jistě stačí popsat v případě, kdy a ! b ! c a a > c, tedy

a − c ! 4 díky podmínce (1).1 Poraďme Rumburakovi dvojici kroků

(a, b, c, d)→ (a − 1, b − 1, c+ 3, d − 1)→ (a − 2, b − 2, c+ 2, d+ 2),

která zvyšuje hodnotu d o 2. Tuto dvojici kroků nelze provést pouze v případě b = 1,
kdy ovšem z (1) a nerovnosti b ! c plyne rovněž c = 1. Na takovou čtveřici (a, 1, 1, d),
kde a ! 5 a d ! 2 (nemůže být ještě d = 1, protože d má odlišnou paritu), použije
Rumburak trojici kroků

(a, 1, 1, d)→ (a − 1, 4, 0, d− 1)→ (a − 2, 3, 3, d− 2)→ (a − 3, 2, 2, d+ 1),

která zvyšuje hodnotu d o 1.
Tvrzení o tvaru všech vyhovujících čtveřic z první věty řešení b) je dokázáno.

4. Je dána kružnice k s tětivou AC, jež není průměrem. Na její tečně vedené bodem A
zvolíme bod X ̸= A a označíme D průsečík kružnice k s vnitřkem úsečky XC (pokud
existuje). Trojúhelník ACD doplníme na lichoběžník ABCD vepsaný kružnici k.
Určete množinu průsečíků přímek BC a AD odpovídajících všem takovým licho-
běžníkům. (Pavel Leischner)

Řešení. Budeme dále uvažovat jen takové lichoběžníky ABCD, ve kterých platí
AB ∥ CD, u ostatních průsečík (rovnoběžných) přímek BC a AD neexistuje.
Označme O střed kružnice k, E průsečík jejích tečen vedených body A, C (obr. 2).

Jak víme, body A, C leží na Thaletově kružnici τ nad průměrem OE a jsou podle
tohoto průměru souměrně sdruženy. Společnou velikost ostrých úhlů při základně AC
rovnoramenného trojúhelníku ACE označme ϕ. Konečně vnitřky kratšího a delšího
oblouku AC kružnice k označme k1, resp. k2.
a) Zvolme na tečně AE libovolný bod X , X ̸= A. Kružnice k zřejmě protne úseč-

kuXC ve vnitřním boděD, právě když bodX je buď vnitřním bodem úsečky AE, anebo
vnitřním bodem polopřímky opačné k polopřímce AE. Oba případy (obr. 2 a obr. 3) nyní
posoudíme samostatně.
V prvním případě platí D ∈ k1 a B ∈ k2, takže podle věty o úsekovém úhlu je úhel

ABC roven ostrému úhlu ϕ. Stejnou velikost má i úhel BAD, protože každý tětivový
lichoběžník je rovnoramenný. Bod Y , průsečík různoběžných polopřímek BC a AD, tedy
leží v polorovině ACE. Z rovnoramenných trojúhelníků ABY a ACE proto plyne, že

1 Zdůrazněme, že nevylučujeme rovnost c = 0. Ke čtveřici s nulovým prvkem nás totiž dovede
v další větě popsaná dvojice kroků v případě, kdy b = 2.
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Obr. 2

A
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τ

ϕ ϕ

Obr. 3

úhly AY C a AEC jsou shodné (mají velikost π − 2ϕ). Podle věty o obvodovém úhlu
leží bod Y na oblouku AEC kružnice τ , přesněji uvnitř kratšího z jejích oblouků CE,
neboť polopřímka AD leží v úhlu CAE.
Ve druhém případě je úvaha analogická a zapíšeme ji stručně: D ∈ k2, B ∈ k1,

| ADC| = ϕ = | BCD|, průsečík Y různoběžných polopřímek CB a DA leží v polo-
rovině ACE, a protože | AY C| = | AEC|, leží bod Y na kružnici τ , a to uvnitř jejího
kratšího oblouku AE.
b) Ukážeme nyní, že naopak každý vnitřní bod Y kratších oblouků CE a AE kruž-

nice τ je průsečíkem přímek BC a AD některého z uvažovaných lichoběžníků ABCD.
Opět rozlišíme dva případy podle toho, na kterém z obou oblouků bod Y leží.
Je-li Y vnitřní bod oblouku CE, lze zřejmě sestrojit body D ∈ k1 a B ∈ k2 tak, aby

body A,D, Y resp.B,C, Y ležely v uvedeném pořadí v přímce. ZD ∈ k1 plyne existence
průsečíku X polopřímky CD s vnitřkem úsečky AE (bodD pak odpovídá bodu X podle
konstrukce ze zadání úlohy). Zbývá objasnit, proč AB ∥ CD. Protože body O a Y leží
na různých obloucích AC kružnice τ a přitom |AO| = |CO|, je polopřímka Y O osou
úhlu AY C, takže přímky A(D)Y a B(C)Y jsou souměrně sdružené podle přímky Y O,
která je (triviálně) osou souměrnosti kružnice k, neboť prochází jejím středem. Proto
podle této osy musí být souměrně sdruženy i průsečíky obou zmíněných přímek A(D)Y
a B(C)Y s kružnicí k, tedy (díky určenému pořadí bodů) jednak body A a B, jednak
body D a C. Obě úsečky AB a CD jsou proto kolmé na přímku OY, a jsou tudíž
rovnoběžné.
Je-li Y vnitřní bod oblouku AE, sestrojíme body D ∈ k2 a B ∈ k1 tak, aby v přímce

ležely body v pořadíD,A, Y, resp.C,B, Y. Polopřímka CD protne přímku AE v potřeb-
ném bodě X (protože D ̸= A, bude jistě X ̸= A), pokud platí | AEC|+ | ECD| < π.
To ověříme tak, že užijeme větu o obvodovém a úsekovém úhlu v kružnici k, podle
které | ECD| = π − | CAD| = | CAY |, a protože | AEC| = | AY C|, je součet
| AEC|+ | ECD| roven součtu dvou úhlů v trojúhelníku ACY . Ze sdruženosti přímek
D(A)Y a C(B)Y podle osy OY úhlu AY C pak opět plyne požadovaná rovnoběžnost
AB ∥ CD.

Závěr. Hledanou množinou je sjednocení vnitřků kratších oblouků CE a AE Tha-
letovy kružnice τ .
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59. ročník matematické olympiády

Úlohy klauzurní části školního kola kategorie A

1. V oboru reálných čísel řešte soustavu rovnic

√

x − y2 = z − 1,
√

y − z2 = x − 1,
√

z − x2 = y − 1.

2. Najděte všechny možné hodnoty podílu

r + ϱ

a+ b
,

kde r je poloměr kružnice opsané a ϱ poloměr kružnice vepsané pravoúhlému troj-
úhelníku s odvěsnami délek a a b.

3. Na tabuli jsou napsána čísla 1, 2, . . . , 33. V jednom kroku zvolíme několik čísel na-
psaných na tabuli (aspoň dvě), jejichž součin je druhou mocninou přirozeného čísla,
zvolená čísla smažeme a na tabuli napíšeme druhou odmocninu z jejich součinu. Takto
pokračujeme, až na tabuli zůstanou jen taková čísla, že součin žádných z nich není
druhou mocninou. Kolik nejméně čísel může na tabuli zůstat?

Klauzurní část školního kola kategorie A se koná

v úterý 1. prosince 2009

tak, aby začala dopoledne a aby soutěžící měli na řešení úloh
4 hodiny čistého času. Za každou úlohu může soutěžící získat
6 bodů, úspěšným řešitelem je ten žák, který získá 10 bodů
nebo více. Povolené pomůcky jsou psací a rýsovací potřeby,
školní MF tabulky a kalkulátory bez grafického displeje. Tyto
údaje se žákům sdělí před zahájením soutěže.



59. ročník matematické olympiády

Řešení úloh klauzurní části školního kola kategorie A

1. Hodnoty odmocnin jsou vždy nezáporné a odmocňované hodnoty také, proto ne-
známé x, y, z musí splňovat podmínky x, y, z ! 1, x ! y2, y ! z2 a z ! x2. Z posled-
ních tří nerovností máme max{x, y, z} ! max{y2, z2, x2}, opačná (neostrá) nerovnost platí
díky tomu, že t " t2 pro každé t ! 1. Proto max{x, y, z} = max{y2, z2, x2} = 1, tedy
x = y = z = 1 a obě strany všech tří rovnic soustavy jsou rovny nule (to je zkouška).

Obměna postupu: namísto úvahy o maximech můžeme po zjištění z první věty řešení
pokračovat následovně: platí x ! y2 ! y ! z2 ! z ! x2, nerovnost mezi krajními výrazy
x ! x2 již znamená x = 1, takže i hodnoty y, z z uvedeného řetězce šesti členů jsou rovny 1.

Závěr. Soustava má jediné řešení x = y = z = 1.

Za úplné řešení je 6 bodů, není-li provedena zkouška a podané řešení ji vyžaduje, strhněte 1 bod. Při
neúplných řešeních za vypsání všech šesti nerovností z první věty řešení udělte 1 bod, 1 bod přidělte i těm,
kdo hledanou trojici uhodnou. Úplná řešení založená na umocňování rovnic (bez podstatného využití
nerovnosti t ! t2 pro každé t " 1) nejsou úlohové komisi známa, pokud se taková objeví, prosíme o jejich
zaslání.

A

B

C

ST

U

V

2. Pro délky úseků stran obecného trojúhelníku ABC k bodům dotyku vepsané
kružnice (označeným podle obr.) platí vzorce

|AU | = |AV | =
b+ c − a

2
, |BV | = |BT | =

a+ c − b

2
, |CT | = |CU | =

a+ b − c

2
,

které lze snadno získat vyřešením soustavy rovnic

|AV |+ |BV | = c, |AU |+ |CU | = b, |BT |+ |CT | = a.

Body C, T , U spolu se středem S vepsané kružnice jsou obecně vrcholy deltoidu, který
je v případě pravého úhlu ACB čtvercem o straně ϱ = |SU | = |SV |. Porovnání s výše
uvedenými vzorci pro délky úseků CT , CU vede ke vztahu

ϱ =
a+ b − c

2
;



podle Thaletovy věty v takovém pravoúhlém trojúhelníku navíc platí r = 1

2
c. Dohromady

dostáváme

r + ϱ =
c

2
+

a+ b − c

2
=

a+ b

2
.

Zkoumaný podíl (r + ϱ)/(a + b) má proto v libovolném pravoúhlém trojúhelníku jedinou
možnou hodnotu, rovnou číslu 1

2
.

Podané řešení lze obměňovat, zejména tak, že namísto obecných vzorců pro úseky
stran vyjdeme z rovností |CT | = |CU | = ϱ, z nichž plyne |AV | = |AU | = b − ϱ a |BV | =
= |BT | = a − ϱ, tudíž

2r = c = |AB| = |AV |+ |BV | = (b − ϱ) + (a − ϱ),

odkud je již závěr nasnadě.

Jiné řešení. Pro obsah P obecného trojúhelníku ABC platí vzorec

2P = ϱ(a+ b+ c);

k jeho odvození stačí sečíst obsahy trojúhelníků ABS, ACS a BCS se shodnou výškou ϱ
ke stranám původního trojúhelníku. V případě γ = 90◦ je ovšem 2P = ab a kromě toho,
jak už jsme zmínili výše, r = 1

2
c. Spolu s Pythagorovou větou c2 = a2 + b2 tak dostáváme

r + ϱ =
c

2
+

ab

a+ b+ c
=

ac+ bc+ c2 + 2ab

2(a+ b+ c)
=

ac+ bc+ a2 + b2 + 2ab

2(a+ b+ c)
=

=
(a+ b)c+ (a+ b)2

2(a+ b+ c)
=
(a+ b)(a+ b+ c)

2(a+ b+ c)
=

a+ b

2
,

a docházíme tak ke stejnému závěru jako v původním řešení.

Za úplné řešení udělte 6 bodů. Známé vzorce pro délky úseků stran k bodům dotyku vepsané kružnice není
nutné dokazovat, stejně jako vztah mezi obsahem, poloměrem kružnice vepsané a obvodem trojúhelníku.
Při neúplných řešeních udělte 1 bod za vzorec r = 1

2
c; za vyjádření ϱ ve tvaru ϱ = 1

2
(a + b − c) udělte

3 body, z toho 1 bod za objev čtverce CUST , zatímco za vzorec 2P = ϱ(a+ b+ c) pouze 1 bod (poslední
dva zisky nelze sčítat).

3. Součin všech čísel zapsaných na tabuli je roven

S = 231 · 315 · 57 · 74 · 113 · 132 · 17 · 19 · 23 · 29 · 31.

Přítomnost lichých exponentů znamená, že S není druhou mocninou. Proto nemůžeme
smazat v prvním kroku všechna napsaná čísla, prvočísla 17, 19, 23, 29 a 31 dokonce ne-
smažeme nikdy. Ze všech ostatních čísel, která se účastnit úprav mohou, vznikne vždy
neprázdný soubor čísel, takže na tabuli bude pořád alespoň 5 + 1 = 6 čísel. Ukažme, že 6
je hledaný nejmenší počet popisem jednoho (z řady možných) postupů.
Kvůli lichým exponentům u prvočísel 2, 3, 5 a 11 vyčleníme nejdříve například skupinu

čísel A = {2, 9, 11, 22, 25} a všechna ostatní čísla různá od 17, 19, 23, 29 a 31 zařadíme do
skupiny

B = {3, 4, 5, 6, 7, 8, 10, 12, 13, 14, 15, 16, 18, 20, 21, 24, 26, 27, 28, 30, 32, 33}.



zbytek 0, nechť je to číslo lr+2. Potom ovšem pro číslo n = lr+1 platí, že r dělí n− 1
a s dělí n+ 1.
Uvědomme si, že každé číslo k dělitelné dvěma lichými prvočísly se dá zapsat jako

součin dvou nesoudělných čísel větších než 2. Adamova úvaha může být tedy správná
pouze pro ta čísla k, která jsou dělitelná nejvýše jedním lichým prvočíslem. To znamená,
že číslo k má jeden z následujících tří tvarů:

k = 2s, k = pt, k = 2pt,

kde p je liché prvočíslo, s celé nezáporné a t přirozené číslo.
Nechť k = 2s, kde s je celé nezáporné číslo. Pro s = 0 není Adamova úvaha správná,

protože číslo k = 20 = 1 dělí každé přirozené číslo, tedy dělí obě čísla n − 1 i n + 1.
Pro s = 1 také není Adamova úvaha správná, protože pokud k = 21 = 2 dělí číslo
(n − 1)(n+ 1), je jeden z činitelů sudý, ale pak je sudý i druhý činitel. Pro číslo s = 2,
tedy pro k = 22 = 4 Adamova úvaha správná je. Pokud totiž 4 dělí číslo (n− 1)(n+1),
je aspoň jeden z obou činitelů sudý, takže jde o dvě po sobě jdoucí sudá čísla, z nichž
právě jedno je dělitelné čtyřmi. Konečně pro libovolné s ! 3 Adamova úvaha správná
není, stačí vzít číslo n = 2s−1 − 1.
Nechť k = pt, kde p je liché prvočíslo a t přirozené číslo. Potom je Adamova úvaha

správná, jelikož obě čísla n− 1 a n+ 1 nemohou být současně dělitelná stejným lichým
prvočíslem p, a proto je právě jedno z nich dělitelné číslem pt = k.
Nechť k = 2pt, kde p je liché prvočíslo a t přirozené číslo. Potom je Adamova

úvaha také správná: obě čísla n − 1 a n + 1 jsou nutně sudá a přitom nemohou být
současně dělitelná stejným lichým prvočíslem p, proto je právě jedno z nich dělitelné
číslem 2pt = k.
Závěr. Adamova úvaha je správná pro každé přirozené číslo n pouze pro přirozená

čísla k jednoho z tvarů
k = 4, k = pt, k = 2pt,

kde p je liché prvočíslo a t přirozené číslo.

Návodné a doplňující úlohy:
N1. Je-li číslo (n− 1)(n+1) dělitelné čtyřmi, je právě jeden z činitelů n− 1, n+1 dělitelný

čtyřmi. Dokažte.
N2. Určete, pro která dvojmístná čísla n je n3 − n dělitelné stem. [50–C–S–3]
N3. Najděte všechna trojmístná čísla n taková, že poslední trojčíslí čísla n2 je shodné

s číslem n. [50–C–I–1]
N4. Kolik existuje přirozených čísel x ! 1 992 000 takových, že číslo 1 992 000 dělí číslo

x3 − x? [41–B–I–6]

3. Jsou dány kružnice k, l, které se protínají v bodech A, B. Označme K, L po řadě
dotykové body jejich společné tečny zvolené tak, že bod B je vnitřním bodem troj-
úhelníku AKL. Na kružnicích k a l zvolme po řadě body N a M tak, aby bod A
byl vnitřním bodem úsečky MN . Dokažte, že čtyřúhelník KLMN je tětivový, právě
když přímka MN je tečnou kružnice opsané trojúhelníku AKL.

Řešení. Z rovnosti obvodového a úsekového úhlu příslušného tětivě AK kružnice k
plyne (obr. 1) |!KNA| = |!LKA| a podobně z rovnosti obvodového a úsekového úhlu
příslušného tětivě AL kružnice l plyne |!V LM | = |!LAM |, kde jsme jako V označili
nějaký bod polopřímky opačné k polopřímce LK.
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Obr. 1

Čtyřúhelník KLMN je tětivový, právě když platí |!KNA| = |!V LM | neboli
|!LKA| = |!LAM |. Poslední rovnost ovšem platí, právě když je LAM úsekovým úhlem
příslušným obvodovému úhlu LKA tětivy LA kružnice opsané trojúhelníku AKL, tedy
právě když je přímka MN tečnou této kružnice.
Tím je tvrzení úlohy dokázáno.

Jiné řešení. Vyřešme úlohu nejprve za předpokladu, že přímky KL a MN jsou
rovnoběžné. V takovém případě jsou zřejmě oba trojúhelníky ANK a MAL rovnora-
menné, protože osy stran AN , resp. MA procházejí odpovídajícím vrcholem K, resp. L
(jinak bodem dotyku tečny rovnoběžné s tětivou AN , resp. MA kružnice k, resp. l).
Je tedy |LA| = |LM | a |KN | = |KA|. Přitom čtyřúhelník KLMN je tětivový, právě
když je to rovnoramenný lichoběžník, tj. |LM | = |KN |. To podle předchozí dvojice
rovností nastane, právě když je trojúhelník KLA rovnoramenný neboli právě kdyžMN
je tečnou jeho kružnice opsané ve vrcholu proti základně KL. (Vzhledem k tomu, že
pak jsou trojúhelníky ANK a MAL shodné, uvedená situace nastane, právě když jsou
kružnice k, l shodné.)
Předpokládejme dále, že přímky MN a KL jsou různoběžné, a označme V jejich

průsečík (obr. 2). Užitím mocnosti bodu V ke kružnicím k a l dostaneme

|V K|2 = |V A| · |V N | a |V L|2 = |V M | · |V A|.

K L V

B

A

M

N

k

l

Obr. 2
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Vynásobením obou vztahů obdržíme

|V K|2 · |V L|2 = |V N | · |V A|2 · |V M |. (1)

Čtyřúhelník KLMN je ovšem tětivový, právě když platí (viz návodnou úlohu N1)

|V K| · |V L| = |V N | · |V M |

neboli — s přihlédnutím k (1) — právě když platí

|V K| · |V L| = |V A|2.

Poslední rovnost ovšem platí, právě když přímkaMN (procházející bodem A) je tečnou
kružnice opsané trojúhelníku AKL. Tím je tvrzení úlohy dokázáno.

Návodné a doplňující úlohy:
Zopakujte si nejdříve učebnicové poznatky o obvodovém, středovém a úsekovém úhlu
i s jejich důkazy. Připomeňte si rovněž vlastnost všech sečen dané kružnice jdoucích
daných bodem, jež je vyjádřena mocností bodu ke kružnici.

N1. Přímky KL a MN se protínají v bodě V , který leží buď uvnitř, nebo vně obou úseček
KL a MN . Dokažte, že body K, L, M , N leží na jedné kružnici, právě když platí
|V K| · |V L| = |V M | · |V N |. [Uvažte mocnost bodu V ke kružnici opsané trojúhelníku
KLM a posuďte, kdy druhý průsečík N ′ této kružnice s přímkou V M splývá s bo-
dem N .]

N2. V rovině je dána přímka p a body A, B (A ̸= B), které leží v téže polorovině vyťaté
přímku p. Sestrojte kružnici, která prochází body A, B a dotýká se přímky p. [Uvažujte
přímku q, na níž leží body A, B, a využijte mocnost jejího průsečíku s p k hledané
kružnici.]

N3. V rovině je dán pravoúhlý lichoběžník ABCD s delší základnou AB a pravým úhlem
při vrcholu A. Kružnice k1 sestrojená nad stranou AD jako průměrem a kružnice k2,
která prochází vrcholy B a C a dotýká se přímky AB, mají vnější dotyk v bodě P .
Dokažte, že úhly CPD a ABC jsou shodné. [52–B–I–5]

N4. V rovině je dán pravoúhlý lichoběžník ABCD s delší základnou AB a pravým úhlem
při vrcholu A. Označme k1 kružnici sestrojenou nad stranou AD jako nad průměrem
a k2 kružnici procházející vrcholy B, C a dotýkající se přímky AB. Mají-li kružnice k1,
k2 vnější dotyk v bodě P , je přímka BC tečnou kružnice opsané trojúhelníku CDP .
Dokažte. [52–B–II–4]

D1. Nechť L je libovolný vnitřní bod kratšího oblouku CD kružnice opsané čtverci ABCD.
Označme K průsečík přímek AL a CD, M průsečík přímek AD a CL a N průsečík
přímek MK a BC. Dokažte, že body B, L, M , N leží na téže kružnici. [53–A–III–5]

4. Mějme 6n žetonů až na barvu shodných, po třech od každé z 2n barev. Pro každé
přirozené číslo n > 1 určete počet pn všech rozdělení takových 6n žetonů na dvě hro-
mádky po 3n žetonech, kdy žádné tři žetony téže barvy nejsou ve stejné hromádce.
Dokažte, že pn je liché číslo, právě když n = 2k pro vhodné přirozené k.

Řešení. Žádné tři žetony téže barvy neleží na jedné hromádce, tedy na každé
z hromádek leží alespoň jeden žeton zvolené barvy. Každé vyhovující rozdělení žetonů
do hromádek je pak charakterizováno tím, na které z nich leží právě jeden ze tří žetonů
té které barvy.
Předpokládejme, že v jedné z hromádek je právě l barev zastoupeno jedním žetonem

a zbylých 2n−l barev dvěma. Jednoduchým výpočtem l+2(2n−l) = 3n ovšem zjistíme,
že toho lze dosáhnout jen při l = n. Proto je zkoumaný počet pn roven počtu rozdělení
2n žetonů navzájem různých barev na dvě (neuspořádané) skupiny po n žetonech, tedy

pn =
1
2

(

2n
n

)

=
(2n)!
2(n!)2

=
2n · (2n − 1)!
2n · (n − 1)!n!

=
(

2n − 1
n

)

. (1)
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Závěr. Dosáhnout toho, že po konečném počtu kroků budou na všech stěnách
krychle napsána stejná čísla, lze, právě když je součet (celých) čísel na všech šesti stěnách
krychle dělitelný dvěma.
Poznámka.Část c) předchozího řešení lze vyřešit i takto: Jsou-li obě 0 na sousedních

stěnách, můžeme je jediným krokem zvětšit na 1. Jsou-li obě 0 na protilehlých stěnách
(bez újmy na obecnosti nechť jsou to např. S1 a S6), pomocí kroků k12, k36, k15, k46,
dosáhneme toho, že na všech stěnách krychle budou napsána čísla 2.

Návodné a doplňující úlohy:
N1. Na každé stěně krychle je napsáno právě jedno číslo, přičemž všechna čísla nejsou

stejná. V jednom kroku čísla na každé stěně krychle nahradíme aritmetickýmprůměrem
stávajících čísel na všech čtyřech sousedních stěnách. Rozhodněte, zda po několika
krocích mohou být na stěnách krychle opět původní čísla. [Ne. Označme M největší
z čísel. Pokud M po prvním kroku ze stěn zmizí, už se na nich nikdy neobjeví. Pokud
nezmizí, bude po prvním kroku na právě dvou stěnách a zmizí po druhém kroku.]

N2. Na tabuli jsou napsána celá nezáporná čísla od 0 do 1 234. Uvažujme následující operaci:
Smažeme libovolná dvě čísla a místo nich napíšeme na tabuli jejich rozdíl (od většího
čísla odečteme menší). Tuto operaci opakujeme, dokud na tabuli nezůstane poslední
číslo. Může na tabuli zůstat číslo 2? [Ne. Uvedenou operací se nemění parita součtu
všech čísel napsaných na tabuli, který je v tomto případě lichý.]

N3. Na tabuli jsou napsána všechna přirozená čísla od 1 do 100. Uvažujme následující
operaci: Smažeme libovolná dvě čísla a místo nich napíšeme na tabuli jejich součet.
Tuto operaci opakujeme, dokud na tabuli nezůstanou poslední tři čísla. Můžeme tímto
způsobem nakonec získat tři po sobě jdoucí čísla? [Součet tří po sobě jdoucích čísel je
dělitelný třemi, kdežto neměnný součet všech čísel na tabuli dělitelný třemi není.]

N4. Na stole je n pohárů, všechny jsou postaveny dnem vzhůru. V jednom kroku smíme
otočit libovolných k pohárů naopak (k je dané, neměnné). Je možné, aby po konečném
počtu kroků bylo všech n pohárů postaveno dnem dolů? Řešte nejprve pro n = 9
a k = 5, potom pro n = 9 a k = 4. [Pro n = 9 a k = 5 to zřejmě možné je. Pro n = 9
a k = 4 to možné není, protože obecněji platí: při sudém k a libovolném n se nemění
parita počtu pohárů postavených dnem vzhůru (tj. tento počet je buď neustále sudý,
nebo lichý).]

N5. Je dáno n (n " 2) přirozených čísel, s nimiž můžeme provést následující operaci: vy-
bereme několik z nich, ale ne všechna a nahradíme je jejich aritmetickým průměrem.
Zjistěte, zda je možno pro libovolnou počáteční n-tici dostat po konečném počtu kroků
všechna čísla stejná, jestliže n se rovná a) 2 000, b) 35, c) 3, d) 17. [51–B–I–4]

6. Dokažte, že v každém trojúhelníku ABC s ostrým úhlem při vrcholu C (při obvyklém
označení délek stran a velikostí vnitřních úhlů) platí nerovnost

(a2 + b2) cos(α − β) " 2ab.

Zjistěte, kdy nastane rovnost.

A B

C

Dα

α−β β
β

c

kc
b=ka

kb

a−kb

Obr. 3

Je-li a = b, je α = β, takže cos(α − β) = 1 a dokazovaná nerovnost platí jako
rovnost a2 + a2 = 2a2 (dodejme, že bez ohledu na
to, zda je úhel γ ostrý či nikoliv). Protože dokazo-
vaná nerovnost je symetrická v a, b (kosinus je sudá
funkce), můžeme bez újmy na obecnosti předpoklá-
dat, že a > b neboli α > β.
Protože α > β, lze úhel BAC velikosti α rozdě-

lit pomocí bodu D ∈ BC na dva úhly CAD a DAB
velikostí β, a α−β (obr. 3). Trojúhelník DAC je pak
zmenšením trojúhelníku ABC s koeficientem podob-
nosti k = b : a, takže |AD| = bc/a a |DC| = b2/a,
odkud |BD| = |BC|− |DC| = (a2 − b2)/a.
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Vyjádření |AD|, |BD| dosadíme do rovnosti z kosinové věty pro trojúhelník ABD
a upravíme:

|BD|2 = |AB|2 + |AD|2 − 2|AB||AD| cos(α − β),
(a2 − b2)2

a2
= c2 +

b2c2

a2
−
2bc2 cos(α − β)

a
,

(a2 − b2)2 = δ · c2, kde δ = a2 + b2 − 2ab cos(α − β) > 0. (1)

(Poslední nerovnost plyne z toho, že pro α ̸= β je cos(α − β) < 1.) Vztah (1) spolu
s rovností c2 = a2+b2−2ab cos γ nyní využijeme k úpravě rozdílu ∆ pravé a levé strany
dokazované nerovnosti, který navíc ještě vynásobíme výrazem 2ab:

2ab∆ = 2ab
(

2ab − (a2 + b2) cos(α − β)
)

= 4a2b2 − (a2 + b2) · 2ab cos(α − β) =

= 4a2b2 − (a2 + b2)(a2 + b2 − δ) = δ(a2 + b2)− (a2 − b2)2 =

= δ(a2 + b2)− δ · c2 = δ(a2 + b2 − c2) = δ · 2ab cos γ,

Po vydělení výrazem 2ab dostáváme vztah ∆ = δ cos γ, takže s ohledem na δ > 0 má
výraz ∆ stejné znaménko jako cos γ (zopakujme, že za předpokladu a ̸= b). Odtud
plyne, že v případě, kdy γ < 90◦ a a ̸= b, platí nerovnost ze zadání úlohy jako ostrá.
Tím je úloha vyřešena a odpověď na její závěrečnou otázku zní: v dokázané nerovnosti
(v zadané situaci, tj. při ostrém úhlu γ) nastane rovnost, právě když a = b.
Poznámka 1. Odvozený vztah ∆ = δ cos γ se bez pomocných označení přepíše jako

identita
2ab − (a2 + b2) cos(α − β) =

(

a2 + b2 − 2ab cos(α − β)
)

cos γ, (2)

která platí pro libovolný trojúhelník ABC (k našemu odvození stačí přidat triviální ově-
ření rovnosti (2) v případě a = b). Výsledek (2) umožňuje snadnou diskusi o jednotlivých
případech relace

(a2 + b2) cos(α − β) # 2ab,

neboť první činitel v pravé straně (2) je vždy nezáporný:

a2 + b2 − 2ab cos(α − β) ! a2 + b2 − 2ab = (a − b)2 ! 0.

Relace dopadá takto: rovnost nastane, právě když a = b nebo γ = 90◦; v případě a ̸= b
pak platí ostrá nerovnost < či > podle toho, zda je γ < 90◦ nebo γ > 90◦.

Jiné řešení. Původní řešení je celé založeno na vztahu (1), proto jeho odlišné
odvození nyní uvedeme jako „jiné řešení.. Tvar kladného výrazu δ v (1) je motivací
k úvaze o pomocném trojúhelníku, jehož dvě strany mají délky a, b a svírají úhel velikosti
α − β (opět předpokládáme, že a > b). Nás zajímá délka jeho třetí strany, kterou
označíme d, takže pro výraz δ ve vztahu (1), který se chystáme dokázat, budeme mít δ =
= d2. Ukažme, že takový trojúhelník o stranách a, b, d je — vedle původního trojúhelníku
o stranách a, b, c— druhým řešením úlohy sestrojit trojúhelník ABC, jsou-li dány strany
a, b a úhel β. Konstrukci obou řešení A1BC a A2BC vidíme na obr. 4. Součet úhlů při
vrcholech A1 a A2 (vyznačených obloučky) je zřejmě 180◦. V jednom z trojúhelníků je
to úhel α, ve druhém tedy úhel 180◦−α, takže úhel při vrcholu C druhého trojúhelníku
je právě α − β, jak jsme si přáli.2 Úsečky A1B, A2B tedy mají (v některém pořadí)

2 V případě α = 90◦ sice platí A1 = A2, avšak na celé naší úvaze není třeba nic měnit: tehdy totiž
α − β = γ a c = d.
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délky c a d. Z mocnosti bodu B k sestrojené kružnici o středu C a poloměru b vyplývá
rovnost

cd = a2 − b2, (3)

z níž po umocnění na druhou dostáváme c2d2 = (a2 − b2)2. A to je kýžený klíčový
vztah (1) z původního řešení, neboť jak už jsme naznačili, podle kosinové věty platí

d2 = a2 + b2 − 2ab cos(α − β). (4)

A2 B

C

A1

β

α−β

b b
a

Obr. 4

Poznámka 2. V původním řešení jsme ze vztahu (1) odvodili identitu zapsanou
v Poznámce 1 jako (2). Právě uvedený alternativní důkaz (1) s využitím konstrukční
úlohy (a, b, β) má zajímavý důsledek: díky „rovnoprávnosti. obou řešení z obr. 4 musí
platit i identita

2ab − (a2 + b2) cos γ = c2 cos(α − β). (5)

získaná z (2) výměnou rolí trojúhelníků s trojicemi stran (a, b, c) a (a, b, d) a uvedená
v doplňující úloze D1, v jejímž návodu naznačujeme odlišné trigonometrické odvození.

Další řešení. Pomocný trojúhelník se stranami a, b (a > b) svírajícími úhel α− β
a třetí stranou d danou vztahem (4) lze využít k řešení úlohy i bez objevu „mocnostní.
rovnosti (3) následujícím postupem, který může být blízký řešitelům, a proto ho popi-
sujeme i v návodné úloze N1.
Zmíněný trojúhelník lze k trojúhelníku ABC vhodně přikreslit dvěma způsoby pa-

trnými z obr. 5. Vlevo je to trojúhelník BCD (ten známe už z předchozího řešení), vpravo

A B

C

DP

αα β

b b a
v

x x d A B

C E RQ

α

α α

β

β

b av v

x xd

Obr. 5

to je trojúhelník BCE; snadno pak ověříme, že oba vyznačené úhly BCD a CBE mají
požadovanou velikost α−β.3 Pomocí délky d ze vztahu (4) nyní upravíme dokazovanou

3 Oba obrázky odpovídají případu α < 90◦, v úplném řešení by neměl chybět obrázek pro případ
α " 90◦, který zde posuzovat nebudeme, protože další postup vyžaduje jen nepatrnou obměnu.
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(ostrou) nerovnost:

(a2 + b2) cos(α − β) < 2ab,

(a2 + b2) · 2ab cos(α − β) < 4a2b2,

(a2 + b2)(a2 + b2 − d2) < 4a2b2,

(a2 − b2)2 < (a2 + b2)d2. (6)

Nakonec využijeme Pythagorovu větu pro dvojice pravoúhlých trojúhelníků z obr. 5;
v obou variantách jak s trojúhelníkem BCD, tak s trojúhelníkem BCE pak platí

a2 = (d+ x)2 + v2 a b2 = x2 + v2,

takže a2−b2 = d2+2dx = d(d+2x). Po dosazení do levé strany nerovnosti (6) a zkrácení
výrazem d2 dostaneme ekvivalentní nerovnost

(d+ 2x)2 < a2 + b2 neboli c2 < a2 + b2,

která (díky kosinové větě) přesně vyjadřuje podmínku γ < 90◦ ze zadání úlohy. Tím je
celé její řešení hotovo, protože v případě a = b zřejmě v dokazované nerovnosti nastane
rovnost.

Další řešení. Ještě jedním způsobem za předpokladů γ < 90◦ a a > b (neboli
α > β) dokážeme ostrou nerovnost

(a2 + b2) cos(α − β) < 2ab.

Nejprve ji ekvivalentně upravíme, když položíme ϕ = 1

2
(α − β) > 0 a využijeme vzorec

cos 2ϕ = 1− 2 sin2 ϕ:

(a2 + b2)(1− 2 sin2 ϕ) < 2ab,

(a − b)2 < 2(a2 + b2) sin2 ϕ,

2 ·
( a − b

2 sinϕ

)2

< a2 + b2.

To je (podle sinové věty) nerovnost 2r2 < a2+b2 pro poloměr r kružnice opsané libovol-
nému trojúhelníku se stranou a−b a protilehlým vnitřním úhlem ϕ. Takový trojúhelník
dostaneme, když jako na obr. 6 stranu CA trojúhelníku ABC prodloužíme za bod A

A B

C

F

α

γ

ϕ
β

b a

a−b

Obr. 6
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do bodu F tak, aby platilo |CF | = a (a > b). Potom má trojúhelník ABF stranu AF
délky a− b s protilehlým úhlem ABF , jehož velikost určíme takto: rovnoramenný troj-
úhelník BCF má při základně BF shodné úhly 90◦ − 1

2
γ = 1

2
(α+ β), takže

|!ABF | = |!CBF |− |!CBA| =
α+ β

2
− β = ϕ.

Proto je poloměr kružnice opsané trojúhelníku ABF skutečně roven zkoumané hod-
notě r. Pro ni tak získáme z předpokladu γ < 90◦ odhad

r =
|AB|

2 sin |!AFB|
=

c

2 sin(90◦ − 1

2
γ)

<
c

2 sin 45◦
=

c√
2

neboli 2r2 < c2; ze stejného předpokladu γ < 90◦ ovšem vyplývá (díky kosinové větě
pro trojúhelník ABC) další nerovnost c2 < a2 + b2. Dohromady dostáváme 2r2 < c2 <
< a2 + b2 a kýžená nerovnost 2r2 < a2 + b2 je tak dokázána.
Dodejme ještě, že v případě γ > 90◦ ze stejných důvodů platí 2r2 > c2 > a2 + b2,

což (za předpokladu a ̸= b) dokazuje opačnou nerovnost

(a2 + b2) cos(α − β) > 2ab.

Poslední řešení. Uvedeme ještě jedno trigonometrické řešení. Pro libovolný troj-
úhelník ABC platí totiž tzv. Mollweidův vzorec

a − b

c
=
sin 1

2
(α − β)
cos 1

2
γ

,

o kterém pojednává návodná úloha N2 a ze kterého plyne následující vyjádření hodnoty
cos(α − β):

cos(α − β) = 1− 2 sin2
α − β

2
= 1−

2(a − b)2 cos2 1
2
γ

c2
.

Dosazením do levé strany dokazované nerovnosti dostaneme

(a2 + b2) cos(α − β) " 2ab,

(a2 + b2)
(

1−
2(a − b)2 cos2 1

2
γ

c2

)

" 2ab,

(a − b)2 " 2(a
2 + b2)(a − b)2 cos2 1

2
γ

c2
.

Vidíme, že v případě a = b nastane rovnost. V případě a ̸= b po dělení kladným
výrazem (a − b)2 a další zřejmé ekvivalentní úpravě dostaneme

c2 " 2(a2 + b2) cos2
γ

2
.

Dosadíme-li sem z rovností

c2 = a2 + b2 − 2ab cosγ a 2 cos2
γ

2
= 1 + cos γ,

dostaneme po odečtení součtu a2 + b2 od obou stran nerovnost

−2ab cos γ " (a2 + b2) cos γ neboli 0 " (a+ b)2 cos γ,

což díky zadanému předpokladu γ < 90◦ skutečně platí jako ostrá nerovnost. Tím je
nerovnost ze zadání úlohy dokázána; rovnost v ní nastane, právě když a = b.4

4 I při tomto postupu lze odvodit obecnější závěry uvedené v Poznámce 1 za prvním řešením.
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Návodné a doplňující úlohy:
N1. Nejprve uvažte, jak k danému trojúhelníku ABC, ve kterém platí a > b a γ < 90◦,

vhodně přikreslit trojúhelník s dvěma stranami a, b, které by svíraly úhel α−β. Označte
d délku třetí strany takového trojúhelníku a ukažte, že nerovnost ze zadání soutěžní
úlohy je ekvivalentní s nerovností (a2 − b2)2 ! (a2 + b2)2d2. Tu pak dokažte tak, že
do levé strany dosadíte vyjádření přepon a, b ve vhodných pravoúhlých trojúhelnících
pomocí Pythagorovy věty. [Celý postup je podrobně popsán v celkově třetím řešení
soutěžní úlohy.]

N2. Pro obecný trojúhelník ABC dokažte tzv. Mollweidův vzorec

a − b

c
=
sin 1

2
(α − β)

cos 1
2
γ

,

s jehož pomocí lze rovněž vyřešit zadanou soutěžní úlohu. [Mollweidův vzorec je triviální
v případě a = b; v případě a > b užijte sinovou větu pro trojúhelník ABF , kde F je
bod vybraný na prodloužení strany CA za bod A tak, že platí |AF | = a − b; případ
a < b lze převést na předchozí záměnou stran a a b. Řešení soutěžní úlohy pomocí
Mollweidova vzorce je v našem textu uvedeno jako poslední.]

D1. Pro obecný trojúhelník ABC dokažte rovnost

2ab − (a2 + b2) cos γ = c2 cos(α − β).

[S využitím rovnosti a2 + b2 = c2 + 2ab cos γ lze dokazovaný vzorec upravit do tvaru
2ab sin2 γ = c2(cos(α−β)+cos γ). Ukažte dále, že platí cos(α−β)+cos γ = 2 sinα sinβ,
a pak využijte, že rovnost ab sin2 γ = c2 sinα sinβ je důsledek sinové věty.]

D2. Pro obecný trojúhelník ABC dokažte druhý Mollweidův vzorec

a+ b

c
=
cos 1

2
(α − β)

sin 1
2
γ

,

který spolu s prvním Mollweidovým vzorcem z úlohy N2 vede k rovnosti

a − b

a+ b
=
tg 1
2
(α − β)

tg 1
2
(α+ β)

označované spolu s dalšími dvěma analogickými rovnostmi pro dvojice stran a, c a b, c
jako tangentová věta pro trojúhelník ABC. [Užijte sinovou větu pro trojúhelník ABG,
kde bod G leží na prodloužení strany BC za bod C tak, že |BG| = a+ b. K odvození
tangentové věty porovnejte podíl levých a podíl pravých stran obou Mollweidových
vzorců a k tomu uvažte, že tg 1

2
(α+ β) = cotg 1

2
γ.]
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60. ročník matematické olympiády

Úlohy krajského kola kategorie A

1. Rozhodněte, zda mezi všemi osmimístnými násobky čísla 4 je více těch, které ve svém
desítkovém zápisu obsahují číslici 1, nebo těch, které číslici 1 neobsahují.

2. Je dán trojúhelník ABC s obsahem S. Uvnitř trojúhelníku, jehož vrcholy jsou ve
středech stran trojúhelníku ABC, je libovolně zvolen bod U . Označme A′, B′, C′

po řadě obrazy bodů A, B, C v souměrnosti se středem U . Dokažte, že šestiúhelník
AC′BA′CB′ má obsah 2S.

3. Určete všechny dvojice (m, n) kladných celých čísel, pro něž je číslo 4(mn+1) dělitelné
číslem (m+ n)2.

4. Nechť M je množina šesti navzájem různých kladných celých čísel, jejichž součet je 60.
Všechna je napíšeme na stěny krychle, na každou právě jedno z nich. V jednom kroku
zvolíme libovolné tři stěny krychle se společným vrcholem a každé z čísel na těchto
třech stěnách zvětšíme o 1. Určete počet všech takových množin M, jejichž čísla lze
napsat na stěny krychle uvedeným způsobem tak, že po konečném počtu vhodných
kroků budou na všech stěnách stejná čísla.

Krajské kolo kategorie A se koná

v úterý 18. ledna 2011

tak, aby začalo dopoledne a aby soutěžící měli na řešení úloh
4 hodiny čistého času. Za každou úlohu může soutěžící získat
6 bodů, úspěšným řešitelem je ten žák, který získá 10 bodů
nebo více. Povolené pomůcky jsou psací a rýsovací potřeby,
školní MF tabulky a kalkulátory bez grafického displeje. Tyto
údaje se žákům sdělí před zahájením soutěže.



60. ročník matematické olympiády

Řešení úloh krajského kola kategorie A

1. Nejprve určeme počet u všech osmimístných čísel dělitelných čtyřmi. Každé takové
číslo má ve svém zápisu na prvním místě zleva nenulovou číslici. Máme tak 9 možností. Na
následujících pěti místech má libovolnou číslici desítkové soustavy, tj. pro každou pozici
máme 10 možností, a končí dvojčíslím, které je dělitelné čtyřmi, tj. 00, 04, 08, 12, 16, 20,
24, . . . , 96, celkově tedy 25 možností. Proto je

u = 9 · 105 · 25 = 22 500 000.

Podobnou úvahu lze provést i při hledání počtu v všech osmimístných čísel dělitel-
ných čtyřmi, která ve svém desítkovém zápisu neobsahují číslici 1. Pro první pozici zleva
máme nyní 8 možností a pro každou další z pěti následujících pozic máme 9 možností. Na
posledních dvou místech zprava musí být dvojčíslí dělitelné čtyřmi, které však neobsahuje
číslici 1. Jsou to všechna dvojčíslí z předchozího odstavce kromě 12 a 16, tedy 23 možností.
Proto

v = 8 · 95 · 23 = 10 865 016.

Závěr. Protože u > 2v, je mezi osmimístnými násobky čísla 4 více těch, které ve svém
(desítkovém) zápisu číslici 1 obsahují, než těch, které ji neobsahují.
Poznámka. Počet u všech osmimístných násobků lze také určit jednoduchou úvahou:

nejmenší násobek je A = 10 000 000, největší je B = 99 999 996, takže hledaný počet je
1

4
(B − A) + 1 = 1

4
(B + 4− A) = 22 500 000.

K důkazu nerovnosti u > 2v není nutné v vyčíslit, protože podíl

u

v
=
9 · 105 · 25
8 · 95 · 23

=
9
8
·
(10
9

)5

·
25
23

lze dobře odhadnout pomocí binomické věty

(10
9

)5

=
(

1 +
1
9

)5

> 1 + 5 ·
1
9
+ 10 ·

1
92
=
136
81
=
8 · 17
92

,

tudíž
u

v
=
9
8
·
(10
9

)5

·
25
23

>
9
8
·
8 · 17
92

·
25
23
=
17 · 25
9 · 23

=
425
207

> 2.

Za úplné řešení udělte 6 bodů, z toho 2 body za správné vyjádření u, 3 body za správné vyjádření v a 1 bod
za důkaz nerovnosti u > 2v nebo nerovnosti s ní ekvivalentní. Za numerické chyby při výpočtu strhněte
nejvýše 1 bod.

2. Označme T trojúhelník s vrcholy ve středech stran BC, CA, AB daného trojúhel-
níku ABC. Obsah trojúhelníku XY Z budeme značit symbolem SXY Z .
Protože body A′, B′, C′ jsou zároveň obrazy bodu U ve stejnolehlostech se středy

v odpovídajících vrcholech trojúhelníku ABC a koeficientem 2, plyne z předpokladu úlohy,
že body A′, B′, C′ leží postupně uvnitř trojúhelníků A0CB, CB0A a BAC0 (to jsou



obrazy trojúhelníku T v uvedených stejnolehlostech, na obr. 1 je T vyznačen šedou barvou).
Hranice trojúhelníku A′B′C′ tudíž protne strany AB, BC, CA postupně v jejich vnitřních
bodech K, L, M , N , O, P .

A B

C

A′B′

C ′

A0B0

C0

U

K L

M

NO

P

c1 c3 c2

Obr. 1

Protože trojúhelník A′B′C′ je obrazem trojúhelníku ABC ve středové souměrnosti
podle středu U , jsou navzájem si odpovídající strany rovnoběžné a v téže souměrnosti si
odpovídají dvojice bodů K a N , L a O i M a P . Proto podle věty uu je každý z troj-
úhelníků AKP , LBM , ONC podobný trojúhelníku ABC. Označme k1, k2, k3 koeficienty
podobností, jež zobrazí trojúhelník ABC postupně na trojúhelníky AKP , LBM , ONC.
Obrazy trojúhelníkůAKP ,LBM ,ONC ve středové souměrnosti se středem U jsou po řadě
trojúhelníky A′NM , OB′P , LKC′. Ty jsou rovněž podobné trojúhelníku ABC, přičemž
odpovídající koeficienty podobností, které na ně převedou trojúhelník ABC, jsou opět k1,
k2, k3. Označíme-li c délku strany AB, platí pro délky úseků na straně AB

c1 = |AK| = k1c, c2 = |LB| = k2c, c3 = |KL| = k3c,

takže

c = c1 + c2 + c3 = k1c+ k2c+ k3c = (k1 + k2 + k3)c neboli k1 + k2 + k3 = 1.

Z podobnosti trojúhelníků ABC a LKC′ dále plyne, že velikost výšky z vrcholu C′ ke stra-
ně AB v trojúhelníku ABC′ je rovna k3vc, kde vc je velikost výšky z vrcholu C v trojúhel-
níku ABC. Je tudíž

SABC′ =
1
2
c · k3vc = k3

(1
2
cvc

)

= k3S.

Analogicky SBCA′ = k1S a SCAB′ = k2S. Pro obsah S′ šestiúhelníku AC′BA′CB′ tak
platí

S′ = SABC + SBCA′ + SCAB′ + SABC′ = (1 + k1 + k2 + k3)S = 2S.



Jiné řešení.Označme K, L,M středy stran AB,BC, CA. Stejnolehlost se středem A
a koeficientem 2 zobrazí trojúhelník MKU na trojúhelník CBA′ (obr. 2), proto SCBA′ =
= 4 · SMKU . Podobně SACB′ = 4 · SKLU a SBAC′ = 4 · SLMU . Odtud

SCBA′ + SACB′ + SBAC′ = 4 · SKLM = S,

takže šestiúhelník AC′BA′CB′ má obsah 2S.

A B

C

A′

B′

C ′

K

L
M

U

Obr. 2

Jiné řešení. Je-li bod U totožný s těžištěm T trojúhelníku ABC (U = T ), je tvrzení
úlohy splněno, neboť SA′BC = STBC , SB′CA = STCA a SC′AB = STAB (obr. 3).
Předpokládejme nyní, že se bod U pohybuje uvnitř trojúhelníku T po přímce p rov-

noběžné se stranou BC, a ukažme, že se obsah šestiúhelníku AC′BA′CB′ nemění. Body
A′, B′ a C′ leží totiž na rovnoběžkách s přímkou p, a proto se nemění obsah trojúhelníku
A′BC ani obsahy rovnoběžníku BCB′C′ a trojúhelníku B′C′A (obr. 4). Obsah šestiúhel-
níku AC′BA′CB′ tedy na poloze bodu U na přímce p nezávisí. Podobně lze ukázat, že
se obsah šestiúhelníku AC′BA′CB′ nemění, pohybuje-li se bod U po rovnoběžce se stra-
nou AC.

A B

C

A′B′

C ′

U=T

Obr. 3
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C ′

U
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Obr. 4



Libovolný vnitřní bod U trojúhelníku T přitom získáme jako obraz těžiště T trojúhel-
níku ABC v zobrazení složeném ze dvou posunutí, a to z posunutí ve směru rovnoběžném
se stranou BC a z posunutí ve směru rovnoběžném se stranou AC. Proto pro každý bod U
uvnitř trojúhelníku T má šestiúhelník AC′BA′CB′ stejný obsah jako šestiúhelník odpoví-
dající bodu U = T , tedy obsah 2S, jak jsme chtěli dokázat.

Jiné řešení. Označme U ′ libovolný vnitřní bod trojúhelníku ABC. Protože obsah
zkoumaného šestiúhelníku je roven součtu obsahů tří čtyřúhelníků AC′BU ′, BA′CU ′ a
CB′AU ′, bude tvrzení úlohy zřejmě platit, dokážeme-li bod U ′ vybrat tak, aby všechny
tři zmíněné čtyřúhelníky byly rovnoběžníky. Protože

U =
A+ A′

2
=

B +B′

2
=

C + C′

2
,

mají body A′, B′, C′ vyjádření

A′ = 2U − A, B′ = 2U − B, C′ = 2U − C,

takže potřebné rovnosti
A+B

2
=

C′ + U ′

2
,

B + C

2
=

A′ + U ′

2
,

C +A

2
=

B′ + U ′

2
budou splněny, právě když bod U ′ bude mít vyjádření U ′ = A + B + C − 2U neboli
U ′ = 3T − 2U , kde T = 1

3
(A + B + C) je těžiště trojúhelníku ABC. Odvozená rovnost

zapsaná ve tvaru U ′−T = 2(T−U) znamená, že kýžený bod U ′ je určen jako obraz bodu U
ve stejnolehlosti se středem T a koeficientem −2. V ní je ovšem obrazem trojúhelníku T
výchozí trojúhelník ABC, takže vnitřní bod U trojúhelníku T se skutečně zobrazí na
vnitřní bod U ′ trojúhelníku ABC, jak jsme potřebovali dokázat.
Za úplné řešení udělte 6 bodů. Za uvedení (a zdůvodnění) jakýchkoliv částečných výsledků, které vedou
k úplnému řešení úlohy, udělte v součtu nejvýše 4 body.

3. Předně si uvědomme, že s každou dvojicí (m, n) kladných celých čísel, která úloze
vyhovuje, jí vyhovuje i dvojice (n, m). Proto můžeme bez újmy na obecnosti předpokládat,
že m ! n.
Pokud kladné celé číslo A = (m+n)2 dělí kladné celé číslo B = 4(mn+1), nutně platí

(m+ n)2 " 4(mn+ 1) neboli (m − n)2 " 4.

Proto 0 " m − n " 2. Nastane tedy právě jedna ze tří následujících možností:
◃ m = n, pak A = 4n2, B = 4n2 + 4 a A dělí B, právě když 4n2 dělí 4, tedy n = 1.
Dostáváme jedno řešení (m, n) = (1, 1).

◃ m = n+1, pak A = 4n2+4n+1, B = 4n2+4n+4 = A+3. Číslo A dělí B, právě když
4n2 + 4n+1 dělí 3. Ovšem pro kladná celá čísla n platí 4n2 + 4n+1 ! 4+ 4+ 1 = 9,
proto v tomto případě nemá úloha řešení.

◃ m = n+ 2, pak A = 4n2 + 8n+ 4, B = 4n2 + 8n+ 4. Vidíme, že A = B, tedy každá
dvojice (m, n) = (n+ 2, n) kladných celých čísel je řešením zadané úlohy.
Závěr. Úloze vyhovuje dvojice (1, 1) a dále (s ohledem na symetrii neznámých m, n)

rovněž každá z dvojic (n+ 2, n) a (m, m+ 2), kde m a n jsou libovolná kladná celá čísla.
Za úplné řešení udělte 6 bodů, z toho 3 body za odvození nerovnosti (m − n)2 ! 4. Dále udělte 1 bod za
nalezení řešení (1, 1) (1 bod strhněte za jeho opomenutí v jinak úplném řešení) a 2 body za nalezení všech
zbývajících řešení. Za uvedení všech řešení bez jakéhokoliv zdůvodnění udělte však nejvýše 2 body.



1. Určete velikosti vnitřních úhlů všech trojúhelníků ABC s vlastností: Uvnitř stran
AB, AC existují po řadě body K, M , které s průsečíkem L přímek MB a KC
tvoří tětivové čtyřúhelníky AKLM a KBCM se shodnými opsanými kružnicemi.

(Jaroslav Švrček)

Řešení. Čtyřúhelník KBCM je tětivový, právě když |!CMB| = |!CKB| neboli
|!AKL| = |!AML| (obr. 1). Přitom čtyřúhelník AKLM je tětivový, právě když
|!AKL| + |!AML| = 180◦. Ve zkoumaném případě proto musí být všechny čtyři
zmíněné úhly pravé, K a M jsou tak paty výšek v trojúhelníku ABC, který je tudíž
ostroúhlý, a bod L je průsečíkem jeho výšek. Kružnice opsaná čtyřúhelníku KBCM
je Thaletovou kružnicí nad průměrem BC a kružnice opsaná čtyřúhelníku AKLM je
Thaletovou kružnicí nad průměrem AL.

A B

C

K

L

M

Obr. 1

Kružnice opsané uvedeným čtyřúhelníkům jsou shodné, právě když jsou shodné
jejich průměry BC a AL. Označme velikosti vnitřních úhlů v trojúhelníku ABC ob-
vyklým způsobem α, β, γ. Pravoúhlé trojúhelníky CKB a AKL jsou podobné, protože
pro jejich úhly při odpovídajících vrcholech C a A platí |!BAL| = |!BCK| = 90◦ −β.
Zřejmě proto platí |BC| = |AL|, právě když |AK| = |CK|, tedy AKC je pravoúhlý
rovnoramenný trojúhelník.
Vidíme, že trojúhelník ABC vyhovuje podmínkám úlohy, právě když je ostroúhlý

s úhlem α = 45◦. Pro ostré úhly β a γ pak platí β + γ = 135◦.
Závěr. Řešením jsou právě všechny trojice úhlů (α, β, γ) = (45◦, 45◦ + ϕ, 90◦ − ϕ),

kde ϕ ∈ (0◦, 45◦).

2. Určete všechny trojice (p, q, r) prvočísel, pro něž platí

(p+ 1)(q + 2)(r + 3) = 4pqr.

(Jaromír Šimša)

Řešení. Ukážeme, že dané rovnici vyhovují právě tři trojice prvočísel (p, q, r), a to
(2, 3, 5), (5, 3, 3) a (7, 5, 2).

Danou rovnici nejprve upravíme do tvaru

(

1 +
1
p

)(

1 +
2
q

)(

1 +
3
r

)

= 4.

Protože 33 < 4 · 23, musí být aspoň jeden ze tří činitelů na levé straně upravené rovnice
větší než 3

2
. Pro prvočísla p, q, r tak nutně platí p < 2 nebo q < 4 nebo r < 6. Vzhledem

3



musí Boris, aby neprohrál, nahradit koeficient u lineárního členu, a zanechá tak Adamovi
trojčlen 2x2 + 4x+ 2.
Z odstavců a) a b) plyne: Pokud Adam nemůže zvítězit prvním tahem, může svým

tahem zvítězit Boris, právě když a ̸= 2. V případě a = 2 svým prvním tahem Boris
neprohraje, jen když zanechá soupeři trojčlen 2x2 + 4x+ 2.
Zatím tedy neznáme vítěznou strategii některého z hráčů, pokud po prvním Bori-

sově tahu zůstane trojčlen 2x2 + 4x + 2. Z úvah v prvním odstavci vyplývá, že Adam
neprohraje, pokud nahradí koeficient u lineárního členu, takže zanechá soupeři stejný
trojčlen. Na tento trojčlen musí Boris, aby neprohrál, reagovat náhradou koeficientu
u lineárního členu, tudíž i on zanechá stejný trojčlen a hra v tomto případě nemá při
správné hře obou hráčů vítěze.
Závěr. Pro trojčlen ax2 + bx+ c platí:

◃ Pokud a ̸= c nebo b > 2(
√
2 + 1)a, má vítěznou strategii Adam a může prvním

tahem vyhrát.
◃ Pokud a = c > 2 a b ! 2(

√
2 + 1)a, má vítěznou strategii Boris a může prvním

tahem vyhrát.
◃ Pokud a = c = 2 a b ! 2(

√
2+1)a, musejí oba hráči, aby neprohráli, v každém tahu

zanechávat trojčlen 2x2 + 4x + 2. V tomto případě žádný z hráčů nemá vítěznou
strategii.

5. V ostroúhlém trojúhelníku ABC, který není rovnostranný, označme P patu výšky
z vrcholu C na stranu AB, V průsečík výšek, O střed kružnice opsané, D průsečík
polopřímky CO se stranou AB a E střed úsečky CD. Dokažte, že přímka EP pro-
chází středem úsečky OV . (Karel Horák)

Řešení. Je-li trojúhelník ABC rovnoramenný se základnou AB, leží celá úsečka OV
na přímce EP a tvrzení platí triviálně. Můžeme tedy předpokládat, že |AC| ≠ |BC|,
takže přímky CV , CO jsou různé.
Jak známo, bod V ′ souměrně sdružený s průsečíkem výšek V podle strany AB

uvažovaného trojúhelníku ABC leží na kružnici tomuto trojúhelníku opsané, proto je
bod P středem úsečky V V ′ (obr. 4). Trojúhelník CV ′O je rovnoramenný s hlavním

A B

C

P D

E

O
V

V ′

Obr. 4

vrcholem O, a protože střed E úsečky CD je současně středem kružnice opsané pravo-
úhlému trojúhelníku CPD s přeponou CD, je i trojúhelník CPE rovnoramenný. Oba
rovnoramenné trojúhelníky CV ′O a CPE jsou přitom stejnolehlé (se středem stejno-
lehlosti v bodě C) — shodují se totiž ve společném úhlu při základně a body C, P , V ′

leží v přímce stejně jako body C, E, O. Je tudíž PE ∥ V ′O.
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Protože P je středem strany V V ′ trojúhelníku V ′OV , leží na přímce PE střední
příčka tohoto trojúhelníku, která je rovnoběžná s jeho stranou V ′O. Přímka PE tedy
protíná úsečku OV v jejím středu, což jsme chtěli dokázat.

6. Označme R+ množinu všech kladných reálných čísel. Určete všechny funkce f :
R+ → R+ takové, že pro libovolná x, y ∈ R+ platí

f(x) f(y) = f(y) f
(

x f(y)
)

+
1
xy

.

(Pavel Calábek)

Řešení. Ukážeme, že jediná funkce f , která splňuje podmínky úlohy, je

f(x) = 1 +
1
x

.

Ze zadání plyne, že f(y) ̸= 0 pro libovolné y > 0, tudíž

f
(

x f(y)
)

= f(x)−
1

xy f(y)
. (1)

Označme f(1) = a > 0. Volbou x = 1, resp. y = 1 v rovnici (1) postupně dostaneme

f
(

f(y)
)

= f(1)−
1

y f(y)
= a −

1
y f(y)

(y ∈ R
+) (2)

f(ax) = f(x)−
1
ax

(x ∈ R
+). (3)

Volbou x = 1 v rovnici (3) obdržíme

f(a) = f(1)−
1
a
= a −

1
a
. (4)

Volbou x = a v rovnici (1) a užitím (4) dostaneme

f
(

a f(y)
)

= f(a)−
1

ay f(y)
= a −

1
a
−

1
ay f(y)

(y ∈ R
+),

zatímco pomocí vztahů (3) a (2) můžeme levou stranu předchozí rovnice upravit na tvar

f
(

a f(y)
)

= f
(

f(y)
)

−
1

a f(y)
= a −

1
y f(y)

−
1

a f(y)
.

Porovnáním pravých stran předchozích dvou rovnic vypočítáme

f(y) = 1 +
a − 1

y
(y ∈ R

+). (4)

Pokud tedy existuje řešení dané rovnice, musí mít tvar (4). Dosazením do rovnice
v zadání a následnou úpravou zjistíme, že pro všechna kladná reálná x a y má platit
(a − 1)2 = 1. Vzhledem k předpokladu a > 0 je tato rovnice splněna, právě když a = 2.
Tímto krokem jsme zároveň provedli zkoušku správnosti nalezeného řešení.
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60. ročník matematické olympiády

Úlohy klauzurní části školního kola kategorie A

1. Určete všechna reálná čísla c, pro která má rovnice

x2 +
5
2

x+ c = 0

dva reálné kořeny, jež lze s číslem c uspořádat do trojčlenné aritmetické posloupnosti.

2. Nechť P , Q, R jsou body přepony AB pravoúhlého trojúhelníku ABC, pro něž platí
|AP | = |PQ| = |QR| = |RB| = 1

4
|AB|. Dokažte, že průsečíkM kružnic opsaných troj-

úhelníkům APC a BRC, který je různý od bodu C, splývá se středem S úsečky CQ.

3. Dokažte, že pro libovolná dvě různá prvočísla p, q větší než 2 platí nerovnost
∣

∣

∣

∣

p

q
−

q

p

∣

∣

∣

∣

>
4

√
pq

.

Klauzurní část školního kola kategorie A se koná

v úterý 7. prosince 2010

tak, aby začala dopoledne a aby soutěžící měli na řešení úloh
4 hodiny čistého času. Za každou úlohu může soutěžící získat
6 bodů, úspěšným řešitelem je ten žák, který získá 10 bodů
nebo více. Povolené pomůcky jsou psací a rýsovací potřeby,
školní MF tabulky a kalkulátory bez grafického displeje. Tyto
údaje se žákům sdělí před zahájením soutěže.



60. ročník matematické olympiády

Řešení úloh klauzurní části školního kola kategorie A

1. Předpokládejme, že číslo c má požadovanou vlastnost. Diferenci příslušné arit-
metické posloupnosti označme d. Rozlišíme dva případy podle toho, zda číslo c leží mezi
kořeny x1 a x2 dané kvadratické rovnice, nebo ne:
a) Je-li c prostředním členem předpokládané aritmetické posloupnosti, platí x1 = c−d

a x2 = c+ d. Pro součet kořenů tak podle Viètova vztahu dostáváme −5
2
= x1 + x2 = 2c,

odkud c = −5
4
. Navíc pro záporné c je diskriminant dané rovnice kladný, takže má dva

reálné kořeny. (Pro c = −5
4
má daná rovnice kořeny x1,2 = −5

4
± 3

4

√
5.)

b) Je-li koeficient c krajním členem předpokládané aritmetické posloupnosti, označme
kořeny dané rovnice tak, aby platilo x1 = c + d, x2 = c + 2d. Pro jejich součet tentokrát
vychází −5

2
= x1 + x2 = 2c+ 3d. Vyjádříme-li odtud d = −5

6
− 2

3
c a dosadíme do vztahů

x1 = c+d a x2 = c+2d, dostaneme x1 = 1

6
(2c−5), x2 = −1

3
(c+5). Dosadíme-li oba výrazy

do Viètova vztahu x1x2 = c pro součin kořenů, obdržíme po úpravě kvadratickou rovnici
2c2+23c−25 = 0, která má kořeny 1 a −25

2
. (Podmínku na diskriminant tentokrát ověřovat

nemusíme, neboť uvedeným postupem máme zaručeno, že reálná čísla x1,2 odpovídající
oběma nalezeným hodnotám c splňují oba Viètovy vztahy, takže jsou skutečně kořeny
příslušné rovnice. Pro c = 1 má daná kvadratická rovnice kořeny x1 = −1

2
, x2 = −2; pro

c = −25
2
má rovnice kořeny x1 = −5, x2 = 5

2
.)

Závěr. Úloze vyhovují reálná čísla c z množiny {−25
2
;−5
4
; 1}.

Za úplné vyřešení úlohy udělte 6 bodů. Za nalezení každého ze tří řešení úlohy udělte po 2 bodech. Body
přitom nestrhávejte, pokud soutěžící neurčí pro nalezené hodnoty koeficientu c kořeny příslušné kvadratické
rovnice, neboť to úloha nepožaduje. Naopak strhněte jeden bod, pokud žák v případě a) nezmíní existenci
reálných kořenů.

2. Označme M ′ střed úsečky CQ (obr. 1). Protože PM ′ a RM ′ jsou střední příčky
trojúhelníků AQC a BQC, které jsou podle Thaletovy věty rovnoramenné se základnami
AC a BC, jsou čtyřúhelníky CAPM ′ a CBRM ′ rovnoramenné lichoběžníky a jim opsané
kružnice, jež se protínají v bodech C aM ′, jsou zároveň i opsanými kružnicemi uvažovaných
trojúhelníků APC a BRC. Je tedy M =M ′ a tvrzení úlohy je tím dokázáno.

A B

C

P Q R

M ′

Obr. 1

Jiné řešení. Označme c délku přepony AB daného pravoúhlého trojúhelníku ABC.



Kružnice opsané trojúhelníkům APC a BRC označme po řadě k, l (obr. 2). Vzhledem
k tomu, že |QP | · |QA| = |QR| · |QB| = 1

4
c · 1
2
c, má střed Q přepony AB stejnou mocnost

m = 1

4
c · 1
2
c k oběma kružnicím k i l, a leží proto na jejich chordále CM . Navíc podle

Thaletovy věty platí |QC| = |QA| = 1

2
c. Z rovnosti |QM | · |QC| = m tak plyne |QM | =

= 1

4
c = 1

2
|QC|, takže M je středem úsečky CQ.

A B

C

P Q R

M

k l

Obr. 2

Za úplné vyřešení úlohy udělte 6 bodů. Za částečná pozorování, která vedou k řešení úlohy, udělte nejvýše
3 body.

3. Protože p, q jsou různá lichá prvočísla, je |p − q| ! 2. Pro levou stranu dané
nerovnosti tudíž platí

L =
∣

∣

∣

∣

p

q
−

q

p

∣

∣

∣

∣

=
∣

∣

∣

∣

p2 − q2

pq

∣

∣

∣

∣

=
|p − q| · (p+ q)

pq
!
2 (p+ q)

pq
.

Abychom dokázali požadovanou nerovnost

L >
4

√
pq

,

stačí dokázat nerovnost p+ q > 2
√

pq. To je ovšem nerovnost, jež je triviálním důsledkem
nerovnosti (

√
p − √

q)2 > 0, která platí pro libovolná dvě různá kladná čísla p, q. Tím je
daná nerovnost dokázána.

Za úplné vyřešení úlohy udělte 6 bodů, z toho 1 bod za provedení správné úpravy výrazu na levé straně
nerovnosti, dále 2 body za využití podmínky |p − q| 2 a další 3 body za dokončení důkazu využitím
uvedené „ostré) nerovnosti či případně nerovnosti mezi aritmetickým a geometrickým průměrem dvojice
různých kladných čísel p, q.



Jiné ¯eπení. Nechª MA, MB jsou tytéæ mnoæiny jako v prvním ¯eπení. Budeme
pouæívat pojmy z teorie graf˘. Nechª MA obsahuje m vrchol˘ a MB obsahuje n vrchol˘.
Protoæe kaæd˝ vrchol z MA má s B spoleËného známého A a zároveÚ není znám˝m
vrcholu B, musí mít s B právÏ jednoho známého v MB (aby byla splnÏna podmínka ze
zadání, æe mají právÏ dva spoleËné známé). Proto z kaædého vrcholu v MA vychází právÏ
jedna hrana do MB . Dohromady tudíæ vychází z MA do MB právÏ m hran. Analogicky
z MB vychází do MA právÏ n hran. Jsou to vπak tytéæ hrany, takæe nutnÏ m = n.

Návodné a doplÚující úlohy:

N1. Na setkání bylo nÏkolik lidí. Kaædí dva, kte¯í se neznali, mÏli mezi ostatními p¯ítomn˝mi
právÏ jednoho spoleËného známého. Nikdo se neznal se vπemi. ÚËastníci A a B se znali,
ale nemÏli ani jednoho spoleËného známého. Dokaæte, æe na setkání byla osoba, která
neznala A ani B. [Kdyby A nemÏl kromÏ B æádného známého, musel by kaæd˝ znát B,
coæ nevyhovuje zadání. Proto A má kromÏ B aspoÚ jednoho známého X. PodobnÏ B

má kromÏ A známého Y . P¯itom X a Y se nemohou znát, proto musejí mít spoleËného
známého Z, kterého nezná A ani B.]

D1. Dokaæte, æe rozloæení na obr. 3a je jediné vyhovující rozloæení se πesti osobami.
D2. Na setkání bylo nÏkolik lidí. Kaædí dva, kte¯í se neznali, mÏli mezi ostatními p¯ítomn˝mi

právÏ t¯i spoleËné známé. ÚËastníci A a B se znali, ale nemÏli ani jednoho spoleËného
známého. Dokaæte, æe A i B mÏli mezi p¯ítomn˝mi stejn˝ poËet znám˝ch. [OznaËme
MA mnoæinu znám˝ch úËastníka A r˘zn˝ch od B a MB mnoæinu znám˝ch úËastníka B

r˘zn˝ch od A, m = |MA|, n = |MB |. Z¯ejmÏ z kaædého vrcholu MA vycházejí právÏ
dvÏ hrany do MB a obrácenÏ, z kaædého vrcholu MB vycházejí právÏ dvÏ hrany do MA,
takæe 2m = 2n neboli m = n.]

D3. Ve skupinÏ n æák˘ se nÏkte¯í kamarádí. Víme, æe kaæd˝ má mezi ostatními aspoÚ Ëty¯i
kamarády. UËitelka chce æáky rozdÏlit na dvÏ nejv˝πe Ëty¯Ëlenné skupiny tak, aby kaæd˝
mÏl ve své skupinÏ aspoÚ jednoho kamaráda. a) Ukaæte, æe v p¯ípadÏ n = 7 lze æáky
poæadovan˝m zp˘sobem vædy rozdÏlit. b) ZjistÏte, zda lze æáky vædy takto rozdÏlit
i v p¯ípadÏ n = 8. [60–C–I–4]

3. OznaËme S st¯ed kruænice vepsané, T tÏæiπtÏ a V pr˘seËík v˝πek daného rovnora-
menného trojúhelníku, kter˝ není rovnostrann˝.
a) Dokaæte, æe bod S je vnit¯ním bodem úseËky TV .
b) UrËete pomÏr délek stran daného trojúhelníku, je-li bod S st¯edem úseËky TV .

ÿeπení. OznaËme vrcholy daného trojúhelníku písmeny A, B, C tak, aby BC byla
jeho základna. Velikosti stran a úhl˘ trojúhelníku budeme oznaËovat standardním zp˘-
sobem, tj. |BC| = a, |AC| = |AB| = b, � = � = 90�� 12↵. NechªH je st¯ed základny BC.

B C

A

P

M

D

Ha

b

�

T

S

V

Obr. 4a

a) VeÔme vrcholem B v˝πku, osu úhlu a tÏænici troj-
úhelníku ABC a jejich pr˘seËíky s p¯ímkou CA oznaËme
postupnÏ P , D a M . Vπechny t¯i leæí na polop¯ímce CA
(body D, M dokonce na úseËce CA). Z¯ejmÏ staËí dokázat,
æe bod D je vnit¯ním bodem úseËky MP . Rozebereme dva
p¯ípady.

Jestliæe b > a (obr. 4a), je z¯ejmÏ � > 60�. Odtud máme

|�CBP | = 90� � � < 90� � 60� = 30� < 1
2� = |�CBD|,

takæe |CP | < |CD|. Osa úhlu dÏlí stranu trojúhelníku v po-
mÏru p¯ilehl˝ch stran, proto |CD|/|AD| = a/b < 1, odkud
|CD| < 1

2 |CA| = |CM |. Dohromady tedy |CP | < |CD| <
< |CM |, tedy bod D leæí uvnit¯ úseËky MP .
Jestliæe a > b (obr. 4b), je � < 60� a analogicky dostá-

váme |�CBP | = 90� � � > 90� � 60� = 30� > 1
2� = |�CBD|, |CD|/|AD| = a/b > 1,
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takæe |CP | > |CD| > 1
2 |CA| = |CM |, tedy i v tomto p¯ípadÏ leæí bod D uvnit¯

úseËky MP .
b) Nejd¯íve vyjád¯íme délky úseËek TH, SH, V H pomocí délek stran trojúhelníku

a pomocí délky v v˝πky AH (obr. 5), kterou ovπem dokáæeme rovnÏæ vyjád¯it pomocí
délek a, b, neboª z Pythagorovy vÏty v trojúhelníku ABH máme v2 = b2 � 1

4a
2.

TÏæiπtÏ T dÏlí tÏænici AH v pomÏru 2 : 1, takæe |TH| = 1
3v.

ÚseËka SH je polomÏrem % vepsané kruænice a její délku vypoËítáme ze známého
vzorce SABC = % ·s pro obsah trojúhelníku ABC, kde s oznaËuje polovinu jeho obvodu:

|SH| = % =
SABC

s
=

1
2av

1
2 (a+ 2b)

=
av

a+ 2b
.

Trojúhelníky BV H a ABH jsou podobné, protoæe jsou oba pravoúhlé a |�V BH| =
= 90� � � = 1

2↵ = |�BAH|. Pro p¯ísluπné délky stran proto máme |V H| : |BH| =
= |BH| : |AH|, odkud

|V H| = |BH|2

|AH| =
a2

4v
.

Protoæe body S, T , V leæí na polop¯ímce HA, je rovnost |TS| = |SV | ekvivalentní
rovnosti

|TH|+ |V H| = 2|SH|,
takæe dosazením za jednotlivé délky a vyuæitím vztahu pro v˝πku v postupnÏ (ekviva-
lentními úpravami) dostáváme

1
3
v +

a2

4v
=
2av

a+ 2b
,

4v2(a+ 2b) + 3a2(a+ 2b) = 24av2,

3a2(a+ 2b) = 4v2(5a� 2b),
3a2(a+ 2b) = 4(b2 � 1

4a
2)(5a� 2b),

3a2(a+ 2b) = (2b+ a)(2b� a)(5a� 2b),
3a2 = 12ab� 5a2 � 4b2,

2a2 � 3ab+ b2 = 0,

(2a� b)(a� b) = 0.
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Protoæe podle zadání je a 6= b, je bod S st¯edem úseËky TV , právÏ kdyæ 2a = b, tedy
právÏ kdyæ je pomÏr délek stran vyπet¯ovaného trojúhelníku roven 1 : 2 : 2.

Jiné ¯eπení. a) Protoæe S, T , V jsou vnit¯ní body polop¯ímky HA (body S, T jsou
dokonce vnit¯ní body úseËky HA), staËí ukázat, æe rozdíly |HS|� |HT | a |HV |� |HS|
jsou nenulové a mají oba stejné znaménko.
Bez újmy na obecnosti nechª a = 2, tj. |BH| = |HC| = 1. Z pravoúhl˝ch trojúhel-

ník˘ BSH, BAH a BV H dostáváme

|HS| = tg �

2
, |HT | = |HA|

3
=
tg �

3
a |HV | = tg(90� � �) =

1
tg �

.

Díky vztahu tg 2x =
2 tg x

1� tg2 x
p¯i oznaËení t = tg 12� máme

|HS|� |HT | = t� 2t
3(1� t2)

=
t(1� 3t2)
3(1� t2)

,

|HV |� |HS| = 1� t2

2t
� t =

1� 3t2

2t
.

Protoæe � je ostr˝ úhel r˘zn˝ od 60�, platí 12� 2 (0�, 45�) a 12� 6= 30�, odkud pro
hodnotu t = tg 12� vypl˝vají vztahy 0 < t < 1 a 3t2 6= 1, takæe oba zkoumané rozdíly
jsou buÔ kladné (jestliæe � < 60�), anebo záporné (jestliæe � > 60�).

b) Podíl rozdíl˘ z Ëásti a) má vyjád¯ení

|HS|� |HT |
|HV |� |HS| =

t(1� 3t2)
3(1� t2)

· 2t
1� 3t2 =

2t2

3(1� t2)
.

Bod S je st¯edem úseËky TV , právÏ kdyæ je uveden˝ podíl roven 1. Proto v oboru (0, 1)
¯eπíme rovnici

2t2

3(1� t2)
= 1,

která tam z¯ejmÏ má jedin˝ ko¯en

t =

r
3
5
, odkud tg � =

2t
1� t2

=
p
15.

V trojúhelníku BHA tedy kromÏ |BH| = 1 platí |HA| = tg � =
p
15, takæe podle

Pythagorovy vÏty máme |BA| =
p
1 + 15 = 4. Strany trojúhelníku ABC jsou proto

v pomÏru 2 : 4 : 4 neboli 1 : 2 : 2.

Jiné ¯eπení. a) OznaËme vrcholy daného trojúhelníku stejnÏ jako v prvním ¯eπení,
dále O st¯ed opsané kruænice, B0 patu v˝πky z vrcholu B a B1 st¯ed strany AC. Protoæe
osa úhlu p¯i vrcholu B protíná oblouk CA opsané kruænice v jeho st¯edu M (obr. 6),
je z¯ejmé, æe díky podmínce O 6= V (jeæ je ekvivalentní s tím, æe dan˝ trojúhelník není
rovnostrann˝) protne tato osa stranu AC uvnit¯ úseËky B0B1, a tudíæ bod S leæí uvnit¯
úseËky TV .

b) Vyuæijeme známou vlastnost t¯í základních bod˘ trojúhelníku, tÏæiπtÏ T , st¯e-
du O opsané kruænice a pr˘seËíku V v˝πek. Uvedené t¯i body leæí totiæ v p¯ímce v libo-
volném trojúhelníku, p¯iËemæ tÏæiπtÏ T vædy dÏlí úseËku OV v pomÏru 1 : 2. Uvedená

6
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vlastnost jednoduπe plyne z toho, æe trojúhelník A1B1C1 tvo¯en˝ st¯edními p¯íËkami da-
ného trojúhelníku ABC je jeho obrazem ve stejnolehlosti se st¯edem v tÏæiπti a koeficien-
tem 1

2 . A protoæe osa kaædé ze stran trojúhelníku ABC je zároveÚ v˝πkou trojúhelníku
A1B1C1, je st¯ed O kruænice opsané danému trojúhelníku ABC zároveÚ pr˘seËíkem
v˝πek trojúhelníku A1B1C1, takæe bod O je v uvedené stejnolehlosti obrazem bodu V
a |TO| = 1

2 |TV |. Pokud tedy st¯ed S kruænice vepsané trojúhelníku ABC p˘lí úseËku
TV , dÏlí body T a S (v tomto po¯adí) orientovanou úseËku OV na t¯i shodné Ëásti.
Pro kolmé pr˘mÏty B1, S0 a B0 bod˘ O, S a V na stranu AC (obr. 7) proto platí

CB1 = CB0 + 3(CS0 � CB0) = 3CS0 � 2CB0.

Budeme-li uvedenou rovnost chápat jako rovnost orientovan˝ch úseËek (nebo vektor˘)
na p¯ímce CA, vyhneme se nutnosti rozliπovat, zda je úhel p¯i vrcholu A vÏtπí Ëi menπí
neæ 60�, protoæe jak uæ víme, na po¯adí zmínÏn˝ch bod˘ to nemá vliv.

B C

A

�

T

O

S

V B0

B1

S0

A1

Obr. 7

Do nalezené rovnosti teÔ m˘æeme dosadit 12b za CB1, 12a za CS0 (|CS0| = |CA1| je
délka úsek˘ obou teËen z vrcholu C ke kruænicí vepsané trojúhelníku ABC) a koneËnÏ
ze dvou podobn˝ch pravoúhl˝ch trojúhelník˘ BCB0 a ACA1 (shodují se ve spoleËném
úhlu BCA) vychází CB0 = 1

2a
2/b. Dostáváme tak

b

2
=
3a
2
� a2

b
neboli b2 � 3ab+ 2a2 = 0.
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Poslední rovnost lze p¯epsat jako (b� a)(b� 2a) = 0, a protoæe a 6= b, musí b˝t b = 2a.

Jiné ¯eπení. »ást a) uæ nebudeme znovu dokazovat, pouæijeme stejn˝ postup
i oznaËení jako v p¯edchozím ¯eπení.

b) Nejprve ukáæeme, æe v trojúhelníku, v nÏmæ je p¯i vrcholu A úhel vÏtπí neæ 60�,
nem˘æe osa úhlu st¯edem úseËky V T v˘bec procházet. K tomu vyuæijeme známou
vlastnost pr˘seËíku v˝πek: jeho obraz V 0 v osové soumÏrnosti podle strany AC leæí
na kruænici k trojúhelníku ABC opsané (obr. 8). Protoæe za uvedeného p¯edpokladu
leæí body T a O (v tomto po¯adí) na polop¯ímce AO aæ za bodem V , leæí z¯ejmÏ obrazy
T 0, O0 bod˘ T , O v uvedené osové soumÏrnosti ve vnÏjπí oblasti kruænice k. V její
vnÏjπí oblasti leæí ovπem i obraz B00 vrcholu B ve st¯edové soumÏrnosti podle st¯edu
úseËky V T : bod B00 je totiæ pr˘seËíkem polop¯ímek TT 0 a CO0, protoæe CO0 je zároveÚ
kolmá na BC (AOCO0 je kosoËtverec) a je tak obrazem p¯ímky AO ve stejnolehlosti se
st¯edem B a koeficientem 2. Úhlop¯íËka BB00 rovnobÏæníku BTB00V (na níæ leæí tÏænice
trojúhelníku BTV ) proto urËitÏ protne kruænici k uvnit¯ pásu rovnobÏæek BV a TT 0.
Osa úhlu p¯i vrcholu B vπak protíná kruænici k ve st¯edu M p¯ísluπného oblouku AC
a p¯ímka OM leæí vnÏ zmínÏného pásu.

B C

A

M

T

O

V

V 0
T 0

O0
B00

k

Obr. 8

P¯edpokládejme tedy, æe v daném trojúhelníku je p¯i vrcholu A úhel menπí neæ 60�

a æe st¯ed S vepsané kruænice p˘lí úseËku V T . OznaËme Q st¯ed úseËky BT , S0 bod do-
tyku vepsané kruænice se stranou AC a U patu kolmice z bodu T na v˝πku BV (obr. 9).
ÚseËky TU a QS0 jsou z¯ejmÏ p¯íËky trojúhelníku BB0B1 rovnobÏæné s odpovídají-
cími stranami B1B0 a BB0 ve dvout¯etinové vzdálenosti od protÏjπích vrchol˘. Je tedy

B C

T

Q

O

U

S
S0

V
B0

B1

A1

Obr. 9
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také US0 k QT (body U, S0 totiæ dÏlí orientované úseËky BB0, resp. B1B0 ve stejném
pomÏru 2 : 1), a protoæe bod S0 leæí z¯ejmÏ na ThaletovÏ kruænici s pr˘mÏrem QB1
a zároveÚ bod U leæí na ThaletovÏ kruænici s pr˘mÏrem BT , je QUS0T kosoËtverec.
Trojúhelník A1S0S je rovnoramenn˝ a z rovnosti obvodov˝ch úhl˘ p¯ísluπn˝ch tÏtivÏ TU
kruænice s pr˘mÏrem BT plyne |�TA1U | = |�TBU | = |�QS0U |. Kdyby body A1, U
a S0 neleæely v p¯ímce, pr˘seËík U ramen A1U , S0U shodn˝ch úhl˘ SA1U , SS0U by
leæel na ose soumÏrnosti úseËky A1S0, takæe trojúhelník A1US0 by byl rovnoramenn .̋
Protoæe vπak tÏtivÏ A1U p¯ísluπí obvodov˝ úhel A1BU , pro jehoæ velikost dle p¯edpo-
kladu platí 90� � � < 30�, je délka této tÏtivy menπí neæ polomÏr p¯ísluπné kruænice
neboli |A1U | < |QT | = |US0|. Vzhledem k uvedenému rozporu musí body A1, U a S0
leæet v p¯ímce, takæe A1S0 je st¯ední p¯íËkou trojúhelníku BCB1. Trojúhelník A1S0C
je rovnoramenn ,̋ proto je rovnoramenn˝ i trojúhelník BB1C. Odtud okamæitÏ plyne,
æe b = 2a.

Návodné a doplÚující úlohy:

N1. Dokaæte, æe v kaædém trojúhelníku dÏlí osa úhlu protilehlou stranu v pomÏru stran
p¯ilehl˝ch. [Jestliæe D je pr˘seËík strany CA a osy úhlu CBA, lze pomÏr q obsah˘ troj-
úhelník˘ BCD a BAD vyjád¯it dvÏma zp˘soby: q = |BC| : |BA| (v˝πky z vrcholu D

mají stejnou velikost) a zároveÚ q = |CD| : |AD| (v˝πky z vrcholu B spl˝vají).]
N2. V rovnoramenném trojúhelníku se základnou délky a a rameny délky b vyjád¯ete veli-

kost polomÏru % vepsané kruænice. [% = 1
2a

p
4b2 � a

2
/(a+2b) = 1

2a

p
(2b� a)/(2b+ a)]

N3. Dokaæte platnost souËtového vzorce tg(x+ y) = (tg x+ tg y)/(1� tg x · tg y).
D1. Na odvÏsnách délek a, b pravoúhlého trojúhelníku leæí postupnÏ st¯edy dvou kruænic ka,

kb. ObÏ kruænice se dot˝kají p¯epony a procházejí vrcholem proti p¯eponÏ. PolomÏry
uveden˝ch kruænic oznaËme %a, %b. UrËete nejvÏtπí kladné Ëíslo p takové, æe nerovnost

1

%a
+
1

%b
= p

⇣ 1
a

+
1

b

⌘

platí pro vπechny pravoúhlé trojúhelníky. [58–A–II–2]

4. Nechª p, q jsou dvÏ r˘zná prvoËísla, m, n p¯irozená Ëísla a souËet

mp� 1
q

+
nq � 1

p

je celé Ëíslo. Dokaæte, æe platí nerovnost

m

q
+

n

p
> 1.

ÿeπení. Aby se dala lépe vyuæít podmínka celoËíselnosti, upravíme souËet zlomk˘
na tvar

mp� 1
q

+
nq � 1

p
=

p(mp� 1) + q(nq � 1)
pq

.

»itatel posledního zlomku je násobkem jeho jmenovatele, takæe je dÏliteln˝ jak prvo-
Ëíslem p, tak prvoËíslem q. Protoæe první sËítanec Ëitatele je násobkem p, musí jím b˝t
i druh˝ sËítanec, tedy p | q(nq � 1). Z nesoudÏlnosti prvoËísel p, q odtud dostáváme
p | nq � 1. PodobnÏ máme q | p(mp� 1), tedy q | mp� 1.
P¯irozené Ëíslo mp + (nq � 1) (které m˘æeme zapsat i ve tvaru (mp � 1) + nq) je

proto dÏlitelné jak Ëíslem p, tak Ëíslem q, a tedy (díky nesoudÏlnosti p, q) i souËinem pq.
Pro jeho velikost tudíæ platí odhad

mp+ nq � 1 = pq, takæe mp+ nq > pq.

Po vydÏlení obou stran Ëíslem pq dostaneme nerovnost, jiæ jsme mÏli dokázat.
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Poznámka. KlíËové tvrzení pq | mp + nq � 1 m˘æeme dokázat i jinak. Protoæe
p | nq� 1 a q | mp� 1, nutnÏ pq | (nq� 1)(mp� 1) = mnpq� (mp+ nq� 1). Odtud jiæ
plyne pq | mp+ nq � 1.

Návodné a doplÚující úlohy:

N1. NajdÏte nÏkolik Ëtve¯ic m, n, p, q vyhovujících p¯edpoklad˘m zadání. [Vyhovuje libo-
volná Ëtve¯ice, pro niæ jsou oba zlomky (mp� 1)/q, (nq � 1)/p celá Ëísla.]

N2. Nechª a, b, c jsou p¯irozená Ëísla. Dokaæte, æe jestliæe jsou a, b nesoudÏlná a a | bc, je
a | c. [Protoæe (a, b) = 1, existují celá Ëísla x, y taková, æe ax+ by = 1. Protoæe a | bc,
existuje k takové, æe ak = bc. Odtud aky = bcy = c(1� ax), tedy c = a(ky+ cx) neboli
a | c.]

N3. Pro celá Ëísla a, b, c, d platí b | a + c, a | b + d. Dokaæte, æe ab | ad + bc + cd.
[ab | (a+ c)(b+ d) = ab+ (ad+ bc+ cd)]

D1. UrËete vπechna celá kladná Ëíslam, n taková, æe n dÏlí 2m�1 am dÏlí 2n�1. [59–A–II–3]
D2. UrËete vπechny dvojice (m, n) kladn˝ch cel˝ch Ëísel, pro které je Ëíslo 4(mn+1) dÏlitelné

Ëíslem (m+ n)2. [60–A–II–3]
D3. NajdÏte vπechny trojice navzájem r˘zn˝ch prvoËísel p, q, r splÚující následující pod-

mínky:
p | q + r, q | r + 2p, r | p+ 3q.

[55–A–III–5]

5. Jsou dány dvÏ shodné kruænice k1, k2 o polomÏru rovném vzdálenosti jejich st¯ed˘.
Jejich pr˘seËíky oznaËme A a B. Na kruænici k2 zvolme bod C tak, æe úseËka BC
protne kruænici k1 v bodÏ r˘zném od B, kter˝ oznaËíme L. P¯ímka AC protne
kruænici k1 v bodÏ r˘zném od A, kter˝ oznaËíme K. Dokaæte, æe p¯ímka, na níæ
leæí tÏænice z vrcholu C trojúhelníku KLC, prochází pevn˝m bodem nezávisl˝m na
poloze bodu C.

ÿeπení. OznaËme S1, S2 st¯edy kruænic k1, k2. Nechª P je takov˝ bod kruænice k1,
æe PS2 je jejím pr˘mÏrem. Ukáæeme, æe hledan˝m pevn˝m bodem je bod P , tj. doká-
æeme, æe st¯ed úseËky KL leæí s body P , C na jedné p¯ímce.
OznaËme Q bod soumÏrnÏ sdruæen˝ s bodem S1 podle st¯edu S2 kruænice k2. To

znamená, æe S1Q je pr˘mÏrem kruænice k2 a úhel S1BQ je prav ,̋ BQ je tudíæ teËnou
kruænice k1. Vzhledem k podmínkám úlohy musíme bod C volit uvnit¯ kratπího ob-
louku AQ kruænice k2. Z osové soumÏrnosti podle osy S1S2 je i PA teËnou kruænice k1,
proto je bod K vnit¯ním bodem kratπího oblouku PA kruænice k1 (obr. 10).

P

B

A

C

K

L

QS1 S2

k1 k2

Obr. 10

Protoæe kruænice mají stejné polomÏry, jsou trojúhelníky S1S2A, S1S2B rovno-
stranné a velikost st¯edového úhlu BS1A je 120�. P¯ísluπn˝ obvodov˝ úhel BPA má
proto velikost 60�. Navíc body A, B jsou soumÏrnÏ sdruæené podle p¯ímky PS2, takæe
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|PA| = |PB| a trojúhelníkABP je rovnostrann .̋3 Vπechny obvodové úhly nad shodn˝mi
tÏtivami PA, PB, AB mají tedy velikost 60� (jestliæe vrchol leæí na delπím oblouku),
resp. 120� (jestliæe vrchol leæí na kratπím oblouku). U tÏtivy AB to platí i pro obvodové
úhly na kruænici k2, protoæe obÏ kruænice jsou shodné.
Z uvedeného dostáváme

|�ACB| = 60�, |�PLB| = 60�, |�PKA| = 120�.

Z rovnosti prv˝ch dvou úhl˘ plyne rovnobÏænost p¯ímek PL a KC a z toho, æe souËet
prvního a t¯etího úhlu je 180�, plyne rovnobÏænost p¯ímek PK a LC. »ty¯úhelník
PLCK je tedy rovnobÏæník, odkud uæ p¯ímo plyne dokazované tvrzení (úhlop¯íËky
rovnobÏæníku se navzájem p˘lí, takæe p¯ímka PC prochází st¯edem úseËky KL).

Jiné ¯eπení. OznaËme body stejnÏ jako v prvním ¯eπení. Jediné, co pot¯ebujeme
dokázat, je, æe PLCK je rovnobÏæník.
Body A, B jsou soumÏrnÏ sdruæené podle p¯ímky PS2, proto vzhledem k vlastnos-

tem obvodov˝ch a st¯edov˝ch úhl˘ platí (obr. 11)

|�PLB| = |�PS2B| = 1
2

|�AS2B| = |�ACB|

a odtud uæ plyne PL k KC.
»ty¯úhelník PLAK je tedy lichobÏæník (po¯adí jeho vrchol˘ je dáno tím, æe bod K

je vnit¯ním bodem kratπího oblouku AP , jak víme z prvního ¯eπení), a protoæe je tÏtivov˝
(je vepsán kruænici k1), musí b˝t rovnoramenn .̋ Jeho úhlop¯íËky KL, PA jsou tedy
shodné, a protoæe z v˝πe zmínÏné soumÏrnosti máme |PA| = |PB|, platí téæ |KL| =
= |PB|. »ty¯úhelník KPBL je tÏtivov˝ a jeho protilehlé strany KL, PB jsou shodné,
takæe to rovnÏæ musí b˝t rovnoramenn˝ lichobÏæník4 (obr. 11). Odtud uæ dostáváme
PK k LC.

P

B

A

C

K

L

S2

k1 k2

Obr. 11

Poznámka. Dané tvrzení platí, i kdyæ p¯ipustíme, æe kruænice k1, k2 mají r˘zné
polomÏry, p¯iËemæ S2 leæí na k1; v druhém uvedeném ¯eπení jsme totiæ shodnost kruænic

3 To ostatnÏ plyne i z toho, æe P , B, S2, A jsou Ëty¯i ze πesti vrchol˘ pravidelného πestiúhelníku
vepsaného do k1.

4 Vypl˝vá to nap¯íklad z rovnosti obvodov˝ch úhl˘ PLB, KPL nad shodn˝mi tÏtivami PB, KL,
anebo jednoduπe ze soumÏrnosti podle osy úseËky BL.
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mlËky vyuæili jen ke zjiπtÏní, na kterém z oblouk˘ AP bod K bude leæet. Na dalπí úvahy
vπak poloha bodu K nemá podstatn˝ vliv. PodobnÏ lze rozborem nÏkolika p¯ípad˘
ukázat, æe tvrzení úlohy platí i v p¯ípadÏ, kdy bod L na kruænici k1 je urËen jako její
druh˝ pr˘seËík s p¯ímkou BC.

Návodné a doplÚující úlohy:

N1. Dokaæte, æe kaæd˝ tÏtivov˝ lichobÏæník je rovnoramenn .̋ [Jestliæe PQRS je tÏtivov˝
lichobÏæník se základnou PQ, ze st¯ídav˝ch úhl˘ plyne |�QPR| = |�SRP |. Obvodové
úhly nad tÏtivami QR, PS tedy mají stejnou velikost, a proto musejí b˝t tÏtivy QR,
PS shodné. Jin˝ zp˘sob: Osa kaædé tÏtivy prochází st¯edem kruænice, proto je osa
strany PQ totoæná s osou strany RS (jsou rovnobÏæné a procházejí spoleËn˝m bodem)
a podle této osy jsou úseËky PS, QR soumÏrnÏ sdruæené, tedy shodné.]

N2. Dokaæte, æe ve Ëty¯úhelníku se úhlop¯íËky navzájem p˘lí, právÏ kdyæ to je rovnobÏæník.
[Jestliæe se v Ëty¯úhelníku ABCD úhlop¯íËky p˘lí v bodÏ S, jsou trojúhelníky ABS,
CDS shodné a ze st¯ídav˝ch úhl˘ AB k CD, analogicky BC k AD. Jestliæe ABCD je
rovnobÏæník s pr˘seËíkem úhlop¯íËek S, plyne ze st¯ídav˝ch úhl˘ shodnost trojúhelník˘
ABS, CDS, tj. shodnost úseËek BS, SD, resp. AS, SC.]

D1. Je dán tÏtivov˝ Ëty¯úhelník ABCD. Dokaæte, æe spojnice pr˘seËíku v˝πek trojúhelníku
ABC s pr˘seËíkem v˝πek trojúhelníku ABD je rovnobÏæná s p¯ímkou CD. [58–A–I–2]

D2. Je dána kruænice k s tÏtivou AC, která není pr˘mÏrem. Na její teËnÏ vedené bodem A

zvolíme bod X 6= A a oznaËíme D pr˘seËík kruænice k s vnit¯kem úseËky XC (pokud
existuje). Trojúhelník ACD doplníme na lichobÏæník ABCD vepsan˝ do kruænice k.
UrËete mnoæinu pr˘seËník˘ p¯ímek BC a AD odpovídajících vπem takov˝m lichobÏæ-
ník˘m. [59–A–III–4]

6. NajdÏte nejvÏtπí reálné Ëíslo k takové, æe nerovnost

2(a2 + kab+ b2)
(k + 2)(a+ b)

=
p

ab

platí pro vπechny dvojice kladn˝ch reáln˝ch Ëísel a, b.

ÿeπení. Pro k = 2 se dá nerovnost po vykrácení upravit na tvar 12 (a+b) =
p

ab, coæ
je známá nerovnost mezi aritmetick˝m a geometrick˝m pr˘mÏrem platná pro libovolná
kladná Ëísla a, b. Hledané nejvÏtπí k je tedy urËitÏ aspoÚ 2. Zkoumejme dále danou
nerovnost jen za p¯edpokladu k = 2.
Ekvivalentní úpravou (protoæe k + 2 > 0) dostaneme

2(a2 + kab+ b2) = (k + 2)(a+ b)
p

ab

a po vydÏlení obou stran kladn˝m Ëíslem b2 máme

2
⇣a2

b2
+ k

a

b
+ 1

⌘
= (k + 2)

⇣a

b
+ 1

⌘ r
a

b
.

OznaËme
p

a/b = x. Vhodnou volbou kladn˝ch Ëísel a, b nabude x libovolné kladné
hodnoty. Dále proto staËí zab˝vat se nerovností

2(x4 + kx2 + 1) = (k + 2)(x2 + 1)x
a hledat nejvÏtπí k takové, æe uvedená nerovnost je splnÏna pro kaædé kladné x. Po
jednoduch˝ch ekvivalentních úpravách smÏ¯ujících k osamostatnÏní k dostáváme

k
�
(x2 + 1)x� 2x2

�
5 2

�
x4 + 1� (x2 + 1)x

�
,

k(x3 � 2x2 + x) 5 2(x4 � x3 � x+ 1),

kx(x2 � 2x+ 1) 5 2
�
x3(x� 1)� (x� 1)

�
,

kx(x� 1)2 5 2(x� 1)2(x2 + x+ 1).
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Dokázali jsme, æe hledaná aritmetická posloupnost A musí obsahovat Ëíslo a

3. Pro
její diferenci d pak platí odhad d 5 a

3 � a, p¯iËemæ rovnost nastane (tj. diference bude
nejvÏtπí) v p¯ípadÏ, æe a

3 je jejím druh˝m Ëlenem. Aritmetická posloupnost s prvním
Ëlenem a a diferencí d = a

3 � a urËitÏ neobsahuje Ëíslo a

2, obsahuje a

3 a obsahuje
i a + (a2 + 1)(a3 � a) = a

5. StaËí uæ jen ovÏ¯it, æe neobsahuje a

4. To plyne z toho3, æe
v˝raz

a

4 � a

d

=
a

4 � a

a

3 � a

=
a

2 + a+ 1
a+ 1

= a+
1

a+ 1
není cel˝m Ëíslem pro æádné kladné celé Ëíslo a.

ZávÏr. Hledaná posloupnost je aritmetická posloupnost s prvním Ëlenem a a dife-
rencí d = a

3 � a.
Poznámka. Jestliæe uhodneme v˝sledek a ukáæeme, æe posloupnost s diferencí d =

= a

3 � a obsahuje a

3, a5 a neobsahuje a

2, a4, staËí uæ na dokonËení ¯eπení ukázat jen
to, æe diference æádné vyhovující posloupnosti A nem˘æe b˝t vÏtπí neæ a

3 � a. Kdyby
vÏtπí byla, nemohla by posloupnost A obsahovat a

2 ani a3, a musela by tedy obsahovat
a

4 i a5. Odtud stejnÏ jako v uvedeném ¯eπení m˘æeme odvodit a

2 2 A, Ëímæ dojdeme
ke sporu.
Za úplné ¯eπení udÏlte 6 bod˘. Jestliæe æák správnÏ odvodí odhad d 5 a3�a a uvede, æe nejvÏtπí moæná
diference je a3�a, ale neukáæe, æe posloupnost s touto diferencí vyhovuje, dejte jen 4 body. Dalπí 1 bod
dejte aæ za ovÏ¯ení, æe v tomto p¯ípadÏ a5 2 A, resp. 1 bod za d˘kaz, æe a4 /2 A.

Jestliæe naopak æák ukáæe, æe posloupnost s diferencí a3 � a obsahuje a3, a5 a neobsahuje a2, a4,
ale nevysvÏtlí, proË diference nem˘æe b˝t vÏtπí, dejte jen 3 body.

V p¯ípadÏ, æe se ¯eπitel nedostane k úvahám o diferenci a3 � a, dejte 1 bod za d˘kaz, æe a2 /2 A
(tj. za d˘kaz implikace a2 2 A ) a3, a4, a5 2 A), 1 bod za d˘kaz implikace a3 2 A ) a5 2 A
a 3 body za d˘kaz implikace a4, a5 2 A ) a2 2 A; dohromady vπak v tomto sledu nejv˝πe 4 body.

3. OznaËme k kruænici opsanou danému πestiúhelníku. Protoæe AB ? BD, je k

Thaletovou kruænicí nad pr˘mÏrem AD a st¯ed S úhlop¯íËky AD je zároveÚ st¯edem
kruænice k.
Dokáæeme, æe trojúhelník KLD má prav˝ úhel p¯i vrcholu D. Velikost úhlu KDL

je souËtem velikostí úhl˘ KDS a LDS. Trojúhelníky KDS, KBS jsou shodné podle
vÏty sus: stranu SK mají spoleËnou, strany SD, SB jsou obÏ polomÏry kruænice k

a úhel p¯i vrcholu S mají trojúhelníky shodn ,̋ neboª SK je osou úhlu BSP (obr. 1).

A

B

C

D

E

F

S P

Q

K

L

k

Obr. 1

3
Argumentovat lze i takto: V p¯edchozím odstavci jsme obecnÏ dokázali, æe jestliæe a4, a5 2 A, tak
a2 2 A. My uæ o A víme, æe obsahuje a5 a neobsahuje a2. Proto nem˘æe obsahovat a4.



Proto |�KDS| = |�KBS|. Odtud vzhledem k tomu, æe BK je osou úhlu SBP , plyne
|�KDS| = 1

2 |�CBS|.
Vyuæijeme-li analogicky shodnost trojúhelník˘ LDS, LES, dostaneme |�LDS| =

= 1
2 |�QES|.
K dokonËení ¯eπení staËí vyuæít zb˝vající p¯edpoklad |BC| = |EF |. Díky nÏmu jsou

BCS, EFS shodné rovnoramenné trojúhelníky (délky jejich ramen jsou rovny polomÏru
kruænice k), je tedy |�CBS| = |�FES|. Spojením získan˝ch rovností máme

|�KDL| = |�KDS|+ |�LDS| = 1
2
|�CBS|+ 1

2
|�QES| =

=
1
2
|�FES|+ 1

2
|�QES| = 1

2
(|�FES|+ |�QES|) = 1

2
· 180� = 90�.

Za úplné ¯eπení udÏlte 6 bod˘. Z toho 1 bod za zjiπtÏní, æe AD je pr˘mÏrem k; 3 body za odvození
rovností |�KDS| = 1

2 |�CBS|, |�LDS| = 1
2 |�QES| (jestliæe má ¯eπitel jen jednu z nich, dejte 2 body;

jestliæe ukáæe jen |�KDS| = |�KBS| nebo |�LDS| = |�LES|, dejte 1 bod); 2 body za rovnost
|�CBS| = |�FES| a úspÏπné dokonËení ¯eπení.

4. Protoæe dané rovnosti obsahují smíπené souËiny promÏnn˝ch, bude v˝hodné
zkoumat druhou mocninu souËtu a + b + c + d. Úpravou s dosazením dan˝ch rovností
dostaneme

(a+ b+ c+ d)2 = a

2 + b

2 + c

2 + d

2 + 2(ab+ cd+ ac+ bd+ ad+ bc) =

= a

2 + b

2 + c

2 + d

2 + 2(4 + 4 + 5) = a

2 + d

2 + b

2 + c

2 + 26.
(1)

Nyní vyuæijeme známé nerovnosti a2+d

2 = 2ad, b2+c

2 = 2bc, v nichæ platí rovnost,
právÏ kdyæ a = d a b = c. Na základÏ toho z (1) plyne

(a+ b+ c+ d)2 = 2ad+ 2bc+ 26 = 2 · 5 + 26 = 36.

Proto pro taková kladná Ëísla a, b, c, d platí a + b + c + d =
p
36 = 6, p¯iËemæ rov-

nost nastane, právÏ kdyæ a = d a b = c. Dosazením do p˘vodních rovností dostaneme
soustavu

2ab = 4, a

2 + b

2 = 5.

Tu m˘æeme ¯eπit vícer˝mi postupy. Nap¯íklad m˘æeme vyjád¯it

(a+ b)2 = a

2 + b

2 + 2ab = 5 + 4 = 9,

tedy a+ b = 3 (protoæe a, b > 0). Podle Viètov˝ch vztah˘ jsou a, b ko¯eny kvadratické
rovnice x

2 � 3x + 2 = 0, tudíæ {a, b} = {1, 2}. Snadno ovÏ¯íme, æe Ëtve¯ice a = d = 1,
b = c = 2, resp. a = d = 2, b = c = 1 skuteËnÏ splÚují dané rovnosti a platí pro nÏ
a+ b+ c+ d = 6.

OdpovÏÔ. Nejmenπí moæná hodnota souËtu a+b+c+d je 6 a nab˝vají ji jen Ëtve¯ice
(1, 2, 2, 1) a (2, 1, 1, 2).

Jiné ¯eπení. Z rovnosti ab + cd = ac + bd plyne a(b � c) = d(b � c), takæe platí
a = d nebo b = c. S ohledem na symetrii m˘æeme pouze uvaæovat vyhovující Ëtve¯ice
(a, b, c, d), ve kter˝ch je d = a, a hledat tak nejmenπí hodnotu souËtu S = 2a+ b+ c za
p¯edpokladu, æe kladná Ëísla a, b, c splÚují rovnosti a(b+ c) = 4 a a

2 + bc = 5.



1. NajdÏte vπechna celá Ëísla n, pro nÏæ je n

4 � 3n2 + 9 prvoËíslo. (Aleπ Kobza)

ÿeπení. Zadan˝ v˝raz lze jednoduchou úpravou rozloæit na souËin:

n

4 � 3n2 + 9 = n

4 + 6n2 + 9� 9n2 = (n2 + 3)2 � (3n)2 = (n2 + 3n+ 3)(n2 � 3n+ 3).

Aby souËin dvou cel˝ch Ëísel byl prvoËíslem p, musí b˝t jeden z Ëinitel˘ roven 1 nebo �1
(a druh˝ p, resp. �p). Diskriminanty obou kvadratick˝ch trojËlen˘ jsou vπak (±3)2 �
� 4 · 4 = �3, tedy záporné, takæe oba trojËleny nab˝vají jen kladné hodnoty. Vzhledem
k tomu staËí uvaæovat jen kvadratické rovnice

n

2 + 3n+ 3 = 1 a n

2 � 3n+ 3 = 1.

ÿeπením první z nich jsou Ëísla n = �1 a n = �2, pro nÏæ druh˝ Ëinitel nab˝vá
hodnot 7 a 13, coæ jsou prvoËísla.

ÿeπením druhé rovnice jsou n = 1 a n = 2, pro nÏæ první Ëinitel opÏt nab˝vá
prvoËíseln˝ch hodnot 7 a 13.

OdpovÏÔ. Zadan˝ v˝raz je prvoËíslem, právÏ kdyæ n 2 {�2,�1, 1, 2}.

2. ZjistÏte, jak˝ je nejvÏtπí moæn˝ obsah trojúhelníku ABC, jehoæ tÏænice mají délky
vyhovující nerovnostem ta 5 2, tb 5 3, tc 5 4. (Pavel Novotn˝)

ÿeπení. OznaËme T tÏæiπtÏ trojúhelníku ABC a K, L, M st¯edy stran BC, CA, AB.
TÏænice rozdÏlují trojúhelník ABC na πest menπích trojúhelník˘ se stejn˝m obsahem:
Nap¯íklad trojúhelník AMT má stranu |AM | = 1

2c a jeho v˝πka na stranu AM má veli-
kost 13vc, takæe SAMT = 1

2 ·
1
2c ·

1
3vc = 1

6 ·
1
2c · vc = 1

6SABC , a stejn˝ v˝sledek analogicky
dostaneme i pro zbyl˝ch pÏt trojúhelník˘.

Daná úloha je tedy ekvivalentní úloze urËit nejvÏtπí moæn˝ obsah jednoho ze πesti
menπích trojúhelník˘ — v˝sledek staËí vynásobit πesti.

A B

C

KL

M

T

2
3 ta

1
3 tb

Obr. 1

Uvaæujme nap¯íklad trojúhelník ATL (obr. 1). Pro jeho dvÏ strany platí

|AT | = 2
3
ta 5 4

3
, |TL| = 1

3
tb 5 1.

Proto pro jeho obsah dostáváme

SATL =
1
2
|AT | · |TL| · sin |�ATL| 5 1

2
· 4
3
=
2
3
.

3



Tím jsme dokázali, æe obsah trojúhelníku ABC, jehoæ tÏænice splÚují dané nerovnosti,
nem˘æe b˝t vÏtπí neæ 6 · 23 = 4. P¯itom rovnost SATL = 2

3 (tj. SABC = 4) nastane, právÏ
kdyæ ta = 2, tb = 3 a |�ATL| = 90�.1
Trojúhelník ABC s tÏmito vlastnostmi dovedeme sestrojit: Nejd¯íve nar˝sujeme

pravoúhl˝ trojúhelník ATL, v nÏmæ známe délky obou odvÏsen |AT | = 4
3 , |TL| = 1,

a následnÏ sestrojíme bod C jako obraz bodu A ve st¯edové soumÏrnosti se st¯edem L

a bod B jako obraz bodu L ve stejnolehlosti se st¯edem T a koeficientem �2 (obr. 2).
Zb˝vá uæ jen ovÏ¯it, æe v takovémto trojúhelníku ABC platí tc 5 4.

A

B

C

T

L

M

K

1
4
3

Obr. 2

Délku tc lze vypoËítat r˘zn˝mi zp˘soby. Nap¯íklad v pravoúhlém trojúhelníku ABT

má p¯epona AB podle Pythagorovy vÏty délku

|AB| =
p

|AT |2 + |TB|2 =
r
16
9
+ 4 =

r
52
9
=
2
3

p
13,

takæe velikost polomÏru Thaletovy kruænice nad pr˘mÏrem AB je

|MT | = 1
2
|AB| = 1

3

p
13.

Odtud tc = 3|MT | =
p
13 < 4.2

OdpovÏÔ. NejvÏtπí moæn˝ obsah trojúhelníku ABC je 4.

3. Dokaæte, æe mezi libovoln˝mi 101 reáln˝mi Ëísly existují dvÏ Ëísla u a v, pro nÏæ
platí

100 |u� v| · |1� uv| 5 (1 + u

2)(1 + v

2).

(Pavel Calábek)

ÿeπení. Ekvivalentními úpravami zadané nerovnosti (s vyuæitím toho, æe v˝raz 1+ x

2

je kladn˝ pro kaædé reálné x) dostaneme

100 |(u� v)(1� uv)| 5 (1 + u

2)(1 + v

2),

100
��
u� v � u

2
v + uv

2
�� 5 (1 + u

2)(1 + v

2),
��
u(1 + v

2)� v(1 + u

2)
�� 5 1
100
(1 + u

2)(1 + v

2),
����

u

1 + u

2 �
v

1 + v

2

���� 5 1
100

. (1)

1
Stejn˝ v˝sledek snadno dostaneme i bez vyuæití funkce sinus: Pro v˝πku v na stranu AT v troj-
úhelníku ATL z¯ejmÏ platí v 5 |TL|, takæe SATL =

1
2v|AT | 5 1

2 |TL||AT |, p¯iËemæ rovnost platí,
právÏ kdyæ AT ? TL.

2
Pokud si nevπimneme Thaletovy kruænice nad AB, m˘æeme postupovat i tak, æe z pravoúhl˝ch
trojúhelník˘ ATL a BTK dopoËítáme p¯epony, které jsou polovinami stran b, a trojúhelníku

ABC: 12 b =
q
1 +

16
9 =

5
3 ,
1
2a =

q
4 +

4
9 =

2
3

p
10. Tedy a = 4

3

p
10, b = 10

3 , c = 2
3

p
13 a délku

tÏænice vypoËteme podle známého vzorce tc =
1
2

p
2a2 + 2b2 � c2.

4



Vπechny hodnoty funkce

f(x) =
x

1 + x

2 , x 2 R,

leæí v intervalu h� 12 ,
1
2 i, protoæe pro libovolné reálné Ëíslo x platí

|x| =
p
1 · x2 5 1 + x

2

2
neboli

|x|
1 + x

2 5 1
2
.

RozdÏlme interval h� 12 ,
1
2 i o délce 1 rovnomÏrnÏ na sto interval˘ o délce

1
100 . Podle

Dirichletova principu mezi libovoln˝mi 101 reáln˝mi Ëísly najdeme dvÏ Ëísla u, v taková,
æe f(u), f(v) leæí v témæe intervalu. Pro tuto dvojici z¯ejmÏ platí |f(u)� f(v)| 5 1

100 ,
coæ je právÏ nerovnost (1), která je ekvivalentní se zadanou nerovností.

4. Uvnit¯ rovnobÏæníku ABCD je dán bod X. Sestrojte p¯ímku, která prochází bo-
dem X a rozdÏluje dan˝ rovnobÏæník na dvÏ Ëásti, jejichæ obsahy se navzájem liπí
co nejvíce. (Vojtech Bálint)

ÿeπení. Protoæe souËet obsah˘ obou Ëástí, na které p¯ímka dÏlí rovnobÏæník ABCD,
je stále stejn ,̋ budou se nejvíce liπit, právÏ kdyæ menπí z obsah˘ bude nejmenπí moæn .̋
ÿeπení zaËneme pozorováním, æe pokud je bod X st¯edem rovnobÏæníku ABCD, dÏlí
kaædá p¯ímka, která jím prochází, rovnobÏæník na dvÏ Ëásti se stejn˝m obsahem. ObÏ
Ëásti jsou totiæ v takovém p¯ípadÏ shodné — jedna je obrazem druhé ve st¯edové soumÏr-
nosti podle st¯edu X (obr. 3). V tomto p¯ípadÏ je kaædá p¯ímka procházející bodem X

¯eπením úlohy.

A B

CD

X

Obr. 3

A B

CD

X

K

L

M

N

S

A

0

Obr. 4

St¯edovou soumÏrnost vyuæijeme i p¯i obecné poloze boduX. OznaËme postupnÏK,
L,M ,N st¯edy stranAB,BC,CD,DA a S st¯ed rovnobÏæníkuABCD. P¯edpokládejme
nejprve, æe bod X leæí uvnit¯ rovnobÏæníku AKSN (to znamená, æe bod A

0, kter˝ je
obrazem bodu A ve st¯edové soumÏrnosti podle X, leæí uvnit¯ rovnobÏæníku ABCD,
obr. 4).
Bodem A

0 veÔme rovnobÏæky se stranami rovnobÏæníku a jejich pr˘seËíky se stra-
nami AB a AD oznaËme P a Q. »ty¯úhelník APA

0
Q je z¯ejmÏ rovnobÏæník, jehoæ

st¯edem je bod X. Proto kaædá p¯ímka procházející bodem X rozdÏluje APA

0
Q na

dva útvary stejného obsahu. Kaæd˝ z tÏchto dvou útvar˘ p¯itom pat¯í do jiné ze dvou
Ëástí, na nÏæ uvedená p¯ímka zároveÚ rozdÏluje rovnobÏæník ABCD (obr. 5a). To zna-
mená, æe ani jedna ze dvou Ëástí rovnobÏæníku ABCD nemá obsah menπí neæ polovina
obsahu rovnobÏæníku APA

0
Q. Nejmenπího obsahu menπí Ëásti proto dosáhneme, kdyæ

kromÏ útvaru pocházejícího z rovnobÏæníku APA

0
Q nebude tato Ëást obsahovat uæ

æádn˝ jin˝ bod daného rovnobÏæníku, coæ nastane právÏ v p¯ípadÏ, kdy dÏlící p¯ímkou
bude p¯ímka PQ (obr. 5b).
Jestliæe bod X leæí uvnit¯ rovnobÏæníku KBLS, SLCM Ëi NSMD (obr. 4), sestro-

jíme dÏlící p¯ímku obdobn˝m postupem: Pomocí obrazu bodu B, C Ëi D ve st¯edové
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Obr. 5a

A B

CD

X

A

0

P

Q

Obr. 5b

soumÏrnosti podle X sestrojíme menπí rovnobÏæník, kter˝ bude cel˝ leæet uvnit¯ rovno-
bÏæníku ABCD, bude mít st¯ed X a dvÏ jeho strany budou leæet na stranách p˘vodního
rovnobÏæníku. RozdÏlující p¯ímkou pak musí b˝t jedna z jeho úhlop¯íËek, která oddÏlí
jeho polovinu od zbytku rovnobÏæníku ABCD.
Zb˝vá vyπet¯it p¯ípad, kdy bod X leæí uvnit¯ jedné z úseËek KM , NL (mimo st¯ed

rovnobÏæníku ABCD). I v této situaci umíme sestrojit menπí rovnobÏæník, kter˝ cel˝
leæí v rovnobÏæníku ABCD, bod X je jeho st¯edem a strany (tentokrát aæ t¯i) má na
stranách p˘vodního rovnobÏæníku.
Jestliæe X leæí uvnit¯ úseËky KS, je takov˝m rovnobÏæníkem ABA

0
B

0, p¯iËemæ A

0,
B

0 jsou obrazy bod˘ A, B ve st¯edové soumÏrnosti podle X. I v tomto p¯ípadÏ musíme
dÏlící p¯ímku bodem X vést tak, aby jedna z Ëastí rovnobÏæníku ABCD neobsahovala
kromÏ útvaru pocházejícího z rovnobÏæníku ABA

0
B

0 nic jiného. Je z¯ejmé, æe vyhovující
bude právÏ kaædá p¯ímka UX, kde U je libovoln˝ bod úseËky AB

0 (obr. 6a, b).

A B

CD

X

U

A

0B

0

Obr. 6a

A B

CD

X

A

0B

0

Obr. 6b

Analogicky najdeme dÏlící p¯ímky v p¯ípadÏ, æe X leæí uvnit¯ nÏkteré z úseËek SM ,
NS Ëi SL.
ZávÏr. Jestliæe X je st¯edem rovnobÏæníku ABCD, je ¯eπením libovolná p¯ímka

procházející bodem X. Jestliæe X leæí mimo úseËky KM , NL, je ¯eπením jediná p¯ímka.
Jestliæe X leæí uvnit¯ nÏkteré z úseËek KS, SM , NS, SL, je ¯eπením nekoneËnÏ mnoho
p¯ímek. V kaædém z tÏchto p¯ípad˘ je jejich konstrukce z¯ejmá z p¯edeπl˝ch úvah.

5. Ve skupinÏ 90 dÏtí má kaædé aspoÚ 30 kamarád˘ (kamarádství je vzájemné). Do-
kaæte, æe je lze rozdÏlit do t¯í 30Ëlenn˝ch skupin tak, aby kaædé dítÏ mÏlo ve své
skupinÏ aspoÚ jednoho kamaráda. (Ján Mazák)

ÿeπení. RozdÏlení vyhovující zadání nepopíπeme, jen dokáæeme, æe takové rozdÏlení
existuje. Vπech moæn˝ch rozdÏlení 90 dÏtí na t¯i 30Ëlenné skupiny (pokud nezáleæí na
po¯adí skupin) je celkem

V =

✓
90
30

◆
·
✓
60
30

◆
· 1
3!

,

protoæe kaædé takové rozdÏlení m˘æeme vytvo¯it tak, æe nejd¯íve vybereme ze vπech
dÏtí jednu 30Ëlennou skupinu a potom ze zbyl˝ch 60 dÏtí vybereme druhou 30Ëlennou
skupinu. T¯etí skupina bude tvo¯ena dÏtmi, které z˘staly (Ëíslem 3! je p¯irozenÏ pot¯eba
v˝sledn˝ souËin vydÏlit, protoæe kaædé rozdÏlení jsme zapoËítali tolikrát, kolik je po¯adí
t¯í skupin).
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61. roËník matematické olympiády

Úlohy klauzurní Ëásti πkolního kola kategorie A

1. V oboru reáln˝ch Ëísel ¯eπte soustavu rovnic

y + 3x = 4x3,

x+ 3y = 4y3.

2. V rovinÏ uvaæujme lichobÏæník ABCD se základnami AB a CD a oznaËmeM st¯ed
jeho úhlop¯íËky AC. Dokaæte, æe platí: Mají-li trojúhelníky ABM a ACD stejné
obsahy, jsou p¯ímky DM a BC rovnobÏæné.

3. NajdÏte vπechna p¯irozená Ëísla n, pro která je souËin (2n + 1)(3n + 2) dÏliteln˝
Ëíslem 5n.

Klauzurní Ëást πkolního kola kategorie A se koná

v úter˝ 6. prosince 2011

tak, aby zaËala dopoledne a aby soutÏæící mÏli na ¯eπení úloh
4 hodiny Ëistého Ëasu. Za kaædou úlohu m˘æe soutÏæící získat
6 bod˘, úspÏπn˝m ¯eπitelem je ten æák, kter˝ získá 10 bod˘
nebo více. Povolené pom˘cky jsou psací a r˝sovací pot¯eby
a πkolní MF tabulky. Kalkulátory, notebooky ani æádné jiné
elektronické pom˘cky dovoleny nejsou. Tyto údaje se æák˘m
sdÏlí p¯ed zahájením soutÏæe.



P¯i postupu jako v prvním uvedeném ¯eπení dejte po jednom bodu za kaæd˝ z rozklad˘ v (1) a po

jednom bodu za rozbor situace x+ y = 0, resp. x� y = 0, dohromady vπak nejv˝πe 3 body. »tvrt˝ bod

dejte za p¯epis do soustavy (2), pát˝ bod za urËení obou hodnot x+ y =

1
2 a xy = � 14 a πest˝ bod za

správné vy¯eπení kvadratick˝ch rovnic.

P¯i druhém postupu dejte 1 bod za d˘kaz, æe �1 5 x 5 1, dalπí bod dejte za substituci x = cos t.
T¯etí bod je za odvození y = cos 3t, Ëtvrt˝ bod za rovnici cos t = cos 9t a poslední 2 body za její úplné

vy¯eπení v intervalu h0, i (tyto 2 body je moæno rozdÏlit, nap¯. za odvození (4) bez následného vy¯eπení
je moæno udÏlit pát˝ bod).

P¯i t¯etím postupu jen za vyjád¯ení y = 4x

3 � 3x a dosazení do druhé rovnice bez dalπí úpravy
nedávejte æádn˝ bod – první bod dejte aæ za bezchybnou úpravu na tvar (5). Po jednom bodu dejte za

nalezení kaædého z Ëinitel˘ x, (x

2 � 1), (x2 � 1
2 ) (resp. za nalezení p¯ísluπn˝ch ko¯en˘ a sníæení stupnÏ

mnohoËlenu, jehoæ ko¯eny hledáme). Poslední dva body dejte za vy¯eπení bikvadratické rovnice.

Jestliæe æák (p¯i jakémkoli správném postupu) nenajde vπech 9 ¯eπení, dejte nejv˝πe 5 bod˘. Tolik

dejte i v p¯ípadÏ, æe æák ¯eπi soustavu d˘sledkov˝mi (neekvivalentními) úpravami (tj. z jeho postupu

jednoduπe nevypl˝vá, æe nalezená ¯eπení vskutku splÚují p˘vodní soustavu), najde vπechna ¯eπení, ale

neudÏlá zkouπku. (Bod za chybÏjící zkouπku strhnÏte jen v p¯ípadÏ, æe jinak je postup bezchybn .̋)

2. ÚseËka BM je tÏænicí trojúhelníku ABC (obr. 1), dÏlí ho tedy na dva trojúhel-
níky se stejn˝m obsahem. Podle zadání má jeden z tÏchto trojúhelník˘ stejn˝ obsah jako
trojúhelník ACD. Proto má trojúhelník ABC dvakrát vÏtπí obsah neæ trojúhelník ACD.
Oba trojúhelníky mají p¯itom shodné v˝πky na strany AB resp. CD (shodné s v˝πkou
uvaæovaného lichobÏæníku). S ohledem na jejich obsahy tedy platí |AB| = 2|CD|.

A B

C

D

E

M

Obr. 1

Na p¯ímce CD uvaæujme takov˝ bod E, æe D je st¯edem úseËky CE. Z odvozené
rovnosti |AB| = 2|CD| plyne shodnost úseËek CE a AB. »ty¯úhelník ABCE je proto
rovnobÏæník a bod M (jako st¯ed jeho úhlop¯íËky AC) je souËasnÏ st¯edem i jeho úhlo-
p¯íËky BE. ÚseËka DM je tedy st¯ední p¯íËkou trojúhelníku BCE, je tudíæ rovnobÏæná
s jeho stranou BC, coæ jsme chtÏli dokázat.

Poznámka.RovnobÏænost p¯ímekDM aBC lze obdobnÏ dokázat vyuæitím st¯edu F

základny AB uvaæovaného lichobÏæníku ABCD (tím vznikne rovnobÏæník AFCD).

Za úplné ¯eπení udÏlte 6 bod˘, z toho 1 bod za pozorování, æe trojúhelník ABC má oproti trojúhelníku

ACD dvojnásobn˝ obsah (Ëi analogicky trojúhelníky AFM a CDM mají stejné obsahy), dalπí 2 body

za odvození rovnosti |AB| = 2|CD| (anebo rovnosti |AF | = |CD| plynoucí z toho, æe trojúhelníky AFM

a CDM mají shodné v˝πky z vrcholu M), 1 bod za objev rovnobÏæníku ABCE (anebo rovnobÏæníku

AFCD) a poslední bod za d˘kaz rovnobÏænosti DM , BC.



Návodné a doplÚující úlohy:

1. Nechª p a q jsou prvoËísla. ZjistÏte, jak˝ je nejvÏtπí spoleËn˝ dÏlitel Ëísel p+q a p2+q2.
[2p, jestliæe p = q; 2, jsou-li p a q r˘zná lichá prvoËísla; 1, je-li jedno z Ëísel p, q liché
a jedno sudé]

2. Dokaæte, æe zlomek
21n+ 4

14n+ 3
, v nÏmæ n je p¯irozené Ëíslo, nelze krátit. [1. MMO, 1959]

3. UrËete vπechna celá Ëísla vÏtπí neæ 1, kter˝mi lze krátit nÏkter˝ ze zlomk˘ tvaru
3p� q

5p+ 2q
,

kde p a q jsou nesoudÏlná celá Ëísla. [58–A–S–3]

4. NajdÏte vπechny dvojice p¯irozen˝ch Ëísel x, y takové, æe
xy2

x+ y
je prvoËíslo. [58–A–I–3]

5. UrËete vπechny dvojice prvoËísel p, q, pro nÏæ platí p+ q2 = q + p3. [55–B–II–1]
6. NajdÏte vπechny trojice navzájem r˘zn˝ch prvoËísel p, q, r splÚující následující pod-
mínky:

p | q + r, q | r + 2p, r | p+ 3q.

[55–A–III–5]

2. DvÏ kruænice k1(S1, r1) a k2(S2, r2) se vnÏ dot˝kají a leæí ve Ëtverci ABCD
o stranÏ a tak, æe k1 se dot˝ká stran AD a CD a k2 se dot˝ká stran BC a CD.
Dokaæte, æe aspoÚ jeden z trojúhelník˘ AS1S2, BS1S2 má obsah nejv˝πe 3

16 a2.

ÿeπení. ÚseËky AS2 a BS1 leæí na úhlop¯íËkách daného Ëtverce, jsou tedy navzá-
jem kolmé a protínají se ve st¯edu P Ëtverce. Platí

|DS1| = r1 ·
p
2, |BS1| = (a� r1)

p
2, |PS1| =

⇣a

2
� r1

⌘p
2,

|CS2| = r2 ·
p
2, |AS2| = (a� r2)

p
2, |PS2| =

⇣a

2
� r2

⌘p
2.

Proto má trojúhelník AS1S2 obsah

SAS1S2 =
1
2

|AS2| · |PS1| = (a� r2)
⇣a

2
� r1

⌘

a trojúhelník BS1S2 obsah

SBS1S2 =
1
2

|BS1| · |PS2| = (a� r1)
⇣a

2
� r2

⌘
.

SouËet obou obsah˘ je

S = (a� r2)
⇣a

2
� r1

⌘
+ (a� r1)

⇣a

2
� r2

⌘
= a2 � 3

2
a(r1 + r2) + 2r1r2.

OznaËmeK bod dotyku kruænice k1 se stranou AD,H a L body dotyku kruænice k2
se stranami CD a BC a M pr˘seËík p¯ímek KS1 a HS2 (obr. 1).
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M
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Obr. 1

Podle Pythagorovy vÏty pro trojúhelník S1MS2 je

(a� r1 � r2)
2 + (r1 � r2)

2 = (r1 + r2)
2.

Odtud dostáváme

(a� r1 � r2)
2 = 4r1r2,

a� r1 � r2 = 2
p

r1r2,

a = r1 + r2 + 2
p

r1r2 =
�p

r1 +
p

r2
�2 = 4

p
r1r2

Ëili

r1r2 5 a2

16
.

Délka úseËky DC z¯ejmÏ nem˘æe b˝t vÏtπí neæ délka lomené Ëáry KS1S2L, takæe

2r1 + 2r2 = a.

(To vypl˝vá i z rovnosti a = r1+r2+2
p

r1r2, protoæe podle AG-nerovnosti je 2
p

r1r2 5
5 r1 + r2.) Proto

S = a2 � 3
2
a(r1 + r2) + 2r1r2 5 a2 � 3

4
a2 +

1
8
a2 =

3
8
a2.

To znamená, æe aspoÚ jeden z obsah˘ SAS1S2 , SBS1S2 je nejv˝πe
3
16a

2.

Jiné ¯eπení. M˘æeme poloæit a = 1. Rozdíl obsah˘ trojúhelník˘ AS1S2 a BS1S2
je (podle vyjád¯ení z p˘vodního ¯eπení)

SAS1S2 � SBS1S2 = (1� r2)
⇣1
2
� r1

⌘
� (1� r1)

⇣1
2
� r2

⌘
=
1
2
(r2 � r1).

Bez újmy na obecnosti lze p¯edpokládat, æe r1 = r2. Potom SAS1S2 5 SBS1S2 . PoËítejme
tedy obsah trojúhelníku AS1S2. Podle Pythagorovy vÏty je (1� r1� r2)2+(r1� r2)2 =

= (r1 + r2)2, odtud
p

r1 +
p

r2 = 1, takæe r2 =
�
1 �

p
r1

�2
. OznaËme x =

p
r1.

3



Z nerovností r1+r2 = 1
2 a r1 = r2 vypl˝vá r1 = 1

4 a z druhé strany platí r1 5 1
2 , protoæe

kruænice k1 leæí ve Ëtverci ABCD. Odtud plyne 12 5 x 5
q
1
2 . Obsah trojúhelníku AS1S2

je
SAS1S2 = (1� r2)

⇣1
2
� r1

⌘
=
1
2
� r1 �

r2
2
+ r1r2 =

=
1
2
� x2 � 1

2
(1� x)2 + x2(1� x)2 = x4 � 2x3 � 1

2
x2 + x;

SAS1S2 �
3
16
= x4 � 2x3 � 1

2
x2 + x� 3

16
=

⇣
x� 1
2

⌘⇣
x3 � 3

2
x2 � 5

4
x+
3
8

⌘
=

=
⇣
x� 1
2

⌘h
x2

⇣
x� 3
2

⌘
� 5
4

⇣
x� 3
10

⌘i
5 0

díky tomu, æe 310 < 1
2 5 x 5 1

2

p
2 < 3

2 . Proto SAS1S2 5 3
16 .

Návodné a doplÚující úlohy:

1. Dokaæte, æe pro polomÏry r1, r2 platí nerovnost r1+r2 = 1
2a a rovnost

p
r1+

p
r2 =

p
a.

2. OznaËme G ten bod st¯ední p¯íËky Ëtverce ABCD rovnobÏæné se stranou AD, jehoæ
vzdálenost od strany AB je trojnásobkem vzdálenosti od strany CD. Dokaæte, æe G
leæí ve vnit¯ní oblasti kruænice k1, právÏ kdyæ r1 > 1

4a.

3. Dokaæte, æe nemohou souËasnÏ platit nerovnosti r1 > 1
4a a r2 > 1

4a.
4. Dokaæte, æe obsah trojúhelníku AS1S2 je menπí neæ obsah trojúhelníku BS1S2, právÏ
kdyæ r1 > r2.

5. Dokaæte, æe aspoÚ jeden z trojúhelník˘ AS1S2, BS1S2 má obsah nejménÏ 3
16a2.

6. Je dána kruænice k1(S1, r1) a kruænice k2(S2, r2), kde r2 < r1. Tyto kruænice mají
vnit¯ní dotyk v bodÏ A. Sestrojte kruænici k3, která má vnit¯ní dotyk s kruænicí k1,
vnÏjπí dotyk s kruænicí k2 a dot˝ká se p¯ímky AS1. [15–A–II–3]

7. DvÏ kruænice k1(S1, r1) a k2(S2, r2) se vnÏ dot˝kají a leæí ve Ëtverci ABCD o stranÏ a
tak, æe k1 se dot˝ká stran AD a CD a k2 se dot˝ká stran BC a AB. VypoËítejte obsah
trojúhelníku AS1S2. [ 12 (

p
2� 1)a2]

3. OznaËme p(n) poËet vπech n-místn˝ch Ëísel sloæen˝ch jen z Ëíslic 1, 2, 3, 4, 5, v nichæ
se kaædé dvÏ sousední Ëíslice liπí alespoÚ o 2. Dokaæte, æe pro kaædé p¯irozené Ëíslo n
platí

5 · 2,4n�1 5 p(n) 5 5 · 2,5n�1.

ÿeπení. Odtræením poslední Ëíslice vyhovujícího (n+1)-místného Ëísla dostaneme
vyhovující n-místné Ëíslo. VπimnÏme si, jak naopak z vyhovujícího n-místného Ëísla
vytvo¯íme vyhovující (n + 1)-místné Ëíslo. KonËí-li n-místné Ëíslo Ëíslicí 1, m˘æeme na
konec p¯idat nÏkterou z Ëíslic 3, 4, 5. Za Ëíslici 2 m˘æeme p¯idat nÏkterou z Ëíslic 4, 5,
za Ëíslicí 3 m˘æe následovat 1 nebo 5, za Ëíslicí 4 m˘æe b˝t 1 nebo 2 a za Ëíslici 5
m˘æeme p¯idat jednu z Ëíslic 1, 2, 3. Vidíme, æe záleæí na tom, jaká je poslední Ëíslice.
OznaËme proto an poËet vyhovujících n-místn˝ch Ëísel zakonËen˝ch nÏkterou z Ëíslic 1,
5, bn poËet Ëísel zakonËen˝ch nÏkterou z Ëíslic 2, 4 a cn poËet Ëísel zakonËen˝ch Ëíslicí 3.
Potom p(n) = an + bn + cn. Z¯ejmÏ a1 = b1 = 2, c1 = 1, p(1) = 5 = 5 · 2,40 = 5 · 2,50,
a2 = 6, b2 = 4, c2 = 2, p(2) = 12 = 5 · 2,41 < 5 · 2,51.

Z p¯edcházejících úvah vypl˝vá platnost rekurentních vztah˘

an+1 = an + bn + 2cn, bn+1 = an + bn, cn+1 = an. (1)

Z nich vypl˝vá a3 = 14, b3 = 10, c3 = 6, p(3) = 30 2 h5 · 2,42; 5 · 2,52i.
Matematickou indukcí dokáæeme, æe pro kaædé n = 3 platí

an = 2,4n, bn = 2
3

· 2,4n, cn = 2,4n�1.

4



5. OznaËme I st¯ed kruænice vepsané trojúhelníku ABC. Kruænice, která prochází vr-
cholem B a dot˝ká se p¯ímky AI v bodÏ I, protíná strany AB,BC postupnÏ v bodech
P , Q. Pr˘seËík p¯ímky QI se stranou AC oznaËme R. Dokaæte, æe platí

|AR| · |BQ| = |PI|2.

ÿeπení. OznaËme ↵, �, � velikosti vnit¯ních úhl˘ trojúhelníku ABC p¯i vrcholech
A, B, C a J pr˘seËík p¯ímky AI se stranou BC (obr. 2). Úhel PBI je obvodov˝ úhel
p¯ísluπn˝ k tÏtivÏ PI a úhel QBI je obvodov˝ úhel p¯ísluπn˝ k tÏtivÏ IQ. Protoæe oba
tyto obvodové úhly mají stejnou velikost 12�, mají úseËky PI a IQ stejnou délku.

A B

C

P

Q

R

1
2�

I

J

Obr. 2

Úsekov˝ úhel JIQ je shodn˝ s obvodov˝m úhlem QBI, jeho velikost je proto 12�. Ze
shodnosti vrcholov˝ch úhl˘ potom vypl˝vá |�RIA| = 1

2�. Stejnou velikost má i úsekov˝
úhel PIA, jenæ je shodn˝ s obvodov˝m úhlem PBI. Dále platí |�RAI| = |�PAI| = 1

2↵.
Podle vÏty usu jsou trojúhelníky RIA a PIA shodné, a proto |RI| = |PI|.
Úhel QIB má tedy velikost

|�QIB| = 180� � |�AIB|� |�JIQ| = 180� �
⇣
90� +

�

2

⌘
� �

2
=

= 90� �
⇣�

2
+

�

2

⌘
=

↵

2
= |�RAI|.

Velikost úhlu QIB se dá urËit i následovnÏ: Podle vÏty o úsekovém úhlu platí
|�AIP | = 1

2� = |�IPQ|. Ze shodnosti st¯ídav˝ch úhl˘ vypl˝vá AI k PQ. Odtud
|�QPB| = |�IAB| = 1

2↵ a ze shodnosti obvodov˝ch úhl˘ máme |�QIB| = 1
2↵.

Ze shodnosti úhl˘ |�QIB| = |�RAI| a |�QBI| = |�RIA| vypl˝vá podobnost
trojúhelník˘ AIR ⇠ IBQ neboli |AR|/|RI| = |IQ|/|QB|, takæe

|AR| · |QB| = |RI| · |IQ| = |PI|2.

K d˘kazu podobnosti trojúhelník˘ AIR a IBQ m˘æe poslouæit i rovnoramennost
trojúhelníku CRQ, v nÏmæ je totiæ osa úhlu souËasnÏ tÏænicí.
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Návodné a doplÚující úlohy:

1. Dokaæte, æe v dané situaci platí:
a) |�JIQ| = |�RIA| = |�PIA| = |�IPQ| = |�PBI| = |�QBI| = 1

2�;
b) PQ k AI;
c) |�QIB| = |�QPB| = |�IAP | = |�RAI| = 1

2↵;
d) |CR| = |CQ|;
e) |�BQR| = |�ARQ| = 90� + 1

2�.
2. Do kruænice k je vepsán Ëty¯úhelník ABCD, jehoæ úhlop¯íËka BD není pr˘mÏrem.
Dokaæte, æe pr˘seËík p¯ímek, které se kruænice k dot˝kají v bodech B a D, leæí na
p¯ímce AC, právÏ kdyæ platí |AB| · |CD| = |AD| · |BC|. [51–A–II–3]

3. Je dán rovnobÏæník ABCD s tup˝m úhlem ABC. Na jeho úhlop¯íËce AC v polorovinÏ
BDC zvolme bod P tak, aby platilo |�BPD| = |�ABC|. Dokaæte, æe p¯ímka CD je
teËnou kruænice opsané trojúhelníku BCP , právÏ kdyæ úseËky AB a BD jsou shodné.
[59–A–II–2]

4. Nechª M je libovoln˝ vnit¯ní bod p¯epony AB pravoúhlého trojúhelníku ABC.
OznaËme S, S1, S2 st¯edy kruænic opsan˝ch po ¯adÏ trojúhelník˘m ABC,AMC,BMC.
a) Dokaæte, æe body M, C, S1, S2 a S leæí na jedné kruænici.
b) Pro kterou polohu bodu M má tato kruænice nejmenπí polomÏr? [56–A–II–3]

5. Nechª L je libovoln˝ vnit¯ní bod kratπího oblouku kruænice opsané Ëtverci ABCD.
OznaËme K pr˘seËík p¯ímek AL a CD, M pr˘seËík p¯ímek AD a CL a N pr˘seËík
p¯ímek MK a BC. Dokaæte, æe body B, L, M , N leæí na jedné kruænici. [53–A–III–5]

6. V oboru reáln˝ch Ëísel vy¯eπte soustavu rovnic

sin2 x+ cos2 y = tg2 z,

sin2 y + cos2 z = tg2 x,

sin2 z + cos2 x = tg2 y.

ÿeπení. Substitucí cos2 x = a, cos2 y = b, cos2 z = c vznikne soustava

1� a+ b =
1
c
� 1,

1� b+ c =
1
a
� 1,

1� c+ a =
1
b
� 1,

(1)

p¯iËemæ a, b, c 2 (0,1i.
SeËtením tÏchto rovnic dostaneme

1
a
+
1
b
+
1
c
= 6,

tedy harmonick˝ pr˘mÏr Ëísel a, b, c je 12 .
Po vynásobení rovnic postupnÏ Ëísly c, a, b máme

c� ac+ bc = 1� c,

a� ab+ ac = 1� a,

b� bc+ ab = 1� b

a po seËtení 2(a+b+c) = 3. Aritmetick˝ pr˘mÏr Ëísel a, b, c je tedy rovnÏæ 12 . Z rovnosti
aritmetického a harmonického pr˘mÏru vypl˝vají rovnosti a = b = c = 1

2 . Zkouπkou se
snadno p¯esvÏdËíme, æe tato trojice vyhovuje soustavÏ (1). ÿeπením p˘vodnÏ zadané
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62. roËník matematické olympiády

Úlohy krajského kola kategorie A

1. Je dáno 21 r˘zn˝ch cel˝ch Ëísel takov˝ch, æe souËet libovoln˝ch jedenácti z nich je
vÏtπí neæ souËet deseti ostatních Ëísel.
a) Dokaæte, æe kaædé z dan˝ch Ëísel je vÏtπí neæ 100.
b) UrËete vπechny takové skupiny 21 r˘zn˝ch cel˝ch Ëísel, jeæ obsahují Ëíslo 101.

2. Nechª A, B jsou mnoæiny cel˝ch kladn˝ch Ëísel takové, æe souËet libovoln˝ch dvou
r˘zn˝ch Ëísel z A náleæí B a podíl libovoln˝ch dvou r˘zn˝ch Ëísel z B (vÏtπí ku
menπímu) leæí v A. UrËete nejvÏtπí moæn˝ poËet prvk˘ mnoæiny A [ B.

3. V pravoúhlém trojúhelníku ABC s p¯eponou AB a odvÏsnami délek |AC| = 4
a |BC| = 3 leæí navzájem se dot˝kající kruænice k1(S1, r1) a k2(S2, r2) tak, æe k1

se dot˝ká stran AB a AC a k2 se dot˝ká stran AB a BC. UrËete polomÏry r1 a r2,
jestliæe platí 4r1 = 9r2.

4. Dokaæte, æe kladná Ëísla a, b, c jsou délkami stran trojúhelníku, právÏ kdyæ soustava
rovnic

a(yz + x) = b(zx+ y) = c(xy + z), x+ y + z = 1

s neznám˝mi x, y, z má ¯eπení v oboru kladn˝ch reáln˝ch Ëísel.

Krajské kolo kategorie A se koná

v úter˝ 15. ledna 2013

tak, aby zaËalo dopoledne a aby soutÏæící mÏli na ¯eπení
úloh 4 hodiny Ëistého Ëasu. Povolené pom˘cky jsou psací
a r˝sovací pot¯eby a πkolní MF tabulky. Kalkulátory, note-
booky ani æádné jiné elektronické pom˘cky dovoleny nejsou.
Za kaædou úlohu m˘æe soutÏæící získat 6 bod˘; bodové hra-
nice k urËení úspÏπn˝ch ¯eπitel˘ a úspÏπn˝ch úËastník˘ bu-
dou stanoveny centrálnÏ po vyhodnocení statistik bodov˝ch
v˝sledk˘ ze vπech kraj˘. Tyto údaje se æák˘m sdÏlí p¯ed
zahájením soutÏæe.



3. P¯epona AB má podle Pythagorovy vÏty délku |AB| = 5. P¯i obvyklém oznaËení
velikostí úhl˘ a stran proto platí cos↵ = 4

5 , cos� =
3
5 ,

cotg
↵

2
=

r
1 + cos↵
1� cos↵ = 3,

cotg
�

2
=

s
1 + cos�
1� cos� = 2.

Protoæe podle zadání leæí obÏ kruænice k1, k2 celé v trojúhelníku ABC, musejí mít
vnÏjπí dotyk — kdyby mÏly vnit¯ní dotyk (v bodÏ p¯epony), byla by vÏtπí kruænice
proªata odvÏsnou dot˝kající se menπí kruænice. OznaËme D a E dotykové body kruæ-
nic k1 a k2 se stranou AB a F kolm˝ pr˘mÏt bodu S2 na úseËku S1D (obr. 1, podle
p¯edpokladu je r1 > r2). Podle Pythagorovy vÏty pro trojúhelník FS2S1 platí

(r1 + r2)2 = (r1 � r2)2 + |DE|2,

odtud |DE| = 2 ·pr1r2.

A B

C

D E

F

S1

S2

k1

k2
r1

r2

↵/2
�/2

Obr. 1

Z rovnosti |AB| = |AD|+ |DE|+ |EB| máme

c = r1 cotg
↵

2
+ 2 ·

p
r1r2 + r2 cotg

�

2
= 3r1 + 2 ·

p
r1r2 + 2r2,

a protoæe r1 = 9
4r2, dostáváme

27
4

r2 + 3r2 + 2r2 = 5,

a tedy

r2 =
20
47

, r1 =
45
47

.

Poznámka. ObÏ kruænice s urËen˝mi polomÏry skuteËnÏ leæí v trojúhelníku ABC,
neboª kruænice mu vepsaná má polomÏr % = ab/(a + b + c) = 1, zatímco obÏ hodnoty
r1, r2 jsou menπí neæ 1.



Jinou moænost, jak vypoËítat hodnotu cotg 12↵, poskytuje pravoúhl˝ trojúhelník
ATS, kde S je st¯ed kruænice vepsané trojúhelníku ABC a T bod dotyku této kruænice
se stranou AB. Platí

cotg
↵

2
=

|AT |
|ST | =

b+ c� a

2%
= 3;

podobnÏ

cotg
�

2
=

a+ c� b

2%
= 2.

A dalπí moænost: V pravoúhlém trojúhelníku XCB s odvÏsnami délek |XC| = c+b,
|CB| = a má úhel BXC velikost 12↵ (p¯i umístÏní bodu X na polop¯ímku CA totiæ
vznikne rovnoramenn˝ trojúhelník XBA), a proto

cotg
↵

2
=

c+ b

a

a podobnÏ cotg
�

2
=

c+ a

b

.

Za úplné ¯eπení udÏlte 6 bod˘. Dejte jeden bod za vyjád¯ení |DE| = 2 ·pr1r2, jeden bod za rovnosti
|AD| = r1 cotg 12↵, |BE| = r2 cotg 12�, dva body za v˝poËet hodnot cotg 12↵ a cotg 12�, jeden bod

za sestavení rovnosti c = r1 cotg 12↵ + 2 · pr1r2 + r2 cotg 12�, jeden bod za v˝poËet polomÏr˘ r1, r2.
OvÏ¯ení, æe kruænice s tÏmito polomÏry leæí v trojúhelníku ABC, m˘æe v jinak úplném ¯eπení chybÏt,
stejnÏ jako úvodní konstatování o vnÏjπím dotyku zkouman˝ch kruænic.

4. Nechª a, b, c jsou kladná Ëísla. Hledáme ¯eπení soustavy rovnic v mnoæinÏ klad-
n˝ch Ëísel. Vzhledem k podmínce x+y+z = 1 musejí b˝t Ëísla x, y, z v intervalu (0, 1).
Dosazením z = 1� x� y do zbyl˝ch rovnic dostaneme

a(y � xy � y

2 + x) = c(xy + 1� x� y), b(x� x

2 � xy + y) = c(xy + 1� x� y),

po úpravÏ

ay(1� y) + ax(1� y) = c(1� x)(1� y), bx(1� x) + by(1� x) = c(1� x)(1� y),

a protoæe x < 1, y < 1, máme

ay + ax = c� cx, bx+ by = c� cy.

SeËtením a odeËtením posledních dvou rovnic urËíme hodnoty

x+ y =
2c

a+ b+ c

a x� y =
(b� a)(x+ y)

c

=
2(b� a)
a+ b+ c

;

opÏtovn˝m seËtením a odeËtením jiæ získáme vzorce pro x, y a jejich dosazením do
z = 1� x� y i vzorec pro z:

x =
b+ c� a

a+ b+ c

, y =
c+ a� b

a+ b+ c

, z =
a+ b� c

a+ b+ c

. (1)

ÿeπení v mnoæinÏ kladn˝ch Ëísel proto existuje, právÏ kdyæ platí b + c > a, c + a > b,
a+ b > c, coæ jsou známé trojúhelníkové nerovnosti.



3. V rovnobÏæníku ABCD se st¯edem S oznaËme O st¯ed kruænice vepsané trojúhelníku
ABD a T bod jejího dotyku s úhlop¯íËkou BD. Dokaæte, æe p¯ímky OS a CT jsou
rovnobÏæné. (Jaromír ©imπa)

ÿeπení. OznaËme a = |AB|, b = |AD| a c = |BD|. P¯ípad a = b je triviální (tehdy obÏ
p¯ímky OS a CT spl˝vají s p¯ímkou AC), budeme proto dále p¯edpokládat, æe a > b
(v p¯ípadÏ a < b staËí vymÏnit oznaËení vrchol˘ B a D).
OznaËme T 0 obraz bodu T v soumÏrnosti podle st¯edu S (v níæ A je obrazem

bodu C). Protoæe CT k AT 0, je naπím cílem dokázat, æe OS k AT 0. Dosáhneme toho
ovÏ¯ením stejnolehlosti trojúhelník˘ AT 0E a OSE, kde E je pr˘seËík polop¯ímky AO
s úhlop¯íËkou BD (obr. 1). Díky p¯edpokladu a > b a tomu, æe AE je osa úhlu BAD,
leæí bod E mezi body S a D stejnÏ jako bod T (ten jakoæto kolm˝ pr˘mÏt bodu O leæí
mezi body E a D), zatímco bod T 0 leæí mezi body S a B.

A B

CD

E

S

T

T 0

O
O0

Obr. 1

Pot¯ebnou (i postaËující) rovnost pomÏr˘

|AO|
|OE| =

|T 0S|
|SE| (1)

dokáæeme tak, æe je vyjád¯íme pomocí délek a, b, c. Jak je známo,

|DT | = b+ c� a

2
, a proto |T 0S| = |TS| = c

2
� b+ c� a

2
=

a� b

2
.

Z vlastností os úhl˘ v trojúhelnících ABD a AED plynou rovnosti

|BE| : |ED| = |AB| : |AD| a |AO| : |OE| = |AD| : |DE|,
z nichæ postupnÏ dostaneme

|BE| = ac

a+ b
a |DE| = bc

a+ b
,

|SE| = |BE|� |BS| = ac

a+ b
� c

2
=

c(a� b)
2(a+ b)

,

|AO|
|OE| =

|AD|
|DE| =

b

bc

a+ b

=
a+ b

c
.

Posledním zlomkem jsme vyjád¯ili hodnotu levé strany (1). Ukaæme, æe stejnou hodnotu
má i pravá strana:

|T 0S|
|SE| =

a� b

2
c(a� b)
2(a+ b)

=
a+ b

c
.

Tím je d˘kaz tvrzení úlohy uzav¯en.
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Jiné ¯eπení. OznaËme T 0 bod dotyku kruænice vepsané trojúhelníku DBC se stra-
nou BD. To je, jak je známo, souËasnÏ bod, v nÏmæ se strany BD dot˝ká kruænice k0

p¯ipsaná trojúhelníku ABD. OznaËme % polomÏr kruænice k vepsané trojúhelníku ABD
a %0 polomÏr kruænice k0. Bod E leæí na spojnici st¯ed˘ kruænic k a k0 i na jejich spoleËné
teËnÏ, je tedy st¯edem stejnolehlosti obou kruænic. Proto platí rovnost

|ET 0|
|ET | =

%0

%
=

a+ b+ c

a+ b� c
.

OznaËíme-li |ST 0| = |ST | = x a |SE| = y, máme

x+ y

x� y
=

a+ b+ c

a+ b� c
a odtud

x

y
=

a+ b

c
,

takæe
|ET 0|
|ES| =

x+ y

y
=

a+ b+ c

c
.

OznaËíme-li v velikost v˝πky trojúhelníku ABD y vrcholu A, platí

|EA|
|EO| =

v

%
=

a+ b+ c

c
=

|ET 0|
|ES| .

Tím je stejnolehlost trojúhelník˘ EAT 0 a EOS, a tedy i rovnobÏænost p¯ímek AT 0 a OS
dokázána.

Analytické ¯eπení. Zvolme kartézskou soustavu sou¯adnic tak, aby A = [0, 0],
B = [1, 0], D = [a, b]. Potom C = [a + 1, b], S =

⇥
1
2 (a+ 1),

1
2b

⇤
. Bod O má stejnou

vzdálenost od stran trojúhelníku ABD, proto jeho sou¯adnice vyhovují soustavÏ rovnic

y =
bx� ayp
a2 + b2

=
�bx+ (a� 1)y + bp
(a� 1)2 + b2

.

OznaËíme-li c =
p
(a� 1)2 + b2, d =

p
a2 + b2, dostaneme

O =
h a+ d

c+ d+ 1
,

b

c+ d+ 1

i
.

Dále

T = B +
⇣
1� a+ d

c+ d+ 1

⌘D �B

c
=

1
c+ d+ 1

h
c+ d+ a� (1� a)2

c
, b

⇣1� a

c
+ 1

⌘i
.

OvÏ¯ení lineární závislosti vektor˘

S �O =
ha+ 1
2

� a+ d

c+ d+ 1
,
b

2

⇣
1� 2

c+ d+ 1

⌘i

a

C � T =
h
a+ 1� c+ d+ a� (1� a)2/c

c+ d+ 1
, b

⇣
1� (1� a)/c+ 1

c+ d+ 1

⌘i

Ëili rovnosti

[(a+ 1)(c+ d+ 1)� 2a� 2d]
⇣
c+ d� 1� a

c

⌘
=

=
h
(a+ 1)(c+ d+ 1)� c� d� a+

(1� a)2

c

i
(c+ d� 1)

je uæ rutinní záleæitostí.
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4. Na tabuli je napsáno v desítkové soustavÏ celé kladné Ëíslo N . Není-li jednomístné,
smaæeme jeho poslední Ëíslici c a Ëíslo m, které na tabuli z˘stane, nahradíme Ëíslem
|m � 3c|. (Nap¯íklad bylo-li na tabuli Ëíslo N = 1204, po úpravÏ tam bude 120 �
� 3 · 4 = 108.) NajdÏte vπechna p¯irozená Ëísla N , z nichæ opakováním popsané
úpravy nakonec dostaneme Ëíslo 0. (Peter Novotn˝)

ÿeπení. Nejd¯íve zjistíme, pro která Ëísla N dostaneme rovnou nulu. Z¯ejmÏ |m�3c| =
= 0, právÏ kdyæ m = 3c neboli N = 10m + c = 31c. Vπechny násobky N = 31c pro
c 2 {1, 2, . . . , 9} tudíæ úloze vyhovují.
Dokáæeme, æe úloze vyhovují právÏ vπechny p¯irozené násobky Ëísla 31. Protoæe c =

= N�10m, jem�3c = 31m�3N , takæe popsaná operace zachovává dÏlitelnost Ëíslem 31.
StaËí tedy ukázat, æe z libovolného násobku N = 31k, kde k = 10, dostaneme popsanou
úpravou vædy menπí násobek Ëísla 31. Pro takové N je ovπem m = 31,m� 3c > 0, tudíæ
|m � 3c| = 31m � 3N < 4N � 3N = N . Znamená to, æe po koneËném poËtu krok˘
dostaneme popsanou úpravou nÏkter˝ z devíti nejmenπích násobk˘ Ëísla 31 a následnÏ
nulu. Tím je úloha vy¯eπena.

Poznámka. Dá se dokonce ukázat, æe nerovnost |m � 3c| < N platí uæ pro kaædé
N = 20.

5. Je dán rovnobÏæník ABCD takov˝, æe paty K, L kolmic z bodu D po ¯adÏ ke

stranám AB, BC jsou jejich vnit¯ními body. Dokaæte, æe KL k AC, právÏ kdyæ

|�BCA|+ |�ABD| = |�BDA|+ |�ACD|.

(Ján Mazák)

ÿeπení. St¯ídavé úhly ABD a CDB jsou shodné (obr. 2), proto |�BCA|+ |�ABD|+
+ |�BDA|+ |�ACD| = 180�. Rovnost |�BCA|+ |�ABD| = |�BDA|+ |�ACD| tedy
platí, právÏ kdyæ

|�BCA|+ |�ABD| = 90�. (1)

A B

CD

S

K

L

Obr. 2

Body K a L leæí na ThaletovÏ kruænici s pr˘mÏrem BD. Obvodov˝ úhel BDK je
tedy shodn˝ s úhlem BLK, a proto (vzhledem k rovnosti st¯ídav˝ch úhl˘ ABD a CDB)

|�BLK|+ |�ABD| = |�BDK|+ |�CDB| = 90�.
P¯ímky KL a BC jsou ovπem rovnobÏæné, právÏ kdyæ |�BLK| = |�BCA|, coæ

je podle p¯edchozí rovnosti ekvivalentní rovnosti (1). Tím je poæadovaná ekvivalence
dokázána.
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62. roËník matematické olympiády

Úlohy klauzurní Ëásti πkolního kola kategorie A

1. V obdélníku ABCD o stranách |AB| = 9, |BC| = 8 leæí vzájemnÏ se dot˝kající
kruænice k1(S1, r1) a k2(S2, r2) tak, æe k1 se dot˝ká stran AD a CD, k2 se dot˝ká
stran AB a BC.
a) Dokaæte, æe r1 + r2 = 5.
b) UrËete nejmenπí a nejvÏtπí moænou hodnotu obsahu trojúhelníku AS1S2.

2. Na kaædé z n+1 stÏn n-bokého jehlanu je napsáno Ëíslo 0. V kaædém kroku zvolíme
nÏkter˝ vrchol a Ëísla na vπech stÏnách obsahujících tento vrchol zvÏtπíme o 1 nebo
je vπechna zmenπíme o 1. Dokaæte, æe nem˘æe nastat situace, v níæ by na vπech
stÏnách jehlanu bylo napsáno Ëíslo 1.

3. UrËete vπechny trojice reáln˝ch Ëísel a, b, c, které splÚují podmínky

a

2 + b

2 + c

2 = 26, a+ b = 5 a b+ c = 7.

Klauzurní Ëást πkolního kola kategorie A se koná

v úter˝ 11. prosince 2012

tak, aby zaËala dopoledne a aby soutÏæící mÏli na ¯eπení úloh
4 hodiny Ëistého Ëasu. Za kaædou úlohu m˘æe soutÏæící získat
6 bod˘, úspÏπn˝m ¯eπitelem je ten æák, kter˝ získá 10 bod˘
nebo více. Povolené pom˘cky jsou psací a r˝sovací pot¯eby
a πkolní MF tabulky. Kalkulátory, notebooky ani æádné jiné
elektronické pom˘cky dovoleny nejsou. Tyto údaje se æák˘m
sdÏlí p¯ed zahájením soutÏæe.



62. roËník matematické olympiády

ÿeπení úloh klauzurní Ëásti πkolního kola kategorie A

1. a) Bodem S1 veÔme rovnobÏæku se stranou AD a její pr˘seËíky se stranami AB

a CD oznaËmeM a N . PodobnÏ vedeme bodem S2 rovnobÏæku s AB a její pr˘seËíky se
stranami AD a BC oznaËíme K a L; pr˘seËík p¯ímek KL a MN oznaËme P (obr. 1).
Podle Pythagorovy vÏty pro trojúhelník S1PS2 platí

(r1 + r2)2 = (8� r1 � r2)2 + (9� r1 � r2)2 (1)

a odtud
(r1 + r2)2 � 34(r1 + r2) + 145 = 0,

(r1 + r2 � 5)(r1 + r2 � 29) = 0.
Protoæe 2r1 5 8, 2r2 5 8 (pr˘mÏr kruænic, které podle zadání leæí celé v daném obdél-
níku, nem˘æe b˝t vÏtπí neæ délka strany AD), musí platit r1 + r2 = 5.

A B

CD

P

K L

M

S1

S2

N

Q

R

T

↵

k1

k2

Obr. 1

b) OznaËme Q patu kolmice z bodu S2 na stranu AB, R patu kolmice z bodu S1 na
stranu AD a T pr˘seËík p¯ímek QS2 a RS1 (obr. 1). Obsah S trojúhelníku AS2S1 vy-
poËítáme tak, æe od obsahu pravoúhelníku AQTR odeËteme souËet obsah˘ pravoúhl˝ch
trojúhelník˘ AQS2, AS1R a S1S2T :

S = (9� r2)(8� r1)�
1
2
r2(9� r2)�

1
2
r1(8� r1)�

1
2
(9� r1 � r2)(8� r1 � r2) =

= 72� 9r1 � 8r2 + r1r2 �
9
2
r2 +

1
2
r

2
2 � 4r1 +

1
2
r

2
1 � 36 +

17
2
(r1 + r2)�

1
2
(r1 + r2)2 =

= 36� 9
2
r1 � 4r2 = 36�

9
2
r1 � 4(5� r1) = 16�

1
2
r1,

kam jsme p¯i poslední úpravÏ dosadili za r2 z rovnosti r1 + r2 = 5. Z ní a z nerovností
2r1 5 8, 2r2 5 8 dále vypl˝vá, æe oba polomÏry r1, r2 leæí v intervalu h1, 4i, a proto

S = 16� 1
2
r1 2

D
14,
31
2

E
;



obsah má nejmenπí hodnotu 14, je-li r1 = 4 a r2 = 1, a nejvÏtπí hodnotu 312 , jestliæe
r1 = 1 a r2 = 4.

Jiné ¯eπení. a) OznaËme ↵ úhel PS2S1 (obr. 1). Z rovnosti |AB| = |KP |+ |PS2|+
+ |S2L| plyne r1 + (r1 + r2) cos↵+ r2 = 9 Ëili

(1 + cos↵)(r1 + r2) = 9. (2)

PodobnÏ z rovnosti |AD| = |MP |+ |PS1|+ |S1N | vypl˝vá

(1 + sin↵)(r1 + r2) = 8. (3)

Z posledních dvou rovnic vychází

8(1 + cos↵) = 9(1 + sin↵),

8 cos↵ = 1 + 9 sin↵.

UmocnÏním této rovnice a vyuæitím identity cos2 ↵ = 1�sin2 ↵ dostáváme kvadratickou
rovnici pro sin↵,

64(1� sin2 ↵) = 1 + 18 sin↵+ 81 sin2 ↵,

145 sin2 ↵+ 18 sin↵� 63 = 0.

Ta má diskriminant D = 182 + 4 · 63 · 145 = 9(36 + 28 · 145) = 32 · 212 a dva reálné
ko¯eny � 2129 a

3
5 . Protoæe ↵ je vnit¯ní úhel trojúhelníku, dostáváme

sin↵ =
3
5
,

a tudíæ

r1 + r2 =
8

1 + sin↵

= 5.

b) Obsah S trojúhelníku AS2S1 lze vypoËítat pomocí vektorového souËinu vektor˘
S2 � A a S1 � A. Kartézskou soustavu sou¯adnic zvolme tak, aby platilo A = [0, 0, 0],
B = [9, 0, 0], D = [0, 8, 0]. Potom S2 = [9 � r2, r2, 0], S1 = [r1, 8 � r1, 0] a zkouman˝
obsah S je

S =
1
2

|(S2 �A)⇥ (S1 �A)| = 1
2
[(9� r2)(8� r1)� r1r2] =

1
2
(72� 9r1 � 8r2) =

= 36� 9
2
r1 � 4r2.

Dostali jsme stejn˝ v˝raz jako v prvním ¯eπení, a tak t˝mæ postupem zjistíme, æe zkou-
man˝ obsah má nejmenπí hodnotu 14 a nejvÏtπí hodnotu 312 .

Za úplné ¯eπení udÏlte 6 bod˘. Jeden bod udÏlte za rovnici (1) nebo za soustavu (2), (3), dalπí bod
za urËení souËtu r1 + r2, tedy za Ëást a) nejv˝πe dva body. Dva body dejte za vhodné vyjád¯ení
obsahu trojúhelníku AS2S1 a zb˝vající dva body za urËení nejmenπí a nejvÏtπí hodnoty obsahu vyuæitím
nerovností 1 5 r1 5 4 Ëi 1 5 r2 5 4.



Návodné a doplÚující úlohy:

P¯ipomeÚme nejd¯íve známé tvrzení o nerovnosti mezi aritmetick˝m a geometrick˝m
pr˘mÏrem (struËnÏ naz˝vanou A-G nerovností): Pro libovolná nezáporná reálná Ëísla
a1, a2, . . . , an platí

a1 + a2 + . . .+ an

n
= n
p

a1a2 . . . an,

p¯itom rovnost nastane jedinÏ v p¯ípadÏ a1 = a2 = . . . = an.
1. Pro libovolná kladná reálná Ëísla x, y, z dokaæte nerovnosti

min
⇣x

y
+

y

z
+

z

x
,
y

x
+

z

y
+

x

z

⌘
= 3 a (x+ y + z)

⇣ 1
x
+
1
y
+
1
z

⌘
= 9.

[První nerovnost je d˘sledkem toho, æe nerovnost a + b + c = 3 platí pro kaædou
trojici kladn˝ch Ëísel a, b, c splÚujících podmínku abc = 1 (uæijte pro takovou trojici
A-G nerovnost). Druhou nerovnost dostaneme, kdyæ mezi sebou vynásobíme dvÏ A-G
nerovnosti zapsané pro trojice Ëísel (x, y, z) a (1/x, 1/y, 1/z).]

2. Pro libovolná kladná reálná Ëísla x, y, z dokaæte

⇣
x+

1
y

⌘⇣
y +

1
z

⌘⇣
z +

1
x

⌘
= 8

a zjistÏte, kdy nastane rovnost. [55–B–S–1]
3. D˘sledkem nerovnosti ze soutÏæní úlohy je (slabπí) nerovnost

(x+ y + z)
⇣ 1

x
+
1
y
+
1
z

⌘
5

⇣x

y
+

y

z
+

z

x

⌘⇣ y

x
+

z

y
+

x

z

⌘
.

Podejte její p¯ím˝ d˘kaz (pro libovolná x, y, z > 0), d¯íve neæ zaËnete ¯eπit soutÏæní
úlohu. [Roznásobením závorek na levé stranÏ dostaneme v˝raz 3 + A + B, kde A =
= x/y + y/z + z/x a B = y/x + x/z + z/y jsou Ëinitelé z pravé strany. Máme tak
dokázat nerovnost 3 + A + B 5 AB; v soutÏæní úloze jde ovπem o silnÏjπí nerovnost
3+A+B 5 (min(A, B))2. Nerovnost 3+A+B 5 AB upravíme do souËinového tvaru
(A � 1)(B � 1) = 4 a povπimneme si, æe podle návodné úlohy 1 platí A = 3 a B = 3,
neboli A � 1 = 2 a B � 1 = 2. Vynásobením posledních dvou nerovností dostaneme
pot¯ebné.]

4. P¯i ¯eπení soutÏæní úlohy je moæné (ne-li dokonce nezbytné) uplatnit Ëast˝ uæiteËn˝
obrat, kdy urËitou nerovnost zd˘vodníme seËtením nÏkolika (v daném p¯ípadÏ t¯í)
analogick˝ch nerovností. Vyuæijte to k urËení nejmenπí hodnoty v˝razu

V = a2 + b2 + c2 + 2
⇣ 1

a
+
1
b
+
1
c

⌘
,

kde a, b, c jsou libovolná kladná reálná Ëísla. [Vmin = 9 pro a = b = c = 1. Podle A-G
nerovnosti uæité na trojici Ëísel t2, 1/t, 1/t pro kaædé t = 3 platí t2+2/t = 3. SeËtením
takov˝ch nerovností pro t = a, t = b a t = c dostaneme pot¯ebn˝ odhad V = 9.]

5. UrËete vπechny trojice (x, y, z) reáln˝ch Ëísel, pro nÏæ platí

x2 + y2 + z2 5 6 + min
⇣
x2 �

8
x4

, y2 �
8
y4

, z2 �
8
z4

⌘
.

[53–A–III–1]

3. OznaËme I st¯ed kruænice vepsané danému trojúhelníku ABC. P¯edpokládejme, æe
kolmice na p¯ímku CI vedená bodem I protne p¯ímku AB v bodÏ M . Dokaæte, æe
kruænice trojúhelníku ABC opsaná protne úseËku CM ve vnit¯ním bodÏ N a æe
p¯ímky NI a MC jsou navzájem kolmé.

ÿeπení. Ukáæeme nejd¯íve dvÏma zp˘soby, æe p¯ímka MI, tedy kolmice na p¯ím-
ku CI v bodÏ I, je teËnou ke kruænici ABI (tak budeme znaËit kruænice procházející
t¯emi dan˝mi body). První postup zaloæíme na známém poznatku, æe AIC a BIC

jsou tupé úhly velikostí 90� + 1
2�, resp. 90

� + 1
2↵ (návodná úloha 1). Proto zkoumaná

3



kolmice MI k p¯ímce CI svírá s úseËkami AI a BI ostré úhly 12�, resp.
1
2↵,

1 tedy úhly
shodné s obvodov˝mi úhly IBA, resp. IAB v kruænici ABI (obr. 1). To jiæ podle vÏty
o shodnosti obvodov˝ch a úsekov˝ch úhl˘ znamená právÏ to, æe p¯ímka MI je teËnou
kruænice ABI. Stejn˝ závÏr plyne ovπem okamæitÏ z poznatku, æe st¯edem kruænice ABI

je st¯ed toho oblouku AB kruænice ABC, kter˝ neobsahuje vrchol C a kter˝m prochází
p¯ímka CI (osa vnit¯ního úhlu p¯i vrcholu C trojúhelníku ABC, návodná úloha 2).

A

B

C

I

M

N

Obr. 1

Z dokázaného dotyku p¯ímkyMI s kruænicí ABI vypl˝vá, æe bodM leæí na p¯ímce
AB vnÏ úseËky AB a má ke kruænici ABI kladnou mocnost m, jeæ má dvojí vyjád¯ení
m = |MI|2 = |MA| · |MB|. Bod M tudíæ leæí i ve vnÏjπí oblasti kruænice ABC (neboª
úseËka AB je její tÏtiva) a má k ní tutéæ mocnost m = |MA| · |MB|. Tatáæ hodnota
m = |MI|2 je vπak menπí neæ |MC|2, jak plyne z pravoúhlého trojúhelníku CMI.
Nerovnost |MC|2 > m tak znamená, æe polop¯ímka MC má s kruænicí ABC kromÏ
bodu C spoleËn˝ jeπtÏ jeden bod N , kter˝ navíc leæí mezi bodyM a C (neboª z rovnosti
|MC| · |MN | = m plyne nerovnost |MN | < |MC|). První Ëást tvrzení úlohy je tak
dokázána.
Naπím druh˝m úkolem je ukázat, æe úhel CNI je prav .̋ K tomu na dokázanou

rovnost |MC| · |MN | = |MI|2 m˘æeme uplatnit následující „obráceníˇ Eukleidovy
vÏty o odvÏsnÏ MI pravoúhlého trojúhelníku CMI. Pata jeho v˝πky z vrcholu I na
p¯eponu CM je takov˝ bod X úseËky CM , jehoæ poloha je (díky EukleidovÏ vÏtÏ)
jednoznaËnÏ urËena rovností |MC| · |MX| = |MI|2. Je proto X = N a d˘kaz je hotov.
Bez uæití Eukleidovy vÏty lze argumentovat takto: Protoæe p¯ímka MI se v bodÏ I

dot˝ká Thaletovy kruænice sestrojené nad pr˘mÏrem CI, má bod M i k této kruænici
mocnost m = |MI|2, a proto na ní — díky rovnosti m = |MC| · |MN | — leæí i bod N ,
takæe úhel CNI je podle Thaletovy vÏty skuteËnÏ prav .̋

Návodné a doplÚující úlohy:

1. Pomocí vnit¯ních úhl˘ ↵, �, � obecného trojúhelníku ABC s vepsanou kruænicí
o st¯edu I vyjád¯ete velikosti úhl˘ AIB, AIC, BIC. [Velikosti jsou po ¯adÏ 90� + 1

2�,
90� + 1

2�, 90� + 1
2↵. Plyne to ze souËt˘ vnit¯ních úhl˘ v jednotliv˝ch trojúhelnících

1 Z urËen˝ch úhl˘ mezi p¯ímkou MI a úseËkami AI a BI plyne, æe bod M (jehoæ existence se
v zadání úlohy p¯edpokládá) skuteËnÏ existuje, právÏ kdyæ platí 12↵ 6= 1

2� neboli ↵ 6= �. S ohledem
na symetrii zadání m˘æeme p¯edpokládat, æe platí ↵ > �; bod M pak leæí — jako na naπem
obrázku — na prodlouæení strany AB za vrchol A a je |�IMA| = 1

2↵� 1
2�.
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AIB, AIC, BIC, neboª polop¯ímky AI, BI a CI jsou osami vnit¯ních úhl˘ trojúhel-
níku ABC.]
P¯ed ¯eπením následující úlohy si zopakujte uËebnicové poznatky o st¯edov˝ch, obvo-
dov˝ch a úsekov˝ch úhlech.

2. Pro obecn˝ trojúhelník ABC s vepsanou kruænicí o st¯edu I dokaæte, æe polop¯ímka CI
protne oblouk AB kruænice opsané v takovém bodÏ S, kter˝má od bod˘ A,B, I stejnou
vzdálenost. [Rovnost |SA| = |SB| plyne z rovnosti obvodov˝ch úhl˘ ACS a BCS;
rovnost |SA| = |SI| je d˘sledkem toho, æe v trojúhelníku AIS mají oba vnit¯ní úhly
u vrchol˘ A a I tutéæ velikost rovnou 12↵+ 1

2� neboli 90� � 1
2�.]

Zopakujte si dále uËebnicov˝ poznatek o vπech seËnách dané kruænice procházejících
dan˝m bodem, kter˝ je vyjád¯en veliËinou zvanou mocnost bodu ke kruænici. Dobré
pouËení a ¯adu ukázek uæití najdete v Ëlánku T. Nedevová: Mocnost bodu ke kruænici,
Rozhledy matematicko-fyzikální, roË. 87 (2012), Ë. 2, str. 9–17.

3. V rovinÏ je dán pravoúhl˝ lichobÏæník ABCD s delπí základnou AB a prav˝m úhlem
p¯i vrcholu A. OznaËme k1 kruænici sestrojenou nad stranou AD jako nad pr˘mÏrem
a k2 kruænici procházející vrcholy B, C a dot˝kající se p¯ímky AB. Mají-li kruænice k1,
k2 vnÏjπí dotyk v bodÏ P , je p¯ímka BC teËnou kruænice opsané trojúhelníku CDP .
Dokaæte. [52–B–II–4]

4. Do kruænice k je vepsán Ëty¯úhelník ABCD, jehoæ úhlop¯íËka BD není pr˘mÏrem. Do-
kaæte, æe pr˘seËík p¯ímek, jeæ se kruænice k dot˝kají v bodech B a D, leæí na p¯ímce AC,
právÏ kdyæ platí |AB| · |CD| = |AD| · |BC|. [51–A–II–3]

5. Je dán rovnobÏæník ABCD s tup˝m úhlem ABC. Na jeho úhlop¯íËce AC v polorovinÏ
BDC zvolme bod P tak, aby platilo |�BPD| = |�ABC|. Dokaæte, æe p¯ímka CD je
teËnou ke kruænici opsané trojúhelníku BCP , právÏ kdyæ úseËky AB a BD jsou shodné.
[59–A–II–2]

6. V trojúhelníku ABC, kter˝ není rovnostrann ,̋ oznaËme K pr˘seËík osy vnit¯ního
úhlu BAC se stranou BC a L pr˘seËík osy vnit¯ního úhlu ABC se stranou AC. Dále
oznaËme S st¯ed kruænice vepsané, O st¯ed kruænice opsané a V pr˘seËík v˝πek troj-
úhelníku ABC. Dokaæte, æe následující dvÏ tvrzení jsou ekvivalentní:
a) P¯ímka KL se dot˝ká kruænic opsan˝ch trojúhelník˘m ALS, BV S a BKS.
b) Body A, B, K, L a O leæí na jedné kruænici. [55–A–III–3]

7. Jsou dány kruænice k, l, které se protínají v bodech A, B. OznaËme K, L po ¯adÏ
dotykové body jejich spoleËné teËny zvolené tak, æe bod B je vnit¯ním bodem troj-
úhelníku AKL. Na kruænicích k a l zvolme po ¯adÏ body N a M tak, aby bod A byl
vnit¯ním bodem úseËky MN . Dokaæte, æe Ëty¯úhelník KLMN je tÏtivov ,̋ právÏ kdyæ
p¯ímka MN je teËnou kruænice opsané trojúhelníku AKL. [60–A–I–3]

8. OznaËme I st¯ed kruænice vepsané trojúhelníku ABC. Kruænice, která prochází vrcho-
lem B a dot˝ká se p¯ímky AI v bodÏ I, protíná strany AB, BC postupnÏ v bodech
P , Q. Pr˘seËík p¯ímky QI se stranou AC oznaËme R. Dokaæte, æe platí

|AR| · |BQ| = |PI|2.

[62–A–I–5]

4. OznaËme l(n) nejvÏtπího lichého dÏlitele Ëísla n. UrËete hodnotu souËtu

l(1) + l(2) + l(3) + . . .+ l

�
22013

�
.

ÿeπení. Je z¯ejmé, æe pro kaædé p¯irozené Ëíslo k platí rovnosti l(2k) = l(k) a
l(2k � 1) = 2k � 1. Díky jim lze hodnoty l(n) sËítat po skupinách Ëísel n leæících vædy
mezi dvÏma sousedními mocninami Ëísla 2, p¯esnÏji urËovat souËty

s(n) = l

�
2n�1 + 1

�
+ l

�
2n�1 + 2

�
+ l

�
2n�1 + 3

�
+ . . .+ l

�
2n

�

postupnÏ pro jednotlivá n = 1, 2, 3, . . .. Pro názornost nejprve uveÔme postup urËení
konkrétního souËtu

s(4) = l(9) + l(10) + l(11) + l(12) + l(13) + l(14) + l(15) + l(16).
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a po odeËtení druhé rovnosti od první vychází

an+2 � an+1 = 3an+1 � an neboli an+2 = 4an+1 � an.

Návodné a doplÚující úlohy:

1. NajdÏte rekurentní vztah k urËování poËt˘ s(n) zp˘sob˘ zdolání schodiπtÏ o n schodech,
jsou-li povoleny pouze kroky o jeden, dva nebo t¯i schody. [s(n) = s(n�1)+ s(n�2)+
+ s(n� 3) pro kaædé n > 3.]

2. Ukaæte, æe poËty zp˘sob˘ vydláædÏní plochy 2 ⇥ n dlaædicemi 2 ⇥ 1 pro jednotlivá
n = 1, 2, 3, . . . tvo¯í proslulou Fibonacciovu posloupnost

1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, . . . ,

v níæ je kaæd˝ Ëlen (poËínaje t¯etím) roven souËtu dvou p¯edchozích Ëlen˘. [Vπechna
vydláædÏní plochy 2⇥n pro dané n = 3 rozdÏlte do dvou skupin podle toho, zda prav˝
okraj dláædÏní je tvo¯en jednou svislou, nebo dvÏma vodorovn˝mi dlaædicemi. VysvÏt-
lete, proË v kaædé z obou skupin je právÏ tolik vydláædÏní, kolik je vπech vydláædÏní
ploch 2⇥ (n� 1), resp. 2⇥ (n� 2).]

3. OznaËme p(n) poËet vπech n-místn˝ch Ëísel sloæen˝ch jen z Ëíslic 1, 2, 3, 4, 5, v nichæ
se kaædé dvÏ sousední Ëíslice liπí alespoÚ o 2. Dokaæte, æe pro kaædé p¯irozené Ëíslo n
platí

5 · 2,4n�1 5 p(n) 5 5 · 2,5n�1.

[62–A–I–3]
4. Pro libovolné p¯irozené Ëíslo n sestavme z písmen A, B vπechna moæná „slovaˇ délky n.
RozdÏlme je do dvou skupin Sn a Ln podle toho, zda je v daném slovÏ sud˝ Ëi li-
ch˝ poËet „slabikˇ BA (za sud˝ povaæujeme i poËet 0). Nap¯íklad slova BABBBBA
a AAAAAAB pat¯í obÏ do skupiny S7, zatímco slova AABBABB a BA BAABA
pat¯í obÏ do skupiny L7. UrËete, pro která n mají skupiny Sn a Ln stejn˝ poËet prvk˘.
[56–A–I–3]

5. Pro libovolné p¯irozené Ëíslo n sestavme z písmen A a B vπechna moæná „slovaˇ délky n
a oznaËme pn poËet tÏch z nich, která neobsahují ani trojici AAA po sobÏ jdoucích
písmen A, ani dvojici BB po sobÏ jdoucích písmen B. UrËete, pro která p¯irozená
Ëísla n platí, æe obÏ Ëísla pn a pn+1 jsou sudá. [53–A–II–2]

6. Pro libovolné p¯irozené Ëíslo n sestavme z písmen A a B vπechna moæná „slovaˇ délky n
a oznaËme pn poËet tÏch z nich, která neobsahují ani Ëtve¯ici AAAA po sobÏ jdoucích
písmen A, ani trojici BBB po sobÏ jdoucích písmen B. UrËete hodnotu v˝razu

p2004 � p2002 � p1999

p2001 + p2000
.

[53–A–III–2]

6. V rovinÏ daného trojúhelníku ABC urËete vπechny body, jejichæ obrazy v osov˝ch
soumÏrnostech podle p¯ímek AB, BC, CA tvo¯í vrcholy rovnostranného trojúhel-
níku.

ÿeπení. Vedeni zadáním úlohy, zvolíme jak˝koliv bod X roviny ABC a sestrojíme
jeho obrazy Xa, Xb, Xc v osov˝ch soumÏrnostech podle p¯ímek BC, CA, AB (obr. 6).
Abychom mohli posoudit otázku, kdy dostaneme rovnostrann˝ trojúhelník XaXbXc,
dokáæeme nejprve, æe pro vzájemné vzdálenosti jeho vrchol˘ platí obecnÏ (tj. bez ohledu
na volbu bodu X) vzorce

|XaXb| = 2|XC| sin �, |XaXc| = 2|XB| sin�, |XbXc| = 2|XA| sin↵, (1)

ve kter˝ch ↵, �, � je obvyklé oznaËení vnit¯ních úhl˘ trojúhelníku ABC.
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�

�

Obr. 6

JistÏ staËí dokázat pouze první rovnost v (1). Ta je z¯ejmá v p¯ípadÏ X = C, neboª
tehdy platí Xa = Xb (= X). V p¯ípadÏ X 6= C je XC pr˘mÏrem Thaletovy kruænice
z obr. 6, na níæ leæí vyznaËené kolmé pr˘mÏty Pa, Pb bodu X na p¯ímky BC, CA.
Protoæe tÏtivÏ PaPb p¯ísluπí obvodové úhly � a 180� � �, ze sinové vÏty plyne rovnost
|PaPb| = |XC| sin �. S ohledem na to, æe úseËka XaXb je z¯ejmÏ obrazem tÏtivy PaPb

ve stejnolehlosti se st¯edem v bodÏ X a koeficientem 2, platí |XaXb| = 2|PaPb|, Ëímæ
jsou rovnosti (1) dokázány.
Ze vzorc˘ (1) vypl˝vá, æe naπí úlohou je najít právÏ ty body X roviny ABC, pro

nÏæ platí
2|XA| sin↵ = 2|XB| sin� = 2|XC| sin � > 0

(právÏ tehdy je totiæ trojúhelník XaXbXc rovnostrann˝). Jinak vyjád¯eno, hledáme
body X, jejichæ vzdálenosti od vrchol˘ A, B, C jsou kladné a splÚují úmÏru

|XA| : |XB| : |XC| = 1
sin↵

:
1
sin�

:
1
sin �

=
1

|BC| :
1

|AC| :
1

|AB|

(kv˘li dalπímu v˝kladu jsme vyuæili sinovou vÏtu a p¯eπli od sin˘ úhl˘ k délkám protÏj-
πích stran v 4ABC). PrávÏ takové body X sestrojíme jako spoleËné body následujících
t¯í Apolloniov˝ch kruænic, p¯esnÏji mnoæin bod˘ X zadan˝ch rovnicemi

ka :
|XB|
|XC| =

|AB|
|AC| , kb :

|XA|
|XC| =

|AB|
|BC| , kc :

|XA|
|XB| =

|AC|
|BC| ; (2)

p¯itom je z¯ejmé, æe libovoln˝m pr˘seËíkem dvou tÏchto kruænic bude procházet i kruæ-
nice t¯etí.4 Z rovností v (2) je patrné, æe A 2 ka, B 2 kb a C 2 kc. To usnadÚuje prak-
tickou konstrukci tÏchto t¯í kruænic: jsou-li AK, BL, CM p¯íËky trojúhelníku ABC,
na kter˝ch leæí osy jeho vnit¯ních úhl˘ (obr. 7), leæí na kruænici ka nejen bod A, ale
i bod K (v d˘sledku dob¯e známé úmÏry |KB| : |KC| = |AB| : |AC|), takæe st¯ed kruæ-
nice ka m˘æeme sestrojit jako pr˘seËík osy úseËky AK s p¯ímkou BC (není-li ovπem

4 NÏkteré z tÏchto mnoæin (jedna nebo t¯i) mohou b˝t p¯ímkami namísto kruænicemi. Budeme se
tomu vÏnovat pozdÏji p¯i diskusi o poËtu ¯eπení.
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|AB| = |AC|, kdy ka je osa strany BC). PodobnÏ uæitím os úseËek BL, CM urËíme
st¯edy kruænic kb, kc. Na obrázku 7 vidíme situaci, kdy kruænice ka, kb, kc mají dva
spoleËné body X, Y , a naπe úloha tak má dvÏ ¯eπení.5 Jsou na nÏm vykresleny i odpoví-
dající rovnostranné trojúhelníky XaXbXc a YaYbYc. Není náhoda, æe jejich vrcholy leæí
po jednom na odpovídajících kruænicích ka, kb a kc, neboª st¯edy tÏchto kruænic leæí na
osách dotyËn˝ch soumÏrností.

A

B

C

X

Y

K

L

M

ka

kb

kc

Xa

Xb

Xc

Ya

Yb

Yc

Obr. 7

I kdyæ je zadaná úloha konstrukËnÏ vy¯eπena, musíme jeπtÏ posoudit otázku, kolik
má úloha ¯eπení, tedy otázku poËtu spoleËn˝ch bod˘ Apolloniov˝ch kruænic ka, kb, kc

(jak víme, staËí vzít dvÏ z nich). OdpovÏÔ podáme v následujícím oddílu; vypom˘æeme si
p¯itom opÏt poznatkem o existenci p¯íËek v˝chozího trojúhelníku ABC, jeæ jsou zároveÚ
tÏtivami zkouman˝ch kruænic; zachováme i jejich oznaËení AK, BL, CM z obrázku 7.
Diskuse.

a) Je-li trojúhelník ABC rovnostrann˝, jsou ka, kb, kb osy jeho stran, a úloha tak má
jediné ¯eπení, kter˝m je st¯ed daného rovnostranného trojúhelníku.

b) Je-li trojúhelník ABC rovnoramenn˝ a platí-li nap¯íklad |AB| 6= |AC| = |BC|, je
kc osa jeho základny AB, která protne kruænici ka ve dvou bodech, neboª protíná
její tÏtivu AK, a tedy i oba její oblouky AK. Pro rovnoramenn˝ trojúhelník ABC,
kter˝ není rovnostrann ,̋ má tudíæ úloha vædy dvÏ ¯eπení.

c) Je-li trojúhelník ABC r˘znostrann˝ a je-li nap¯íklad AB jeho nejdelπí strana (jako
na obr. 7), mají kruænice ka, kb, jak ukáæeme, dva spoleËné body. Protoæe kruænice ka

je dána rovnicí |XB|/|XC| = |AB|/|AC| > 1, leæí bod B v její vnÏjπí oblasti
a bod C v její vnit¯ní oblasti. Proto ve vnit¯ní oblasti ka leæí i celá úseËka AC

(s v˝jimkou bodu A), tedy i její vnit¯ní bod L. Kruænice ka tak protíná tÏtivu BL

kruænice kb, a proto se protínají i obÏ kruænice. Pro r˘znostrann˝ trojúhelník ABC

má tudíæ úloha vædy dvÏ ¯eπení.

5 Jak uvidíme za okamæik, dvÏ ¯eπení zadané úlohy budou existovat, kdykoliv v˝chozí trojúhelník
ABC nebude rovnostrann .̋ Netriviálnost tohoto poznatku nep¯ímo podporuje i skuteËnost, æe
obÏ ¯eπení X a Y na obr. 7 leæí vnÏ trojúhelníku ABC.
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Návodné a doplÚující úlohy:

SoutÏæní úloha se vztahuje k studijnímu tématu tohoto roËníku MO kategorie A, kter˝m
jsou Apolloniovy kruænice, neboli kruænice, jeæ spojujeme s následujícím tvrzením.
P¯edpokládejme, æe v rovinÏ ⇡ jsou dány dva r˘zné body A, B a æe je rovnÏæ dáno
kladné Ëíslo � 6= 1. Pak mnoæina

M = {X 2 ⇡; |AX| : |BX| = �}

je kruænice se st¯edem na p¯ímce AB. PrávÏ tato mnoæina M se naz˝vá Apolloniovou
kruænicí (p¯ísluπnou dan˝m bod˘m A a B a danému pomÏru �).
D˘kaz uvedeného tvrzení p¯edkládáme níæe jako návodnou úlohu 1 (opat¯enou ¯eπe-
ním). Dodejme jeπtÏ, æe v p¯ípadÏ pomÏru � = 1 je M z¯ejmÏ osa úseËky AB. Pro
podrobnÏjπí seznámení s tématem doporuËujeme text na str. 11–14. broæurky L. BoËek,
J. Zhouf: Máte rádi kruænice?, Prometheus, Praha, 1995.

1. Dokaæte v˝πe uvedené tvrzení o mnoæinÏ M bod˘ v rovinÏ. [Nejprve ukáæeme, æe pro
libovoln˝ bod X 2 M, kter˝ neleæí na p¯ímce AB, platí: Osy vnit¯ního a vnÏjπího
úhlu p¯i vrcholu X trojúhelníku ABX protínají p¯ímku AB po ¯adÏ v bodech P a Q,
které nezávisí na v˝bÏru bodu X a které samy pat¯í do mnoæiny M (jsou to jediné dva
body z M, které na p¯ímce AB leæí). SkuteËnÏ, ze sinové vÏty pro trojúhelníky APX

a BPX plyne |AP | : |AX| = sin 12� : sin' a |BP | : |BX| = sin 12� : sin(180� � '),
kde � = |�AXB| a ' = |�APX|, odkud |AP | : |BP | = |AX| : |BX| = �. PodobnÏ
se odvodí i druhá úmÏra |AQ| : |BQ| = �. Z dokázaného tvrzení o bodech P a Q
vypl˝vá, æe kaæd˝ bod mnoæiny M nutnÏ leæí na ThaletovÏ kruænici sestrojené nad
(fixním) pr˘mÏrem PQ. Zb˝vá ukázat opaËné tvrzení o tom, æe kaæd˝ bod X této
kruænice pat¯í do mnoæiny M, æe tedy splÚuje úmÏru |AX| : |BX| = �. K tomu podle
p¯edchozího staËí p¯edpokládat, æe X neleæí na p¯ímce AB, a dokázat rovnost velikostí
úhl˘ �1 = |�PXA| a �2 = |�PXB|. Provedeme to v p¯ípadÏ � > 1, kdy uvaæované
body leæí na p¯ímce v po¯adí A, P , B, Q (p¯ípad 0 < � < 1 se posoudí analogicky, nebo
se prohozením bod˘ A, B p¯ejde od pomÏru � k pomÏru 1/�.) Protoæe úhly AXQ,
BXQ mají po ¯adÏ velikosti 90� + �1, 90� � �2, ze sinové vÏty plynou rovnosti

� =
|AP |
|BP |

=
|AX| sin �1

|BX| sin �2
a � =

|AQ|
|BQ|

=
|AX| cos �1
|BX| cos �2

,

ze kter˝ch vychází tg �1 = tg �2, neboli �1 = �2. Cel˝ d˘kaz tvrzení o mnoæinÏ M je
hotov.]

2. V rovinÏ ⇡ jsou dány Ëty¯i r˘zné body A, B, C, D neleæící na stejné p¯ímce. Sestrojte
vπechny body X 2 ⇡, pro nÏæ platí 4ABX ⇠ 4CDX. [Koeficient � = |AB| : |CD| k˝-
æené podobnosti známe; proto hledané body X sestrojíme jako pr˘seËíky dvou Apollo-
niov˝ch kruænic: první z nich p¯ísluπí bod˘m A, C a pomÏru �, druhá bod˘m B, D
a témuæ pomÏru �.]

3. V rovinÏ ⇡ jsou dány Ëty¯i r˘zné body A,B, C,D leæící v tomto po¯adí na jedné p¯ímce.
Sestrojte vπechny body X 2 ⇡, pro nÏæ jsou úhly AXB, BXC, CXD navzájem shodné.
[Hledané body X jsou pr˘seËíky dvou Apolloniov˝ch kruænic: první z nich p¯ísluπí
bod˘m A, C a prochází bodem B (ten tedy urËuje p¯ísluπn˝ dÏlící pomÏr), druhá
p¯ísluπí bod˘m B, D a prochází bodem C.]
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63. roËník matematické olympiády

Úlohy krajského kola kategorie A

1. NajdÏte vπechna celá kladná Ëísla, která nejsou mocninou Ëísla 2 a která se rovnají
souËtu trojnásobku svého nejvÏtπího lichého dÏlitele a pÏtinásobku svého nejmen-
πího lichého dÏlitele vÏtπího neæ 1.

2. V rovinÏ jsou dány dvÏ kruænice k1(S1, r1) a k2(S2, r2), kde |S1S2| > r1+r2. NajdÏte
mnoæinu vπech bod˘ X, které neleæí na p¯ímce S1S2 a mají tu vlastnost, æe úseËky
S1X, S2X protínají po ¯adÏ kruænice k1, k2 v bodech, jejichæ vzdálenosti od p¯ímky
S1S2 se rovnají.

3. NajdÏte vπechny trojice reáln˝ch Ëísel x, y a z, pro nÏæ platí

x(y2 + 2z2) = y(z2 + 2x2) = z(x2 + 2y2).

4. Volejbalového turnaje se zúËastnilo πest druæstev, kaædé se utkalo s kaæd˝m právÏ
jednou. V jednotliv˝ch pÏti kolech probíhaly ve stejnou dobu vædy t¯i zápasy na
t¯ech kurtech 1, 2 a 3. Kolik bylo moæností pro rozpis takového turnaje? Rozpisem
rozumíme tabulku 5⇥ 3, v níæ na pozici (i, j), kde i 2 {1, 2, 3, 4, 5} a j 2 {1, 2, 3},
je uvedena dvojice druæstev (bez urËení po¯adí), která se v i-tém kole utkala na
kurtu Ëíslo j. Místo dekadického zápisu v˝sledného Ëísla m˘æete uvést jeho rozklad
na prvoËinitele.

Krajské kolo kategorie A se koná

v úter˝ 14. ledna 2014

tak, aby zaËalo dopoledne a aby soutÏæící mÏli na ¯eπení
úloh 4 hodiny Ëistého Ëasu. Povolené pom˘cky jsou psací
a r˝sovací pot¯eby a πkolní MF tabulky. Kalkulátory, note-
booky ani æádné jiné elektronické pom˘cky dovoleny nejsou.
Za kaædou úlohu m˘æe soutÏæící získat 6 bod˘; bodové hra-
nice k urËení úspÏπn˝ch ¯eπitel˘ a úspÏπn˝ch úËastník˘ bu-
dou stanoveny centrálnÏ po vyhodnocení statistik bodov˝ch
v˝sledk˘ ze vπech kraj˘. Tyto údaje se æák˘m sdÏlí p¯ed
zahájením soutÏæe.



ZaËnÏme s rozborem p¯ípadu n = 8L. Ze zp˘sobu, jak˝m jsme odvodili nerovnost
n 5 8L, plyne, æe Ëíslo L je nejen nejvÏtπím, ale i nejmenπím netriviálním lich˝m dÏlite-
lem Ëísla n, a proto je prvoËíslem. Dostáváme první skupinu hledan˝ch Ëísel n, jeæ mají
tvar n = 8L, kde L je libovolné liché prvoËíslo.
V p¯ípadÏ n = 4L je nejmenπí netriviální lich˝ dÏlitel Ëísla n takové prvoËíslo p,

jehoæ pÏtinásobek je roven Ëíslu n � 3L = L. Z rovnosti 5p = L máme n = 4L = 20p,
a proto 5 | n, takæe je p 5 5 neboli p 2 {3, 5}. Odpovídající ¯eπení jsou n = 60 a n = 100.
Za úplné ¯eπení udÏlte 6 bod˘, z toho 2 body za vhodné vyjád¯ení obou dotyËn˝ch dÏlitel˘ a sestavení

rovnice vyjad¯ující podmínku úlohy, dalπí 1 bod za úpravu na rovnici mezi jist˝m souËinem a Ëíslem 5.

Podle úplnosti upravené rovnice pak udÏlte zbylé t¯i body. P¯i postupu z jiného ¯eπení udÏlte 1 bod za

nerovnost n > 3L, 2 body za nerovnost n 5 8L, 1 bod za d˘sledek o moæn˝ch tvarech n = 4L, n = 8L

a po 1 bodu za jejich rozbor.

2. V první Ëásti ¯eπení p¯edpokládejme, æe X je libovoln˝ bod, kter˝ má poæadova-
nou vlastnost. Z¯ejmÏ musí leæet ve vnÏjπí oblasti kaædé z obou kruænic. Body S1, S2 a X
jsou pak vrcholy trojúhelníku, jehoæ strany S1X, S2X jsou proªaty po ¯adÏ kruænicemi
k1, k2 v bodech Y1 a Y2, které leæí na téæe rovnobÏæce s p¯ímkou S1S2 (obr. 1). Proto
i body Y1, Y2, X jsou vrcholy trojúhelníku, kter˝ je podobn˝ trojúhelníku S1S2X podle
vÏty uu, tudíæ pro jejich strany platí úmÏra

|XY1|
|XS1|

=
|XY2|
|XS2|

, (1)

kterou díky rovnostem

|XY1| = |XS1|� r1 a |XY2| = |XS2|� r2 (2)

p¯evedeme na úmÏru pro délky úseËek XS1 a XS2:

|XS1|� r1
|XS1|

=
|XS2|� r2

|XS2|
,

takæe
|XS1|
|XS2|

=
r1
r2

. (3)

X

S1 S2

Y1
Y2

H1 H2

k1

k2

Obr. 1



Mnoæinu bod˘ v rovinÏ s dan˝mi body S1 a S2, jeæ mají vlastnost (3), známe:
pro r1 = r2 je to osa úseËky S1S2 a pro r1 6= r2 je to Apolloniova kruænice. Ta je
urËena sv˝m pr˘mÏrem H1H2 na p¯ímce S1S2, na níæ jsou H1 a H2 jediné dva body X
s vlastností (3). Z té navíc plyne, æe jde o st¯edy stejnolehlostí kruænic k1 a k2.

V druhé Ëásti ¯eπení budeme naopak p¯edpokládat, æe bod X je libovoln˝ bod
Apolloniovy kruænice urËené rovnicí (3), kter˝ je r˘zn˝ od jejích pr˘seËík˘ H1, H2
s p¯ímkou S1S2. Vzhledem k p¯edpoklad˘m úlohy leæí body H1, H2 ve vnÏjπí oblasti
obou kruænic, takæe tam leæí i p¯ísluπná Apolloniova kruænice, neboª její pr˘mÏr obsahuje
pr˘mÏr jedné z dan˝ch kruænic (té s menπím polomÏrem) a s pr˘mÏrem druhé kruænice
je disjunktní.
Body S1, S2 a X jsou tak vrcholy trojúhelníku, p¯iËemæ |XS1| > r1 a |XS2| >

> r2. Existují tudíæ body Y1 2 k1, Y2 2 k2 leæící uvnit¯ stran S1X, S2X trojúhelníku
S1S2X. Proto pro nÏ také platí rovnosti (2), díky nimæ lze p¯ejít tentokrát od rovnice (3)
k rovnici (1). Její platnost znamená, æe trojúhelníky S1S2X a Y1Y2X jsou podobné
podle vÏty sus, a proto jsou úseËky S1S2 a Y1Y2 rovnobÏæné. Body Y1, Y2 tak mají od
p¯ímky S1S2 stejné vzdálenosti, coæ dokazuje poæadovanou vlastnost bodu X.

OdpovÏÔ: Hledanou mnoæinou bod˘ X je Apolloniova kruænice urËená rovnicí (3),
z níæ jsou vylouËeny oba její pr˘seËíky s p¯ímkou S1S2. V p¯ípadÏ r1 = r2 je hledanou
mnoæinou osa úseËky S1S2 bez jejího st¯edu.

Poznámka. Pot¯ebnou vlastnost Apolloniovy kruænice lze odvodit p¯ímo z rov-
nosti (3). Z rovnosti, která p¯edchází rovnost (3) a která je s ní ve skuteËnosti ekvi-
valentní, pro libovoln˝ takov˝ bod X plyne, æe oba v˝razy |XS1|� r1 a |XS2|� r2 mají
stejné znaménko. A protoæe podle p¯edpoklad˘ úlohy je

(|XS1|� r1) + (|XS2|� r2) > |S1S2|� (r1 + r2) > 0,

je |XS1| > r1 a |XS2| > r2, coæ znamená, æe nalezená Apolloniova kruænice leæí v pr˘-
niku vnÏjπích oblastí obou dan˝ch kruænic.

Za úplné ¯eπení udÏlte 6 bod˘, z toho za 4 body za d˘kaz, æe kaæd˝ vyhovující bod X leæí na ApolloniovÏ

kruænici a 2 body za obrácené tvrzení. Ze zadání úlohy je ihned patrné, æe vπechny vyhovující body X

musejí leæet v pr˘niku vnÏjπích oblastí obou kruænic k1 a k2. Poznatek, æe v tomto pr˘niku leæí i nalezená

Apolloniova kruænice, by nemÏl v úplném ¯eπení chybÏt. Za absenci tohoto poznatku strhnÏte 1 bod.

RovnÏæ strhnÏte 1 bod, pokud ¯eπitel v pr˘bÏhu ¯eπení nebo v závÏru opomene situaci, kdy r1 = r2.

3. Je-li nap¯. x = 0, dostáváme soustavu 0 = yz2 = 2y2z, takæe i jedna z hodnot
y, z je nulová a druhá m˘æe b˝t libovolná. PodobnÏ vy¯eπíme i p¯ípady y = 0 a z = 0.
Dostáváme tak t¯i skupiny ¯eπení (t, 0, 0), (0, t, 0) a (0, 0, t), kde t je libovolné reálné Ëíslo.
Vπechna ostatní ¯eπení uæ splÚují podmínku xyz 6= 0, jejíæ platnost budeme ve zbytku
¯eπení p¯edpokládat.
Úpravou rovnice x

�
y2 + 2z2

�
= y

�
z2 + 2x2

�
dostaneme (2x � y)(z2 � xy) = 0.

Rozliπíme tedy, kter˝ ze dvou Ëinitel˘ je roven nule.
(i) 2x� y = 0. Z p˘vodní soustavy po dosazení y = 2x z˘stane jediná rovnice

2x(2x2 + z2) = 9x2z,

odkud po dÏlení Ëíslem x 6= 0 dostáváme

4x2 + 2z2 � 9xz = 0 neboli (x� 2z)(4x� z) = 0.



1. Nechª n je celé kladné Ëíslo. OznaËme vπechny jeho kladné dÏlitele d1, d2, . . . , dk
tak, aby platilo d1 < d2 < . . . < dk (je tedy d1 = 1 a dk = n). ZjistÏte vπechny
takové hodnoty n, pro nÏæ platí d5�d3 = 50 a 11d5+8d7 = 3n. (Matúπ Harminc)

ÿeπení. Rozliπíme, zda hledané n je liché Ëi sudé.
(i) Nechª n je liché, pak i vπechna di jsou lichá. Z rovnosti 11d5 + 8d7 = 3n plyne

d7 | 11d5 a také d5 | 8d7 neboli d5 | d7. Z d5 | d7 | 11d5 s ohledem na d7 > d5 máme d7 =
= 11d5 a po dosazení do rovnosti 11d5+8d7 = 3n dostaneme 99d5 = 3n neboli 33d5 = n.
Vidíme, æe Ëty¯i Ëísla 1, 3, 11 a 33 jsou dÏlitelé Ëísla n, a to dokonce jediní dÏlitelé menπí
neæ 50, neboª pro pát˝ dÏlitel d5 uæ podle zadání platí d5 = d3 + 50 > 50. Máme tedy
d1 = 1, d2 = 3, d3 = 11, d4 = 33, d5 = d3+50 = 61, a proto n = 33d5 = 33 · 61 = 2 013.
Toto Ëíslo skuteËnÏ vyhovuje, neboª jeho nejmenπí dÏlitelé jsou v p¯edchozí vÏtÏ vypsáni
správnÏ, navíc platí d6 = 61 · 3 a d7 = 61 · 11, takæe je skuteËnÏ splnÏno d7 = 11d5, tedy
i vπe poæadované.
(ii) Nechª n je sudé. Z rovnosti 11d5 + 8d7 = 3n pak plyne 2 | d5, takæe rovnÏæ

2 | d5 � 50 = d3. Protoæe d1 = 1 a d2 = 2, nem˘æe b˝t d3 = 3, takæe je buÔ d3 = 4,
nebo d3 = 2t, kde t > 2. Poslední vπak moæné není (Ëíslo t < d3 by chybÏlo ve v˝pisu
nejmenπích dÏlitel˘ Ëísla n), a proto je nutnÏ d3 = 4. Pak je ovπem d5 = d3 + 50 = 54,
a tedy 3 | n, p¯estoæe 3 není mezi nejmenπími dÏliteli Ëísla n. Æádné vyhovující sudé n
proto neexistuje.

OdpovÏÔ. Úloha má jediné ¯eπení n = 2013.

Jiné ¯eπení. Pro dÏlitele d5 < d7 máme d5 = n/x a d7 = n/y, kde x > y jsou
opÏt kladní dÏlitelé Ëísla n. Dosazením do 11d5 + 8d7 = 3n dostaneme po vydÏlení n
rovnici 11/x+8/y = 3, kterou v oboru vπech cel˝ch kladn˝ch Ëísel standardnÏ vy¯eπíme,
kup¯íkladu úpravou na souËinov˝ tvar:

8x = y(3x� 11) , 8(3x� 11) + 88 = 3y(3x� 11) , (3x� 11)(3y � 8) = 88.

Z první upravené rovnice máme 3x � 11 > 0, takæe z poslední rovnÏæ 3y � 8 > 0;
s p¯ihlédnutím k x = y + 1 tudíæ platí 3x � 11 = 3y � 8 > 0. Pro uspo¯ádanou dvojici
Ëinitel˘ z rozkladu Ëísla 88 proto dostáváme následující moænosti

(3x� 11, 3y � 8) 2 {(88, 1), (44, 2), (22, 4), (11, 8)}.

Podle zbytk˘ modulo 3 vπak vyhovují pouze dvojice (88, 1) a (22, 4), kter˝m odpovídají
páry (x, y) rovné (33, 3), resp. (11, 4). Pro první z nich máme d5 = n/33 (a d7 = n/3),
takæe 1, 3, 11 a 33 jsou dÏlitelé Ëísla n, odkud stejnÏ jako v prvním ¯eπení dojdeme
k hledanému n = 2013. Pro (x, y) = (11, 4) neboli d5 = n/11 a d7 = n/4 má Ëíslo n
dÏlitele 1, 2, 4, 11, 22, 44, coæ je ve sporu s nerovností d5 > 50.

2. V rovinÏ, v níæ je dána úseËka AB, uvaæujme trojúhelníky XY Z takové, æe X je
vnit¯ním bodem úseËky AB, trojúhelníky XBY a XZA jsou podobné (4XBY ⇠
⇠ 4XZA) a body A, B, Y , Z leæí v tomto po¯adí na kruænici. NajdÏte mnoæinu
st¯ed˘ vπech úseËek Y Z. (Michal Rolínek, Jaroslav ©vrËek)

ÿeπení. Podle zadání leæí body Y a Z ve stejné polorovinÏ s hraniËní p¯ímkou AB.
Sestrojme obraz Y 0 bodu Y v soumÏrnosti podle p¯ímky AB. Vzhledem k p¯edpokládané
podobnosti jsou úhly XAZ a BYX shodné (obr. 1), takæe je také |�BAZ| = |�BY 0Z|.
Z této rovnosti ovπem podle vÏty o obvodov˝ch úhlech plyne, æe na kruænici k opsané
trojúhelníku ABZ leæí nejen bod Y , ale i bod Y 0. P¯ímka AB jakoæto osa tÏtivy Y Y 0

tak prochází st¯edem O kruænice k, takæe tÏtiva AB je její pr˘mÏr. Kruænice k = ABZ
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tedy na volbÏ bodu Z nezáleæí. St¯edM její tÏtivy Y Z proto nutnÏ leæí ve vnit¯ní oblasti
kruænice k. Z prav˝ch úhl˘ OMZ a OMY (obr. 2) vidíme, æe (menπí) úhly AMO a BMO
jsou ostré, takæe bod M nutnÏ leæí v pr˘niku vnÏjπích oblastí Thaletov˝ch kruænic nad
pr˘mÏry AO a BO. Ukaæme, æe obÏ nutné podmínky na polohu bodu M uæ spoleËnÏ
vymezují hledanou mnoæinu.

A B
X

Y

Y 0

Z

k

Obr. 1

A B
X

Y

Y 0

Z

k
M

O

Obr. 2

Nechª M je libovoln˝ bod ve vnit¯ní oblasti kruænice k, pro nÏjæ jsou oba úhly
AMO a BMO ostré (tj. bod M leæí vnÏ obou kruh˘ s pr˘mÏry AO a BO). Pak z¯ejmÏ
kolmice k p¯ímce OM v bodÏ M protne kruænici k v polorovinÏ ABM , takæe na jedné
z Thaletov˝ch polokruænic nad pr˘mÏrem AB vytne tÏtivu, jejíæ krajní body m˘æeme
oznaËit Y a Z tak, aby A, B, Y , Z bylo po¯adím bod˘ na kruænici k. Je-li Y 0 obraz
bodu Y na druhé polokruænici v soumÏrnosti podle pr˘mÏru AB, pak pro pr˘seËík X
úseËek AB a Y 0Z platí, æe trojúhelníky XBY a XZA jsou podobné podle vÏty uu.
D˘kaz je hotov.
ZávÏr. Hledanou mnoæinou je vnit¯ek kruhu s pr˘mÏrem AB a st¯edem O bez obou

kruh˘ s pr˘mÏry AO a BO (obr. 3).

A BO

Obr. 3

3. MÏjme πachovnici 8⇥8 a ke kaædé „hranÏˇ, která oddÏluje dvÏ její políËka, napiπme
p¯irozené Ëíslo, jeæ udává poËet zp˘sob˘, kterak lze celou πachovnici roz¯ezat na
obdélníËky 2 ⇥ 1 tak, aby dotyËná hrana byla souËástí ¯ezu. UrËete poslední Ëíslici
souËtu vπech takto napsan˝ch Ëísel. (Michal Rolínek)

ÿeπení. DotyËn˝ch hran je 7 · 8 = 56 svisl˝ch a stejn˝ poËet vodorovn˝ch, celkem jich
je 56 · 2 = 112. P¯i libovolném roz¯ezání πachovnice vznikne 32 obdélníËk˘ 2⇥ 1, proto
se kaædé takové roz¯ezání dotkne právÏ 112� 32 = 80 hran, a p¯ispÏje tak do celkového
souËtu Ëíslem 80. V˝sledn˝ souËet je tudíæ dÏliteln˝ Ëíslem 80, takæe jeho dekadick˝
zápis konËí nulou.
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4. Do kina p¯iπlo 234 divák˘. UrËete, pro která n = 4 se mohlo stát, æe diváky πlo
rozesadit do n ¯ad tak, aby kaæd˝ divák v i-té ¯adÏ se znal právÏ s j diváky v j-té
¯adÏ pro libovolná i, j 2 {1, 2, . . . , n}, i 6= j. (Vztah známosti je symetrick˝.)

(Tomáπ Jurík)

ÿeπení. Pro kaædé k 2 {1, 2, . . . , n} oznaËme pk poËet divák˘ v k-té ¯adÏ. Podmínka
úlohy pro daná i a j znamená, æe poËet známostí mezi diváky z i-té a j-té ¯ady je
roven jpi. Prohozením rolí Ëísel i a j zjistíme, æe stejn˝ poËet se má rovnat Ëíslu ipj .
Musí tedy platit jpi = ipj neboli pi : pj = i : j. Docházíme tak k závÏru, æe poËty pk
divák˘ v jednotliv˝ch ¯adách nutnÏ splÚují podmínku

p1 : p2 : . . . : pn = 1 : 2 : . . . : n.

Ukaæme, æe je to i podmínka postaËující, æe tedy p¯i poËtech pk = kd pro vhodné
celé d se rozesazení diváci mohli znát tak, aby podmínka ze zadání úlohy byla splnÏna.
Pro d = 1 tomu tak jistÏ bude, kdyæ se budou navzájem znát vπichni diváci v kinÏ;
pro obecné d staËí, aby diváci byli rozdÏleni do d skupin navzájem se znajících divák˘
a aby diváci z kaædé takové skupiny byli rozesazeni do jednotliv˝ch ¯ad stejnÏ jako
v p¯ípadÏ d = 1.
Naπím úkolem je tedy zjistit, pro která n = 4 existuje celé kladné Ëíslo d vyhovující

rovnici
d+ 2d+ . . .+ nd = 234 neboli dn(n+ 1) = 468.

Hledáme tak vπechny dÏlitele Ëísla 468 = 22 · 32 · 13, jiæ jsou tvaru n(n + 1). Protoæe
22 · 23 > 468, musí platit n < 22, tedy n 2 {4, 6, 9, 12, 13, 18}. Vidíme, æe vyhovuje
jedinÏ n = 12 (s p¯ísluπn˝m d = 3).

OdpovÏÔ. Popsaná situace mohla nastat jedinÏ p¯i rozesazení divák˘ do 12 ¯ad.

5. Je dán ostroúhl˝ trojúhelník ABC. OznaËme k kruænici s pr˘mÏrem AB. Kruænice,
která se dot˝ká osy úhlu BAC v bodÏ A a prochází bodem C, protíná kruænici k
v bodÏ P , P 6= A. Kruænice, která se dot˝ká osy úhlu ABC v bodÏ B a prochází
bodem C, protíná kruænici k v bodÏ Q, Q 6= B. Dokaæte, æe pr˘seËík p¯ímek AQ
a BP leæí na ose úhlu ACB. (Peter Novotn˝)

ÿeπení. Uvaæované kruænice APC a BQC oznaËme po ¯adÏ lA, lB a vπimnÏme si t¯eba
druhé z nich (obr. 4, úhly trojúhelníku ABC znaËíme obvykl˝m zp˘sobem).

A B

C

Q

�/2

k

lB

kB

I

Obr. 4
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VysvÏtleme, æe skuteËnÏ platí, co na obrázku vidíme. P¯edevπím bod Q z¯ejmÏ leæí
v polorovinÏ BCA, neboª pro body X tamního oblouku BC kruænice lB se úhel AXB
zvÏtπuje od (ostrého) úhlu � po (tup˝) úhel 180���/2, takæe nab˝vá uvnit¯ oblouku hod-
noty 90�. Protoæe úsekov˝ úhel p¯ísluπn˝ tomuto oblouku BC kruænice lB je roven �/2,
je |�BQC| = 180���/2. Odtud |�AQB|+ |�BQC| = 270���/2 > 180�. Proto bod Q
leæí v polorovinÏ ACB, a tudíæ i uvnit¯ trojúhelníku ABC, konvexní úhel AQC má tedy
velikost 90� + �/2. OznaËíme-li I st¯ed kruænice vepsané trojúhelníku ABC, bude mít
úhel AIC stejnou velikost, |�AIC| = 180��↵/2��/2 = 90�+�/2. To ovπem znamená,
æe bod Q leæí na stejném oblouku AC kruænice kB = ACI jako bod I, takæe p¯ímka AQ
je chordálou kruænic k a kB .
Druhá uvaæovaná p¯ímka BP je analogicky chordálou kruænic k a kA = BCI.

Pr˘seËík obou p¯ímek AQ a BP má tedy stejnou mocnost ke kruænicím kA a kB , proto
leæí na jejich chordále, kterou je p¯ímka CI, tedy osa úhlu ACB. D˘kaz je hotov.

Poznámka. JeπtÏ jedním zp˘sobem vysvÏtlíme, proË bod Q leæí v polorovinÏ BCA.
Pr˘seËíkQ kruænic k a lB z¯ejmÏmusí leæet v polorovinÏ ABC v úhlu omezeném teËnami
obou kruænic v bodÏ B. P¯itom vrchol C ostroúhlého trojúhelníku ABC i st¯ed SB

kruænice lB z¯ejmÏ leæí vnÏ kruhu omezeného kruænicí k. V trojúhelníku BSBC leæí sice
Ëást kruænice k, ale s v˝jimkou bod˘ B a C tam urËitÏ neleæí æádn˝ jin˝ bod kruænice lB .
Z toho je patrné, æe bod Q musí leæet v polorovinÏ BCA.

6. Pro libovolná nezáporná reálná Ëísla a a b dokaæte nerovnost

ap
b2 + 1

+
bp

a2 + 1
= a+ bp

ab+ 1

a zjistÏte, kdy nastane rovnost. (Tomáπ Jurík, Jaromír ©imπa)

ÿeπení. Snadn˝m dosazením zjistíme, æe dokazovaná nerovnost p¯ejde v rovnost, platí-
-li aspoÚ jedna z rovností a = 0, b = 0 nebo a = b. Z dalπího postupu vyplyne, æe jsou
to jediné p¯ípady rovnosti.
S ohledem na symetrii budeme p¯edpokládat, æe platí a > b > 0, a postupn˝mi

ekvivalentními úpravami dokáæeme ostrou nerovnost ze zadání, kterou rovnou zapíπeme
zbavenou zlomk˘:

a
p

a2 + 1
p
ab+ 1 + b

p
b2 + 1

p
ab+ 1 > (a+ b)

p
a2 + 1

p
b2 + 1.

Nyní roznásobíme pravou stranu zastoupen˝m souËtem a + b a po p¯eskupení v˝raz˘
vytkneme spoleËné Ëinitele:

a
p

a2 + 1
�p

ab+ 1�
p

b2 + 1
�
> b

p
b2 + 1

�p
a2 + 1�

p
ab+ 1

�

Na levé i pravé stranÏ vystupují rozdíly odmocnin, rozπí¯íme je souËty tÏchæe odmocnin
na zlomky:

a
p

a2 + 1 · b(a� b)p
ab+ 1 +

p
b2 + 1

> b
p

b2 + 1 · a(a� b)p
a2 + 1 +

p
ab+ 1

.

ObÏ strany teÔ m˘æeme vydÏlit kladn˝m Ëíslem ab(a � b); po následném odstranÏní
zlomk˘ dostaneme nerovnost

p
a2 + 1

�p
a2 + 1 +

p
ab+ 1

�
>

p
b2 + 1

�p
b2 + 1 +

p
ab+ 1

�
,
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63. roËník matematické olympiády

Úlohy klauzurní Ëásti πkolního kola kategorie A

1. Dokaæte, æe pro kaædé celé Ëíslo n = 3 je 2n-místné Ëíslo s dekadick˝m zápisem

1 . . . 1| {z }
n�1

2 8 . . . 8| {z }
n�2

96

druhou mocninou nÏkterého celého Ëísla.

2. OznaËme M st¯ed strany AB libovolného trojúhelníku ABC. Dokaæte, æe rovnost
|�ABC|+ |�ACM | = 90� platí, právÏ kdyæ je trojúhelník ABC rovnoramenn˝ se
základnou AB nebo pravoúhl˝ s p¯eponou AB.

3. Délky stran pravoúhelníku jsou celá Ëísla x a y vÏtπí neæ 1. V pravoúhelníku vyzna-
Ëíme rozdÏlení na x · y jednotkov˝ch Ëtverc˘ a pak z nÏj svinutím a slepením dvou
protÏjπích stran zhotovíme pláπª rotaËního válce. Kaædé dva vrcholy jednotkov˝ch
Ëtverc˘ na pláπti spojíme úseËkou. Kolik z tÏchto úseËek prochází vnit¯ními body
tohoto válce? V p¯ípadÏ x > y rozhodnÏte, kdy bude tento poËet vÏtπí — bude-li
obvod podstavy válce roven x, anebo y?

Klauzurní Ëást πkolního kola kategorie A se koná

v úter˝ 10. prosince 2013

tak, aby zaËala dopoledne a aby soutÏæící mÏli na ¯eπení úloh
4 hodiny Ëistého Ëasu. Za kaædou úlohu m˘æe soutÏæící získat
6 bod˘, úspÏπn˝m ¯eπitelem je ten æák, kter˝ získá 10 bod˘
nebo více. Povolené pom˘cky jsou psací a r˝sovací pot¯eby
a πkolní MF tabulky. Kalkulátory, notebooky ani æádné jiné
elektronické pom˘cky dovoleny nejsou. Tyto údaje se æák˘m
sdÏlí p¯ed zahájením soutÏæe.



2. V první Ëásti ¯eπení budeme p¯edpokládat, æe |�ABC| + |�ACM | = 90�. P¯i
oznaËení ' = |�ACM | a  = |�BCM | (obr. 1) je pak splnÏna nejen rovnost |�ABC| =
= 90� � ', ale také rovnost |�BAC| = 90� �  , jak plyne ze souËtu úhl˘ v 4ABC:

|�BAC| = 180� � |�ABC|� |�ACB| =
= 180� � (90� � ')� ('+  ) = 90� �  .

A B

C

M

'  

90��'90�� 

Obr. 1

Ze sinové vÏty pro trojúhelníky ACM a BCM tak vypl˝vá

sin(90� �  )
sin'

=
|CM |
|AM | =

|CM |
|BM | =

sin(90� � ')
sin 

.

Z porovnání krajních zlomk˘ s ohledem na vzorec sin(90� � !) = cos! plyne rovnost
sin' cos' = sin cos neboli sin 2' = sin 2 . Protoæe úhly ' a  jsou ostré, oba úhly
2' a 2 leæí v intervalu od 0� do 180�. Podle známé vlastnosti funkce sinus rovnost
sin 2' = sin 2 tak znamená, æe je buÔ 2' = 2 , nebo 2'+2 = 180�. V prvním p¯ípadÏ
(' =  ) je trojúhelník ABC rovnoramenn˝ se základnou AB, ve druhém p¯ípadÏ ('+
+  = 90�) je pravoúhl˝ s p¯eponou AB. Tím je dokázána první (obtíænÏjπí) ze dvou
implikací, z nichæ je sloæena ekvivalence ze zadání úlohy.
P¯i d˘kazu druhé (snazπí) implikace nejprve p¯edpokládejme, æe trojúhelník ABC

je pravoúhl˝ s p¯eponou AB. Podle Thaletovy vÏty tehdy platí |MB| = |MC|, a tak
jsou shodné úhly MCB a MBC (neboli ABC), odkud jiæ plyne

|�ABC|+ |�ACM | = |�MCB|+ |�ACM | = |�ACB| = 90�.

Zb˝vá dokázat stejnou rovnost i za p¯edpokladu, æe trojúhelník ABC je rovnoramenn˝ se
základnouAB. Tehdy vπak jsou trojúhelníkyACM aBCM shodné a mají p¯i vrcholuM

prav˝ úhel, takæe platí

|�ABC|+ |�ACM | = |�MBC|+ |�BCM | = 180� � |�BMC| = 90�.

Tím je i d˘kaz druhé implikace ukonËen a celá úloha je vy¯eπena.

Jiné ¯eπení. Sestrojme kruænici k opsanou danému trojúhelníku ABC a jeho tÏæ-
nici CM prodluæme za bod M do tÏtivy CC

0 kruænice k (obr. 2). Ze shodnosti obvodo-
vého úhlu ABC

0 s obvodov˝m úhlem ACC

0 (neboli úhlem ACM) plyne, æe souËet úhl˘
ABC a ACM ze zadání úlohy má stejnou velikost jako úhel CBC

0. Podle Thaletovy
vÏty je tato velikost rovna 90�, právÏ kdyæ tÏtiva CC

0 kruænice k je jejím pr˘mÏrem.
To nastane, právÏ kdyæ st¯ed S kruænice k bude leæet na polop¯ímce CM . Pro takovou



situaci rozliπíme p¯ípady S =M a S 6=M . První p¯ípad podle Thaletovy vÏty nastane,
právÏ kdyæ bude trojúhelník ABC pravoúhl˝ s p¯eponou AB. Druh˝ p¯ípad (C, M a S

jsou t¯i r˘zné body leæící v p¯ímce) nastane, právÏ kdyæ bude p¯ímka MS, jeæ je osou
úseËky AB, procházet bodem C, tedy právÏ kdyæ bude trojúhelník ABC rovnoramenn˝
se základnou AB (a p¯itom úhel ACB nebude prav˝). Tím je dokázána celá ekvivalence
ze zadání úlohy.

A B

C

M

C

0

k

Obr. 2

A B

C

M

C

0

k

t

Obr. 3

Poznámka. V p¯edchozím postupu bylo moæné namísto tÏtivy CC

0 kruænice k vy-
uæít její teËnu t v bodÏ C (obr. 3). Ze shodnosti obvodového úhlu ABC s vyznaËen˝m
úsekov˝m úhlem mezi tÏtivou AC a teËnou t totiæ plyne, æe souËet úhl˘ ABC a ACM

je roven 90�, právÏ kdyæ je teËna t kolmá k polop¯ímce CM , tedy právÏ kdyæ na této
polop¯ímce leæí st¯ed S kruænice k.
Za úplné ¯eπení udÏlte 6 bod˘, z toho 5 bod˘ za první (obtíænÏjπí) implikaci a 1 bod za oba p¯ípady

druhé (snazπí) implikace.

3. Hledan˝ poËet úseËek, které procházejí vnit¯ními body válce, urËíme tak, æe od
celkového poËtu sestrojen˝ch úseËek odeËteme jednak poËet tÏch úseËek, které leæí na
pláπti válce, jednak poËet tÏch úseËek, které leæí v nÏkteré z obou podstav válce.
V˝poËet provedeme pro p¯ípad válce s obvodem podstavy x a v˝πkou y. Spojované

body jsou tedy na válci rozloæeny na x úseËkách po y+1 exemplá¯ích, takæe jejich poËet
je x(y + 1). Pro poËet P0 vπech sestrojen˝ch úseËek proto platí vzorec

P0 =
✓

x(y + 1)
2

◆
=

x(y + 1)(xy + x� 1)
2

,

poËet P1 úseËek leæících na pláπti má vyjád¯ení

P1 = x ·
✓

y + 1
2

◆
=

x(y + 1)y
2

a koneËnÏ poËet P2 úseËek v obou podstavách je dán vzorcem

P2 = 2 ·
✓

x

2

◆
= x(x� 1).



Odtud jiæ pro hledan˝ poËet P úseËek, které procházejí vnit¯ními body válce, dostaneme
hledan˝ vzorec:

P = P0 � P1 � P2 =
x(y + 1)(xy + x� 1)

2
� x(y + 1)y

2
� x(x� 1) =

=
x(x� 1)(y2 + 2y � 1)

2
.

Pro odpovídající poËet Q úseËek, které procházejí vnit¯ními body druhého válce
s obvodem podstavy y a v˝πkou x, z¯ejmÏ platí analogick˝ vzorec

Q =
y(y � 1)(x2 + 2x� 1)

2
.

Pro porovnání obou poËt˘ P a Q upravíme jejich rozdíl P �Q (s vÏdomím, æe ten
bude násobkem dvojËlenu x� y, neboª pro x = y z¯ejmÏ platí P = Q):

2(P �Q) = (x2 � x)(y2 + 2y � 1)� (y2 � y)(x2 + 2x� 1) =
= (x2y2 � xy

2 + 2x2y � 2xy � x

2 + x)�
� (x2y2 � x

2
y + 2xy

2 � 2xy � y

2 + y) =

= 3xy(x� y)� (x� y)(x+ y) + (x� y) =

= (x� y)(3xy � x� y + 1).

V p¯ípadÏ x > y jako vÏtπí vyjde Ëíslo P , neboª ukáæeme, æe v˝raz 3xy � x� y + 1
je kladn˝: z y = 2 máme 3xy = 6x, a proto

3xy � x� y � 1 = 5x� y + 1 > 4x+ 1 > 0.

Poznámka. Popiπme kratπí zp˘sob urËení hledaného poËtu úseËek, a to opÏt pro
válec s obvodem podstavy x a v˝πkou y.

Kolm˝m pr˘mÏtem kaædé poËítané úseËky do podstavy je jedna z 12x(x�1) úseËek,
které spojují x bod˘ na hraniËní kruænici. Do jedné z tÏchto úseËek se vædy promítne
(y+1)2� 2 = y

2+2y� 1 poËítan˝ch úseËek, neboª y+1 je poËet spojovan˝ch bod˘ se
stejn˝m pr˘mÏtem a od souËinu (y + 1)(y + 1) je t¯eba odeËíst Ëíslo 2 za dvÏ spojnice
leæící v podstavách. Hledan˝ poËet P je tedy roven

P =
x(x� 1)(y2 + 2y � 1)

2
.

Za úplné ¯eπení udÏlte 6 bod˘, z toho 4 body za urËení poËtu úseËek s body uvnit¯ válce a dalπí 2 body

pak za zd˘vodnÏní, kter˝ z obou poËt˘ je vÏtπí. První 4 body lze ËásteËnÏ udÏlovat takto: po 1 bodu

za urËení Ëísel P0, P1, P2 a 1 bod za správn˝ v˝sledn˝ dopoËet P .



V prvním případě 2e = 16, tedy e = 8; v druhém 2e = 18, tedy e = 9. Snadno
dopočteme i ostatní čísla magického čtverce (obr. 1.2).

5 12 7

10 8 6

9 4 11

3 17 7

13 9 5

11 1 15

Obr. 1.2

Protože čtyři rohová čísla můžeme do tabulky umístit osmi způsoby, je
každá tabulka na obr. 1.2 zástupcem osmi tabulek, jež z ní vzniknou „překlo&
pením' podle os souměrnosti čtverce. Jiná řešení úlohy neexistují.

Průpravná a doplňující úloha:
1. Podrobně zdůvodněte žákům, že středové
číslo magického čtverce 3×3 je aritmetickým
průměrem čísel v rohových polích, ale také
aritmetickým průměrem zbylých čtyř čísel
v prostředním řádku a sloupci magického
čtverce.

e−x e+x+y e−y

e+x−y e e−x+y

e+y e−x−y e+x

Obr. 1.3

2. Dokažte, že každý magický čtverec 3× 3 vy-
padá jako na obr. 1.3.

2. V rovině je dána přímka q a bod A, který na ní neleží. Určete v této
rovině množinu středů S všech čtverců ABCD takových, že bod B leží na
přímce q.

Řešení. Uvažujme přímku p, která prochází bodem A a je kolmá na přímku
q. Označme P patu kolmice p. S každým čtvercem daných vlastností lze uva&
žovat čtverec, který je s ním symetrický podle přímky p a rovněž vyhovuje
podmínkám úlohy. Odtud plyne, že vyšetřovaná množina středů S všech čtverců
ABCD daných vlastností je rovinný útvar, který je symetrický podle přímky
p. Uvažujme nyní takový čtverec, jehož vrcholy jsou označeny A, B, C, D proti
směru chodu hodinových ručiček.

Dále rozlišíme tři případy polohy jeho vrcholů C, D v rovině:
a) oba vrcholy C, D leží v polorovině qA (obr. 2.1),
b) pouze vrchol D leží v polorovině qA (obr. 2.2),
c) žádný z vrcholů C, D neleží v polorovině qA (obr. 2.3).

V případě a) označme K, L po řadě paty kolmic ze středu S uvažovaného
čtverceABCD na přímky p, q. Vzhledem k tomu, že platí | ASB| = | KSL| =
= 90◦, je pravoúhlý trojúhelník BSL obrazem pravoúhlého trojúhelníku ASK
v otočení se středem S o úhel +90◦. Proto platí |SK| = |SL|. Stejný závěr

2



P L B q

A

K

p

S

C

D

Obr. 2.1

P L

C

qB

K

p

S

D

A
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Obr. 2.4

zdůvodníme obdobně i v případech b) a c) (obr. 2.2 a 2.3). Střed S uvažovaného
čtverce ABCD tudíž vždy leží na ose o úhlu KPL.
Naopak ke každému bodu S přímky o lze snadno sestrojit čtverec ABCD,

jehož středem je bod S a jehož vrchol B leží na přímce q.
Závěr : Hledanou množinou bodů je dvojice vzájemně kolmých přímek o

a o′, které procházejí bodem P a svírají s přímkami p a q úhel 45◦ (obr. 2.4).

Jiné řešení. Využijeme vlastností obvodových úhlů, a to pro všechny tři
výše popsané případy. I zde ukážeme řešení pouze pro případ z obr. 2.1.
Vzhledem k tomu, že platí | ASB| = | APB| = 90◦, je možno čtyřúhel&

níku APBS opsat kružnici. Odtud na základě věty o obvodových úhlech do&
stáváme | APS| = | ABS| = 45◦. Střed S uvažovaného čtyřúhelníku ABCD
leží tedy na ose úhlu APB.

Jiné řešení. Uvažujme libovolný bod B přímky p (obr. 2.5). Ke každému
takovému bodu můžeme sestrojit čtverec ABCD dvěma způsoby. Protože troj&

3



A

B
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D

S

S′

45◦

q

Obr. 2.5

úhelník ASB, resp. AS′B je rovnoramenný pravoúhlý s úhlem 45◦ při vr&
cholu A, dostaneme střed S každého takového čtverce ABCD složením oto&
čení kolem středu A o úhel ±45◦ a stejnolehlosti se středem A a koeficientem
|AS|
|AB| =

√
2
2
. Středy S všech uvažovaných čtverců ABCD tedy vyplní dvě

(navzájem kolmé) přímky q′ = AS a q′′ = AS′, které dostaneme jako obraz
přímky q v popsaných zobrazeních.

Návodná úloha:
Je dán čtverec ABCD. Úhlopříčka čtverce KLMN je shodná se stranou čtverce ABCD
a vrcholy K a M leží na obvodě čtverce ABCD. Určete množinu všech vrcholů L všech
takových čtverců KLMN . [19. MO, B–I–5]

3. Dokažte, že pro každou trojici x, y, z kladných čísel platí nerovnost

√
xyz

(
2

x+ y
+
2

y + z
+

2
z + x

)
!

√
x+

√
y +

√
z.

Zjistěte, kdy nastane rovnost.

Řešení. Podle pomocné úlohy 1 pro každá dvě kladná čísla a, b platí

nerovnost a + b " 2
√

ab neboli
2

a+ b
! 1√

ab
, přičemž rovnost nastává, právě

když a = b. Zapíšeme-li tuto nerovnost pro každý z odpovídajících sčítanců na
levé straně dané nerovnosti, dostaneme tři nerovnosti

2
x+ y

! 1
√

xy
,

2
y + z

! 1
√

yz
,

2
z + x

! 1√
zx

a jejich sečtením nerovnost, kterou po vynásobení obou stran kladným číslem√
xyz převedeme na nerovnost ze zadání úlohy.
Rovnost nastává, jedině když platí x = y = z.

4



Pomocná úloha:
Dokažte nerovnost a+ b ! 2

√
ab pro libovolnou dvojici nezáporných čísel a, b. Zjistěte,

kdy platí rovnost.

Doplňující úlohy:
1. Pro každou trojici x, y, z nezáporných čísel platí nerovnost

x+ y + z ! √
xy +

√
yz +

√
zx.

Dokažte a zjistěte, kdy platí rovnost.
2. Dokažte, že pro každou trojici x, y, z nezáporných čísel platí nerovnost

x(x −√
yz) + y(y −

√
zx) + z(z −√

xy) ! 0.

Zjistěte, kdy platí rovnost. [17. MO, A–II–2]

4. Je dán čtyřstěn, v němž každé dvě protilehlé hrany jsou shodné. Uvnitř
čtyřstěnu existuje bod M , který je stejně vzdálen od všech jeho stěn. Do-
kažte, že každá výška daného čtyřstěnu je rovna čtyřnásobku vzdálenosti
bodu M od jeho stěn.

Řešení. Uvažujme čtyřstěn ABCD, pro jehož délky hran podle zadání
platí

|AB| = |CD| = p, |BC| = |DA| = q, |CA| = |BD| = r.

Stěny uvažovaného čtyřstěnu jsou tvořeny čtyřmi shodnými trojúhelníky
(o stranách p, q, r), tudíž ze vzorce pro objem jehlanu plyne, že všechny čtyři
tělesové výšky mají stejnou velikost v. Uvažujme dále uvnitř čtyřstěnu ABCD
bodM , který má od všech jeho stěn stejnou vzdálenost d. Vzhledem k tomu, že
čtyřstěny ABCM , ABDM , BCDM a CADM mají shodné výšky z vrcholuM
i odpovídající protilehlé stěny, mají i stejný objem, který se tudíž rovná čtvrtině
objemu celého čtyřstěnu ABCD. Protože čtyřstěny ABCD a ABCM mají
společnou stěnu ABC, musí platit v = 4d. Tím je důkaz ukončen.

Pomocné úlohy:
1. Zopakujte se žáky vzorec pro výpočet objemu V jehlanu o podstavě s obsa-
hem P a výškou v (V = 1

3Pv). Jeho užitím řešte následující úlohy:
2. Nechť T je těžiště stěny ABC daného čtyřstěnu ABCD. Dokažte, že čtyřstěny

ABDT , BCDT a CADT mají stejný objem.
3. Je dán pravidelný čtyřstěn o hraně délky h. Dokažte, že všechny jeho vnitřní
body mají týž součet vzdáleností od všech stěn daného čtyřstěnu. Vyjádřete
tento součet pomocí délky h.
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Pomocné úlohy:
1. Určete všechna reálná čísla a, pro něž má soustava rovnic

x2 − 2y = y2 − 2x = a

jediné řešení. [44. MO, C–II–2]
2. Určete všechna reálná čísla a, pro která existuje právě jedna dvojice (x, y)
reálných čísel takových, že

x+
1
y
−

y

x
= y +

1
x
−

x

y
= a.

[44. MO, B–II–1]

6. Jaký největší obsah může mít konvexní čtyřúhelník, v němž obě úsečky
spojující středy protilehlých stran jsou shodné a mají danou délku d?

Řešení. Označme ABCD uvažovaný konvexní čtyřúhelník a K, L, M
a N označme po řadě středy jeho stran AB, BC, CD a DA. Čtyřúhelník
KLMN je vždy rovnoběžník (někdy nazývaný Varignonův rovnoběžník čtyř&
úhelníku ABCD), neboť jeho stranyKL,LM ,MN ,NK jsou po řadě středními
příčkami v trojúhelnícíchABC,BCD,CDA,DAB. Platí tedyKL ∥ AC ∥ MN
a LM ∥ BD ∥ NK. Mají-li obě úhlopříčky KM a LN v rovnoběžníku KLMN
tutéž délku d, je KLMN pravoúhelník, v němž platí KL ⊥ LM , a je tudíž
i AC ⊥ BD. Dokázali jsme, že úhlopříčky AC a BD čtyřúhelníku ABCD jsou
navzájem kolmé.
Obsah rovnoběžníku KLMN je roven polovině obsahu čtyřúhelníku

ABCD (viz pomocnou úlohu 1), proto má čtyřúhelník ABCD největší ob&
sah, právě když má největší obsah příslušný pravoúhelník KLMN . Mezi všemi
pravoúhelníky o dané úhlopříčce d má největší obsah čtverec, jehož obsah je
1
2d
2. Největší možný obsah čtyřúhelníku ABCD je tedy d2. Takový obsah má

každý uvažovaný čtyřúhelník, který má shodné a navzájem kolmé úhlopříčky
délky d

√
2 (například ten na obr. 6.1).

A

B

C

D

K

LM

N

Obr. 6.1
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Pomocné úlohy:
1. Dokažte, že Varignonův rovnoběžník každého konvexního čtyřúhelníku má
obsah rovný polovině obsahu celého čtyřúhelníku. [Dvojice trojúhelníků
AKN , CML a BLK, DNM (obr. 6.1) mají dohromady obsah 1

4 obsahu
celého čtyřúhelníku (jak plyne z vlastností střední příčky trojúhelníku),
takže celkem je obsah všech čtyř uvedených trojúhelníků roven polovině
obsahu celého čtyřúhelníku.]

2. Ukažte, že mezi všemi pravoúhelníky o dané délce úhlopříčky má největší
obsah čtverec.

3. Nechť kolmé průměty průsečíku úhlopříček daného konvexního čtyřúhelníku
na jednotlivé jeho strany leží uvnitř těchto stran. Dokažte, že uvažované
průměty leží na téže kružnici, právě když středy stran daného čtyřúhelníku
leží na kružnici. [30. MO, B–II–2]
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47. ročník matematické olympiády

1. Určete všechny trojice (a, b, c) reálných čísel, pro které platí

a+ b+ c = 1,

ab+ bc+ ca = abc.

2. Nechť obě úsečky spojující středy protilehlých stran konvexního čtyřúhelníku ABCD
mají stejnou délku. Dokažte, že úhlopříčky AC a BD jsou navzájem kolmé a že platí
rovnost

|AB|2 + |CD|2 = |BC|2 + |DA|2.

3. Najděte všechny čtvercové tabulky 3×3 přirozených čísel, v nichž je součin všech čísel
v každém řádku, v každém sloupci i na obou úhlopříčkách stejný a pro něž platí, že
součet čtyř čísel v jejich rohových polích je jednociferné číslo.

Školní – klauzurní část I. kola kategorie B se koná

v úterý 27. ledna 1998

tak, aby začala dopoledne a aby soutěžící měli na řešení úloh
4 hodiny čistého času. Za každou úlohu může soutěžící získat
6 bodů, úspěšným řešitelem je ten žák, který získá 10 bodů
nebo více. Tyto údaje se žákům sdělí před zahájením soutěže.



47. ročník matematické olympiády Řešení úloh školní části I. kola kategorie B

1. Druhou rovnici upravíme na tvar (1− c)ab+ (a+ b)c = 0. Podle první rovnice je
však a+ b = 1− c, takže odtud dostáváme podmínku (1− c)(ab+ c) = 0. Protože původní
soustava byla symetrická vzhledem k neznámým a, b, c, pokusíme se ještě upravit činitel
ab+ c. Pomocí první rovnice tak dostaneme

ab+ c = ab+ (1− a − b) = a(b − 1) + (1− b) = (1− a)(1− b),

takže
(1− c)(ab+ c) = (1− a)(1− b)(1− c) = 0.

Odtud plyne, že některé z čísel a, b, c je nutně rovno jedné, ostatní dvě z nich jsou pak
(dle rovnosti a+ b+ c = 1) čísla navzájem opačná. Trojice (a, b, c) má tedy jeden z tvarů

(1, k,−k), (k, 1,−k), (k,−k, 1),

kde k je vhodné číslo. Dosazením se snadno přesvědčíme, že jsou to skutečně řešení, a to
pro libovolné reálné číslo k.

Řešení 2. Použijeme standardní postup pro řešení soustav rovnic. Z první rovnice
vyjádříme například „neznámou* c = 1− a − b a dosadíme do rovnice druhé, kterou pak
budeme řešit vzhledem k „neznámé* b (považujíce a za „parametr*). Dostaneme tak po
rutinních úpravách kvadratickou rovnici

(a − 1)b2 + (a2 − 2a+ 1)b+ (a − a2) = 0.

Její koeficienty, jak snadno vidíme, mají společného činitele a−1, takže rovnici před řešením
ještě upravíme:

(a − 1)
[
b2 + (a − 1)b − a

]
= 0.

Protože kořeny trojčlenu v hranatých závorkách jsou b1 = 1 a b2 = −a, musí nastat jeden
z případů a = 1, b = 1, nebo b = −a. Závěr je stejný jako u prvního řešení.

Řešení 3. V obou rovnicích vystupují výrazy, které, jak víme, souvisejí s koeficienty
mnohočlenu P (x) = (x− a)(x− b)(x− c). Tak zjistíme, že jsou-li obě rovnice splněny, má
mnohočlen P (x) tvar x3−x2+px−p, kde p = abc. Tehdy platí P (1) = 1−1+p−p = 0, takže
číslo 1 musí být jedním z kořenů a, b, c mnohočlenu P (x). Závěr je stejný jako u prvního
řešení.

Za úplné řešení udělte 6 bodů. Za nalezení (podložené výpočtem a neúplnou diskusí, ne uhodnutí) jednoho
nebo dvou typů řešení udělte 4 body, za jejich uhodnutí (třeba i všech tří typů) dejte 2 body.

2. Označme K, L, M , N po řadě středy stran AB, BC, CD, DA uvažovaného
konvexního čtyřúhelníku ABCD. Čtyřúhelník KLMN je rovnoběžník, neboť každá z jeho
stran je střední příčkou v jednom ze čtyř trojúhelníků ABC, BCD, CDA a DAB, na něž
jednotlivé úhlopříčky daný čtyřúhelník rozdělí, takže KL ∥ AC ∥ MN a LM ∥ BD ∥ MK
(bylo to využito i v úloze B–I–6). Mají-li navíc jeho úhlopříčky KM a LN tutéž délku, je



KLMN pravoúhelník, a proto jsou úhlopříčky AC a BD daného konvexního čtyřúhelníku
ABCD navzájem kolmé.
Označme P průsečík úhlopříček AC a BD čtyřúhelníku ABCD. Užijeme-li Pythago,

rovu větu postupně na pravoúhlé trojúhelníky ABP , BCP , CDP a DAP , dostaneme

|PA|2 + |PB|2 = |AB|2,
|PB|2 + |PC|2 = |BC|2,
|PC|2 + |PD|2 = |CD|2,
|PD|2 + |PA|2 = |DA|2.

Součtem první a třetí, resp. druhé a čtvrté rovnosti vyjde

|AB|2 + |CD|2 = |PA|2 + |PB|2 + |PC|2 + |PD|2 = |BC|2 + |DA|2,

což jsme měli dokázat.

Za úplné řešení udělte 6 bodů. Za důkaz kolmosti udělte 3 body, za důkaz uvedené rovnosti udělte 3 body,
i když kolmost úhlopříček je pouze předpokládána (a ne dokázána).

a b

e

c d

Obr. 1

3. Označme a, b, c, d jednomístná čísla v rohových polích hledané tabulky (obr. 1) a e
číslo v jejím středovém poli. Vzhledem k souměrnosti (překlopením podle
jedné z úhlopříček nebo středního sloupce či řádku se uvažované vlastnosti
tabulky nezmění) můžeme předpokládat, že je a ! d, b ! c a a+ d ! b+ c,
a protože má být a+b+c+d ! 9, bude za uvedených předpokladů a+d ! 4
a b + c ! 5. Z rovnosti aed = bec plyne ad = bc, takže stačí prozkoumat
následujících pět možností:

a
d
b
c

1
1
1
1

1
2
1
2

1
3
1
3

2
2
1
4

2
2
2
2

V každém z těchto pěti případů můžeme pomocí „prostředního* čísla e stejnou me,
todou vyjádřit ostatní čísla tabulky, a to tak, že využijeme rovnosti součinů čísel v obou
úhlopříčkách, obou krajních řádcích a obou krajních sloupcích. Tabulky pak vypadají takto:

1 e 1

e e e

1 e 1

1 2e 1

e e e

2 1
2e 2

1 3e 1

e e e

3 1
3e 3

2 2e 1
1
2e e 2e

4 1
2e 2

2 e 2

e e e

2 e 2

Porovnáme-li nyní zmíněné součiny se součinem čísel v druhém řádku (či v druhém
sloupci), dostaneme v každém z uvedených případů jedinou rovnici

e3 = (ad)e, kde postupně ad = 1, 2, 3, 4, 4.
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Z uvedeného rozboru vyplývá, že uvažovaná funkce má maximum rovné 0 jedině
pro t = −16.

Řešení 2. Víme, že grafem dané funkce f je lomená čára, která se v našem případě
skládá ze dvou polopřímek (pro t = 2), resp. ze dvou polopřímek a jedné úsečky (návodná
úloha 1).
Dále bychom si měli uvědomit, že pokud má takováto funkce maximum, nabývá ho

určitě v některém ze „zlomových' bodů (tam, kde je příslušný výraz v absolutní hodnotě
nulový). To samozřejmě neznamená, že funkce nemůže maximum nabýt i v jiných bodech
(je-li konstantní na některém intervalu, návodná úloha 2).
V našem případě jsou těmito zlomovými body pro x = 2 bod A(2, 54 − 3|t − 2|),

pro x = t bod B(t, 5t+ 44 + t|t − 2|).
Protože jeden z bodů x = 2, x = t má být bodem maxima funkce f rovného 0,

zjistíme, pro která t je jedna z y-ových souřadnic bodů A a B nulová (a druhá nekladná).
A: 54− 3|t − 2| = 0, B: 5t+ 44 + t|t − 2| = 0,

|t − 2| = 18, t ! 2⇒ t2 + 3t+ 44 = 0,
t = 20 anebo t = −16. nemá řešení.

t < 2⇒ t2 − 7t − 44 = 0.
t = 11 anebo t = −4,
vyhovuje jen t = −4.

Máme tak tři možnosti:
Pro t = 20 je A(2, 0), B(20, 504), což nevyhovuje.
Pro t = −16 je A(2, 0), B(−16,−80 + 11− 16 · 18), zatím vyhovuje.
Pro t = −4 je A(2, 36), B(−4, 0), což nevyhovuje.
Zjistili jsme, že úloha má řešení nejvýše pro t = −16, kterému odpovídá funkce

f(x) = 5x+44−16|x−2|−3|x+16|. Pro tuto funkci samozřejmě platí f(2) = 0. Ověřit,
že tato hodnota je skutečně maximem funkce f , můžeme více způsoby. Například tak, že
ověříme, že pro x < −16 je uvedená funkce neklesající (pro x < −16 je f(x) = 24x+60)
a současně pro x > 2 nerostoucí (pro x > 2 je f(x) = −14x+ 28).

Návodné úlohy:
1. Načrtněte grafy funkcí a) y = 2x−5+ |2x−7|, b) y = x− |8−x|, c) y = |x+6|+ |3x−2|,
d) y = 3x − 5 + |x − 4|− |2x+ 5|.

2. Načrtněte takovou lomenou čáru složenou ze 3 (4) částí, která je grafem nějaké funkce
definované na a
a) má maximum −2 v bodě 5,
b) má maximum 7 v bodě 1 a minimum 6 v bodě −5,
c) má aspoň dva body, v kterých má maximum.

2. Označme S střed kružnice vepsané libovolnému trojúhelníku ABC. Dokažte, že rov-
nost |AS| · |BS| = |CS| · |AB| platí, právě když je úhel ACB pravý.

Tato úloha patří mezi ty vděčné úlohy, které se dají řešit více způsoby. My uvedeme
tři řešení.

Řešení 1. Úhly v obecném trojúhelníku ABC označme obvyklým způsobem, po)
loměr vepsané kružnice označme r a její dotykové body se stranami AB, BC označme
po řadě X , Y (obr. 1).
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A B

C

S

1
2α 1

2β

1
2γ

X

Y

v

r

r

Obr. 1

Úsečky AS a BS jsou stranami trojúhelníku ASB. Jeho obsah můžeme vyjádřit
dvěma způsoby:

S(ASB) =
1
2
|AS|v = 1

2
|AB|r,

neboť výška na stranu AB tohoto trojúhelníku je r; pro výšku v na stranu AS přitom
platí v = |BS| cos 12γ, protože vedlejší úhel při vrcholu S má velikost 12α+

1
2β = 90

◦− 12γ.
Je tedy

|AS| · |BS| cos γ

2
= |AB|r

a následující rovnosti jsou ekvivalentní:

|AS| · |BS| = |CS| · |AB|,

|AB|r = |CS| · |AB| cos γ

2
,

r = |CS| cos γ

2
. (1)

V pravoúhlém trojúhelníku CSY však platí cos
γ

2
=

|CY |
|CS| , takže rovnost (1) je ekviva)

lentní rovnosti

r = |CY |,

což znamená, že trojúhelník CSY je rovnoramenný pravoúhlý a 12γ = 45
◦. Je tedy daná

rovnost ekvivalentní tomu, že γ = 90◦.
Tím je tvrzení úlohy dokázáno.

Řešení 2. Napíšeme si daný vztah jako rovnost podílů tak, aby to byly poměry
stran v trojúhelnících, a budeme se snažit použít podobnost nebo sinovou větu.

V našem případě vyjdeme z rovnosti
|AS|
|CS| =

|AB|
|BS| . Trojúhelníky ASC a BSC ale

podobné nejsou, proto zkusíme sinovou větu:

3



V trojúhelníku ASC platí
|AS|
|CS|

=
sin 12γ

sin 12α
a v trojúhelníku ASB zase

|AB|
|BS|

=

=
sin | ASB|
sin 12α

. Odtud dostáváme následující ekvivalentní rovnosti:

sin γ
2

sin α
2
=
sin | ASB|
sin α

2
,

sin
γ

2
= sin | ASB|,

sin
γ

2
= sin

(
90◦ +

γ

2

)
,

γ

2
= 180◦ −

(
90◦ +

γ

2

)
,

γ = 90◦.

Tím je tvrzení úlohy dokázáno.

Řešení 3. Zkusíme vypočítat délky úseček AS, BS, CS, AB pomocí některých
prvků trojúhelníku. My si zvolíme úhly trojúhelníku a poloměr r.
Zřejmě |CS| = r

sin 12γ
, |AS| = r

sin 12α
, |BS| = r

sin 12β
a |AB| = |AX | + |BX | =

= r cotg 12α+ r cotg 12β. Po dosazení dostaneme ekvivalentní rovnosti

r

sin 12α
· r

sin 12β
=

(
r cotg

α

2
+ r cotg

β

2

)
· r

sin 12γ
,

sin
γ

2
= cos

α

2
· sin β

2
+ cos

β

2
· sin α

2
,

sin
γ

2
= sin

(α

2
+

β

2

)
,

sin
γ

2
= sin

(
90◦ − γ

2

)
,

sin
γ

2
= cos

γ

2
,

tg
γ

2
= 1,

γ = 90◦.

Tím je tvrzení úlohy dokázáno.

3. Určete reálná čísla a, b, pro která má soustava

x2 + y2 + 2z2 = 16,

xyz2 + xy + z2 = a,

x+ y + 2z = b

v oboru reálných čísel právě jedno řešení.

4



4. Jsou dány kružnice k a l s různými poloměry, které se vně dotýkají v bodě T . Prů-
sečíkem M jejich společných vnějších tečen veďme sečnu s obou kružnic. Označme
X ten z obou průsečíků kružnice k se sečnou s, který je vzdálenější od bodu M .
Podobně označme Y ten z obou průsečíků kružnice l se sečnou s, který je vzdálenější
od bodu M . Nechť P je takový bod, že XTY P je rovnoběžník. Určete množinu bodů
P odpovídajících všem takovým sečnám s.

Řešení. Označme S, Z středy obou kružnic k, l a R, r jejich poloměry (bez újmy na
obecnosti můžeme předpokládat, že r < R). Označme dále C (D) od T různý průsečík
kružnice l (k) s přímkou SZ a K1, K2, L1, L2 po řadě dotykové body obou společných
vnějších tečen ke kružnicím k a l (obr. 2).

S Z MC
D

T

X

Y

P
K1

K2

L1

L2

P1

P2

k

l

τ

R r

Obr. 2

Bod M je středem stejnolehlosti h obou kružnic s koeficientem R/r. Přitom je
například h(L1) = K1, h(Z) = S, h(C) = T , h(T ) = D, h(Y ) = X . Odtud plyne, že
přímky CY , TX jsou rovnoběžné (h(CY ) = TX). Protože úhel CY T je pravý podle
Thaletovy věty, je také | Y TX | = 90◦ (TY je příčka rovnoběžek CY , TX). Rovnoběžník
XTY P je tedy vždy obdélník.
Zároveň je zřejmé, že body C, Y , P leží v přímce a podobně i body D, X , P leží

v přímce. Je tudíž | CPD| = 90◦ a bod P leží na Thaletově kružnici τ nad průměrem
CD. Leží na ní i vrcholy P1, P2 rovnoběžníků K1TL1P1, K2TL2P2, protože pro ně
můžeme zopakovat předchozí úvahu (jako pro rovnoběžník XTY P ).
Nyní už není problém ukázat, že hledanou množinou bodů je větší z oblouků P1P2

kružnice τ vyjma body P1, P2 a D (neboť body Y tvoří větší z oblouků L1L2 kružnice
l vyjma body T , L1, L2).

Poznámka. V tomto období většina studentů asi ještě nebude mít probrané učivo
o stejnolehlosti kružnic. Tuto překážku pomohou odstranit návodné úlohy na vlastnosti
stejnolehlosti kružnic.

Ještě naznačíme hlavní myšlenky jiných dvou přístupů:
a) Abychom odhadli tvar hledané množiny, zvolíme několik význačných poloh

přímky XY . Vhodné jsou následující polohy: a) X = K1, Y = L1 (PT je kolmé na
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SZ), b) XS a Y Z jsou kolmé na SZ (tehdy vyjde, že pata kolmice z bodu P na SZ
leží ve středu J úsečky CD a |JC| = |JP |).
Z toho už se dá odhadnout, že bod P leží nejspíš na kružnici se středem J a polo)

měrem 1
2 (R + r). Zbývá už jen dokázat (tedy obecně vypočítat), že vzdálenost |PJ | je

rovna 12 (r +R). (Není to lehké.)
b) Pomocí shodných a podobných zobrazení je nejelegantnější následující postup:

Pomocí souřadnic (bod M zvolíme za počátek souřadného systému) je P = X + Y −
− T = Y + h(Y )− T = Y +

R

r
Y − T =

(
1 +

R

r

)
Y − T , bod P tedy vznikne z bodu Y

(a všechny body Y tvoří větší z oblouků L1L2 kružnice l bez bodů T , L1, L2) složením
stejnolehlosti se středem M a koeficientem 1 + R

r a posunutí o vektor .

5. Devítistěn ABCDEFGHV vznikl slepením krychle ABCDEFGH a pravidelného
čtyřbokého jehlanu EFGHV . Na každou stěnu tohoto devítistěnu jsme napsali
číslo. Čtyři z napsaných čísel jsou 25, 32, 50 a 57. Pro každý vrchol devítistěnu
ABCDEFGHV sečteme čísla na všech stěnách, které ho obsahují. Dostaneme tak
devět stejných součtů. Určete zbývajících pět čísel napsaných na stěnách tohoto
tělesa.

Řešení. Protože dva sousední vrcholy leží vždy ve dvou společných stěnách, budeme
si všímat především takovýchto dvojic vrcholů.
Vrcholy A a B (B a C) leží ve společných stěnách ABFE a ABCD (BCGF

a BCDA). Proto porovnáním jim přiřazených čísel dostaneme, že na stěnách ADHE
a BCGF (ABFE a CGHD) je stejné číslo. Označme ho x (y).
Podobně vrcholy E a F (F a G) leží ve společných stěnách EFBA a EFV (FGCB

a FGV ) a navíc už víme, že stěny ADHE a FBCG (ABFE a GHDC) mají stejná
čísla. Proto porovnáním jim přiřazených čísel dostaneme, že na stěnách HEV a FGV
(EFV a GHV ) je stejné číslo. Označme ho z (t, obr. 3).

A B

CD

V

E F

GH

t

z

t

z

y

x

y

x

Obr. 3

Porovnáním čísel příslušných vrcholům A a E (mají společné stěny EABF a
EADH) dále dostaneme, že stěna ABCD má číslo s = z + t.
Nakonec porovnejme vrcholy E a V (mají společné stěny EFV aHEV ). Dostaneme

z + t = x+ y.
Když to vše shrneme, zjistíme, že jednotlivé stěny jsou nutně očíslovány čísly x

(stěny BCGF a DAEH), z (stěny FGV a EHV ), s (stěna ABCD), s − x (stěny
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6. Je dán rovnostranný trojúhelník XY Z s těžištěm T a stranou délky 5 cm. Sestrojte
rovnoběžník ABCD s obsahem 8 cm2 a stranou AB délky 2 cm tak, aby body X, Y ,
Z, T ležely po řadě na přímkách AB, BC, CD, DA.

Podstatou řešení jsou následující dvě úlohy, jež mohou sloužit i jako úlohy návodné.
A. Jsou dány body K, L. Veďte jimi po řadě rovnoběžky k, l, je-li dána jejich

vzdálenost d.
B. Jsou dány body K, L a přímka m. Veďte body K, L po řadě rovnoběžky k, l,

které na přímce m vytínají úsečku dané délky d.

Řešení úlohy A (obr. 4). Nechť M je pata kolmice vedené z bodu K na přímku l.
V trojúhelníku KLM s pravým úhlem při vrcholu M známe vrcholy K, L a délku
odvěsny |KM | = d, vrchol M tedy umíme sestrojit (jako průsečík Thaletovy kružnice t
nad průměrem KL s kružnicí κ(K, d)). Potom ML je přímka l.
Pokud bychom požadovali diskusi, víme, že počet řešení závisí na existenci průsečíku

kružnic t a κ:
Pokud |KL| < d, nemá úloha řešení.
Pokud |KL| = d, má úloha jedno řešení (kolmice na KL).
Pokud |KL| > d, mají kružnice k a t dva průsečíky, takže úloha má dvě řešení.

K

LM

d

k

l

Obr. 4

K

LM

d d

k

l

n m

Obr. 5

Řešení úlohy B (obr. 5). Veďme bodem K rovnoběžku n s přímkou m a označme
M její průsečík s přímkou l. Potom |KM | = d, takže konstrukce bodu M je zřejmá.
Přímka l je pak určena body L a M .
Pokud bychom požadovali diskusi, snadno zjistíme, že na přímce n existují dva

body M požadovaných vlastností, a počet řešení závisí na tom, zda M = L.
Pokud současně neplatí, že KL je rovnoběžná s m a |KL| = d, má úloha dvě řešení.
Pokud je KL rovnoběžná s m a |KL| = d, vznikne pro jednu z možných poloh

bodu M v předcházejícím případě nekonečně mnoho řešení (za přímku l můžeme vzít
libovolnou přímku procházející bodem L).

Řešení původní úlohy. Z obsahu rovnoběžníku ABCD a délky strany AB snadno
vypočítáme výšku v na stranu AB: je v = 8 cm2 : 2 cm = 4 cm. Odtud plyne, že
vzdálenost rovnoběžek AB a CD je 4 cm, přičemž známe bod X přímky AB a bod Z
přímky CD. Podle úlohy A tedy umíme sestrojit přímky AB a CD.
V poloze, která je dána, má tato část dvě řešení.
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Když už máme přímku AB, jsou AD a BC dvě neznámé rovnoběžky, které pro)
cházejí danými body T a Y a na (známé) přímce AB vytínají úsečku dané délky
|AB| = 2 cm. Proto můžeme rovnoběžky AD a BC sestrojit na základě úlohy B.
Je zřejmé, že speciální poloha daných bodů X , Y , Z a T nemá na postup řešení

vliv, zaručuje nám však snadnou diskusi počtu řešení. Pro obě polohy přímky AB má
úloha v dané situaci dvě řešení. Tím je rovnoběžník ABCD sestrojen. (Přímkami AB,
BC, CD a AD jsou vrcholy A, B, C, D určeny.) Úloha má 4 řešení (obr. 6).

T

X Y

ZA1

B1

C1

D1

A2

B2
C2

D2

A3

B3

C3

D3

A4

B4
C4

D4

Obr. 6
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49. ročník matematické olympiády

Úlohy II. kola kategorie B

1. Zjistěte všechna reálná čísla c, pro která má rovnice

(c2 + c − 8)(x+ 2)− 8|x − c+ 2| = c|x+ c+ 14|

nekonečně mnoho řešení v oboru celých čísel.

2. Devítistěn vznikl slepením krychle a pravidelného čtyřbokého jehlanu. Na každé stěně
tohoto devítistěnu je napsáno jedno číslo. Jejich součet je 3 003. Pro každou stěnu S
uvažovaného devítistěnu sečtěme čísla na všech stěnách, s nimiž má S společnou právě
jednu hranu. Dostaneme tak devět stejných součtů. Určete všechna čísla napsaná na
stěnách devítistěnu.

3. Je dán lichoběžník ABCD, v němž |AB| = 8 cm a |<)ABC| = 90◦. Jeho obvod je 28 cm.
Polokružnice k s průměrem AB se dotýká strany CD. Vypočtěte délky zbývajících
stran daného lichoběžníku, je-li strana AB jeho
a) základnou,
b) ramenem.

4. Je dán obdélník KLMN , |KN | > |KL|. Sestrojte rovnoramenný trojúhelník ABC se
základnou AB délky |KL| tak, aby jeho výška va obsahovala body K, N , výška vb

bod L a výška vc bod M . (Výškami zde rozumíme přímky.)

II. kolo kategorie B se koná

v úterý 28. března 2000

tak, aby začalo dopoledne a aby soutěžící měli na řešení úloh
4 hodiny čistého času. Za každou úlohu může soutěžící získat
6 bodů, úspěšným řešitelem je ten žák, který získá 10 bodů
nebo více. Tyto údaje se žákům sdělí před zahájením soutěže.



Poznámka. Úlohu je možno řešit i vypsáním a následným řešením soustavy deseti li(
neárních rovnic pro devět neznámých čísel zapsaných na stěnách tělesa a desátou neznámou
rovnou jednotnému součtu.

Za úplné řešení je 6 bodů, z toho 1 bod za rovnosti a3 = a1, a4 = a2 a 1 bod za rovnosti b3 = b1, b4 = b2.
Pokud jsou tyto symetrie pouze intuitivně uhodnuty, strhněte 2 body.

3. Označme S střed strany AB a T bod dotyku polokružnice k se stranou CD. Jestliže
je AB základnou daného lichoběžníku, je CD ∥ AB a |AB|+ |BC|+ |CT | = 2|AB| = 16 cm
(obr. 2). Označme A1 kolmý průmět vrcholu A na přímku CD. Protože |TD| + |DA| =
= 28 cm− 16 cm = 12 cm > |AA1| + |A1T | = 8 cm, leží vrchol D na polopřímce TA1
za bodem A1. Označme velikost |A1D| = x cm, |DA| = d cm. Pro čísla x, d dostáváme
soustavu rovnic d+x = 8, d2 = x2+42 (Pythagorova věta pro trojúhelník AA1D), kterou
snadno upravíme na tvar d+ x = 8, (d− x)(d+ x) = 16, tj. d+ x = 8, d− x = 2. Soustava
má jediné řešení d = 5, x = 3. Zbývající strany daného lichoběžníku mají tedy velikosti
4 cm, 11 cm a 5 cm.

A1

S

T

A B

CD x

d
k

Obr. 2

S

T

A B

C

D
d

d

b

b
|b − d|

k

Obr. 3

Je-li AB ramenem daného lichoběžníku ABCD, je AB ⊥ BC ∥ AD (obr. 3), takže obě
základny BC a AD se dotýkají polokružnice k v odpovídajících vrcholech B a A. Označme
b shodné úseky tečen z vrcholu C a d shodné úseky tečen z vrcholu D k polokružnici k.
Ze znalosti obvodu tak dostáváme (v centimetrech) rovnost 28 = 8 + 2b + 2d, neboli
b + d = 10. Z rovnoběžnosti BC ∥ AD plyne |b − d| =

√
(b+ d)2 − 82 = 6. Vzhledem

k souměrnosti podle osy dané polokružnice k stačí uvažovat jen jednu z možností, např.
b > d. Soustava b + d = 10, b − d = 6 má jediné řešení b = 8, d = 2, takže zbývající
strany daného lichoběžníku mají v tomto případě velikosti 8 cm, 10 cm a 2 cm, což platí
i v případě b < d.

Za úplné řešení je 6 bodů, za každé správné řešení 3 body.

4. Podle zadání známe přímkuKN , na níž leží výška va. Protože výška vb je souměrně
sdružená s va podle osy základny AB hledaného rovnoramenného trojúhelníku ABC, na
níž zároveň leží jeho třetí výška vc, pokusíme se najít průsečík V těchto výšek. Ten má tu
vlastnost, že bod L leží na přímce souměrně sdružené s va = KN podle V M = vc (obr. 4).
Jakmile bod V najdeme, budeme zároveň znát polohu všech tří výšek trojúhelníku ABC,
takže až na podobnost můžeme sestrojit i hledaný trojúhelník ABC.
Předpokládejme, že bod V na přímce KN má požadovanou vlastnost (obr. 5). Ze

souměrnosti přímek V L a V N podle V M plyne rovnost vyznačených úhlů s vrcholem V .
Z rovnoběžnosti přímek KN a LM dostáváme, že stejnou velikost má i úhel LMV , takže



A B

C

V

va = KNvb ∋ L

vc ∋ M

Obr. 4

L M

NKV va

k

Obr. 5

trojúhelník MV L je rovnoramenný se základnou MV . Je tudíž |LV | = |LM | a bod V
najdeme jako průsečík přímky KN s kružnicí k = (L, |LM |). Protože dle předpokladu je
|KL| < |KN | = |LM |, existují takové průsečíky dva.
Nyní dokončíme konstrukci trojúhelníku ABC. Nejprve sestrojíme pomocný troj(

úhelník A′B′C′, který bude stejnolehlý s hledaným trojúhelníkem ABC, a to tak, že na
přímce KN libovolně zvolíme bod A′ ̸= V (na obr. 6 je jako bod A′ zvolen daný vrchol K),
sestrojíme bod B′ souměrně sdružený s bodem A′ podle V M a vrchol C ′, v němž kolmice
na B′V vedená bodem A′ protne přímku V M . Protože má platit |AB| = |KL|, trojúhelník
ABC sestrojíme užitím té stejnolehlosti se středem V , která známou úsečku A′B′ převede
na hledanou úsečku AB dané délky |KL| (takové stejnolehlosti jsou dvě). Pro každý z mož(
ných bodů V tak bude mít úloha dvě řešení (na obr. 6 trojúhelníky A1B1C1 a A2B2C2,
na obr. 7 trojúhelníky A3B3C3 a A4B4C4) středově souměrná podle příslušného průsečíku
výšek.

Za úplné řešení je 6 bodů. Má-li řešitel z každé dvojice stejnolehlých řešení vždy jen jedno, strhněte dva
body.

L M

NA′ = K

B′

C′
V A1

B1

C1

A2

B2

C2

Obr. 6

L M

N
K = A′

B′

V
A3

B3

C3

A4

B4

C4

Obr. 7



49. ročník matematické olympiády

1. Pro která reálná čísla a, b je funkce

f(x) = a|x − 1|+ b(x − 3) + |x − b|+ x − 1

omezená?

2. Je dána úsečka XZ délky 7 cm a její body S, Y tak, že |XS| = 2cm, |Y Z| = 1cm.
Sestrojte pravoúhlý trojúhelník ABC s přeponou AB tak, aby bod S byl střed kružnice
vepsané trojúhelníku ABC a body X , Y , Z ležely po řadě na přímkách AC, AB, BC.

3. Do výrazu
1− 2 + 3− 4 + 5− 6 + . . .+ 99− 100

jsme vepsali několik závorek tak, že nakonec jsou v každé dvojici odpovídajících si
závorek právě tři čísla a výraz neobsahuje žádný součin. Kolik různých výsledků lze
takto dostat?

Školní – klauzurní část I. kola kategorie B se koná

v úterý 25. ledna 2000

tak, aby začala dopoledne a aby soutěžící měli na řešení úloh
4 hodiny čistého času. Za každou úlohu může soutěžící získat
6 bodů, úspěšným řešitelem je ten žák, který získá 10 bodů
nebo více. Tyto údaje se žákům sdělí před zahájením soutěže.



49. ročník matematické olympiády Řešení úloh školní části I. kola kategorie B

1. Uvažovaná funkce f je po částech lineární, proto je omezená na každém omezeném
intervalu. Stačí tedy funkci f vyšetřit zvlášť pro x ! min(1, b) a zvlášť pro x " max(1, b),
kdy mají oba výrazy v absolutních hodnotách stejné znaménko.
a) Je-li x ! min(1, b), je

f(x) = a(1− x) + b(x − 3) + b − x+ x − 1 = (b − a)x − 2b+ a − 1.

Funkce f bude na tomto intervalu omezená, právě když tu bude konstantní, tj. právě když
a = b.
a) Je-li x " max(1, b), je

f(x) = a(x − 1) + b(x − 3) + x − b+ x − 1 = (a+ b+ 2)x − a+ 4b − 1.

Funkce f bude na tomto intervalu omezená, právě když tu bude konstantní, tj. právě když
a+ b = −2.
Spojením obou podmínek dostáváme, že funkce f bude omezená, právě když bude

omezená na obou uvedených neomezených intervalech, tj. právě když a = b = −1. Pro
funkci f pak dostaneme vyjádření

f(x) = |x+ 1|− |x − 1|+ 2.

Její graf vidíme na obr. 1.

Za úplné řešení je 6 bodů. Za zjištění, že stačí funkci f vyšetřovat jen na dvou neomezených intervalech,
dejte 2 body a po 2 bodech za zdůvodnění jednotlivých podmínek a = b, a + b = −2. V případě diskuse
případů b ! 1 a b " 1 hodnoťte každý z nich třemi body.

Obr. 1
O

x

y
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X

Y Z
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l

Obr. 2

2. Předpokládejme, že trojúhelník ABC je řešením úlohy. Z daného pořadí bodů X ,
S, Y , Z na jedné přímce a z toho, že bod S je vnitřním bodem trojúhelníku ABC, vyplývá,
že body X a Y jsou vnitřními body příslušných stran AC a AB, zatímco bod Z musí ležet
na polopřímce opačné k polopřímce BC. Vrchol C neznámého trojúhelníku ABC budeme
hledat jen v jedné z polorovin určených přímkou XZ, protože ke každému řešení existuje
řešení souměrně sdružené podle osy XZ.
Vrchol C trojúhelníku ABC je vrcholem pravého úhlu XCZ (obr. 2), leží tedy na

Thaletově kružnici k nad průměrem XZ. Protože bod S je středem kružnice vepsané
trojúhelníku ABC, leží na ose pravého úhlu, takže | SCX | = 45◦ a vrchol C leží zároveň
na oblouku kružnice l určené tětivou SX a obvodovým úhlem 45◦. (Vzhledem k uvedené
souměrnosti stačí uvažovat jen ten ze dvou souměrných oblouků, který leží ve zvolené
polorovině.) Odtud už plyne konstrukce trojúhelníku ABC:



1. sestrojíme kružnici k nad průměrem XZ;
2. v jedné z polorovin určených přímkouXZ sestrojíme vrchol O rovnoramenného pravo+
úhlého trojúhelníku XSO, | SOX | = 90◦, a v téže polorovině narýsujeme oblouk SX
kružnice l(O, |OS|);

3. vrchol C = k ∩ ⌢
SX , C ̸= X ;

4. sestrojíme kružnici (S, ϱ), kde ϱ je vzdálenost bodu S od přímky CX (poloměr
kružnice vepsané trojúhelníku ABC);

5. bodem Y vedeme tečnu t ke kružnici tak, aby její bod dotyku ležel v polorovině
opačné k polorovině XZC;

6. vrcholy A, B dostaneme jako průsečíky přímky t s přímkami XC, resp. ZC.

Z popsané konstrukce je zřejmé, že pro bod S ležící mezi body X a Z mají kružnice k
a l právě jeden průsečík různý od bodu X . Abychom mohli sestrojit tečnu t, musí bod Y
ležet vně kruhu omezeného kružnicí , musí tedy být |SY | " ϱ. Aby existoval průsečík
tečny t s přímkou XC uvnitř úhlu XCZ, musí být dokonce |Y S| > |XS| > ϱ. V našem
případě je to splněno a úloha má dvě shodná řešení souměrně sdružená podle osy XZ.
Úlohu bychom řešili stejně, i kdyby dané body X , S, Y , Z neležely na jedné přímce.

Poznámka. Bod C můžeme sestrojit i jiným postupem. Protože body X a Z leží po
řadě na polopřímkách CA a CB, je pravý úhel XCZ totožný s pravým úhlem ACB. Osa
tohoto úhlu prochází středem S kružnice vepsané trojúhelníku ABC; zároveň tato osa
protne kružnici k opsanou trojúhelníku XCZ v takovém bodě U ̸= C, že tětivy XU a UZ
jsou shodné (tyto tětivy jsou totiž z bodu C vidět pod týmž úhlem (45 stupňů), obr. 2).
Proto (aniž známe bod C) můžeme bod U sestrojit jako střed oblouku XZ kružnice k
(oblouky XU a UZ jsou tedy čtvrtkružnice). Bod C pak určíme jako průsečík kružnice k
s polopřímkou US.

Za úplné řešení je 6 bodů. Plný počet bodů dejte i v případě, že soutěžící zapomene uvést souměrně
sdružené řešení.

3. V daném výrazu se pravidelně střídají plusy a minusy, přičemž lichá čísla mají zna+
ménko plus a sudá minus. Zřejmě musí každá dvojice odpovídajících si závorek obsahovat
právě tři po sobě jdoucí čísla. Umístíme-li levou závorku mezi plus a příslušné liché číslo,
nemají závorky na hodnotu výrazu žádný vliv. Zajímavý je tedy jen případ, kdy levou
závorku dáme mezi minus a následující sudé číslo, což změní výsledné znaménko druhého
a třetího čísla v závorkách. Je-li zmíněné sudé číslo 2k (1 ! k ! 49), dostaneme místo
původního součtu −2k+(2k+1)−(2k+2) = −2k−1 součet −

(
2k+(2k+1)−(2k+2)

)
=

= −2k − (2k + 1) + (2k + 2) = −2k + 1. Vidíme tedy, že přidáním jednoho páru závorek
popsaným způsobem zvětšíme celkovou hodnotu výrazu o 2 bez ohledu na to, kterou trojici
po sobě jdoucích čísel začínající sudým číslem zvolíme. Zároveň je jasné, že takto umístěný
pár závorek obsahuje další sudé číslo (kromě čísla 2k ještě 2k+2), které už nebudeme moci
pro umístění závorky využít. (Nebudeme tedy zbytečně rozmisťovat závorky před lichá
čísla, protože bychom se zbavili dalšího sudého čísla, před které lze umístit levou z dvojice
závorek, jež by měly vliv na hodnotu daného výrazu.)
Daný výraz obsahuje celkem 50 sudých čísel. Můžeme tedy vybrat nejvýše 25 dvojic

po sobě jdoucích sudých čísel, jež obklopíme závorkami. Tomu odpovídá 26 různých hodnot
daného výrazu s k dvojicemi závorek, kde 0 ! k ! 25. Příslušné hodnoty jsou −50, −48,
−46, . . . , 4, 2, 0 (nejmenší hodnota je 1− 2+3− 4+5− 6+ . . .+99− 100 = −50, největší
1− (2 + 3− 4) + 5− (6 + 7− 8) + . . .− (98 + 99− 100) = 0).
Za úplné řešení je 6 bodů.



50. ročník Matematické olympiády

Úlohy domácího kola kategorie B

1. Řešte v oboru kladných čísel soustavu rovnic

3x+ y10 = 598,6,

x10 + 2y = 723,4,

v níž x10 a y10 označují po řadě čísla x a y zaokrouhlená na desítky.

Řešení. Nechť

x = x10 +m, y = y10 + n, −5 ! m, n ! 5, (1)

a = 3x10 + y10, b = x10 + 2y10. (2)

Čísla a, b jsou násobky deseti a původní soustavu rovnic můžeme přepsat ve tvaru

a = 598,6− 3m, b = 723,4− 2n. (3)

Čísla m, n jsou z intervalu ⟨−5, 5), proto a ∈ {590, 600, 610} a b ∈ {720, 730}. Dále
ze (2) dostáváme

x10 = 1
5 (2a − b), y10 = 1

5(3b − a). (4)

Vidíme, že čísla 2a− b a 3b−a musejí být dělitelná padesáti, a proto přicházejí v úvahu
jen dvojice [a, b] = [590, 730], [a, b] = [610, 720]. Nalezené hodnoty čísel a, b postupně
dosadíme do (4) a (3). Pomocí (1) určíme x a y:
V prvním případě je x10 = 90, y10 = 320, m = 43

15 , n = −3,3, x = 1 393
15 = 92,86

a y = 316,7, ve druhém x10 = 100, y10 = 310, m = −3,8, n = 1,7, x = 96,2 a y = 311,7.

Pomocné úlohy:
1. V oboru reálných čísel řešte rovnici 3x3 − [x] = 3. [40–B–I–1]
2. Dokažte, že funkce f(x) = kx − [x] definovaná na množině není pro k > 1

2 prostá.
[40–B–II–1]

2. Na povrchu krychle ABCDEFGH je sestrojena lomená čára složená ze čtyř shod(
ných úseček ve stěnách ABFE, BCGF , CDHG a GHEF , která vychází z vrcholu
A a končí ve vrcholu E. Určete, v jakém poměru dělí tato lomená čára hranu CG.

Řešení. Označme K, L, M body dané lomené čáry, jež po řadě leží na úsečkách
BF , CG, GH. Délku hrany krychle položme rovnu jedné a patu kolmice z bodu K na
hranu CG označme P (obr. 1). Pravoúhlé trojúhelníky AKB, KLP a EMH se shodují
v přeponách AK, KL a EM a v jednotkových odvěsnách AB, KP a EH. Jsou tedy
podle věty Ssu shodné a platí |BK| = |LP | = |MH| = u. Z pravoúhlých trojúhelníků

1



A B C D

E1 F1 G
H

F2 E2

K
L

M

P

Obr. 1
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Obr. 2

LMG a ABK (|GL| = 1 − 2u, |GM | = 1 − u) vyjádříme pomocí Pythagorovy věty
druhé mocniny délek jejich přepon a porovnáme je: 1 + u2 = (1− u)2 + (1− 2u)2.
Rovnice má jediný kořen menší než 1: u = 1

4 (3 −
√
5). Poměr |CL| : |LG| = 2u :

: (1− 2u) = 1
2 (
√
5− 1) je roven poměru zlatého řezu.

Pro polohu bodu L na hraně CG je ještě jedna možnost, znázorněná na stejné části
sítě krychle na obr. 2. Zřejmě jsou pak body C a L totožné a u = |BK| = |GM | =
= |MH| = 1

2 , přičemž poměr |CL| : |LG| vyjde nulový.

Doplňující úlohy:
1. Je dána krychle ABCDEFGH, U je střed její horní stěny EFGH, V je střed její
přední stěny ABFE. Sestrojte na povrchu krychle lomenou čáru V XY U složenou ze
tří shodných úseček a procházející přes stěnu BCGF .

2. Je dán pravidelný čtyřstěn ABCD, P je těžiště trojúhelníku ABC, Q střed úsečky
omezené vrcholem D a těžištěm trojúhelníku ABD. Určete délku nejkratší lomené
čáry spojující po povrchu čtyřstěnu body P a Q, jestliže tato čára prochází a) přes
stěny ABC, ABD, b) přes stěny ABC, BCD, ABD, c) přes stěny ABC, BCD, ACD,
ABD. [Obě úlohy viz Hradecký, Koman, Vyšín: Několik úloh z geometrie jednoduchých
těles, ŠMM 1, MF, Praha 1963, 1977.]

3. Do každého pole čtvercové tabulky n × n vepíšeme jedno z čísel 1, 2, . . . , n tak, aby
v každém řádku i v každém sloupci byla buď všechna čísla stejná, nebo všechna
různá. Příkladem pro n = 5 je následující tabulka

5 4 1 2 3

3 3 3 3 3

4 1 2 5 3

1 2 5 4 3

2 5 4 1 3

Označme S součet všech čísel tabulky. Kolik různých hodnot S pro dané n existuje?

Řešení. Podle způsobu obsazení řádků rozdělíme všechny zkoumané tabulky do tří
skupin:
(a) V žádném řádku tabulky není n stejných čísel. Sčítáním čísel po řádcích v této

situaci zjistíme, že

S = n(1 + 2 + . . .+ n) =
1
2
n2(n+ 1). (5)
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(b) V právě jednom řádku tabulky je n stejných čísel a. V každém z ostatních řádků
jsou čísla 1, 2, . . . , n, takže S = na+ (n − 1)(1 + 2 + . . .+ n) a po úpravě

S = na+
1
2
n(n2 − 1), a ∈ {1, 2, . . . , n}. (6)

(c) V některém řádku tabulky je n stejných čísel b a v jiném n stejných čísel c.
Pokud je b = c, vyskytuje se číslo c v každém sloupci aspoň dvakrát, a tedy právě
n-krát. V tom případě platí

S = n2c, c ∈ {1, 2, . . . , n}. (7)

Pokud jsou b, c různá čísla, jsou i v každém sloupci tabulky dvě různá čísla, a tedy
jsou v něm všechna čísla navzájem různá. Sčítáním po sloupcích zjistíme, že součet S
má hodnotu (5).
Dosazením daného n a postupně všech možných hodnot čísel a, c do vztahů (5), (6)

a (7) dostaneme celkem 2n + 1 součtů, z toho n součtů typu (6) je navzájem různých
a n součtů typu (7) je navzájem různých. Musíme tedy ještě vyšetřit, zda není možná
pro nějaké hodnoty čísel a, c rovnost součtů (5) a (6), nebo (5) a (7), nebo (6) a (7).
V prvém případě z rovnice 12n

2(n+1) = na+ 12n(n
2−1) zjistíme, že rovnost nastane

pro a = 1
2 (n+ 1), to znamená, jen když n je liché.

Ve druhém případě dojdeme analogicky k závěru, že (5) a (7) se rovnají opět jen
pro n liché a c = 1

2 (n+ 1).
Ve třetím případě upravíme rovnici na+ 12n(n

2−1) = n2c na tvar 2a−1 = n(2c−n),
z něhož plyne, že pokud taková dvě čísla a, c ∈ {1, 2, . . . , n} existují, je číslo n nutně
liché a číslo 2a − 1 je jeho násobkem. Je však 2a − 1 ! 2n − 1, proto může být jedině
2a − 1 = n a 2c − n = 1. Odtud a = 1

2 (n+ 1) = c.
Shrnutím všech tří situací můžeme konstatovat, že pro n sudé je všech 2n + 1

součtů S různých, kdežto pro n liché se mezi těmito součty vyskytují právě tři stejné.
Odpověď : Součet S všech čísel tabulky nabývá buď 2n+1 hodnot (když n je sudé),

nebo 2n − 1 hodnot (když n je liché).

Pomocná úloha:
Dokažte, že pro součet Sn prvních n přirozených čísel platí:

Sn = 1 + 2 + . . .+ n =
1
2

n(n+ 1).

4. Nechť k je kružnice opsaná trojúhelníku ABC, D je průsečík těžnice na stranu AB
s kružnicí k. Tečny ke kružnici k v bodech A, B, C, D vytvářejí čtyřúhelník PQRS.
Zjistěte, pro které trojúhelníky ABC je čtyřúhelník PQRS tětivový.

Řešení. Nechť O je střed kružnice opsané trojúhelníku ABC. Při označení podle
obrázku 3 jsou úhly PAO a PDO pravé a velikost středového úhlu AOD je dvojná,
sobkem velikosti příslušného obvodového úhlu ACD. Ve čtyřúhelníku APDO je tedy
|<)APD| = 180◦ − 2|<)ACD|. Analogicky |<)BRC| = 180◦ − 2|<)BAC|. Čtyřúhelník
PQRS je tětivový, právě když |<)SPQ|+ |<)SRQ| = 180◦, tj. 180◦−2|<)ACD|+180◦−
− 2|<)BAC| = 180◦. Odtud vychází pro to, aby čtyřúhelník PQRS byl tětivový, nutná
a postačující podmínka |<)ACD|+ |<)BAC| = 90◦. Při označení podle obr. 3 to znamená

3



|<)ACE| + |<)EAC| = 90◦, tj. těžnice CD je kolmá na AB, jak je vidět z trojúhelníku
ACE. Je tedy |AC| = |BC|, protože trojúhelníky AEC a BEC jsou shodné podle věty
sus.

O

A B

C

DP Q

R

S

E

2α

α

ϕ

2ϕ

Obr. 3

Závěr : Čtyřúhelník PQRS je tětivový jen tehdy, je-li trojúhelník ABC rovnora,
menný se základnou AB.

Pomocné úlohy:
1. Dokažte, že v trojúhelníku ABC je těžnice AS kolmá na stranu BC, právě když platí

|AB| = |AC|. [Je-li AS kolmá na BC, jsou trojúhelníky ABS a ACS shodné podle
věty sus, a proto |AB| = |AC|. Platí-li naopak |AB| = |AC|, jsou trojúhelníky ABS
a ACS shodné podle věty sss. Pak ale |<)ASB| = |<)ASC| a |<)ASB|+ |<)ASC| = 180◦.
Tedy |<)ASB| = |<)ASC| = 90◦.]

2. Dokažte, že obrazy ortocentra trojúhelníku v osových souměrnostech podle jeho stran
leží na kružnici tomuto trojúhelníku opsané. [Nechť P a Q jsou po řadě paty výšek
z vrcholů A a B v ostroúhlém trojúhelníku ABC, jehož ortocentrum je V . Ta tětiva
kružnice opsané, která leží na stejné přímce jako úsečka AV , nechť je AD. S využi*
tím vlastností obvodových úhlů a podobnosti pravoúhlých trojúhelníků ACP a BCQ
dostáváme: |<)V BP | = |<)QBC| = |<)PAC| = |DAC| = |<)DBC| = |<)DBP |. Troj*
úhelníky V BP a DBP se tedy shodují ve vnitřních úhlech při vrcholu B, v pravých
úhlech při vrcholu P a ve společné odvěsně BP . Jsou tedy shodné a bod D je obrazem
ortocentra V v souměrnosti podle přímky BC.
V případě, kdy je například úhel BAC tupý, se postupuje podobně. Je však zapotřebí si
uvědomit, že bod D může ležet uvnitř poloroviny ACB, nebo uvnitř poloroviny opačné,
nebo mohou být body A, D totožné. Pro pravoúhlý trojúhelník ABC je důkaz zřejmý.]

3. Úhlopříčky daného tětivového čtyřúhelníku ABCD jsou navzájem kolmé a protínají se
v bodě E. Označme M průsečík kolmice z bodu E na stranu AB s protilehlou stranou
CD. Určete poměr obsahů trojúhelníků CME a MDE. [44–B–II–4]

5. Určete všechny polynomy P (x), které pro každé reálné číslo x splňují rovnost

P (2x) = 8P (x) + (x − 2)2.

Řešení. Stupeň polynomu P je aspoň dva. Nechť nejprve P (x) = ax2 + bx + c.
Dosazením tohoto vyjádření do vztahu v zadání dostáváme

4ax2 + 2bx+ c = (8a+ 1)x2 + (8b − 4)x+ 8c+ 4.
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Porovnáním koeficientů u stejných mocnin x na levé a pravé straně dostaneme 4a =
= 8a+ 1, 2b = 8b − 4 a c = 8c+ 4. Odtud a = − 14 , b =

2
3 , c = −47 .

Je-li dále stupeň n polynomu P větší než dva, zjistíme analogicky, že jeho člen
anxn s nejvyšší mocninou x splňuje vztah 2nan = 8an, tedy n = 3, přičemž an ̸= 0 je
libovolné. Koeficienty mnohočlenu P u mocnin x2, x1 a x0 vyjdou stejně jako v předchozí
situaci.
Celkový závěr : P (x) = ax3 − 1

4x
2 + 23x − 4

7 , kde a je libovolné reálné číslo.

Pomocné úlohy:
1. Metodou neurčitých koeficientů rozložte polynom x4+1 na součin dvou kvadratických
trojčlenů.

2. Metodou neurčitých koeficientů upravte výraz
4

1 +
√
2 +

√
3
na tvar a+ b

√
2 + c

√
3 +

+ d
√
6, kde a, b, c, d jsou racionální čísla. [Obě úlohy viz M. Hejný: Teória vyučovania

matematiky, SPN, Bratislava, 1990, str. 150.]

6. Sestrojte trojúhelník ABC s obsahem 18 cm2 a následující vlastností: obvod každého
pravoúhelníku KLMN , jehož vrcholy K, L leží na úsečce BC a bodyM , N po řadě
na úsečkách AC, AB, je roven třem pětinám obvodu trojúhelníku ABC.

B C

A

K L

MN

Q

X YZ

R

K1 L1

M1N1

Obr. 4

Řešení. Uvažujme dva pravoúhelníky KLMN , K1L1M1N1 vepsané do trojúhel,
níku ABC uvedeným způsobem. Nechť |KL| <
< |K1L1|. Označme Z průsečík rovnoběžky s AC
vedené bodem N s úsečkou N1M1, Q patu výšky
z vrcholu A na stranu BC aX , Y průsečíky hranice
pravoúhelníku KLMN s úsečkou N1M1 (obr. 4).
Obvody obou pravoúhelníků jsou si rovny, právě
když |N1X | + |Y M1| = |NX |. To je ekvivalentní
s podmínkou |NX | = |N1Z|, neboť |XZ| = |Y M1|.
Trojúhelníky BCA, N1ZN i NMA si jsou podob,
né, proto a = va. A protože S = a · 12va = 18 cm2,
plyne odtud rovnost a = va = 6cm.
Obvod pravoúhelníku KLMN je 2|NM | +

+ 2|KN | = 2|AR| + 2|RQ| = 2va = 2a = 12 cm.
Obvod 2s trojúhelníku ABC je proto 53 · 12 cm =
= 20 cm. Odtud b+ c = 2s − a = 14 cm.
Máme tedy sestrojit trojúhelník ABC, je-li

dáno a, va, b+ c.
Uvedeme několik postupů řešení.
1. možnost : Snadno vypočteme s = 10 (cm), s − a = 4, s − b = 10 − b, s −

− c = b − 4. Po dosazení do Heronova vzorce pro obsah trojúhelníku ABC dostaneme√
40 · (10− b) · (b − 4) = 18, což vede po úpravě na kvadratickou rovnici 10b2 − 140b+

+ 481 = 0. Vyřešením obdržíme

b = 7 +
3√
10

, c = 7− 3√
10

, nebo b = 7− 3√
10

, c = 7 +
3√
10

.

Obě řešení vyhovují a snadno je ze známých délek stran sestrojíme. Délku d = 3/
√
10

nalezneme eukleidovsky jako čtvrtou geometrickou úměrnou tak, že vztah přepíšeme
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na tvar d : 1 = 3 :
√
10. Nejdřív ovšem sestrojíme

√
10 např. pomocí Eukleidovy věty

o výšce.
2. možnost : Nechť k(O, r) je kružnice vepsaná trojúhelníku ABC a T její bod

dotyku se stranou AC (obr. 5). Pravoúhlý trojúhelník AOT můžeme sestrojit, neboť
známe délky jeho odvěsen |AT | = x = s − a = 4cm, |TO| = r = S/s = 1,8 cm, dále
kružnici k(O, r) a nad přeponou AO ještě jeden pravoúhlý trojúhelník s odvěsnou AE
délky va − r = 4,2 cm. (Tento trojúhelník zřejmě existuje — výpočtem délky přepony
trojúhelníku AOT pomocí Pythagorovy věty lze ověřit, že |AO| > va − r.) Úsečku AE
doplníme podle obrázku na úsečku AQ délky va. Kolmice na AQ v bodě Q je přímka t.
Její průsečíky s tečnami z bodu A ke kružnici k jsou hledané vrcholy B, C. Úloha
má dvě řešení. Vzhledem k jednoznačně sestrojenému trojúhelníku AOT nalezneme
sice konstrukcí pomocí Thaletovy věty dva trojúhel,
níky AOE a AOE1, každý z výsledných trojúhelníků
ABkCk (k = 1, 2, 3, 4) se však v souhlasně označených
prvcích shoduje s některým z překrývajících se troj,
úhelníků AB1C1, AB2C2 na obr. 5.

O

C2 = B1 C1 = B2

A

E

Q

T

x

r

t
k

Obr. 5

B C
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α
2

α
2

α

Obr. 6

3. možnost : Úsečka CU na obr. 6 má délku b+ c. Trojúhelník UBA je tedy rovno,
ramenný se základnou UB, a proto |<)BUC| = 1

2α. Tento úhel umíme sestrojit podle
předchozího postupu, neboť je to úhel OAT na obr. 5. Sestrojíme tedy nejprve trojúhel,
ník CUB, ve kterém známe |BC|, |CU | a |<)CUB|. Bod A je pak průsečík úsečky CU
s osou strany BU . Konstrukce vede opět na dvě řešení.

Pomocná úloha:
V trojúhelníku ABC známe výšku v z vrcholu A a délku strany BC. Určete obvod obdélníku
KLMN , leží-li jeho strana KL na úsečce BC, vrcholy M , N na stranách AC, AB a platí

|KL| : |LM | = 3 : 2.

[10av/(2a + 3v).]
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50. ročník matematické olympiády

Úlohy II. kola kategorie B

1. Určete všechna reálná čísla p taková, že pro libovolná kladná čísla x, y platí nerovnost

x3 + py3

x+ y
! xy.

2. Je dán trojúhelník ABC. Sestrojte rovnoběžník KLMN tak, aby jeho vrcholy K a L
ležely na straně AB, vrcholM na straně BC, vrchol N na straně AC a aby trojúhelníky
AKN , LBM a NMC měly stejné obsahy.

3. Určete všechna přirozená čísla n, pro která je podíl

(n2)10
(n10)2

celé číslo. Zápis z10 značí číslo, které vznikne zaokrouhlením čísla z na desítky.

4. Najděte všechny ostroúhlé trojúhelníky ABC, jejichž těžiště T splývá s průsečíkem
výšek trojúhelníku PQR, přičemž body P , Q, R jsou po řadě průsečíky polopřímek
opačných k polopřímkám TA, TB, TC s kružnicí opsanou trojúhelníku ABC.

II. kolo kategorie B se koná

v úterý 27. března 2001

tak, aby začalo dopoledne a aby soutěžící měli na řešení úloh
4 hodiny čistého času. Za každou úlohu může soutěžící získat
6 bodů, úspěšným řešitelem je ten žák, který získá 10 bodů
nebo více. Tyto údaje se žákům sdělí před zahájením soutěže.



50. ročník matematické olympiády Řešení úloh II. kola kategorie B

1. Nerovnost je pro kladná x, y zřejmě ekvivalentní se vztahem

y2(py − x)− x2(y − x) ! 0.
Je-li p ! 1, dostáváme

y2(py − x)− x2(y − x) ! y2(y − x)− x2(y − x) = (x+ y)(y − x)2 ! 0.
Je-li však p < 1, neplatí daná nerovnost například pro x = y = 1.
Závěr : Daná nerovnost je splněna pro každá dvě kladná čísla x, y, právě když p ! 1.

A B

C

K L

MN

D
α βα

α β

m

n

x

y y

Obr. 1

2. Předpokládejme, že rovnoběžník KLMN má požadované vlastnosti. V posunutí
o vektor (obr. 1) je obrazem trojúhelníku AKN trojúhel-
ník DLM . Vzniklý trojúhelník DBM má mít (dle zadání)
dvakrát větší obsah než trojúhelník NMC a je tomuto troj-
úhelníku podobný (věta uu). Koeficient k podobnosti, která
převádí trojúhelník DBM na trojúhelník NMC, je odmoc-
ninou z podílu obsahů těchto trojúhelníků a zároveň podílem
délek libovolných dvou v podobnosti si odpovídajících úseček:

k =
√
2 =

|BM |
|MC|

. Z podmínky rovnosti obsahů trojúhelníků

LBM , DLM a AKN , jejichž výšky na strany LB, DL a AK
jsou shodné, navíc plyne |LB| = |DL| = |AK|.
Odtud plyne konstrukce: Na úsečce BC sestrojíme bodM

tak, aby |BM | : |MC| =
√
2 : 1. Rovnoběžka s přímkou AC

vedená bodem M protne úsečku AB v bodě D. Vrchol N na-
lezneme jako průsečík úsečky AC s přímkou, která prochází bodem M rovnoběžně s AB.
Bod L sestrojíme jako střed úsečky DB, bod K je pak obrazem bodu L v posunutí o vek-
tor .
Výsledkem konstrukce je rovnoběžník KLMN (jediný pro každý trojúhelník ABC),

o němž se snadno přesvědčíme, že má požadované vlastnosti.

Jiné řešení. Z rovností obsahů trojúhelníků AKN a LBM se shodnými výškami na
strany AK a LB plyne shodnost těchto stran. Označme (obr. 1) |AB| = c, |NM | = |KL| =
= x, |BM | = m a |MC| = n a |LB| = |AK| = y; zřejmě c = 2y + x, takže y = 1

2(c − x).
Trojúhelníky NMC a LBM mají stejné obsahy, je tedy 1

2xn sinβ = 1
2ym sinβ neboli

xn = ym. Po dosazení za y a úpravě máme

x(m+ 2n) = mc. (1)

Z podobnosti trojúhelníků NMC a ABC plyne úměra x : c = n : (m+ n) neboli

nc = x(m+ n), (2)

takže z rovnosti součinu levých a součinu pravých stran vztahů (1) a (2) dostaneme m =

= n
√
2, tj.

|BM |
|MC| = m : n =

√
2. Odtud vyplývá konstrukce podobně jako v předchozím

řešení.



3. Položme m =
(n2)10
(n10)2

a n = 10k + r, kde k je celé nezáporné a r je poslední cifra

čísla n, tj. r ∈ {0, 1, 2, . . . , 9}. Zřejmě je m celé pro všechna n, která mají r = 0 a k > 0.
Pokud je k = 0 a r ∈ {1, 2, 3, 4}, není zlomek m definován.

Nechť je k > 0 a r ∈ {1, 2}. Pak m =
100k2 + 20kr

100k2
= 1 +

r

5k
, což není celé číslo.

Pro k > 0 a r = 3 platí m =
100k2 + 60k + 10

100k2
= 1 +

6k + 1
10k2

. Čitatel posledního

zlomku není na rozdíl od jmenovatele dělitelný deseti, tedy m není celé číslo.

Je-li k > 0 a r = 4, máme m =
100k2 + 80k + 20

100k2
= 1 +

4k + 1
5k2

. Odtud m = 2 pro

k = 1. Pro k > 1 je
4k + 1
5k2

=
4k + 1
(4k + k)k

<
4k + 1
(4k + 1)k

=
1
k
, a tak m nemůže být celé číslo.

Je-li konečně r ∈ {5, 6, 7, 8, 9}, dostáváme

m =
100k2 + 20kr + (r2)10

100(k + 1)2
<
100k2 + 200k + 100
100(k + 1)2

= 1.

Závěr : m je celé číslo pro všechna přirozená čísla n, jejichž dekadický zápis končí
cifrou 0 a pro n = 14.
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Obr. 2

4. Pravoúhlé trojúhelníky LRP a KQP na obr. 2 jsou podobné, protože mají spo-
lečný ostrý úhel při vrcholu P . Využijeme-li navíc, že obvo-
dové úhly příslušné témuž oblouku jsou shodné, dostáváme
|<)CAP | = |<)CRP | = |<)LRP | = |<)KQP | = |<)BQP | =
= |<)BAP |. Bod E je střed úsečky BC, tětivy CP a BP
příslušné shodným obvodovým úhlům ACP a BAP jsou
shodné. Trojúhelník CEP je tedy shodný s trojúhelníkem
BEP podle věty sss, tudíž úhly AEB a BEP stejně jako
úhly AEB a AEC jsou shodné (a pravé). Odtud plyne
i shodnost trojúhelníků AEC a AEB podle věty sus. Je
tedy |AC| = |AB|. Analogicky zjistíme, že |AB| = |BC|.
Závěr : Daným podmínkám vyhovují jen rovnostranné

trojúhelníky ABC.
Poznámka. Rovnost |CP | = |BP | lze dokázat i jinak,

například na základě poznatku, že obrazy ortocentra v sou-
měrnostech podle stran trojúhelníku leží na kružnici troj-
úhelníku opsané (viz pomocnou úlohu 2 ke čtvrté úloze domácího kola). Těžiště T troj-
úhelníku ABC je zároveň ortocentrem trojúhelníku PQR. Proto jsou obrazem úsečky TP
v osových souměrnostech podle přímek PQ a PR po řadě úsečky CP a BP , které jsou
tudíž shodné.



50. ročník matematické olympiády

Úlohy školní – klauzurní části I. kola kategorie B

1. Najděte všechna trojmístná čísla n, jejichž druhá mocnina končí stejným trojčíslím
jako druhá mocnina čísla 3n − 2.

2. Je dán tětivový čtyřúhelník ABCD. Označme E průsečík přímek BC a AD. Leží-li
průsečík úhlopříček AC a BD na ose úhlu AEB, je trojúhelník ABE rovnoramenný.
Dokažte.

3. Určete mnohočleny P a Q takové, že pro všechna reálná čísla x platí

Q(x2) = (x+ 1)4 − x
(
P (x)

)2
.

Školní – klauzurní část I. kola kategorie B se koná

v úterý 23. ledna 2001

tak, aby začala dopoledne a aby soutěžící měli na řešení úloh
4 hodiny čistého času. Za každou úlohu může soutěžící získat
6 bodů, úspěšným řešitelem je ten žák, který získá 10 bodů
nebo více. Tyto údaje se žákům sdělí před zahájením soutěže.



50. ročník matematické olympiády Řešení úloh školní části I. kola kategorie B

1. Jestliže číslo n vyhovuje podmínce úlohy, existuje přirozené číslo k takové, že

(3n − 2)2 − n2 = 1 000k.

Levou stranu uvedené rovnosti rozložíme na součin podle vzorce pro rozdíl čtverců a po
snadné úpravě dostaneme

(2n − 1)(n − 1) = 250k = 2 · 53 · k.

Čísla 2n − 1 a n − 1 jsou nesoudělná (je 2n − 1 = 2(n − 1) + 1), přitom první z nich
je liché, takže druhé musí být sudé. Hledáme tedy lichá trojmístná čísla n taková, že
buď n − 1 je násobkem 250, nebo 2n − 1 je lichým násobkem čísla 125. V prvním
případě dostaneme n ∈ {251, 501, 751} a ve druhém vidíme, že musí být 2n − 1 ∈
∈ {375, 625, 875, 1 125, 1 375, 1 625, 1 875}, tedy (protože n je liché) n ∈ {313, 563, 813}.
Celkem má úloha uvedených šest řešení.

A
B

C

D

E

F

Obr. 1

2. Označme F průsečík úhlopříček AC a BD (obr. 1). Jestliže je přímka EF osou
úhlu AEB, jsou úhly AEF a BEF shodné. Navíc jsou shodné i úhly
EAF a EBF , neboť jsou to obvodové úhly příslušné téže tětivě CD.
Trojúhelníky AFE a BFE se shodují ve společné straně EF , jsou
tedy shodné podle věty usu, |AE| = |BE| a trojúhelník ABE je
tudíž rovnoramenný.

3. Předpokládejme, že P je mnohočlen stupně n. Členy poly,
nomu Q(x2) obsahují jen sudé mocniny x a polynom x · P 2(x) je
lichého stupně 2n+1. Protože má platit Q(x2) = (x+1)4−x ·P 2(x),
vidíme, že nemůže být 2n+ 1 > 4. Je tedy n ! 1 a

P (x) = ax+ b, Q(x2) = (x+ 1)4 − x(ax+ b)2. (1)

Po úpravě dostaneme Q(x2) = x4+(4−a2)x3+(6−2ab)x2+(4− b2)x+1. Koeficienty při
lichých mocninách x jsou rovny nule, proto a, b ∈ {−2, 2} a Q(x2) = x4 + (6− 2ab)x2 + 1.
Dosazením každé ze čtyř možných dvojic čísel a, b do (1) nalezneme všechna čtyři řešení
úlohy:

P (x) = 2x+ 2 a Q(x) = x2 − 2x+ 1,
P (x) = 2x − 2 a Q(x) = x2 + 14x+ 1,
P (x) = −2x+ 2 a Q(x) = x2 + 14x+ 1,
P (x) = −2x − 2 a Q(x) = x2 − 2x+ 1.



3. Nechť k je polokružnice sestrojená nad průměrem AB, která leží ve čtverci ABCD.
Uvažujme její tečnu t1 z bodu C (různou od BC) a označme P její průsečík se
stranou AD. Nechť t2 je společná vnější tečna polokružnice k a kružnice vepsané
trojúhelníku CDP (různá od AD). Dokažte, že přímky t1 a t2 jsou navzájem kolmé.

Řešení. Bez újmy na obecnosti předpokládejme, že délka strany čtverce ABCD
je 1. Označme M střed strany AB a U průsečík přímek t1, t2 (obr. 7). Dále označme l
kružnici vepsanou trojúhelníku CDP , S její střed a r poloměr. Dále nechť Q a R jsou
postupně dotykové body přímky t1 s kružnicí l a polokružnicí k. Položme x = |AP |.
V řešení využijeme známý fakt, že vzdálenosti obou dotykových bodů od průsečíku tečen
jsou stejné. Takto například dostáváme

|CP | = |CR|+ |RP | = |CB|+ |AP | = 1 + x. (∗)

Řešení provedeme ve třech krocích, přitom každý z nich vyplníme více způsoby:
1. krok. Výpočet délky x.
2. krok. Výpočet poloměru r.
3. krok. Důkaz kolmosti přímek t1 a t2.

A B

CD

M

P

Q
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U

k

l
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t2x

r

Obr. 7
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Obr. 8

1. krok, 1. způsob.
Uvažujme pravoúhlý trojúhelník CDP . Délka jeho přepony se podle (∗) rovná 1+x

a délky odvěsen jsou 1 a 1− x Z Pythagorovy věty tedy dostáváme

(1 + x)2 = 12 + (1− x)2.

Řešením této (po úpravě lineární) rovnice je x = 1
4 .

1. krok, 2. způsob.
Označme C′ bod, který vznikne otočením bodu C okolo středu M o 90◦ v kladném

směru. Potom bod C′ leží na přímce p, která je obrazem přímky BC v uvedeném otočení
(obr. 8), přičemž rovnoběžné úsečky C′E a AM mají tutéž délku 12 . Protože přímkaMP
je osou úhlu AMR a přímka MC osou úhlu BMR, jsou přímky MP a MC navzájem
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kolmé, takže bod C′ leží na přímceMP . Trojúhelníky PAM ′ a PEC′ jsou tedy souměrně
sdružené podle středu P , a proto x = |AP | = 1

2 |AE| = 1
4 .

2. krok, 1. způsob.
Je-li ϱ poloměr kružnice vepsané trojúhelníku se stranami a, b, c, je jeho obsah

roven 12 (a+ b+ c)ϱ. Pro pravoúhlý trojúhelník CDP , v němž známe délky všech stran,
tak dostáváme (připomeňme, že |PC| = 1 + x = 5

4)

r =
1
2 |CD| · |DP |

1
2 (|CD|+ |DP |+ |PC|)

=
1
4
.

2. krok, 2. způsob.
Nechť A′′B′′ je obraz úsečky AB v posunutí ve směru polopřímky CB o délku 12

(obr. 9). Označme D′ průsečík přímek A′′B′′ a t1. Potom kružnice, jejíž částí je polo-
kružnice k, je vepsána trojúhelníku D′B′′C a navíc jsou trojúhelníky D′B′′C a CDP
podobné. Poměr poloměrů jejich vepsaných kružnic je tedy roven poměru jejich kratších
odvěsen. To znamená, že 12 : r =

3
2 :

3
4 , neboli r =

1
4 .

3. krok, 1. způsob.
Podle 2. kroku víme, že průměr kružnice l je roven poloměru polokružnice k. Proto

přímka p (osa úsečky AD) je společnou vnitřní tečnou polokružnice k a kružnice l
(obr. 10). Přitom přímka p je kolmá na přímku AD, která je jejich vnější společnou
tečnou. V osové souměrnosti podle středné SM obou kružnic je obrazem vnější tečny
AD vnější tečna t2 a obrazem vnitřní tečny p vnitřní tečna t1. Jsou tedy navzájem
kolmé i tečny t1 a t2.
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Obr. 9
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Obr. 10

3. krok, 2. způsob.
Označme V průsečík přímky t2 se stranou CD. Protože délky obou společných

vnějších tečen (pokud je bereme jako úsečky, jejichž krajními body jsou dotykové body)
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polokružnice k a kružnice l jsou stejné, tj. |AT | = |A′T ′|, dostáváme na základě shodnosti
délek tečen z bodu P ke kružnici l a shodnosti délek tečen z bodu U k polokružnici k

|AT | = |AP |+ |PT | = |AP |+ |PQ| = 2|AP |+ |RQ|,
|A′T ′| = |A′U |+ |UT ′| = |RU |+ |UQ| = |RQ|+ 2|UQ|,

což znamená, že |UQ| = |AP | = 1
4 . Dále z rovnosti délek tečen z bodu C k polokružnici k

a kružnici l dostáváme |RQ| = |CR|− |CQ| = |CB|− |CW | = 1− 3
4 =

1
4 . To znamená,

že |PU | = 3
4 = |PD|, takže čtyřúhelník PUV D je deltoid, a tedy |<)PUV | = |<)PDV | =

= 90◦, tj. přímky t1 a t2 jsou navzájem kolmé.

Tím je důkaz hotový.

4. Pokud máme n (n ! 2) přirozených čísel, můžeme s nimi provést následující opera-
ci: vybereme několik z nich, ale ne všechna a každé z vybraných čísel nahradíme je-
jich aritmetickým průměrem. Zjistěte, zda je možno pro libovolnou počáteční n-tici
dostat po konečném počtu kroků všechna čísla stejná, jestliže se n rovná
a) 2 000,
b) 35,
c) 3,
d) 17.

Řešení. Rozeberme případ a) n = 2 000. Vyberme tisíc čísel a proveďme s nimi
danou operaci. Potom vezměme zbylých tisíc čísel a rovněž s nimi proveďme danou
operaci. Dostaneme tisíc čísel rovných a a tisíc čísel rovných b. Pokud a = b, je úloha
vyřešena. Pokud a ̸= b, tak postupně vybírejme číslo rovné a a číslo rovné b a nahraďme
je průměrem a+b

2 . Takto můžeme vybrat 1 000 dvojic a všechna čísla nahradit číslem
1
2 (a + b). Tedy pro n = 2 000 existuje posloupnost kroků, která převede libovolných
2 000 čísel na stejná čísla.
Případ n = 35 budeme řešit podobně. Vyberme 7 disjunktních pětic a v každé z nich

proveďme operaci popsanou výše, pričemž v každé dostaneme stejná čísla. Z každé nově
vytvořené pětice vyberme teď jedno číslo. Dostaneme 7 čísel, s kterými opět provedeme
danou operaci. Podobným způsobem vyberme další sedmice a vytvořme odpovídající
průměry. Všechny sedmice budou stejné, neboť v každé pětici máme stejná čísla. Všechna
čísla budou tedy stejná. I v tomto případě existuje posloupnost kroků, která převede
libovolných 35 čísel na stejná čísla.
Uvažujme n = 3. Uvažujme trojici čísel (1, 1, 2). Provádět danou operaci s dvěma

jednotkami nemá smysl, takže po prvním kroku, který změní naši trojici, dostaneme
čísla (1, 32 ,

3
2 ). Znovu jsme dostali dvě čísla stejná, která se nevyplatí „průměrovat,.

Tedy další krok, který změní naši trojici, ji nechá v tvaru (54 ,
5
4 ,
3
2 ). Všimněme si, že

po každém kroku je součet čísel stejný. Dokážeme to i v obecném případě: Označme
a1, a2, . . . , an daná čísla. Bez újmy na obecnosti proveďme krok s prvními m (m < n)
čísly. Dostaneme čísla

a1 + a2 + . . .+ am

m
, . . . ,

a1 + a2 + . . .+ am

m
︸ ︷︷ ︸

m-krát

, am+1, . . . , an.
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6. Je dán rovnostranný trojúhelník MPQ. Najděte množinu vrcholů C všech trojúhel-
níků ABC takových, že body P , Q jsou paty výšek z vrcholů A, B a bod M je střed
strany AB.

Řešení. Uvažujme trochu obecnější úlohu. Předpokládejme jen, že trojúhelník
MPQ je rovnoramenný se základnou PQ, pričemž |<)PMQ| = ϕ. Označme standardně
α, β, γ vnitřní úhly trojúhelníku ABC. Body P , Q jsou paty výšek z bodů A, B, takže
body A, B, P , Q leží na kružnici se středemM (jde o Thaletovu kružnici nad průměrem
AB). To znamená, že |MA| = |MB| = |MP | = |MQ|, a tedy trojúhelník AMQ (pokud
A ̸= Q) je rovnoramenný; analogicky trojúhelník BMP . Potom platí

|<)AMQ| = 180◦ − 2|<)MAQ|, |<)BMP | = 180◦ − 2|<)MBP |, (1)

|<)PCQ| = γ.

Dále rozeberme několik případů podle toho, zda má být trojúhelník ABC ostroúhlý,
pravoúhlý, anebo tupoúhlý.
Případ 1. Trojúhelník ABC je ostroúhlý. Zřejmě body M a C leží v opačných polorovi-
nách určených přímkou PQ. Navíc platí |<)MAQ| = α, |<)MBP | = β a |<)AMQ|+ϕ+
+ |<)BMP | = 180◦, odkud po dosazení (1) dostáváme γ = 180◦ − α− β = 90◦ − 1

2ϕ.
Případ 2. Trojúhelník ABC má při vrcholu A pravý úhel. Zřejmě body M a C leží
v opačných polorovinách určených přímkou PQ. Dále A ≡ Q a |<)BMP | = 180◦ − ϕ.
Z (1) potom vyplývá β = |<)MBP | = 1

2ϕ, a tedy γ = 90
◦ − 1

2ϕ. Pokud je pravý úhel
při vrcholu B, analogicky dostaneme γ = 90◦ − 1

2ϕ.

A

B

C

M

PQ

ϕ

Obr. 11

A ≡ Q

B

C

M

P

ϕ

Obr. 12

Případ 3. Trojúhelník ABC má při vrcholu A tupý úhel. Zřejmě bodyM a C leží v opač-
ných polorovinách určených přímkou PQ. Přitom |<)MAQ| = 180◦ − α, |<)MBP | = β
a ϕ − |<)AMQ| + |<)BMP | = 180◦, odkud po dosazení (1) dostáváme γ = 180◦ − α −
−β = 90◦− 1

2ϕ. Pokud je tupý úhel při vrcholu B, analogicky dostaneme γ = 90◦− 1
2ϕ.

Případ 4. Trojúhelník ABC má při vrcholu C tupý úhel. Zřejmě body M a C leží
ve stejné polorovině určené přímkou PQ. Dále z pravoúhlých trojúhelníků ABQ a ABP
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dostáváme |<)MAQ| = α, |<)MBP | = β a |<)AMQ|+ |<)BMP | = 180◦+ϕ. Z (1) potom
vyplývá γ = 90◦ + 12ϕ.
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ϕ

Obr. 13
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Obr. 14

Zřejmě trojúhelník ABC nemůže mít při vrcholu C pravý úhel. Jinak by body C,
P , Q splynuly. Celkově jsme tedy dostali, že pokud bod C leží v polorovině opačné
k polorovině PQM , je |<)PCQ| = 90◦ − 1

2ϕ, a pokud bod C leží v polorovině PQM , je
|<)PCQ| = 90◦+ 12ϕ. Množinou všech takových bodů C je tedy kružnice, označme ji k,
nad tětivou PQ s výjimkou bodů P , Q (kde větší oblouk kružnice k je částí množiny
všech bodů X takových, že |<)PXQ| = 90− 1

2ϕ).

Obráceně nechť C ∈ k \ {P, Q} a MPQ je rovnoramenný trojúhelník se základnou
PQ. Potom si snadno uvědomíme, jako bychom sestrojili body A, B. Bod A leží na
přímce CQ a na přímce, která je kolmá na CP a prochází bodem P . Analogicky dosta-
neme bod B. V takovémto trojúhelníku ABC budou body P , Q patami výšek z vrcholů
A, B. Stačí tedy dokázat, že M je střed AB. Označme N střed strany AB. Dokážeme,
že M ≡ N . Označme ψ = |<)PNQ|. Zřejmě bod N leží v polorovině PQM a je středem
kružnice, na které leží body A, B, P , Q, takže trojúhelník NPQ je rovnoramenný se
základnou PQ. Přitom z výše uvedených úvah vyplývá, že pokud bod C leží v polorovině
opačné k polorovině PQM , je γ = 90◦ − 1

2ψ, a pokud bod C leží v polorovině PQM , je
γ = 90◦ + 1

2ψ. To znamená, že ψ = ϕ. Navíc oba body M a N leží na ose úsečky PQ.
Takže nutně M ≡ N , a tedy M je opravdu střed strany AB.

Odpověď. Hledanou množinou všech vrcholů C je kružnice k s výjimkou bodů P , Q.
Speciálně pro ϕ = 60◦ je k kružnice souměrně sdružená s kružnicí opsanou trojúhelníku
MPQ podle přímky PQ.

Jiné řešení. Uvažujme znovu obecnější úlohu jako v předcházejícím řešení. Opět
si uvědomme, že body A, B, P , Q leží na kružnici se středem M . Vzhledem k tomu,
že M je střed úsečky AB, leží aspoň jeden z bodů A, B nutně v polorovině PQM . Bez
újmy na obecnosti nechť je to bod B. Potom z věty o obvodových úhlech vyplývá, že

9



|<)QBP | = 1
2ϕ. Dále

|<)BCQ| = 90◦ − |<)QBC| = 90◦ − |<)QBP | = 90◦ − ϕ

2
.

Pokud γ < 90◦, leží bod C v polorovině opačné k polorovině PQM a platí γ =
= |<)BCQ| = 90◦ − 1

2ϕ. Pokud γ > 90◦, leží bod C v polorovině PQM a platí
γ = 180◦ − |<)BCQ| = 90◦ + 12ϕ.
Další postup je už analogický jako v prvním řešení.
Diskusi případů v obou řešeních můžeme částečně obejít. Stačí si uvědomit několik

faktů. Pokud V je průsečíkem výšek v trojúhelníku ABC, je bod C průsečíkem výšek
v trojúhelníku ABV . Proto trojúhelník ABC má vlastnost ze zadání úlohy, právě když ji
má trojúhelník ABC′, kde C′ = V . Znamená to, že množina vrcholů C všech vyhovují-
cích trojúhelníků je totožná s množinou jejich průsečíků výšek V . Protože body C, V leží
vždy v opačných polorovinách určených přímkou PQ a platí |<)PV Q|+|<)PCQ| = 180◦,
stačí najít množinu vrcholů C jen v jedné ze zmíněnych polorovin (jak už víme, je jí
kružnicový oblouk), v druhé polorovině touto množinou pak musí být doplněk toho
oblouku do celé kružnice.
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51. ročník matematické olympiády

Úlohy II. kola kategorie B

1. Najděte všechna přirozená čísla n, která jsou menší než 100 a mají tu vlastnost, že
druhé mocniny čísel 7n+ 5 a 4n+ 3 končí stejným dvojčíslím.

2. V oboru reálných čísel řešte soustavu rovnic

(x2 + 1)(y2 + 1) + 24xy = 0,
12x

x2 + 1
+
12y

y2 + 1
+ 1 = 0.

3. Uvnitř stran AB,BC,CD aDA konvexního čtyřúhelníku ABCD jsou po řadě zvoleny
body K, L, M a N . Označme S průsečík přímek KM a LN . Je-li možno vepsat
kružnice čtyřúhelníkům AKSN , BLSK, CMSL a DNSM , je možno vepsat kružnici
i čtyřúhelníku ABCD. Dokažte.

4. Je dáno n nezáporných čísel. Můžeme vybrat libovolná dvě z nich, řekněme a a b,
a ! b, a zaměnit je čísly 0 a b − a. Dokažte, že opakováním této operace lze všechna
daná čísla změnit na nuly, právě když původní čísla lze rozdělit do dvou skupin tak,
že součty čísel v obou skupinách jsou stejné.

II. kolo kategorie B se koná

v úterý 26. března 2002

tak, aby začalo dopoledne a aby soutěžící měli na řešení úloh
4 hodiny čistého času. Za každou úlohu může soutěžící získat
6 bodů, úspěšným řešitelem je ten žák, který získá 10 bodů
nebo více. Tyto údaje se žákům sdělí před zahájením soutěže.



3. Předpokládejme, že zmíněným čtyřem čtyřúhelníkům lze vepsat kružnice. Body do(
tyků těchto kružnic s příslušnými stranami čtyřúhelníků označme jako na obrázku. Ze sou(

S

A

B

C

D

K

L

M

N

P1
P ′
2

P2

P ′
3

P3P ′
4

P4

P ′
1

Q1
Q′
1 Q2

Q′
2

Q3
Q′
3

Q4

Q′
4

měrnosti tečen sestrojených z jednoho bodu k téže kružnici plynou rovnosti

|AP1| = |AP ′
1|, |BP2| = |BP ′

2|, |CP3| = |CP ′
3|, |DP4| = |DP ′

4| (1)

a
|SQ1| = |SQ′

1|, |SQ2| = |SQ′
2|, |SQ3| = |SQ′

3|, |SQ4| = |SQ′
4|. (2)

Ze souměrnosti společných vnějších tečen dvou kružnic zase plynou rovnosti

|P1P ′
2| = |Q′

1Q2|, |P2P ′
3| = |Q′

2Q3|, |P3P ′
4| = |Q′

3Q4|, |P4P ′
1| = |Q′

4Q1|. (3)

Podle známé poučky lze konvexnímu čtyřúhelníku ABCD vepsat kružnici, právě když
délky jeho stran splňují podmínku

|AB|+ |CD| = |BC|+ |DA|,

kterou lze s ohledem na (1) upravit do tvaru

|P1P ′
2|+ |P3P ′

4| = |P2P ′
3|+ |P4P ′

1|. (4)

Všimněme si, že podle (2) a (3) platí rovnosti

|P1P ′
2| = |Q′

1Q2| = |Q′
1S|+ |SQ2| = |SQ1|+ |SQ2|,

|P2P ′
3| = |Q′

2Q3| = |Q′
2S|+ |SQ3| = |SQ2|+ |SQ3|,

|P3P ′
4| = |Q′

3Q4| = |Q′
3S|+ |SQ4| = |SQ3|+ |SQ4|,

|P4P ′
1| = |Q′

4Q1| = |Q′
4S|+ |SQ1| = |SQ4|+ |SQ1|.

Obě strany (4) se tudíž rovnají součtu |SQ1|+ |SQ2|+ |SQ3|+ |SQ4| a důkaz je hotov.
Za úplné řešení udělte 6 bodů.



51. ročník matematické olympiády

Úlohy školní – klauzurní části I. kola kategorie B

1. Určete reálné číslo p tak, aby rovnice

x2 + 4px+ 5p2 + 6p − 16 = 0

měla dva různé kořeny x1, x2 a aby součet x21 + x22 byl co nejmenší.

2. Uvnitř stranBC,CA,AB daného ostroúhlého trojúhelníkuABC jsou po řadě vybrány
body X , Y a Z tak, že každému ze čtyřúhelníků ABXY , BCY Z a CAZX lze opsat
kružnici. Dokažte, že body X , Y , Z jsou paty výšek trojúhelníku ABC.

3. Na tabuli jsou napsána čísla 1, 2, . . . , 17. Čísla postupně mažeme, a to tak, že z dosud
nesmazaných čísel zvolíme libovolné číslo k a smažeme všechna ta čísla na tabuli,
která dělí k + 17. Dokažte, že opakováním této procedury se nám nepodaří všechna
čísla smazat.

Školní – klauzurní část I. kola kategorie B se koná

v úterý 22. ledna 2002

tak, aby začala dopoledne a aby soutěžící měli na řešení úloh
4 hodiny čistého času. Za každou úlohu může soutěžící získat
6 bodů, úspěšným řešitelem je ten žák, který získá 10 bodů
nebo více. Tyto údaje se žákům sdělí před zahájením soutěže.



51. ročník matematické olympiády Řešení úloh školní části I. kola kategorie B

1. Pro kořeny x1, x2 dané kvadratické rovnice (pokud existují) platí podle Viètových
vztahů rovnosti

x1 + x2 = −4p a x1x2 = 5p2 + 6p − 16,

ze kterých vypočteme zkoumaný součet

x21 + x22 = (x1 + x2)2 − 2x1x2 = (−4p)2 − 2(5p2 + 6p − 16) =
= 6p2 − 12p+ 32 = 6(p − 1)2 + 26.

Odtud plyne nerovnost x21+x22 ! 26, přitom rovnost může nastat, jen když p = 1. Zjistíme
proto, zda pro p = 1 má daná rovnice skutečně dvě různá řešení: jde o rovnici x2+4x−5 = 0
s kořeny x1 = −5 a x2 = 1. Tím je úloha vyřešena.
Dodejme, že většina řešitelů patrně nejprve zjistí, pro která p má daná rovnice dva

různé kořeny. Protože pro její diskriminant D platí

D = (4p)2 − 4(5p2 + 6p − 16) = −4p2 − 24p+ 64 = −4(p+ 8)(p − 2),

jsou taková p právě čísla z intervalu (−8, 2).
Odpověď : Maximální hodnota součtu x21 + x22 (rovná 26) odpovídá jedinému číslu

p = 1.

Za úplné řešení je 6 bodů, z toho 4 body za vyjádření součtu x21 + x22 kvadratickou funkcí 6p
2 − 12p+ 32,

1 bod za nalezení jejího minima a 1 bod za prověrku toho, že v bodě minima p = 1 má rovnice skutečně
dva různé kořeny (třeba i formou nalezení intervalu p ∈ (−8, 2) z nerovnosti D > 0).

2. V tětivovém čtyřúhelníku ABXY označme ϕ = |<)AXB| = |<)AY B| velikost
obou shodných obvodových úhlů nad společnou tětivou AB (obr. 1). Podobně označme

A B

C

X

Y

Z

Obr. 1

ψ = |<)BZC| = |<)BY C| a ω = |<)CXA| = |<)CZA| velikosti shodných obvodových
úhlů nad tětivami BC a CA v tětivových čtyřúhelnících BCY Z a CAZX . Zapíšeme-li



postupně rovnosti pro každou ze tří dvojic vyznačených sousedních úhlů ve vrcholech X ,
Y a Z, dostaneme pro neznámé velikosti ϕ, ψ a ω soustavu tří lineárních rovnic

ϕ+ ψ = ,

ψ + ω = ,

ω + ϕ = ,

která má jediné řešení ϕ = ψ = ω = 1
2 , jak snadno zjistíme např. odečtením libovolných

dvou rovnic a dosazením. Tím je tvrzení úlohy dokázáno.

Poznámka. Jsou-li naopak body X , Y a Z paty výšek trojúhelníku ABC, jsou čtyř-
úhelníky ABXY , BCY Z a CAZX tětivové podle Thaletovy věty.

Za úplné řešení je 6 bodů.

3. Protože pro zvolené číslo k vždy platí 18 " k + 17 " 34 a mezi čísly 18, 19, . . . , 34
má každé z čísel 12, 13, . . . , 17 pouze jeden násobek (totiž dvojnásobek), libovolné číslo
m ∈ {12, 13, . . . , 17} smažeme pouze při volbě jediného čísla k (při kterém k + 17 = 2m).
Například číslo 15 smažeme pouze volbou k = 13, číslo 13 pouze volbou k = 9. Ke smazání
obou čísel 15 a 13 tedy musíme někdy vybrat k = 13 a někdy později k = 9. Pak ale
v okamžiku výběru čísla k = 9 je už smazáno jak číslo 10 (smazali jsme ho nejpozději
při výběru k = 13), tak číslo 1 (to jsme smazali hned při prvním výběru). Při žádném
dalším výběru už proto nesmažeme číslo 9, protože číslo k + 17 je dělitelné devíti pouze
při výběrech k = 1 a k = 10. Dokázali jsme, že opakováním dané procedury nelze smazat
všechna tři čísla 15, 13 a 9, tím spíše nelze smazat všechna čísla od 1 do 17.

Jiné řešení. Připusťme, že všechna čísla lze smazat po n výběrech čísla k (spojených
s mazáním všech dělitelů čísla k+17) a že každým výběrem se něco umaže (jinak je takový
výběr zbytečný). Poslední mj. znamená, že každé číslo je vybráno nejvýše jednou. Zřejmě
n > 1 a pro poslední vybrané číslo kn musí platit kn|(kn+17), tj. kn = 17 (možnost kn = 1
je vyloučena tím, že číslo 1 je smazáno hned při prvním výběru). Před posledním výběrem
jsou na tabuli jen dělitelé čísla 34, tedy kromě čísla 17 případně číslo 2. Kdyby tam číslo 2
nebylo, muselo by opět platit kn−1 | (kn−1+17), což už možné není. Proto nutně kn−1 = 2.
Taková volba je ale zbytečná, protože číslo 2 + 17 je prvočíslo.

Za úplné řešení je 6 bodů.



3. Je dán trojúhelník se stranami délek a, b, c a obsahem S. Dokažte, že rovnost
2c2 = |a2 − b2| platí, právě když existuje trojúhelník se stranami délek a, b, 2c
a obsahem 2S.

A′ B=B′

C=C′

AV =V ′ c

abvb

Obr. 1

Řešení. Bez újmy na obecnosti předpokládejme, že platí a ! b. Jestliže je ob#
sah trojúhelníku A′B′C′ se stranami délek a, b, 2c roven dvojnásobnému obsahu
trojúhelníku ABC se stranami délek a, b, c, jsou výšky CV a C ′V ′ těchto troj#
úhelníků shodné. Trojúhelníky ACV a A′C′V ′ jsou
tedy shodné podle věty Ssu, proto můžeme oba troj#
úhelníky ABC a A′B′C′ přemístit tak, aby platilo
B = B′, C = C′ a V = V ′; pak už ovšem ne#
může platit A = A′. Jaká je poloha bodů A a A′ na
přímce BV ? Protože b = |AC| = |A′C|, je trojúhel#
ník AA′C je rovnoramenný a jeho základna AA′ má
střed v bodě V (obr. 1). Předpoklad a ! b znamená,
že |AC| = |A′C| " |BC|, takže bod B neleží na úsečce
AA′; protože |AB| = c a |A′B| = 2c, leží bod B na
polopřímce opačné k AA′ tak, že bod A je středem úsečky A′B.
Z pravoúhlých trojúhelníků AV C a BV C vyplývá

v2 = a2 −
(3
2
c
)2

,

v2 = b2 −
(1
2
c
)2

.

Porovnáním pravých stran dostaneme po úpravě

a2 − b2 = 2c2.

Ukázali jsme tak, že pokud k danému trojúhelníku ABC existuje trojúhelník se
stranami a, b, 2c a obsahem 2S, pak pro délky a, b, c musí být splněna rovnost |a2 − b2| =
= 2c2.
Předpokládejme naopak, že pro velikosti stran a, b, c trojúhelníku ABC platí

|a2 − b2| = 2c2. Nejprve ukážeme, že trojúhelník se stranami a, b, 2c existuje, tj. že
platí trojúhelníková nerovnost

a+ b > 2c > |a − b|.

Pro trojúhelník ABC platí trojúhelníková nerovnost a + b > c > |a − b|. Proto platí
2c > c > |a− b|. Vynásobíme-li dále obě strany nerovnosti c > |a− b| kladným výrazem
a+ b, obdržíme nerovnost

c(a+ b) > |a2 − b2| = 2c2,

z níž po dělení c vyplývá nerovnost

a+ b > 2c.
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Předpokládejme nyní, že v trojúhelníku A′B′C′ o stranách a, b, 2c platí rovnost
2c2 = a2 − b2 (opět bez újmy na obecnosti předpokládáme, že a > b — zde nemůže být
a = b, protože by bylo c = 0).

A′ B′

C′

A
V

c c

a

x

vb

Obr. 2

Vysvětlíme, proč pata V výšky z vrcholu C ′ na stranu
A′B′ padne dovnitř této strany (a ne na její prodlou#
žení). K tomu stačí ukázat, že trojúhelníkA′B′C′ má ostré
vnitřní úhly u vrcholů A′ i B′ (obr. 2). Úhel A′B′C′ je
menší než úhel B′A′C′, neboť předpokládáme, že a > b.
ÚhelB′A′C′ je ostrý, právě když platí nerovnost |B′C′|2 <
< |A′B′|2 + |A′C′|2, neboli a2 < 4c2 + b2. Poslední nerov#
nost je ale zaručena rovností a2 = b2 + 2c2.
Z pravoúhlých trojúhelníků A′V C′ a B′V C′ plyne, že

pro délky x = |A′V | a v = |C ′V | platí

v2 = b2 − x2,

v2 = a2 − (2c − x)2.

Porovnáním pravých stran dostaneme po úpravě

4cx = 4c2 − (a2 − b2)

a dosazením za a2 − b2 vyjde

4cx = 4c2 − 2c2 = 2c2, tj. x =
1
2
c.

Označíme-li A (ve shodě s první částí) střed strany A′B′, platí

|AC′| = |A′C′| = b,

tudíž trojúhelník AB′C′ má strany délek a, b, c a obsah rovný polovině obsahu troj#
úhelníku A′B′C′. Tím jsme dokázali opačnou implikaci.

Jiné řešení. Z Heronova vzorce pro obsah S1 trojúhelníku ABC a pro obsah S2
trojúhelníku A′B′C′ máme

S1 =
1
4

√(
(a+ b)2 − c2

)(
c2 − (a − b)2

)
,

S2 =
1
4

√(
(a+ b)2 − 4c2

)(
4c2 − (a − b)2

)
.

Z podmínky S2 = 2S1 plyne
(
(a+ b)2 − 4c2

)(
4c2 − (a − b)2

)
= 4

(
(a+ b)2 − c2

)(
c2 − (a − b)2

)
.

Z této podmínky po úpravě dostaneme

(a2 − b2)2 = 4c4, tj.
∣∣a2 − b2

∣∣ = 2c2.
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Provedené úpravy jsou ekvivalentní, proto je možno celý postup obrátit. Z rovnosti
|a2 − b2| = 2c2 vyplývá, že trojúhelník A′B′C′ má dvakrát větší obsah než trojúhel#
ník ABC. Existenci trojúhelníků lze dokázat stejným postupem jako v prvním řešení.

Jiné řešení.Uvažujme úsečkuBC délky a (a > b) a kružnici k se středem v bodě C
a poloměrem b (obr. 3).

A

B C

A′

a

c

c
bb

Obr. 3

Ve stejné polorovině (s hraniční přímkou BC) uvažujme body A a A′, pro něž platí
|AB| = c, |A′B| = 2c. Leží-li body B, A a A′ na téže přímce, potom obsah trojúhelníku
A′BC je dvojnásobkem obsahu trojúhelníku ABC. Z mocnosti bodu B ke kružnici k
plyne

|BA| · |BA′| = 2c2 = a2 − b2.

Je-li naopak splněna poslední rovnost, protne polopřímka opačná k AB kružnici k
v bodě, jehož vzdálenost od bodu B je rovna 2c, tímto bodem je však A′. Odtud již plyne
tvrzení pro obsahy trojúhelníků. Existenci trojúhelníků lze dokázat stejným postupem
jako v prvním řešení.

4. Krokem budeme rozumět nahrazení uspořádané trojice celých čísel (p, q, r) trojicí
(r + 5q, 3r − 5p, 2q − 3p). Rozhodněte, zda existuje celé číslo k takové, že z trojice
(1, 3, 7) vznikne po konečném počtu kroků trojice (k, k + 1, k + 2).

Řešení. Sečteme-li všechna tři čísla nově vzniklé trojice, dostaneme

(r + 5q) + (3r − 5p) + (2q − 3p) = 4r + 7q − 8p = 3(r + 2q − 3p) + (p+ q + r).

Toto číslo dává při dělení třemi stejný zbytek jako číslo (p+ q+ r), tj. zbytek při dělení
třemi součtu čísel v trojici zůstává zachován. Pro trojici (1, 3, 7) je zbytek roven dvěma
(1 + 3 + 7 = 11 = 3 · 3 + 2).
Součet tří po sobě jdoucích celých čísel je však dělitelný třemi, takže dává zbytek

nula. Plyne to z rovnosti k + (k + 1) + (k + 2) = 3(k + 1).

Závěr : Po konečném počtu kroků nemůžeme z trojice (1, 3, 7) dospět k trojici po
sobě jdoucích celých čísel.

Jiné řešení. Předpokládejme, že z nějaké trojice (a, b, c) vznikne v následujícím
kroku trojice po sobě jdoucích čísel (a1, b1, c1). Tato tři čísla jsou tedy nutně členy
aritmetické posloupnosti s diferencí 1. Musí proto platit

c1 − b1 = b1 − a1.

5



Dosadíme-li sem a1 = c+ 5b, b1 = 3c − 5a, c1 = 2b − 3a, dostaneme po úpravě
7(a+ b) = 5c.

Odtud nutně platí c = 7k, a+ b = 5k pro nějaké celé číslo k. Potom ale a1 = 32k − 5a,
b1 = 21k−5a, c1 = 10k−5a. Aby tato trojice tvořila aritmetickou posloupnost s diferencí
jedna, muselo by být 11k = −1, tj. k = − 1

11 . To je spor s předpokladem, že k je celé
číslo.

Jiné řešení. Zkoumejme, jak se mění parita trojice čísel v následujících krocích.
Na začátku jsou všechna tři čísla lichá. Postupně dostáváme:

(l, l, l) → (s, s, l)→ (l, l, s)→ (l, l, l)→ . . .

Protože se parita čísel pravidelně mění dle daného schématu, nemůžeme z trojice
lichých čísel dospět k trojici (s, l, s), resp. (l, s, l), které reprezentují všechny trojice po
sobě jdoucích čísel (za sudým číslem následuje liché a naopak).

5. V rovině je dán pravoúhlý lichoběžník ABCD s delší základnou AB a pravým úhlem
při vrcholu A. Kružnice k1 sestrojená nad stranou AD jako průměrem a kružnice k2,
která prochází vrcholy B, C a dotýká se přímky AB, mají vnější dotyk v bodě P .
Dokažte, že úhly CPD a ABC jsou shodné.

Řešení. Protože úsečka AD je průměrem kružnice k1, je úhel APD pravý (obr. 4).

A B

CD

S

X

P

t

k1

k2

Obr. 4

Uvažujme společnou tečnu t obou kružnic procházející bodem P . Označme po řadě
S a X průsečíky tečny t s úsečkami AB a CD. Přímka AB je však také společnou tečnou
obou kružnic. Platí proto |SA| = |SP | = |SB|. Bod S je proto středem Thaletovy
kružnice sestrojené na stranou AB jako průměrem. Úhel APB je tudíž stejně jako úhel
APD pravý a bod P je tedy vnitřním bodem úsečky BD.
Trojúhelník BPS je rovnoramenný se základnou BP , pro jeho úhly tedy platí

|<)SBP | = |<)SPB|. Úhel SPB má navíc stejnou velikost jako úhel DPX (dvojice
vrcholových úhlů). Platí proto |<)ABP | = |<)DPX|. Současně však je úhel XPC úhlem
úsekovým pro tětivu CP kružnice k2. Z rovnosti obvodového a úsekového úhlu máme
|<)PBC| = |<)XPC|.
Celkově dostáváme

|<)ABC| = |<)ABP |+ |<)PBC| = |<)DPX|+ |<)XPC| = |<)DPC|,
což jsme chtěli dokázat.

6



52. ročník matematické olympiády

Úlohy II. kola kategorie B

1. Určete největší počet po sobě jdoucích pětimístných přirozených čísel, mezi nimiž není
žádný palindrom, tj. číslo, které se čte zepředu stejně jako zezadu.

2. V rovině je dán pravoúhlý trojúhelník ABC, na jehož přeponě AB uvažujeme libovolný
bod K. Kružnice sestrojená nad úsečkou CK jako nad průměrem protne odvěsny BC
a CA ve vnitřních bodech, které označíme po řadě L a M . Rozhodněte, pro který
bod K má čtyřúhelník ABLM nejmenší možný obsah.

3. Určete všechna reálná čísla p, pro něž má rovnice

(x − 1)2 = 3|x|− px

právě tři různá řešení v oboru reálných čísel.

4. V rovině je dán pravoúhlý lichoběžník ABCD s delší základnou AB a pravým úhlem
při vrcholu A. Označme k1 kružnici sestrojenou nad stranou AD jako nad průměrem
a k2 kružnici procházející vrcholy B, C a dotýkající se přímky AB. Mají-li kružnice k1,
k2 vnější dotyk v bodě P , je přímka BC tečnou kružnice opsané trojúhelníku CDP .
Dokažte.

II. kolo kategorie B se koná

v úterý 25. března 2003

tak, aby začalo dopoledne a aby soutěžící měli na řešení úloh
4 hodiny čistého času. Za každou úlohu může soutěžící získat
6 bodů, úspěšným řešitelem je ten žák, který získá 10 bodů
nebo více. Tyto údaje se žákům sdělí před zahájením soutěže.



52. ročník matematické olympiády Řešení úloh II. kola kategorie B

1. Mezi 109 po sobě jdoucími pětimístnými čísly

10 902, 10 903, . . . , 10 999, 11 000, . . . , 11 009, 11 010

není žádný palindrom (je možné uvést i jiné vyhovující příklady 109 pětimístných čísel,
my jsme vypsali skupinu nejmenších z nich).
Nejmenší a největší pětimístné palindromy jsou čísla 10 001 a 99 999; před číslem

10 001 je jen jedno pětimístné číslo, za číslem 99 999 už dokonce žádné takové číslo není.
Ukážeme nyní, že za každým pětimístným palindromem x, x ̸= 99 999, následuje pětimístný
palindrom x + 100 nebo x + 110 nebo x + 11. Skutečně, je-li x = abcba, pak v případě
c ̸= 9 je palindromem číslo x + 100 = ab(c+ 1)ba, v případě c = 9 ̸= b je palindromem
číslo x + 110 = a(b+ 1)0(b+ 1)a, konečně v případě c = b = 9 (kdy nutně a ̸= 9) je
palindromem číslo x+ 11 = (a+ 1)000(a+ 1).

Odpověď. Hledaný největší počet čísel je roven 109.

Za úplné řešení udělte 6 bodů, z toho 2 body za vyhovující příklad 109 čísel a 4 body za vysvětlení, proč
v každém úseku 110 pětimístných čísel je aspoň jeden palindrom. (Nejčastěji to bude výše uvedená úvaha,
že rozdíl dvou sousedních palindromů je buď 11, 100, nebo 110.)

2. Protože úhly KLC, KMC a LCM jsou pravé (obr. 1), je čtyřúhelník KLCM
pravoúhelník a trojúhelníky AKM a KBL jsou podobné trojúhelníku ABC. Označme

A B

C

K

L

M

kc (1− k)c

(1− k)a

ka

kb

(1− k)b

Obr. 1

jako obvykle a = |BC|, b = |AC|, c = |AB| a položme |AK| = kc, kde 0 < k < 1.
Pak ovšem |KB| = (1 − k)c a ze zmíněné podobnosti trojúhelníků dostáváme vyjádření
|AM | = kb, |LC| = |KM | = ka, |BL| = (1− k)a a |MC| = |KL| = (1− k)b. Proto platí

SABLM = SABC − SLMC =
1
2
ab − 1

2
· ka · (1− k)b =

=
1
2
ab(1− k + k2) =

1
2
ab

((
k − 1
2

)2
+
3
4

)
!

! 1
2
ab · 3
4
=
3
4
SABC ,



přičemž rovnost SABLM = 3
4SABC nastane, právě když k = 1

2 , tedy právě když je bod K
středem přepony AB.

Jiné řešení. Čtyřúhelník ABLM má minimální obsah, právě když má maximální
obsah trojúhelník LMC, který je „polovinou) pravoúhelníku KLCM . Stačí proto ukázat,
že obsah SKLCM je maximální, právě když je bod K středem přepony AB (kdy zřejmě
SKLCM = 1

2SABC). Je-li bodK vybrán tak, že |AK| < 1
2 |AB|, je úsečkaKL střední příčkou

lichoběžníku AK ′L′C, kterýmá o SK′L′B menší obsah než trojúhelník ABC (obr. 2a), takže
platí

SKLCM =
1
2
SAK′L′C <

1
2
SABC .

Je-li naopak |AK| > 1
2 |AB|, využijeme obdobný lichoběžník BK ′M ′C (obr. 2b) a usoudí*

me, že platí

SKLCM =
1
2
SBK′M ′C <

1
2
SABC .

Tím je tvrzení o maximálním obsahu SKLCM dokázáno.

A B

C

K K ′

L

L′

M

a)

A B

C

KK ′

L

M

M ′

b)

Obr. 2

Odpověď. Čtyřúhelník ABLM má nejmenší možný obsah, právě když bod K leží upro*
střed přepony AB.
Za úplné řešení udělte 6 bodů. Odvodí-li řešitel pouze funkční vyjádření jednoho z obsahů SABLM , SLMC ,
SKLCM , které by umožnilo nalézt jeho extrémní hodnotu, udělte 3 body. Udělte 1 bod, je-li správná
odpověď pouze uhodnuta nebo zcela chybně zdůvodněna.

3. I když lze danou úlohu řešit názorně geometrickou úvahou o vzájemné poloze para*
boly y = (x− 1)2 a lomené čáry y = 3|x|− px, dáme nejprve přednost čistě algebraickému
postupu.
Daná rovnice zřejmě nemá řešení x = 0. Po odstranění absolutní hodnoty a snadné

úpravě dostaneme rovnice

x2 + (p+ 1)x+ 1 = 0 pro x < 0, (1)

x2 + (p − 5)x+ 1 = 0 pro x > 0. (2)

Protože každá kvadratická rovnice má nejvýše dva různé kořeny, hledáme všechna ta čísla p,
pro která má jedna z rovnic (1), (2) jeden kořen a druhá dva různé kořeny (a to vždy



4. Označme S1 a S2 středy uvažovaných kružnic (obr. 4). Obě úsečky S1A a S2B jsou
kolmé na přímku AB, jsou tudíž rovnoběžné a střídavé úhly PS2B a PS1D shodné. Podle

A B

CD

S1

S2

P
k1

k2

Obr. 4

věty o obvodových a střídavých úhlech proto platí

| PCB| = 1
2
| PS2B| = 1

2
| PS1D| = | PAD|.

Oba úhly APD a ADC jsou však pravé, tudíž

| PAD| = 90◦ − | ADP | = | CDP |.

Dohromady dostáváme, že úhly PCB a CDP jsou shodné, což podle věty o obvodovém
a úsekovém úhlu znamená, že přímka BC je tečnou ke kružnici opsané trojúhelníku CDP .

Jiné řešení.Ve stejnolehlosti se středem P , při které kružnice k1 přejde v kružnici k2,
musí tečna CD kružnice k1 přejít v rovnoběžnou tečnu AB kružnice k2, přitom se bod
dotyku D zobrazí do bodu dotyku B. Bod P tudíž leží na úhlopříčce BD (obr. 5).1 Odtud
plyne shodnost střídavých úhlů CDP a PBA (mezi rovnoběžkami AB a CD). Úhel PBA

A B

CD

P
k1

k2

Obr. 5

je ale úsekový úhel mezi tětivou BP a tečnou AB kružnice k2, je tedy shodný s příslušným

1 Poznatek P ∈ BD nemusí řešitelé dokazovat, když se odvolají na řešení úlohy domácího kola B–52–I–5,
viz následnou Poznámku.



obvodovým úhlem PCB. Úhly CDP a PCB jsou proto shodné, což jsme potřebovali
dokázat (viz závěr předchozího řešení).

Poznámka. Někteří řešitelé se možná odvolají na úlohu B–52–I–5, která se zabývala
stejnou situací a podle které jsou shodné úhly ABC a CPD (obr. 6). Protože jsou shodné

A B

CD

P

E

k1

k2

Obr. 6

i střídavé úhly PEB a PCD, kde E je průsečík polopřímky CP se stranou AB, lze kýženou
shodnost úhlů CDP a PCB odvodit z trojúhelníků BCE a PDC. Řešení, která se odvolají
na shodnost úhlů ABC a CPD na základě úlohy domácího kola, je nutno považovat za
úplná.

Za úplné řešení je 6 bodů.



52. ročník matematické olympiády

Úlohy školní – klauzurní části I. kola kategorie B

1. Najděte největší pětimístné přirozené číslo, které je dělitelné číslem 101 a které se čte
zepředu stejně jako zezadu.

2. Je dán konvexní čtyřúhelník ABCD. Označme P průsečík jeho úhlopříček aQ průsečík
spojnic středů jeho protějších stran. Leží-li bod Q na úhlopříčce BD, je bod P středem
úhlopříčky AC. Dokažte.

3. Kolik různých výsledků můžeme dostat, sečteme-li každá dvě z daných pěti různých
přirozených čísel? Pro každý možný počet uveďte příklad takové pětice čísel.

Školní – klauzurní část I. kola kategorie B se koná

v úterý 28. ledna 2003

tak, aby začala dopoledne a aby soutěžící měli na řešení úloh
4 hodiny čistého času. Za každou úlohu může soutěžící získat
6 bodů, úspěšným řešitelem je ten žák, který získá 10 bodů
nebo více. Tyto údaje se žákům sdělí před zahájením soutěže.



52. ročník matematické olympiády Řešení úloh školní části I. kola kategorie B

1. Libovolné z uvažovaných pětimístných čísel má dekadický zápis tvaru abcba. Jeho
rozvinutím a úpravou získáme rovnost

abcba = 10 001a+ 1 010b+ 100c = 101(99a+ 10b+ c) + 2a − c.

Odtud plyne, že zkoumané číslo je dělitelné 101, právě když 2a−c = 0 (pro libovolné číslice
a, c totiž jistě platí |2a − c| < 101). Z rovnosti 2a = c plyne a ! 4, a protože hledáme co
největší takové číslo, zvolíme jeho první číslici a = 4, které odpovídá číslice c = 8. Protože
číslice b nemá na dělitelnost číslem 101 vliv, zvolíme ji co největší: b = 9. Hledané číslo je
tudíž 49 894.
Za úplné řešení udělte 6 bodů.

2. Středy stran čtyřúhelníku ABCD označme K, L, M , N podle obrázku. Protože
úsečkyKL aMN jsou střední příčky trojúhelníků ABC resp. ACD, platíKL ∥ AC ∥ MN .

A

B

C

D

K
L

M
N

P

Q

R

Obdobně platí LM ∥ BD ∥ KN , tudíž KLMN je rovnoběžník a bod Q půlí úsečku KM .
Všimněme si nyní trojúhelníku KMN . Středem Q jeho strany KM prochází podle před*
pokladu úlohy úhlopříčka BD, která je, jak víme, rovnoběžná s druhou stranou KN . Proto
i střed R třetí stranyMN leží na úhlopříčce BD. Protože úsečkaMN je stejnolehlá s úseč*
kou CA podle středu D, půlí úhlopříčka BD nejen úsečkuMN (v bodě R), ale i úsečku AC
(v odpovídajícím bodě P ).
Za úplné řešení je 6 bodů.

3. Daná přirozená čísla označme podle velikosti x1 < x2 < x3 < x4 < x5. Protože
platí

x1 + x2 < x1 + x3 < x1 + x4 < x1 + x5 < x2 + x5 < x3 + x5 < x4 + x5,

je mezi všemi součty xi + xj aspoň sedm různých hodnot. Nevypsány zůstaly pouze tři
z možných součtů, a to součty x2 + x3, x2 + x4 a x3 + x4. Proto pro počet p možných
hodnot uvažovaných součtů platí 7 ! p ! 10.



2. V rovnoramenném lichoběžníku ABCD platí |BC| = |CD| = |DA| a | DAB| =
= | ABC| = 36◦. Na základně AB je dán bod K tak, že |AK| = |AD|. Dokažte,
že kružnice opsané trojúhelníkům AKD a KBC mají vnější dotyk.

Řešení. V rovnoramenném trojúhelníku AKD známe úhel DAK proti základ!
něKD. Můžeme dopočítat zbylé dva úhly při základně (obr. 1): | ADK| = | AKD| =
= 1
2 (180

◦− | DAK|) = 72◦. Čtyřúhelník AKCD má protější strany AK a CD shodné
a rovnoběžné, takže se jedná o rovnoběžník, tudíž přímky KC a AD jsou rovnoběžné.
ÚhlyDAK a CKB jsou tedy souhlasné a úhly CKB aKCD střídavé, proto | CKB| =
= | KCD| = 36◦. Úhel DKC doplňuje úhly AKD a CKB do přímého úhlu, jeho
velikost je tedy | DKC| = 180◦ − 36◦ − 72◦ = 72◦.

A B

CD

K

L

36◦ 36◦ 36◦72◦

72◦

Obr. 1

Na polopřímce opačné k polopřímce KD zvolme bod L tak, že |KL| = |AD|. Potom
| LKB| = | AKD| = 72◦ a | CKL| = | LKB|+ | CKB| = 108◦. Dopočítaním
úhlů v lichoběžníku ABCD dostáváme | BCD| = 1

2 (360
◦ − 2 · 36◦) = 144◦ a můžeme

vyjádřit velikost úhlu BCK: | BCK| = | BCD| − | KCD| = 144◦ − 36◦ = 108◦.
Nyní již víme, že |KL| = |CB| a | LKC| = | KCB|, což znamená, že LBCK je
rovnoramenný lichoběžník, a lze mu tedy opsat kružnici (shodnou s kružnicí opsa!
nou trojúhelníku KBC). Dále můžeme z lichoběžníku LBCK dopočítat | KLB| =
= 1
2(360

◦ − 2 · 108◦) = 72◦ = | KDA|. Z této rovnosti plyne, že AD ∥ BL, takže
trojúhelníky ADK a BLK jsou vzájemně stejnolehlé podle středu K. Stejnolehlé jsou
potom i kružnice jim opsané. Protože obě procházejí středem K zmíněné stejnolehlosti,
mají v tomto bodě vnější dotyk.

Jiné řešení. Stejně jako v prvním řešení zjistíme, že |AKD| = 72◦. Čtyřúhel!
ník AKCD je rovnoběžník (obr. 2), takže |CK| = |AD|. Z rovnosti |CK| = |BC|
v trojúhelníku KBC usoudíme, že | CKB| = | KBC| = 36◦. Proto na základně
CD existuje bod X tak, že |AKX | = 108◦ (a | BKX | = 72◦). Pak | DKX | =
= | AKX |− | AKD| = 108◦ − 72◦ = 36◦, a tedy | DKX | = | DAK|, takže úhel
DKX je úsekovým úhlem příslušným oblouku DAK v kružnici opsané trojúhelníku
AKD, to znamená, že přímka KX je její tečnou. Podobně | CKX | = | BKX | −

3



− | BKC| = 72◦ − 36◦ = 36◦ = | KBC|, takže KX je i tečnou ke kružnici opsané
trojúhelníku KBC. Kružnice opsané trojúhelníkům AKD a KBC mají tedy společ!
nou tečnu KX procházející společným bodem K. Obě kružnice se tudíž v tomto bodě
dotýkají.

A B

CD

K

X

36◦ 36◦ 36◦
36◦36◦

72◦

Obr. 2

Návodné úlohy:
1. Procvičte definice a vlastnosti obvodových, středových a úsekových úhlů.
2. Dvě kružnice k1 a k2 se středy S1 a S2 se dotýkají v bodě A. Bodem A vedeme přímku,
která protíná kružnici k1 v bodě A1 a kružnici k2 v bodě A2. Dokažte, že přímky S1A1
a S2A2 jsou rovnoběžné.

3. Tři kružnice k1, k2 a k3 se navzájem dotýkají vně. Dokažte, že přímky spojující bod
dotyku kružnic k1 a k2 se dvěma zbývajícími body dotyku protínají dále kružnici k3
v bodech ležících na průměru této kružnice. [Využijte předchozí úlohu.]

3. V oboru reálných čísel řešte rovnici

x⌊x⌋ − 5x+ 7 = 0,

kde ⌊x⌋ znamená dolní celou část čísla x, tedy největší celé číslo k, pro něž platí
k ! x. (Například ⌊

√
2⌋ = 1 a ⌊−3,1⌋ = −4.)

Řešení. Označme k = ⌊x⌋, tedy x = k + α, 0 ! α < 1. Daná rovnice má potom

tvar (k + α)k − 5(k + α) + 7 = 0. Odtud α =
k2 − 5k + 7
5− k

. Hledáme tedy celá čísla k,

pro která platí

0 ! k2 − 5k + 7
5− k

< 1. (∗)

Každou z těchto nerovností vyšetříme odděleně. Protože kvadratický trojčlen k2−5k+7
má záporný diskriminant, platí k2 − 5k + 7 " 0 pro každé k ∈ , takže levá nerovnost
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Podle uzávorkovaných trojic snadno vidíme, že tento součet je dělitelný třemi. Protože
obecně součet S(3k − 2) + S(3k − 1) + S(3k) je dělitelný třemi pro každé přirozené k,
můžeme obdobným způsobem uzávorkovat každý součet

S(1) + S(2) + . . .+ S(n)

a zjistit, že jeho zbytek při dělení třemi
• je roven 1, je-li n = 3k − 2;
• je roven 0, je-li n = 3k − 1 nebo n = 3k.
Čísla an tedy budou dělitelná třemi, právě když n bude tvaru 3k nebo 3k − 1

(k = 1, 2, . . .).
Nyní rozeberme, kdy budou čísla an navíc dělitelná osmi. Přirozené číslo je dělitelné

osmi, právě když je dělitelné osmi poslední trojčíslí jeho zápisu v desítkové soustavě.
Naše úvahy budou to záviset na počtu číslic čísla n:

• Alespoň trojmístná n. Pro taková n je tedy an dělitelné osmi, právě když je dělitelné
osmi číslo n.
Protože se zbytky čísel an po dělení třemi opakují po třech, zbytky po dělení osmi
po osmi číslech an, budou se zbytky po dělení číslem 24 opakovat po nejmenším
společném násobku těchto period, tedy po dvaceti čtyřech. Pro trojmístná n snadno
zjistíme, že podmínce v úloze vyhovují čísla tvaru 104 + 24k a 120 + 24k (n musí
být dělitelné osmi a dávat zbytek dva nebo nula po dělení třemi). Do 10 000 máme
413 čísel tvaru 104+24k (413 = ⌊ 124 (10 000−104)⌋+1) a 412 čísel tvaru 120+24k.

• Dvojmístná n. Aby bylo číslo an dělitelné osmi, musí být dělitelné čtyřmi. O děli!
telnosti čtyřmi rozhoduje poslední dvojčíslí, takže čtyřmi budou dělitelná právě
všechna ta an, pro která je n dělitelné čtyřmi. Číslo n − 1 je pak liché, tedy
i an−1 je číslo liché a číslo 100an−1 dává zbytek čtyři po dělení osmi. Potom číslo
an = 100an−1 + n bude dělitelné osmi, právě když n bude také dávat zbytek čtyři
po dělení osmi, bude tedy tvaru 8k+4. Spolu s podmínkou na dělitelnost třemi do!
stáváme, že vyhovující dvojmístná čísla n mají (stejně jako výše) periodu 24 a jsou
tvaru n = 12+24k a n = 20+24k, k ∈ {0, 1, 2, 3}. Do sta to máme 4+ 4 = 8 čísel.

• Jednomístná n. Snadno zjistíme, že ze všech sudých čísel an pro n ! 8 vyhovuje
pouze a6 = 123 456.
Celkem vyhovuje 834 čísel.

Návodné úlohy:
1. Ze školy dobře znáte pravidlo: číslo k je dělitelé třemi, právě když je třemi dělitelný
jeho ciferný součet S(k). Dokažte obecnější poznatek: Rozdíl k−S(k) je dělitelný třemi
pro každé k. (Stejné zobecnění platí i pro dělitelnost devíti.)

2. Definujme posloupnost přirozených čísel an pomocí vztahů a1 = 1, a2 = 1, an = an−1+
+ an−2 pro n > 2 (Fibonacciho posloupnost). Dokažte, že pro každé přirozené číslo k
existuje přirozené číslo l takové, že každé z čísel al+1 − a1, al+2− a2, al+3 − a3, . . . je
násobkem čísla k. Dokažte také, že potom číslo k dělí člen al.

5. Je dána přímka p a mimo ni bod A. Sestrojte lichoběžník ABCD s minimálním
obsahem a ramenem BC na přímce p tak, aby |BC| = |AC| a průsečík E jeho
úhlopříček splňoval vztah |BE| = 3|DE|.

6



Řešení. Předpokládejme, že ABCD je hledaný lichoběžník aK,L jsou paty kolmic
z vrcholů B, D na přímku AC (obr. 3). Z podobnosti pravoúhlých trojúhelníků BKE

A B

CD

E

K

L

p

Obr. 3

a DLE plyne, že délky stran BK a DL, tedy odvěsen ve zmíněných trojúhelnících,
jsou ve stejném poměru jako délky jejich přepon BE a DE, tedy 3 : 1. BK a DL jsou
však i výšky v trojúhelnících ABC a ACD, a to na společnou stranu AC. Obsahy těchto
trojúhelníků jsou tedy také v poměru 3 : 1, takže obsah lichoběžníku ABCD je roven 43P ,
kde P je obsah rovnoramenného trojúhelníku ABC. Výška tohoto trojúhelníku z bodu A
na stranu BC je dána (vzdálenost bodu A od přímky p). Obsah trojúhelníku ABC bude
tedy minimální, bude-li minimální délka strany BC, tedy i AC, tedy když úsečka AC
bude kolmá na p.

Konstrukce.Nejprve sestrojíme bod C (pata kolmice z A na p). Vrchol B nalezneme
jako průsečík přímky p s kružnicí k(C, |AC|) (dvě možnosti). Vrchol D je průsečíkem
přímky m, vedené bodem C rovnoběžně s AB, a přímky n rovnoběžné s AC ve vzdále!
nosti 43 |BC| od vrcholu B uvnitř poloroviny opačné k ACB.

Úloha má celkem dvě řešení souměrně sdružená podle přímky AC ⊥ p (obr. 4).

A

B1 B2C

D1D2

m1 m2 n1n2

p

Obr. 4
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Návodné úlohy:
1. Z pravoúhlých trojúhelníků s danou délkou přepony určete ten s největším obsahem.
[Rovnoramenný pravoúhlý.]

2. Dokažte, že z trojúhelníků ABC s daným úhlem při vrcholu A a pevným obsahem
má nejmenší délku strany BC rovnoramenný trojúhelník se základnou BC. [Použijte
kosinovou větu.]

6. Určete všechna přirozená čísla M dělitelná 240, pro která má rovnice M =
= NSN(x, y) s neznámými x a y právě 1 001 řešení v oboru přirozených čísel.
(Symbol NSN(x, y) značí nejmenší společný násobek čísel x a y.)

Řešení. Nejprve ukažme, že pro číslo M s prvočíselným rozkladem M =
n∏

i=1
pci

i

(pi jsou různá prvočísla) je počet řešení rovnice NSN(x, y) = M roven
n∏

i=1
(2ci + 1).

Vskutku, každé řešení (x, y) dané rovnice má tu vlastnost, že libovolné prvočíslo pi (i =
= 1, . . . , n) dělí alespoň jedno z čísel x a y (a to nejvýše v takové mocnině, v jaké dělíM)

a žádná jiná prvočísla už ani x, ani y nedělí; x a y jsou tedy tvaru x =
n∏

i=1
pai

i , y =
n∏

i=1
pbi

i ,

ai, bi ∈ 0 , a navíc max(ai, bi) = ci, i = 1, . . . , n. Čísla x a y tak jednoznačně určují
n-tice čísel ai a bi a obráceně jsou jimi jednoznačně určena. Všechna řešení dané rovnice
jsou tedy popsána dvojicemi n-tic přirozených čísel takových, že na i-té pozici je v obou
n-ticích číslo z množiny {0, . . . , ci} a alespoň v jedné z nich se přímo rovná ci. Takových

n-tic je
n∏

i=1
(2ci+1): Dvě n-tice čísel (a1, a2, . . . , an) a (b1, b2, . . . , bn) můžeme uvážit jako

n dvojic čísel (a1, b1), (a2, b2), . . . , (an, bn). Libovolná dvojice (ai, bi) může nezávisle
nabývat (2ci+1) různých hodnot (0, ci), (1, ci), . . . , (ci − 1, ci), (ci, ci), (ci, ci − 1), . . . ,
(ci, 1), (ci, 0). Podle kombinatorického pravidla součinu dostáváme výše uvedený počet.
Prvočíselný rozklad čísla 1 001 je 7·11·13. Aby měla daná rovnice právě 1 001 řešení,

musí exponenty ci z prvočíselného rozkladu číslaM (obsahujícího dle zadání nejméně tři

prvočísla, a to 2, 3 a 5) vyhovovat rovnici
n∏

i=1
(2ci+1) = 7·11·13. V prvočíselném rozkladu

čísla M tedy musí být zastoupena právě tři prvočísla, a to v mocninách 12 (7− 1) = 3,
1
2 (11 − 1) = 5 a

1
2 (13 − 1) = 6. Protože M má být dělitelné číslem 240 = 24 · 3 · 5,

tedy prvočísly 2, 3 a 5 v odpovídajících mocninách, jsou jediné možné volby proM čísla
25 · 33 · 56, 25 · 36 · 53, 26 · 35 · 53, 26 · 33 · 55.
Návodné úlohy:

1. Dokažte, že mezi přirozenými čísly a, b, jejich nejmenším společným násobkem [a, b]
a jejich největším společným dělitelem (a, b) platí následující vztah:

ab = [a, b](a, b).

2. Dokažte, že pro počet dělitelů τ(n) čísla n =
s

i=1
pαi

i platí τ(n) =
s

i=1
(αi + 1).

3. Určete počet řešení (x, y) rovnice

NSD(x, y) = 6,

takových, že jak x, tak y dělí číslo 5 400. (NSD(x, y) značí největšího společného dělitele
čísel x a y.) [125]
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53. ročník matematické olympiády

1. Číslo an vznikne tak, že za sebe zapíšeme prvních n druhých mocnin po sobě jdou&
cích přirozených čísel. Například a11 = 149 162 536 496 481 100 121. Zjistěte, kolik čísel
dělitelných dvanácti je mezi čísly a1, a2, . . . , a100000.

2. Najděte všechny kvadratické trojčleny ax2 + bx+ c takové, že pokud libovolný z koe&
ficientů a, b, c zvětšíme o 1, dostaneme nový kvadratický trojčlen, který bude mít
dvojnásobný kořen.

3. Pro dané přirozené číslo n řešte v oboru kladných reálných čísel rovnici

⌊
x
√

n2 − 1
⌋
= nx − 1.

(Symbol ⌊r⌋ označuje největší celé číslo, jež nepřevyšuje číslo r.)

4. Je dán ostroúhlý trojúhelník V BA. Sestrojte tečnový čtyřúhelník ABCD s minimál&
ním obsahem tak, aby jeho vrcholy C a D ležely po řadě na polopřímkách opačných
k polopřímkám BV a AV .

II. kolo kategorie B se koná

v úterý 23. března 2004

tak, aby začalo dopoledne a aby soutěžící měli na řešení úloh
4 hodiny čistého času. Za každou úlohu může soutěžící získat
6 bodů, úspěšným řešitelem je ten žák, který získá 10 bodů
nebo více. Tyto údaje se žákům sdělí před zahájením soutěže.



Z rovnosti D1 = D3 plyne c = a, takže D2 = (b+1)2− 4a2 = (b+1− 2a)(b+1+2a);
rovnost D2 = 0 pak znamená, že platí b = ±2a−1, a proto D1 = (±2a−1)2−4(a+1)a =
= 4a2∓4a+1−4a2−4a = 1∓4a−4a, tudíž D1 = −8a+1 nebo D1 = 1. Proto z rovnosti
D1 = 0 plyne a = 1/8, b = 2a − 1 = −3/4 a c = a = 1/8 (zkouška je snadná, není však
nutná, naším postupem totiž máme zaručeny rovnosti D1 = D3, D2 = 0 a D1 = 0).

Odpověď : Úloze vyhovuje jediný trojčlen 18x
2 − 3

4x+
1
8 .

Za úplné řešení udělte 6 bodů, z toho 2 body za správné sestavení diskriminantůD1,D2,D3. Za opomenutí
podmínek a ̸= 0, a ̸= −1 v jinak úplném řešení strhněte 1 bod.

3. Kladné číslo x je řešením rovnice s daným n, právě když je číslo nx přirozené a jsou
splněny nerovnosti

nx − 1 ! x
√

n2 − 1 < nx.

Pravá nerovnost je splněna pro každé x > 0, neboť zřejmě platí
√

n2 − 1 <
√

n2 = n. Zbývá
tedy vyřešit levou nerovnici (vzhledem k neznámé x). Po jednoduché úpravě dostáváme

x
(
n −

√
n2 − 1

)
! 1,

x ! 1

n −
√

n2 − 1
= n+

√
n2 − 1.

Využili jsme toho, že výraz n −
√

n2 − 1 je kladný a v součinu se sdruženým výrazem
n+

√
n2 − 1 dává číslo 1. Po vynásobení obou stran odvozené nerovnosti číslem n dostaneme

pro přirozené číslo k = nx ekvivalentní podmínku

k ! n2 + n
√

n2 − 1,

která je splněna právě pro k ∈ {1, 2, . . . , 2n2− 1}, neboť pro druhý sčítanec z pravé strany
poslední nerovnosti zřejmě platí celočíselné odhady

n2 − 1 ! n
√

n2 − 1 < n2

(znovu využíváme pouze nerovnost
√

n2 − 1 < n). Všechna řešení dané rovnice jsou tvaru
x = k/n a tvoří tak množinu zlomků

{
1
n

,
2
n

, . . . ,
2n2 − 1

n

}
.

Za úplné řešení udělte 6 bodů, z toho 3 body za odvození nerovnosti x ! n+
√

n2 − 1. Za povšimnutí, že
každé řešení x musí být tvaru zlomku k/n, udělte 1 bod.

4. Kružnice vepsaná hledanému čtyřúhelníku je kružnicí k připsanou straně AB
trojúhelníku BAV . Ten ze dvou průsečíků osy úhlu AV B s kružnicí k, který je dál od
vrcholu V , označme T (obr. 1). Hledané body C a D nalezneme jako průsečíky tečny t



v bodě T ke kružnici k po řadě s přímkami V B, VA. Dokažme, že takto sestrojený čtyř&
úhelník má ze všech čtyřúhelníků vyhovujících podmínkám úlohy nejmenší obsah.

Obr. 1

V

A

B

C

D

C′

D′

C′′

D′′

T

M

k t

Označme C ′, D′ vrcholy jiného tečnového čtyřúhelníku s vepsanou kružnicí k (přímka
C′D′ je tečnou kružnice k). Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že průsečík M
tečen t a C ′D′ leží uvnitř úsečky TC. To znamená, že platí |MD| > |MC| (obr. 1). Označme
C′′ a D′′ odpovídající paty kolmic spuštěných z bodů C ′ a D′ na přímku t; bod C ′′ leží
uvnitř úsečky MC a D′′ na polopřímce MD vně úsečky MD, takže |MC ′′| < |MC| <
< |MD| < |MD′′| a z podobnosti pravoúhlých trojúhelníků MC ′C′′ a MD′D′′ plyne
|C′C′′| < |D′D′′|. Trojúhelník DMD′ má tudíž větší obsah než trojúhelník CMC ′. Rozdíl
jejich obsahů je však roven rozdílu obsahů čtyřúhelníků ABC ′D′ a ABCD, tedy obsah
čtyřúhelníku ABC ′D′ je větší než obsah čtyřúhelníku ABCD.

Jiné řešení. Stejně jako v prvním řešení označme C, D průsečíky tečny t připsané
kružnice k s rameny úhlu V B, V A. Jsou-li C ′, D′ vrcholy jiného tečnového čtyřúhelníku
s vepsanou kružnicí k, platí pro obsahy tečnových čtyřúhelníků ABCD a ABC ′D′

S(ABCD) = S(V CD)− S(VAB), S(ABC ′D′) = S(V C ′D′)− S(VAB).

Stačí tedy ukázat, že pro libovolnou takovou tečnu C ′D′, která není kolmá na osu
úhlu AV B, platí S(V C ′D′) > S(V CD). To je však zřejmé z obr. 2 (oba šedé trojúhel&
níky mají díky středové souměrnosti stejný obsah a přitom S(V C ′D′) > S(V C1D1) >
> S(V CD)).

Obr. 2

V

A

B

C

D

C′

D′

C1

D1

Jiné řešení. Obsah tečnového čtyřúhelníku ABCD, jehož vepsaná kružnice má po&
loměr r, je S = 1

2r(|AB|+ |BC|+ |CD|+ |DA|) = 1
2r(2|AB|+ 2|CD|) = r(|AB|+ |CD|).



Obsah tečnového čtyřúhelníku ABCD splňujícího podmínky úlohy bude tedy nejmenší,
právě když bude nejkratší úsečka CD.

Obr. 3

S1 S2

C

D

C′

D′

C′′

D′′

T1

T2

U1

U2

T ′
2

T ′
1

Uvažujme kružnici připsanou straně C ′D′ trojúhelníku V C ′D′ (obr. 3). Z vlastností
tečen postupně nahlédneme, že je |T1C| = 1

2 |CD|, |T2C′′| = 1
2 |C

′′D′′| a také |C ′D′| =
= |T1T2|. Poslední rovnost plyne ze známých vlastností vepsané a připsané kružnice, totiž
že jejich body dotyku na společnou stranu jsou souměrně sdružené podle středu strany;
důkaz ovšem vyžaduje trochu počítání:

|T1T2| = |T1C′|+ |C′T2| = |T ′
1C

′|+ |C′T ′
2| = |T ′

1T
′
2|+ 2|T ′

2C
′|,

|U1U2| = |U1D′|+ |D′U2| = |T ′
1D

′|+ |D′T ′
2| = |T ′

1T
′
2|+ 2|T ′

1D
′|.

Ze souměrnosti podle osy úhlu AV B plyne |T1T2| = |U1U2|, takže |T ′
2C

′| = |T ′
1D

′|. Je tedy
|C′D′| = |T ′

1T
′
2|+ 2|T ′

2C
′| = |T1T2|.

Protože obě kružnice jsou odděleny společnou tečnou C ′D′, nemohou se dotýkat, takže
|CD| < |C ′′D′′|, neboli |CT1| < |C′′T2|. To znamená, že je

|CD| = 2|T1C| < |T1C|+ |C ′′T2| < |T1T2| = |C′D′|,

což jsme chtěli dokázat.

Za úplné řešení udělte 6 bodů, z toho 2 body za určení kružnice vepsané všem vyhovujícím čtyřúhelníkům
ABCD, další 1 bod za uhodnutí polohy hledané tečny CD a 3 body za důkaz, že při jiné poloze CD je
obsah ABCD větší.



53. ročník matematické olympiády

Úlohy školní – klauzurní části I. kola kategorie B

1. Zjistěte, kolik řešení má v oboru reálných čísel rovnice

x = ⌊x⌋+ x

2 004
,

kde ⌊x⌋ označuje největší celé číslo, které nepřevyšuje číslo x.

2. Uveďte příklad množinyM dvojmístných čísel, jež má maximální počet prvků a přitom
splňuje obě následující podmínky:
(i) Každá dvě čísla z M jsou nesoudělná.
(ii) Změníme-li pořadí číslic libovolného čísla z M, dostaneme opět číslo z množiny M.

3. Je dán lichoběžník ABCD s ostrými úhly při základně AB. Na ní existuje bod E
takový, že kružnice opsané trojúhelníkům AED a EBC mají vnější dotyk. Dokažte,
že bod E leží na kružnici opsané trojúhelníku CDV , kde V je průsečík přímek AD
a BC.

Školní – klauzurní část I. kola kategorie B se koná

v úterý 27. ledna 2004

tak, aby začala dopoledne a aby soutěžící měli na řešení úloh
4 hodiny čistého času. Za každou úlohu může soutěžící získat
6 bodů, úspěšným řešitelem je ten žák, který získá 10 bodů
nebo více. Tyto údaje se žákům sdělí před zahájením soutěže.



2. Kvůli podmínce (i) může být v množině M nejvýše jedno z čísel 11, 22, 33, . . . , 99
zapsaných dvěma stejnými číslicemi, která jsou vesměs dělitelná jedenácti. Kvůli pod+
mínce (ii) a dělitelnosti dvěma tam zas nesmí být žádné číslo zapsané dvěma různými
sudými číslicemi; s jednou sudou číslicí může být v M nejvýše jedna dvojice čísel ab, ba.
Zbývá posoudit, kolik může množina M obsahovat dvojic čísel ab, ba zapsaných dvěma

různými lichými číslicemi a a b. Žádné z těchto čísel nesmí být dělitelné třemi (je-li číslo
ab dělitelné třemi, je takové i číslo ba), proto v úvahu připadá pouze sedm dvojic takových
čísel: (13, 31), (17, 71), (19, 91), (35, 53), (37, 73), (59, 95) a (79, 97). Kvůli dělitelnosti pěti,
sedmi a devatenácti však může být v M pouze jedna z dvojic (19, 91), (35, 53) a (59, 95),
tedy nejvýše pět ze všech sedmi vypsaných dvojic.
Celkově zjišťujeme, že množina M obsahuje nejvýše 1+ 2+2 · 5 = 13 čísel. Příkladem

třináctiprvkové množiny je

M = {11, 23, 32, 13, 31, 17, 71, 35, 53, 37, 73, 79, 97}.
(Existují i jiné příklady, naše úvahy však ukazují, že každá třináctiprvková množina M
musí obsahovat čísla 13, 31, 17, 71, 37, 73, 79, 97 a jednu z dvojic (35, 53) nebo (59, 95);
dvojice (19, 91) je vyloučena, neboť číslo 91 je násobkem čísla 13.)
Za úplné řešení udělte 6 bodů, z toho 3 body za příklad třináctiprvkové množinyM a 3 body za zdůvodnění,
proč množina M neobsahuje více než 13 čísel (při našem postupu 1 bod za úvahy o číslech dělitelných
jedenácti a číslech se sudými číslicemi, 2 body za diskusi o číslech s lichými číslicemi).

3. Označme α a β po řadě vnitřní úhly při vrcholech A a B (obr. 1). Bodem E
prochází společná tečna obou uvažovaných kružnic, úhel DEC je tedy součtem úsekových
úhlů příslušných tětivě DE v jedné kružnici (s obvodovým úhlem α) a tětivě EC v druhé
kružnici (s obvodovým úhlem β). Jeho velikost je tudíž α+β. A protože velikost úhlu CV D
je 180◦ − (α + β), zjišťujeme, že ve čtyřúhelníku CV DE se úhly u protějších vrcholů E
a V doplňují do 180◦. To, jak víme, znamená, že CV DE je tětivový čtyřúhelník, tj. bod E
leží na kružnici opsané trojúhelníku CDV .

A B

CD

E

V

α β

Obr. 1

Za úplné řešení udělte 6 bodů. Většina řešitelů asi sáhne spíš k pracnějším výpočtům úhlů, protože s úse-
kovými úhly nemají mnoho zkušeností. V takovém případě doporučujeme je na vzorové řešení upozornit.



2. Je dán rovnoběžník ABCD. Přímka vedená bodem D protíná úsečku AC v bodě G,
úsečku BC v bodě F a polopřímku AB v bodě E tak, že trojúhelníky BEF a CGF
mají stejný obsah. Určete poměr |AG| : |GC|.

Řešení. Z obr. 1 je vidět, že trojúhelníky AGD a CGF jsou podobné podle věty

A B

CD

E

F

G

a

b

x y

z

Obr. 1

uu. Příslušný poměr podobnosti k je roven hledanému poměru |AG| : |GC|. Označíme-li
proto b = |AD|, x = |DG| a y = |CG|, platí |GF | = x/k a |CF | = b/k, odkud

|FB| = |BC|− |FB| = b − b

k
= (k − 1) b

k

a
|DF | = |DG|+ |GF | = x+

x

k
= (k + 1)

x

k
.

Z podobnosti trojúhelníků BEF ∼ CDF dostáváme

|EF | = |DF | · |BF |
|CF | =

k2 − 1
k

· x.

Z rovnosti obsahů trojúhelníků BEF a CGF vyplývá

|FB| · |FE| = |FC| · |FG|,

odkud po dosazení vyjde

k − 1
k

· b · k2 − 1
k

· x = b

k
· x

k
.

Je tedy k3 − k2 − k + 1 = 1, a protože k ̸= 0, dostáváme pro hledané k kvadratickou
rovnici k2 − k − 1 = 0. Úloze vyhovuje její kladný kořen k = 1

2

(
1 +

√
5
)
.

Jiné řešení. Označme |AG| = z, |GC| = y. Protože trojúhelníky BEF a CGF
mají stejný obsah, mají stejný obsah i trojúhelníky GBE a GBC. Proto platí EC ∥ BG.
Z podobnosti trojúhelníků ABG ∼ AEC,DFC ∼ EFB, CFE ∼ BFG a AEC ∼ ABG
postupně plyne

z

y
=

|AG|
|GC| =

|AB|
|BE| =

|DC|
|BE| =

|FC|
|BF | =

|CE|
|BG| =

|AC|
|AG| =

z + y

z
.
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Z výsledné rovnosti z/y = 1 + y/z dostáváme

(z

y

)2
− z

y
− 1 = 0,

a protože z/y > 0, je

z

y
=
1 +

√
5

2
.

Návodné úlohy:
1. Označme P průsečík úhlopříček konvexního čtyřúhelníku ABCD. Dokažte, že trojúhel-
níky APD a CPB mají stejný obsah, právě když AB ∥ CD.

2. Označme P průsečík úhlopříček konvexního čtyřúhelníku ABCD a K, L průsečíky
přímky vedené bodem P rovnoběžně se stranou AB. Dokažte, že rovnost |KP | = |PL|
platí, právě když AB ∥ CD.

3. Na stole leží k hromádek o 1, 2, 3, . . . , k kamenech, kde k ! 3. V každém kroku
vybereme tři libovolné hromádky na stole, sloučíme je do jedné a přidáme k ní
jeden kámen, který na stole dosud neležel. Jestliže po několika krocích vznikne jediná
hromádka, není výsledný počet kamenů dělitelný třemi. Dokažte.

Řešení. V každém kroku se počet hromádek zmenší o dvě. Aby vznikla jedna
hromádka, musí být na začátku lichý počet hromádek, tedy k = 2m + 1. Na zmenšení
počtu hromádek o 2m je třeba m kroků. Při každém přibude jeden kamen, a proto je
výsledný počet kamenů

p = 1 + 2 + 3 + . . .+ (2m+ 1) +m =
(2m+ 1)(2m+ 2)

2
+m = 2m2 + 4m+ 1.

Číslo m má jeden ze tvarů m = 3n, m = 3n + 1, m = 3n + 2. V prvním případě je
p = 18n2+12n+1 = 3(6n2+2n)+ 1, ve druhém 18n2+24n+7 = 3(6n2+8n+2)+ 1
a ve třetím p = 18n2 + 36n + 17 = 3(6n2 + 12n + 5) + 2. Žádné z těchto čísel není
dělitelné třemi.

Poznámka. Stačí ověřit, že p není dělitelné třemi pro m = 0, m = 1 a m = 2
[návodná úloha 1].

Návodné úlohy:
1. Nechť p je polynom s celočíselnými koeficienty, n je celé a k přirozené číslo. Dokažte,
že čísla p(n+ k) a p(n) dávají při dělení číslem k stejný zbytek.

2. Nechť n je celé číslo. Dokažte, že číslo n3 + n+ 1 není dělitelné sedmi.
3. Na stole leží k hromádek o 1, 2, 3, . . . , k kamenech, k ! 5. V každém kroku vybereme
4 libovolné hromádky, sloučíme je do jedné a ještě k ní přidáme jeden kamen z jakékoliv
další hromádky. Určete všechna k, pro která po konečném počtu kroků může vzniknout
jediná hromádka. [k ∈ {5, 8, 11, 12, 14, 15, 17, 18} a všechna k ! 20.]
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4. Označme V průsečík výšek a S střed kružnice opsané trojúhelníku ABC, který není
rovnostranný. Pokud má úhel při vrcholu C velikost 60◦, je osa úhlu ACB osou
úsečky VS. Dokažte.

Řešení. Nechť například |AC| < |BC|. Předpokládejme nejprve, že trojúhel+
ník ABC je ostroúhlý. Označme D střed strany BC a P patu výšky z vrcholu B na
stranu AC (obr. 2). Platí |CP | = |BC| ·cos 60◦ = 1

2 |BC| = |CD|, | CPV | = | CDS| =
= 90◦, | CV P | = | CAB| = | CSD| (obvodový úhel a polovina středového). Ze shod+
nosti trojúhelníků CPV a CDS vyplývá |CV | = |CS|, | PCV | = | DCS|. Trojúhel+
ník V SC je tedy rovnoramenný, a osa úhlu ACB je tak i osou úhlu V CS a současně
osou strany V S.
Je-li trojúhelník ABC pravoúhlý (obr. 3), je trojúhelník V SC rovnostranný a osa

úhlu V CS je i osou strany V S.
Je-li trojúhelník ABC tupoúhlý, dokážeme tvrzení úlohy stejně jako v případě os+

troúhlého trojúhelníku s tím rozdílem, že bude | CV P | = | CSD| = 180◦ − | CAB|.

A B

C

D

VP S

Obr. 2

V = A B

C

S

Obr. 3

Návodné úlohy:
1. Označme V průsečík výšek a S střed kružnice opsané trojúhelníku ABC. Vypočítejte
velikost úhlu ACB, jestliže platí |V C| = |SC|.

2. Nechť V je průsečík výšek trojúhelníku ABC. Dokažte, že body souměrně sdružené
s bodem V podle stran trojúhelníku ABC leží na kružnici opsané tomuto trojúhelníku.

5. V oboru reálných čísel řešte rovnici

x

x+ 4
=
5⌊x⌋ − 7
7⌊x⌋ − 5 ,

kde ⌊x⌋ označuje největší celé číslo, jež nepřevyšuje číslo x (tzv. dolní celou část
reálného čísla x).

Řešení. Každé reálné číslo x můžeme zapsat ve tvaru x = ⌊x⌋ + {x}, kde ⌊x⌋ je
celá část a {x} tzv. zlomková část čísla x. Zřejmě platí 0 " {x} < 1, přičemž {x} = 0,
právě když x je celé. Odtud vyplývá, že ⌊x⌋ " x < ⌊x⌋ + 1, přičemž rovnost ⌊x⌋ = x
platí, právě když x je celé; tyto nerovnosti často používáme při řešení úloh s celou částí.
Označíme-li ⌊x⌋ = k, dostaneme z dané rovnice po odstranění zlomku a roznásobení

7kx − 5x = 5kx+ 20k − 7x − 28

4



a odtud
x =

10k − 14
k + 1

. (1)

Protože k = ⌊x⌋, musí platit

k " 10k − 14
k + 1

< k + 1.

Každou z nerovnic vyřešíme samostatně:

0 ! k(k + 1)− (10k − 14)
k + 1

=
(k − 7)(k − 2)

k + 1
, k ∈ (−∞,−1) ∪ ⟨2, 7⟩;

0 <
(k + 1)2 − (10k − 14)

k + 1
=
(k − 3)(k − 5)

k + 1
, k ∈ (−1, 3) ∪ (5,∞).

Protože k je celé, máme k ∈ {2, 6, 7}. Rovnice má tedy tři řešení, která dostaneme
dosazením do vztahu (1): x1 = 2, x2 = 46

7 , x3 = 7.

Některé další vlastnosti celé části : Je-li k celé, je ⌊x+ k⌋ = ⌊x⌋+ k.
Je-li {x}+ {y} < 1, platí ⌊x+ y⌋ = ⌊x⌋+ ⌊y⌋; je-li {x}+ {y} ! 1, platí ⌊x+ y⌋ =

= ⌊x⌋+ ⌊y⌋+ 1.
Nechť k je přirozené číslo, k > 1. Ke každému reálnému číslu x existuje právě jedno

i ∈ {1, 2, . . . , k} takové, že {x} ∈ ⟨ i−1
k , i

k ). Potom k⌊x⌋+ i− 1 " kx < k⌊x⌋+ i, a proto
⌊kx⌋ = k⌊x⌋+ i − 1.

Návodné úlohy:
1. Vyřešte rovnici ⌊x⌋+ ⌊x+ 1⌋ = x+ 2. [x = 1]
2. Vyřešte rovnici 2x = ⌊x⌋+ 1. [x ∈ { 12 , 1}]
3. Vyřešte rovnici ⌊x⌋+ ⌊2x⌋ = 4x − 1. [x ∈ {− 14 , 14 ,

1
2 , 1}]

4. Vyřešte soustavu rovnic ⌊x⌋ = 2y + 1
3 , ⌊y⌋ = 3x − 1

2 . [x = − 16 , y = − 23 ]

6. Do kružnice k o poloměru r jsou vepsány dvě kružnice k1, k2 o poloměru 12r, jež se
vzájemně dotýkají. Kružnice l se vně dotýká kružnic k1, k2 a s kružnicí k má vnitřní
dotyk. Kružnice m má vnější dotyk s kružnicemi k2 a l a vnitřní dotyk s kružnicí k.
Vypočtěte poloměry kružnic l a m.

Řešení. Označme S, A, B, C, D středy kružnic k, k1, k2, l, m a x, y poloměry
kružnic l a m. Bod C leží na přímce, která prochází bodem S a je kolmá na AB (obr. 4).
Z pravoúhlého trojúhelníku BCS máme podle Pythagorovy věty

( r

2
+ x

)2
=

( r

2

)2
+ (r − x)2

a odtud x = 1
3r. Označme P , Q paty kolmic z bodu D na přímky AB a SC a u = |SP |,

v = |SQ|. Jestliže u ̸= 1
2r, je BPD pravoúhlý trojúhelník a podle Pythagorovy věty

(r

2
+ y

)2
= v2 +

(
u − r

2

)2
. (1)
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Tato rovnice platí i v případě u = 1
2r.

A B

C
D

S

k

k1 k2

l
m

Obr. 4

Podobně z pravoúhlého trojúhelníku QCD (jestliže Q ̸= C) anebo porovnáním
protilehlých stran obdélníku (jestliže Q = C) dostaneme

( r

3
+ y

)2
= u2 +

(
v − 2r

3

)2
. (2)

Navíc z pravoúhlého trojúhelníku SPD máme

(r − y)2 = u2 + v2. (3)

Odečtením rovnic (3) a (2) dostaneme 43r
2 − 8

3ry =
4
3vr, tedy v = r− 2y. Podobně

odečtením rovnic (3) a (1) vyjde r2 − 3ry = ur a odtud u = r − 3y. Dosazením do (3)
a úpravou postupně dostaneme

(r − y)2 = (r − 3y)2 + (r − 2y)2,
r2 − 8ry + 12y2 = 0,
(r − 6y)(r − 2y) = 0.

Odtud plyne, že y = 1
2r nebo y = 1

6r. Poloměr
1
2r má kružnice k1, poloměr 16r kruž+

nice m znázorněná na obr. 4. Každá z těchto dvou kružnic se dotýká kružnic k, k2 a l
požadovaným způsobem.

Návodné úlohy:
1. Kružnice k2 o poloměru 1

2 se dotýká zevnitř kružnice k1 o poloměru 1. Přímka p
prochází středy kružnic k1 a k2. Vypočítejte poloměr kružnice, která se dotýká přímky
p a obou dvou kružnic k1 a k2. [ 49 ]

2. Každá z kružnic k1, k2, k3 se dotýká vně dvou zbývajících. Kružnice k1 a k2 mají stejný
poloměr r, kružnice k3 má poloměr 85 r. Všechny kružnice k1, k2, k3 mají vnitřní dotyk
s kružnicí k o poloměru 1. Vypočtěte poloměr r. [ 38 ]

3. Každá z kružnic k1, k2, k3 se dotýká vně dvou zbývajících. Kružnice k1 má poloměr 1,
kružnice k2 má poloměr 2 a kružnice k3 má poloměr 3. Vypočítejte poloměry kružnic,
které se dotýkají všech třech kružnic k1, k2, k3. [ 623 a 6]
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54. ročník matematické olympiády

1. Kružnice k1 o poloměru 1 má vnější dotyk s kružnicí k2 o poloměru 2. Každá z kružnic
k1, k2 má vnitřní dotyk s kružnicí k3 o poloměru 3. Vypočítejte poloměr kružnice k,
která má s kružnicemi k1, k2 vnější dotyk a s kružnicí k3 vnitřní dotyk.

2. Na jedné internetové stránce probíhá hlasování o nejlepšího hokejistu světa posled&
ního desetiletí. Počet hlasů pro jednotlivé hráče je uváděn po zaokrouhlení v celých
procentech. Po Mirkově hlasování pro Jaromíra Jágra se jeho zisk 7% nezměnil. Ko&
lik nejméně lidí včetně Mirka hlasovalo? Předpokládáme, že každý účastník ankety
hlasoval právě jednou, a to pro jediného hráče.

3. Nechť ABC je ostroúhlý trojúhelník. Označme K a L paty výšek z vrcholů A a B,M
střed strany AB a V průsečík výšek trojúhelníku ABC. Dokažte, že osa úhlu KML
prochází středem úsečky V C.

4. Najděte všechny trojice reálných čísel x, y, z, pro které platí

⌊x⌋ − y = 2 · ⌊y⌋ − z = 3 · ⌊z⌋ − x =
2004
2005

,

kde ⌊a⌋ označuje největší celé číslo, jež nepřevyšuje číslo a.

II. kolo kategorie B se koná

v úterý 22. března 2005

tak, aby začalo dopoledne a aby soutěžící měli na řešení úloh
4 hodiny čistého času. Za každou úlohu může soutěžící získat
6 bodů, úspěšným řešitelem je ten žák, který získá 10 bodů
nebo více. Povolené pomůcky jsou psací a rýsovací potřeby,
školní MF tabulky a kalkulátory bez grafického displeje. Tyto
údaje se žákům sdělí před zahájením soutěže.



54. ročník matematické olympiády Řešení úloh II. kola kategorie B

1. Protože se součet průměrů kružnic k1 a k2 rovná průměru kružnice k3, leží jejich
středy S1, S2 a S3 v přímce. Existují dvě shodné kružnice, které splňují podmínky úlohy,
a jsou souměrně sdružené podle přímky S1S2. Označme k jednu z nich (obr. 1), S její střed
a r odpovídající poloměr.

S

S1 S2S3

k

k1

k2k3

r r
r

r

1 1 1
2

Obr. 1

S

S1 S2S3Px 2−x 1

1+r y

3−r

2+r

Obr. 2

Pro velikosti stran trojúhelníku S1S2S platí: |S1S| = 1 + r, |S2S| = 2 + r, |S1S2| = 3
a |S3S| = 3 − r Pro bod S3 zároveň platí, že |S3S1| = 2 a |S3S2| = 1. Označíme-li P
pravoúhlý průmět bodu S na přímku S1S2 (obr. 2) a x = |S1P |, y = |SP |, můžeme podle
Pythagorovy věty psát

(1 + r)2 = x2 + y2,

(2 + r)2 = (3− x)2 + y2,

(3− r)2 = (2− x)2 + y2.

Odečtením první rovnice od druhé dostaneme 3+2r = 9−6x neboli 2r = 6−6x, odečtením
první od třetí 8− 8r = 4− 4x neboli 2r = 1+ x. Porovnáním obou důsledků vyjde rovnice
6− 6x = 1 + x, odkud x = 5

7 , r = 3− 3x =
6
7 .

Poznámka. Se znalostí kosinové věty se obejdeme bez pomocného bodu P : stačí napsat
kosinové věty pro trojúhelníky S1S3S a S1S2S. Dostaneme tak dvě rovnice

(3− r)2 = 4 + (1 + r)2 − 2 · 2(1 + r) cosω,

(2 + r)2 = 9 + (1 + r)2 − 2 · 3(1 + r) cosω,

kde ω = | S2S1S|. Po úpravě a vyjádření (1 + r) cosω z obou rovnic dostaneme pro r
rovnici 2r − 1 = 1− 1

3r, z níž plyne r = 6
7 .

Za úplné řešení udělte 6 bodů. Za zjištění, že středy kružnic k1, k2, k3 leží v přímce, dejte 1 bod, sestavení
kvadratických rovnic pro hledaný poloměr r oceňte 3 body, 2 body dejte za výpočet poloměru r.



2. Označme p počet účastníků ankety včetně Mirka a j počet hlasů pro Jágra. Na
celých 7% se zaokrouhlí čísla z intervalu ⟨6,5%; 7,5%) neboli ⟨0,065; 0,075). Před Mirkovým
hlasováním měl Jágr j − 1 hlasů a po něm j hlasů. Musí proto platit

0,065 ! j − 1
p − 1 < 0,075, 0,065 ! j

p
< 0,075.

Protože z nerovnosti 0 < j < p plyne
j − 1
p − 1 <

j

p
, stačí řešit dvě nerovnice

0,065 ! j − 1
p − 1

a
j

p
< 0,075. (1)

První z nich je ekvivalentní s nerovnicí 0,065p − 0,065 + 1 ! j a druhá s nerovnicí
j < 0,075p, proto musí platit 0,065p+ 0,935 < 0,075p, odkud plyne p > 93,5. Protože p je
celé číslo, dostáváme p " 94. Musíme ovšem ještě zjistit, pro které nejmenší p " 94 existuje
celé číslo j, jež vyhovuje nerovnicím (1). Z podmínky p " 94 dostaneme j " 0,065 · 94 +
+ 0,935 = 7,045, a tudíž j " 8. Z nerovnice j < 0,075p pak máme p > 320

3 , neboli p " 107.
Protože 0,065 · 107 + 0,935 < 8, je dvojice j = 8, p = 107 řešením soustavy (1), takže
p = 107 je nejmenší možný počet lidí, kteří v anketě hlasovali.

Jiné řešení. Nerovnice 0,065p + 0,935 ! j < 0,075p, ekvivalentní nerovnicím (1),
upravíme na tvar

j

0,075
< p ! j − 0,935

0,065
,

což dává podmínku 0,065j < 0,075j − 0,075 · 0,935, neboli j > 7,5 · 0,935 > 7, takže j " 8.
Z nerovnosti p > j/0,075 tak dostáváme nerovnost p " 107. Nyní stačí ověřit, že p = 107

vyhovuje pro j = 8 i druhé podmínce, tj. že platí 107 ! 8− 0,935
0,065

.

Za úplné řešení udělte 6 bodů. Za odvození soustavy dvou nerovnic analogické soustavě (1) dejte 2 body,
za postupné odvození odhadů pro celá čísla p a j dejte 3 body, za ověření, že p = 107 je hledané nejmenší p,
dejte 1 bod.

A
B

C

K
L

M

V

S

Obr. 3

3. Označme S střed úsečky CV (obr. 3). Body K a L leží
na Thaletově kružnici s průměrem AB, takže |ML| = |MK|.
BodyK a L zároveň leží i na Thaletově kružnici s průměrem CV ,
takže |SL| = |SK|. Trojúhelníky SLM a SKM jsou tudíž shodné
(sss), takže | SML| = | SMK|, neboli osa úhlu LMK prochází
středem S úsečky V C.

Za úplné řešení udělte 6 bodů. Po dvou bodech oceňte odvození každé z rov-
ností |ML| = |MK| a |SL| = |SK|, zbylé dva body dejte za dokončení
důkazu (argumentovat lze např. také tím, že oba trojúhelníky LKM a LKS
jsou rovnoramenné [a LMKS je deltoid]).



54. ročník matematické olympiády

1. Na stole leží 54 hromádky o 1, 2, 3, . . . , 54 kamenech. V každém kroku vybereme
libovolnou hromádku, řekněme o k kamenech, a odebereme ji celou ze stolu spolu
s k kameny z každé té hromádky, ve které je aspoň k kamenů. Například po prvním
kroku, při kterém vybereme hromádku o 52 kamenech, zůstanou na stole hromádky
o 1, 2, 3, . . . , 51, 1 a 2 kamenech. Předpokládejme, že po určitém počtu kroků zůstane
na stole jediná hromádka. Zdůvodněte, kolik kamenů v ní může být.

2. Nechť ABC je pravoúhlý trojúhelník se stranami a < b < c. Označme Q střed odvěsny
BC a S střed přepony AB. Průsečík osy úsečky AB s odvěsnou CA označme R.
Dokažte, že |RQ| = |RS|, právě když

a2 : b2 : c2 = 1 : 2 : 3.

3. V oboru reálných čísel řešte rovnici

⌊ x

1− x

⌋
=

⌊x⌋
1− ⌊x⌋ ,

kde ⌊a⌋ označuje největší celé číslo, jež nepřevyšuje číslo a.

Školní – klauzurní část I. kola kategorie B se koná

v úterý 25. ledna 2005

tak, aby začala dopoledne a aby soutěžící měli na řešení úloh
4 hodiny čistého času. Za každou úlohu může soutěžící získat
6 bodů, úspěšným řešitelem je ten žák, který získá 10 bodů
nebo více. Povolené pomůcky jsou psací a rýsovací potřeby,
školní MF tabulky a kalkulátory bez grafického displeje. Tyto
údaje se žákům sdělí před zahájením soutěže.



54. ročník matematické olympiády Řešení úloh školní části I. kola kategorie B

1. Pokud v každém kroku zvolíme hromádku s největším počtem kamenů, budeme
postupně odebírat hromádky s 54, 53, 52, . . . kameny a po 53. kroku zůstane na stole
jediná hromádka s jedním kamenem.
Dokážeme, že při libovolném postupu zůstane v poslední hromádce jediný kamen.

Ukážeme totiž, že po každém kroku, po němž na stole zbývá aspoň jedna hromádka, tvoří
počty kamenů v jednotlivých hromádkách vždy celou množinu {1, 2, . . . , n} pro vhodné
přirozené n (nevylučujeme ovšem, že k některým číslům existuje více hromádek s týmž
počtem kamenů). To tedy znamená, že je vždy na stole aspoň jedna hromádka s právě
jedním kamenem.
Na začátku tvoří počty kamenů v hromádkách množinu {1, 2, . . . , 54}. Předpokládej+

me, že po určitém počtu kroků tvoří počty kamenů v jednotlivých hromádkách množinu
{1, 2, . . . , n} (n ! 2). Zvolíme-li nyní hromádku s n kameny nebo hromádku s jedním kame+
nem, budou v dalším kroku počty kamenů v hromádkách tvořit množinu {1, 2, . . . , n− 1}.
Pokud zvolíme hromádku sm kameny, kdem /∈ {1, n}, budou počty kamenů v dalším kroku
tvořit množinu {1, 2, . . . , m − 1} ∪ {1, 2, . . . , n − m} = {1, 2, . . . , p}, kde p = max{m − 1,
n − m}. Tím je tvrzení o počtu kamenů v jednotlivých hromádkách dokázáno.
Odpověď. Poslední hromádka bude bez ohledu na zvolený postup vždy obsahovat jediný

kamen.

Za úplné řešení udělte 6 bodů, z toho 4 body za formulaci hypotézy, že po každém kroku tvoří počty
kamenů v hromádkách celou množinu {1, 2, . . . , n}.

2. Podle Pythagorovy věty je v pravoúhlém trojúhelníku rovnost a2 : b2 = 1 : 2
splněna, právě když b2 : c2 = 2 : 3. Stačí tedy dokázat požadovanou ekvivalenci jen pro
jednu z rovností a2 : b2 = 1 : 2, b2 : c2 = 2 : 3.

A

B

C

S

R

Q

xy

1
2a

1
2c

Obr. 1

Trojúhelníky ASR a ACB (obr. 1) mají společný úhel při
vrcholu A a shodují se v pravých úhlech ASR a ACB, takže
jsou podobné (uu). Odtud vyplývá rovnost

|AR|
|AS| =

|AB|
|AC| ,

neboli

x = |AR| = |AB| · |AS|
|AC|

=
c2

2b
. (1)

Podle Pythagorovy věty je |RS|2 = |AR|2− |AS|2 = x2 − 1
4c
2 a |RQ|2 = |QC|2 + |CR|2 =

= 1
4a
2+(b−x)2 = 1

4a
2+b2−2bx+x2, takže |RQ| = |RS|, právě když 14a

2+ 14c
2+b2 = 2bx,

což po dosazení z (1) a a2 = c2 − b2 po úpravě dává 34b
2 = 1

2c
2, neboli b2 : c2 = 2 : 3. Tím

je požadovaná ekvivalence dokázána.

Jiné řešení. Podle Pythagorovy věty je (obr. 1) |BR|2 = |BC|2 + |CR|2 = a2 + y2,
|RS|2 = |BR|2 − |BS|2 = a2 + y2 − 1

4c
2, |RQ|2 = |QC|2 + |CR|2 = 1

4a
2 + y2. Rovnost

|RQ| = |RS| tedy platí, právě když a2+y2− 14c
2 = 1

4a
2+y2, neboli 3a2 = c2. V pravoúhlém

trojúhelníku je tato rovnost ekvivalentní s rovností 3b2 = 2c2, neboli a2 : b2 : c2 = 1 : 2 : 3.
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Obr. 2

Jiné řešení. Označme T střed strany AC (obr. 2). Protože |QC| = |ST | a | QCR| =
= | STR| = 90◦, jsou trojúhelníky QCR a STR shodné,
právě když |RQ| = |RS| a zároveň právě když |RC| = |RT |.
Rovnost |RQ| = |RS| je tedy ekvivalentní s tím, že bod R je
střed úsečky CT , tj. x = |RA| = 3

4b. Z podobnosti trojúhel+
níků ABC ∼ ARS máme (stejně jako v prvním řešení)

x =
c2

2b
,

takže |RQ| = |RS|, právě když

3b
4
=

c2

2b
, neboli 3b2 = 2c2.

V pravoúhlém trojúhelníku je to dle Pythagorovy věty ekvivalentní s rovností 3a2 = c2,
neboli a2 : b2 : c2 = 1 : 2 : 3.
Za úplné řešení udělte 6 bodů. 1 bod udělte za zjištění, že stačí dokazovat jen jednu z rovností a2 : b2 = 1 : 2,
b2 : c2 = 2 : 3, 3 body za vyjádření délek |RQ|, |RS| pomocí stran trojúhelníku ABC. Zbývající 2 body
udělte za dokončení ekvivalence.

3. Výraz
⌊ x

1− x

⌋
je celé číslo, proto i

⌊x⌋
1− ⌊x⌋ =

1
1− ⌊x⌋ − 1 je celé, což znamená,

že 1− ⌊x⌋ ∈ {−1, 1}, neboli ⌊x⌋ ∈ {0, 2}.
Nechť ⌊x⌋ = 0. Potom 0 " x < 1 a daná rovnice má tvar

⌊ x

1− x

⌋
= 0,

takže je splněna, právě když 0 " x

1− x
< 1, což je s ohledem na předpoklad 1 − x > 0

ekvivalentní s nerovnostmi 0 " x < 1
2 . V tomto případě dané rovnici vyhovují všechna x

z intervalu
〈
0, 12

)
.

Nechť ⌊x⌋ = 2. Potom 2 " x < 3 a daná rovnice má tvar

⌊ x

1− x

⌋
= −2,

takže je splněna, právě když −2 " x

1− x
< −1, což je s ohledem na předpoklad 2 " x

(takže 1−x < 0) ekvivalentní s nerovnostmi −2+2x ! x > −1+x, neboli x ! 2. V tomto
případě dané rovnici vyhovují všechna x z intervalu ⟨2, 3).
Závěr. Všechna řešení dané rovnice tvoří množinu

〈
0, 12

)
∪ ⟨2, 3).

Za úplné řešení udělte 6 bodů. 1 bod dejte za zjištění, že
⌊x⌋
1− ⌊x⌋

je celé číslo, další bod za ⌊x⌋ ∈ {0, 2}.

Za odvození soustavy nerovností a její vyřešení v každém z obou případů udělte po 2 bodech. Pokud chybí
správný závěr, že vyhovují všechna x ∈

〈
0, 12
)
∪ ⟨2, 3), strhněte jeden bod.



Jiné řešení. Stejně jako v prvním řešení upravíme rovnici do tvaru

x2 + 3ax+ 2a2 − 3a = 0

a pokusíme se mnohočlen na levé straně zapsat ve tvaru součinu dvou lineárních činitelů
tvaru αx+βa+γ. I když takový rozklad neexistuje, experimentováním zjistíme, že „téměř
vyhovuje( součin

(x+ 2a+ 3)(x+ a − 3),

který se liší od daného mnohočlenu x2 + 3ax + 2a2 − 3a pouze v konstantním členu;
přesvědčete se o tom roznásobením. Zkoumanou rovnici tak lze zapsat ve tvaru

(x+ 2a+ 3)(x+ a − 3) = −9.

I když na pravé straně není nula, pro řešení v oboru celých čísel je každý podobný
rozklad cenný, neboť existuje pouze konečný počet rozkladů příslušného čísla (v našem
případě −9) na součin dvou celočíselných činitelů. Vypišme je:
(1) x+ 2a+ 3 = 9 a x+ a − 3 = −1, neboli a = 4 a x = −2,
(2) x+ 2a+ 3 = 3 a x+ a − 3 = −3, neboli a = 0 a x = 0,
(3) x+ 2a+ 3 = 1 a x+ a − 3 = −9, neboli a = 4 a x = −10,
(4) x+ 2a+ 3 = −1 a x+ a − 3 = 9, neboli a = −16 a x = 28,
(5) x+ 2a+ 3 = −3 a x+ a − 3 = 3, neboli a = −12 a x = 18,
(6) x+ 2a+ 3 = −9 a x+ a − 3 = 1, neboli a = −16 a x = 20.
Docházíme tak ke stejné odpovědi jako v prvním řešení: vyhovující hodnoty para*

metru a jsou čísla 4, 0, −12 a −16.

Návodné a doplňující úlohy:
1. Najděte všechny hodnoty celočíselného parametru a, pro které má rovnice x2 + ax =
= 2 005 celočíselné řešení. [±396, ±2 004]

2. V oboru celých čísel řešte rovnici 2/a + 3/b = 4
5 . [Hledané dvojice (a, b) jsou (40, 4),

(10, 5), (4, 10), (2,−15) a (−10, 3).]
3. Pro které dvojice prvočísel p a q má rovnice x2 + px = q2 celočíselné řešení? [Jedině

p = 3 a q = 2.]
4. Najděte všechny dvojice přirozených čísel a a b, pro které má rovnice x2−ax+b2 = 0 dva
kořeny, jejichž rozdíl se rovná číslu 30. [Hledané dvojice (a, b) jsou (226, 112), (78, 36),
(50, 20) a (34, 8).]

2. V daném trojúhelníku ABC označme D ten bod polopřímky CA, pro který platí
|CD| = |CB|. Dále označme po řadě E, F středy úseček AD a BC. Dokažte, že
| BAC| = 2| CEF |, právě když |AB| = |BC|.

Řešení. Označme G ten bod polopřímky opačné k polopřímce AC, pro který platí
|AG| = |BC| = |CD| (obr. 1a pro situaci, kdy |AC| > |BC|, a obr. 1b pro situaci, kdy
|AC| < |BC|— sami nakreslete a rozmyslete situaci, kdy |AC| = |BC|). V trojúhelníku
ABG označme ještě ε = | ABG| a δ = | BGA|. Protože |EA| = |ED| a |AG| = |CD|,
je bod E střed úsečky CG, tudíž úsečka EF je střední příčka trojúhelníku BCG. Platí
proto EF ∥ GB a z rovnosti souhlasných úhlů BGA a FEC dostáváme | FEC| = δ.
Protože úhel BAC je vnějším úhlem trojúhelníku ABG, pro jeho velikost α = | BAC|

2
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Obr. 1b

platí α = ε + δ. To znamená, že rovnost α = 2δ ze zadání úlohy nastane, právě když
ε+ δ = 2δ, neboli ε = δ. Z trojúhelníku ABG ovšem plyne, že rovnost ε = δ je splněna,
právě když |AB| = |AG|, neboli |AB| = |BC|. Tím je ekvivalence rovností α = 2δ
a |AB| = |BC| dokázána.

Jiné řešení. Místo „trikově( zvoleného pomocného bodu G z prvního řešení se*
strojíme osu o vnitřního úhlu BAC daného trojúhelníku ABC a její průsečík se stranou
BC označíme H (obr. 2a a 2b pro situace |AC| > |BC|, resp. |AC| < |BC|). Význam
osy o pro řešení naší úlohy je zřejmý: podle souhlasných úhlů CEF a CAH usoudíme,
že rovnost | BAC| = 2| CEF | ze zadání úlohy nastane, právě když budou úsečky
AH a EF rovnoběžné, neboli trojúhelníky CAH a CEF podobné. Podle věty sus jsou
trojúhelníky CAH a CEF podobné, právě když je splněna úměra

|AC| : |HC| = |EC| : |FC|. (∗)

Rovnost | BAC| = 2| CEF | je tedy ekvivalentní s podmínkou (∗), kterou nyní pro*
zkoumáme.
Délky úseček zastoupených v (∗) nejprve vyjádříme pomocí délek

a = |BC|, b = |AC|, c = |AB|

stran výchozího trojúhelníku ABC. Protože bod F je střed úsečky BC a bod E střed
úsečky AD, platí |FC| = 1

2 |BC| = 1
2a a

|EC| = |AC|+ |DC|
2

=
|AC|+ |BC|

2
=

b+ a

2
.

Zbývá vyjádřit délku úsečky HC. Z rovností

|HC|+ |HB| = a, |HC| : |HB| = b : c

3
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Obr. 2b

(první z nich je triviální, druhá vyjadřuje známý fakt o poměru, ve kterém osa vnitřního
úhlu dělí protější stranu trojúhelníku, viz 3. návodnou úlohu) dostaneme po snadném
výpočtu vyjádření

|HC| = ab

b+ c
.

Dosaďme nyní všechny určené délky do rovnosti (∗) a pak ji dále ekvivalentně upravuj*
me:

b :
ab

b+ c
=

a+ b

2
:

a

2
,

b+ c

a
=

a+ b

a
,

b+ c = a+ b,

c = a.

Dokázali jsme potřebné: podmínka (∗) platí, právě když c = a, neboli |AB| = |BC|.
Návodné a doplňující úlohy:

1. K libovolnému trojúhelníku ABC sestrojíme ten bod D polopřímky CA, pro který
platí |CD| = |CB|. Vyjádřete velikost úhlu ABD pomocí velikostí α = | BAC|
a β = | ABC|. [| ABD| = 1

2 |α − β|. Uvažte, že CBD je úhel při základně BD
rovnoramenného trojúhelníku BCD.]

2. Označme obvyklým způsobem α, β, γ vnitřní úhly trojúhelníku ABC a pro střed D
strany AC uvažujme ještě úhly δ = | ADB| a ε = | BDC|. Dokažte, že rovnosti
δ = 2γ, ε = 2α a β = 90◦ jsou navzájem ekvivalentní. [Každá ze tří rovností je
ekvivalentní s tím, že |AD| = |BD| = |CD|.]

3. Dokažte, že osa vnitřního úhlu BAC protne protější stranu BC obecného trojúhelníku
ABC v bodě H, pro nějž platí |HB| : |HC| = |AB| : |AC|. [Dvojím způsobem vyjádřete
poměr obsahů trojúhelníkůABH a ACH se shodnými výškami z každého ze společných
vrcholů A a H.]

3. Rozhodněte, zda nerovnost

a(b+ 1) + b(c+ 1) + c(d+ 1) + d(a+ 1) ! 1
2(a+ 1)(b+ 1)(c+ 1)(d+ 1)

platí pro libovolná kladná čísla a, b, c, d, která vyhovují podmínce
a) ab = cd = 1; b) ac = bd = 1.

4



5. Kruh o středu S a poloměru r je rozdělen na čtyři části dvěma tětivami, z nichž
jedna má délku r a druhá má od středu S vzdálenost 12r. Dokažte, že absolutní hod-
nota rozdílu obsahů těch dvou částí, které mají společný právě jeden bod, a přitom
žádná z nich neobsahuje střed S, je rovna jedné šestině obsahu kruhu.

Řešení. Označme dané tětivy AB a CD jako na obr. 3, kde je rovněž vyznačen
střed P tětivy AB, takže podle zadání platí |SP | = 1

2r a |CD| = r. Zkoumaný rozdíl

A

B

C
D

P

S

r

r

r

1
2r

r

Obr. 3

obsahů dvou světle vybarvených částí kruhu se nezmění, když ke každé z nich připojíme
tutéž (třetí) část kruhu, ježmá s jeho hraniční kružnicí společný oblouk AC a je na obr. 3
vybarvena tmavě. Tak vzniknou dvě kruhové úseče, jedna nad tětivou AB, druhá nad
tětivou CD. Jejich obsahy jsou určeny velikostmi úhlů ASB a CSD. Z rovnostranného
trojúhelníku CSD ihned máme | CSD| = 60◦, takže obsah S1 úseče nad tětivou CD
je roven

S1 =
πr2

6
− r2

√
3
4

.

V pravoúhlém trojúhelníku APS platí |AS| : |SP | = 2 : 1, tudíž | ASP | = 60◦,
| ASB| = 2| ASP | = 120◦, |AB| = r

√
3 a obsah S2 úseče nad tětivou AB je roven

S2 =
πr2

3
− r2

√
3
4

.

Nyní již snadno určíme rozdíl S2 − S1:

S2 − S1 =
(

πr2

3
− r2

√
3
4

)
−

(
πr2

6
− r2

√
3
4

)
=

πr2

6
,

což je právě šestina obsahu celého kruhu.

Návodné a doplňující úlohy:
1. Nechť P je průsečík úhlopříček konvexního čtyřúhelníku ABCD. Dokažte, že trojúhel-
níkyADP a BCP mají stejný obsah, právě když AB ∥ CD. [Rozdíl obsahů trojúhelníků
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ADP a BCP je stejný jako rozdíl obsahů trojúhelníků ABD a ABC, které mají společ-
nou stranu AB, takže mají stejný obsah, právě když mají shodné výšky z protilehlých
vrcholů D a C.]

2. Vypočtěte obsah průniku kruhů K1(S1, r) a K2(S2, r
√
3), je-li |S1S2| = 2r. [ 56 r2 −

− r2
√
3]

3. Kruhy K1, K2, K3 a K4 se shodným poloměrem r mají středy ve vrcholech čtverce
C o straně r

√
2. Kruh K o poloměru 2r má střed v průsečíku úhlopříček čtverce C.

Vypočítejte obsah rovinné množiny K − (K1 ∪ K2 ∪ K3 ∪ K4). [(2 − 4)r2]

6. Určete nejmenší přirozené číslo n s následující vlastností: Zvolíme-li n různých
přirozených čísel menších než 2 006, jsou mezi nimi dvě taková, že podíl součtu
a rozdílu jejich druhých mocnin je větší než tři.

Řešení. Zjistíme nejdříve, pro která přirozená čísla a, b platí zmíněná nerovnost

a2 + b2

a2 − b2
> 3. (∗)

Aby byl zlomek na levé straně kladný, musí platit a2 > b2, neboli a > b. Je-li tato nutná
podmínka splněna, vynásobíme obě strany zkoumané nerovnosti kladným číslem a2−b2

a dalšími úpravami dostaneme

a2 + b2 > 3(a2 − b2),

4b2 > 2a2,

b
√
2 > a.

Zjistili jsme, že dvě přirozená čísla a, b vyhovují podmínce (∗), právě když platí nerov*
nosti 1 < a/b <

√
2.

Přirozená čísla od 1 do 2 005 nyní rozdělíme do skupin tak, aby v nich bylo co
nejvíce čísel a aby podíl největšího a nejmenšího čísla každé skupiny byl menší než√
2. Provedeme to tak, že do skupin budeme postupně zařazovat čísla 1,2,. . . a k nové
skupině vždy přejdeme, až to bude nezbytné.1 Dostaneme tak těchto dvacet skupin:

A1 = {1}, A2 = {2},
A3 = {3, 4}, A4 = {5, 6, 7},
A5 = {8, . . . , 11}, A6 = {12, . . . , 16},
A7 = {17, . . . , 24}, A8 = {25, . . . , 35},
A9 = {36, . . . , 50}, A10 = {51, . . . , 72},

A11 = {73, . . . , 103}, A12 = {104, . . . , 147},
A13 = {148, . . . , 209}, A14 = {210, . . . , 296},
A15 = {297, . . . , 420}, A16 = {421, . . . , 595},
A17 = {596, . . . , 842}, A18 = {843, . . . , 1 192},
A19 = {1 193, . . . , 1 687}, A20 = {1 688, . . . , 2 005}.

1 K porovnávání podílů a/b s číslem
√
2 výhodně využijeme třeba kalkulačku.
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55. ročník matematické olympiády

Úlohy krajského kola kategorie B

1. Určete všechny dvojice prvočísel p a q, pro něž platí

p+ q2 = q + p3.

2. Obdélník ABCD se stranami délek |AB| = 2 008 a |BC| = 2 006 je rozdělen na
2 008× 2 006 jednotkových čtverců a ty jsou střídavě obarveny černou, šedou a bílou
barvou podobně jako obdélník na obrázku: čtverce při vrcholech A a B jsou černé,
čtverce při vrcholech C a D jsou bílé. Určete obsah té části trojúhelníku ABC, která
je šedá.

3. V lichoběžníku ABCD, jehož základna AB má dvakrát větší délku než základna CD,
označme E střed ramene BC. Dokažte, že kružnice opsaná trojúhelníku CDE prochází
středem úhlopříčky AC, právě když strany AB a BC jsou navzájem kolmé.

4. Dokažte, že pro libovolná reálná čísla a, b, c z intervalu ⟨0, 1⟩ platí

1 ! a+ b+ c+ 2(ab+ bc+ ca) + 3(1− a)(1− b)(1− c) ! 9.

Krajské kolo kategorie B se koná

v úterý 21. března 2006

tak, aby začalo dopoledne a aby soutěžící měli na řešení úloh
4 hodiny čistého času. Za každou úlohu může soutěžící získat
6 bodů, úspěšným řešitelem je ten žák, který získá 10 bodů
nebo více. Povolené pomůcky jsou psací a rýsovací potřeby,
školní MF tabulky a kalkulátory bez grafického displeje. Tyto
údaje se žákům sdělí před zahájením soutěže.



podle středu obdélníku, takže její část ležící v trojúhelníku ABC je shodná s částí ležící
v trojúhelníku CDA:

S = 3 + 6 + . . .+ 2 004 +
1
2
· 2 006 = 334 · 2 007 + 1 003 = 671 341.

Za úplné řešení udělte 6 bodů, 3 body udělte za důkaz toho, že obsah šedé části trojúhelníku ABC je roven
polovině obsahu šedé části obdélníku ABCD. Nestačí argumentovat shodností trojúhelníků ABC a CDA,
například obsahy jejich bílých částí nejsou stejné. Další tři body udělte za správný výpočet obsahu.

3. Označme S střed úhlopříčky AC. Úsečka SE je střední příčka trojúhelníku ABC,
takže |SE| = 1

2 |AB| = |DC|. Navíc je SE ∥ AB ∥ DC. Úsečky SE a DC jsou rovnoběžné
a shodné, proto je SECD rovnoběžník.
Kružnice opsaná trojúhelníku CDE prochází bodem S právě tehdy, je-li rovnoběžník

SECD tětivový. Čtyřúhelník je tětivový, právě když je součet velikostí jeho protilehlých
úhlů 180◦. V rovnoběžníku jsou ale protilehlé úhly shodné, takže je tětivový, právě když
to je pravoúhelník, neboli když úhel ECD, a tedy i úhel ABC je pravý.

Za úplné řešení udělte 6 bodů, 3 body za důkaz toho, že SECD je rovnoběžník a další 3 body za důkaz
kolmosti.

4. V celém textu předpokládejme, že a, b, c ∈ ⟨0, 1⟩. Označme

V = a+ b+ c+ 2(ab+ ac+ bc) + 3(1− a)(1− b)(1− c)

a nejprve místo nerovnosti V " 1 dokažme silnější nerovnost

a+ b+ c+ (1− a)(1− b)(1− c) " 1.

Roznásobením a úpravou levé strany dostaneme

(a+ b+ c) + (1− a)(1− b)(1− c) =

= 1 + ab+ ac+ bc − abc = 1 + ab(1− c) + ac+ bc " 1,

protože v posledním součtu za jedničkou následují vesměs nezáporné sčítance.
K důkazu nerovnosti V ! 9 stačí vzhledem k tomu, že

2(ab+ ac+ bc) ! 6,

ověřit nerovnost
a+ b+ c+ 3(1− a)(1− b)(1− c) ! 3.

Uděláme to tak, že zřejmé nerovnosti

(1− a)(1− b) ! 1, (1− a)(1− c) ! 1, (1− b)(1− c) ! 1



55. ročník matematické olympiády

1. Dokažte, že pro libovolná kladná čísla a, b a c platí nerovnost

(
a+
1
b

)(
b+
1
c

)(
c+
1
a

)
! 8.

Zjistěte, kdy nastane rovnost.

2. Na přeponě AB pravoúhlého trojúhelníku ABC uvažujme body P a Q takové, že
|AP | = |AC| a |BQ| = |BC|. OznačmeM průsečík kolmice z vrcholu A na přímku CP
a kolmice z vrcholu B na přímku CQ. Dokažte, že přímky PM a QM jsou navzájem
kolmé.

3. Najděte všechny dvojice celých čísel a a b, pro něž žádná z rovnic

x2 + ax+ b = 0, y2 + by + a = 0

nemá dva různé reálné kořeny.

Klauzurní část školního kola kategorie B se koná

ve čtvrtek 26. ledna 2006

tak, aby začala dopoledne a aby soutěžící měli na řešení úloh
4 hodiny čistého času. Za každou úlohu může soutěžící získat
6 bodů, úspěšným řešitelem je ten žák, který získá 10 bodů
nebo více. Povolené pomůcky jsou psací a rýsovací potřeby,
školní MF tabulky a kalkulátory bez grafického displeje. Tyto
údaje se žákům sdělí před zahájením soutěže.



Tato nerovnost již zřejmě platí, neboť na levé straně stojí součet čtyř nezáporných výrazů,
přitom rovnost nastane, právě když má každý ze čtyř těchto výrazů nulovou hodnotu, tedy
právě když

abc − 1 = c − 1 = b − 1 = a − 1 = 0

neboli a = b = c = 1.

Další řešení. Danou nerovnost lze dokázat i bez roznásobování její levé strany. Stačí
zapsat tři AG-nerovnosti

1
2

(
a+
1
b

)
!

√
a

b
,
1
2

(
b+
1
c

)
!

√
b

c
,
1
2

(
c+
1
a

)
!

√
c

a
.

Jejich vynásobením dostaneme

1
2

(
a+
1
b

)
· 1
2

(
b+
1
c

)
· 1
2

(
c+
1
a

)
!

√
a

b
·
√

b

c
·
√

c

a
= 1,

odkud po násobení osmi obdržíme dokazovanou nerovnost. Rovnost v ní nastane, právě
když nastane rovnost v každé ze tří použitých AG-nerovností, tedy právě když se čísla
v každé průměrované dvojici rovnají:

a =
1
b
, b =

1
c
, c =

1
a
.

Z prvních dvou rovností plyne a = c, po dosazení do třetí rovnosti pak vychází a = c = 1,
tudíž i b = 1.

Za úplné řešení udělte 6 bodů, z toho 4 body za důkaz nerovnosti a 2 body za úplnou analýzu případu
rovnosti (1 bod za uvedení případu a = b = c = 1, 1 bod za vyloučení jiné možnosti). Za správné
roznásobení levé strany nerovnosti udělte 1 bod, 1 až 2 body za účelné využití jedné či několika AG-ne-
rovností nebo nerovností u+1/u ! 2 (obojí možno považovat za známé poznatky, včetně případů rovnosti,
není zapotřebí je dokazovat), 1 bod za dokončení důkazu nerovnosti.

2. Podle zadání je trojúhelník APC rovnoramenný, přímka AM prochází jeho hlavním
vrcholem A kolmo k základně CP , je tudíž osou vnitřního úhlu CAP (obr. 1). Body C a P

A

B

C

M

P

Q

Obr. 1



jsou proto souměrně sdružené podle přímky AM , takže úhly APM a ACM jsou shodné.
(Jinými slovy trojúhelníky APM a ACM jsou shodné podle věty sus: odpovídající si
strany AC a AP svírají se společnou stranou AM týž úhel díky tomu, že AM je osou úhlu
CAP .) Podobně z rovnoramenného trojúhelníku BQC odvodíme, že BM je osou úhlu
CBQ, takže i úhly BQM a BCM jsou shodné.
Rovnosti | APM | = | ACM | a | BQM | = | BCM | znamenají, že pro vnitřní úhly

trojúhelníku PQM při vrcholech P , Q platí

| QPM |+ | PQM | = | APM |+ | BQM | =
= | ACM |+ | BCM | = | ACB| = 90◦,

tudíž vnitřní úhel u třetího vrcholu M je pravý.

Jiný postup. Bod M jako průsečík os úhlů CAB a CBA leží i na ose pravého úhlu
ACB. Proto úhly ACM a BCM mají oba velikost 45◦, takže | APM | = | ACM | = 45◦,
| BQM | = | BCM | = 45◦ a trojúhelník PQM je rovnoramenný pravoúhlý s pravým
úhlem při vrcholu M .

Jiný postup. Ze souměrnosti bodů P a C podle přímky AM plyne |PM | = |CM |, ze
souměrnosti bodů Q a C podle BM plyne |QM | = |CM |. Je tudíž |PM | = |QM | = |CM |
a bod M je tak středem kružnice opsané trojúhelníku PQC. Přitom označíme-li α a β
úhly při vrcholech A a B (obr. 2), je α+ β = 90◦ a

(90◦ − 1
2α) + (90

◦ − 1
2β)− | PCQ| = 90◦,

takže | PCQ| = 45◦. To je velikost obvodového úhlu nad tětivou PQ zmíněné kružnice.
Velikost odpovídajícího středového úhlu PMQ je tudíž 90◦.

A

B

C

M

P

Q

Obr. 2

Za úplné řešení udělte 6 bodů, z toho 2 body za zdůvodnění, že bod M je průsečíkem os vnitřních úhlů
trojúhelníku ABC.

3. Jak víme, kvadratická rovnice má dva různé reálné kořeny, právě když je její
diskriminant kladný. Proto rovnice ze zadání úlohy tuto vlastnost nemají, právě když jsou
jejich diskriminanty

D1 = a2 − 4b, D2 = b2 − 4a



2. Je dána kružnice k s průměrem AB. K libovolnému bodu Y kružnice k, Y ̸= A,
sestrojme na polopřímce AY bod X, pro který platí |AX | = |Y B|. Určete množinu
všech takových bodů X.

Řešení. Jestliže Y = B, potom X = A.
Nechť Y ̸= B. Označme p přímku procházející bodem A a kolmou na AB a C

ten bod přímky p ležící v polorovině ABY , pro nějž platí |AC| = |AB| (obr. 1). Podle
zadání platí |AX | = |BY |. Úhel AY B je podle Thaletovy věty pravý, proto | ABY | =
= 90◦ − | Y AB| = | CAX |. Trojúhelníky ABY a CAX jsou tedy shodné podle věty
sus. Odtud vyplývá, že | CXA| = | AY B| = 90◦. Bod X proto leží na Thaletově
půlkružnici nad průměrem AC.
Nechť naopak X je libovolný vnitřní bod této půlkružnice a Y průsečík přímky AX

s kružnicí k (Y ̸= A). Trojúhelníky CAX a ABY jsou shodné podle věty usu, a proto
|AX | = |BY |. Bod X tedy patří do hledané množiny.
Hledanou množinou všech bodů X je sjednocení dvou půlkružnic nad průměry AC1

a AC2 ležících v téže polorovině jako bod B; C1 a C2 jsou body ležící na kolmici vedené
bodem A k přímce AB, přičemž |AC1| = |AC2| = |AB| (obr. 2). Bod A do hledané
množiny patří, body C1 a C2 nikoliv.

A B

C

Y

X

p

k

Obr. 1

A B

C1

C2

Y

X

k

Obr. 2

Návodné a doplňující úlohy:
1. Uvnitř strany BC čtverce ABCD zvolme libovolně bod X. Označme P , Q paty kolmic
z bodů B a D na přímku AX. Dokažte, že trojúhelníky ABP a DAQ jsou shodné.

2. Je dán obdélník ABCD. Dokažte, že průsečík P kružnic sestrojených nad průměry AB
a AD (P ̸= A) leží na úsečce BD.
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3. Najděte nejmenší přirozené číslo k takové, že každá k-prvková množina trojmístných
po dvou nesoudělných čísel obsahuje aspoň jedno prvočíslo.

Řešení. Ke konstrukci množiny po dvou nesoudělných trojmístných složených čísel
s velkým počtem prvků můžeme využít toho, že mocniny dvou různých prvočísel jsou
nesoudělné. Množina

{27, 35, 53, 73, 112, 132, 172, 192, 232, 292, 312}

obsahuje 11 po dvou nesoudělných trojmístných čísel a není v ní žádné prvočíslo. Pro
další prvočíslo 37 už platí 372 > 1 000, takže každé složené trojmístné číslo je dělitelné
aspoň jedním prvočíslem menším než 37.
Dokážeme, že každá aspoň dvanáctiprvková množina po dvou nesoudělných troj*

místných čísel už obsahuje prvočíslo. Množinu všech složených trojmístných čísel lze
rozdělit na 11 podmnožin A2, A3, A5, A7, A11, A13, A17, A19, A23, A29, A31, kde Ai

obsahuje ta čísla, jejichž nejmenším prvočinitelem je číslo i. Každá dvě různá čísla z téže
množiny Ai jsou soudělná. Nechť množina B trojmístných po dvou nesoudělných čísel
má aspoň 12 prvků. Kdyby v B byla pouze složená čísla, podle Dirichletova principu
by B obsahovala dvě čísla z téže množiny Ai; tato čísla by ale byla soudělná. Proto
množina B musí obsahovat aspoň jedno prvočíslo.
Hledané nejmenší číslo k je tedy 12.

Návodné a doplňující úlohy:
1. Ukažte, že při zkoumání, zda je dané přirozené číslo N prvočíslo, stačí prověřit jeho
dělitelnost prvočísly p !

√
N .

2. Najděte nejmenší přirozené číslo n s následující vlastností: Zvolíme-li libovolně n růz-
ných čísel z množiny {1, 2, . . . , 100}, jsou mezi nimi dvě taková, jejichž rozdíl je a) 11;
b) 13. [a) 56; b) 53]

3. Na večírku je 20 lidí.Dokažte, že jsou mezi nimi dva, kteří mají mezi ostatními účastníky
večírku stejný počet přátel (přátelství je symetrické: je-li A přítelem B, potom B je
přítelem A).

4. Určete nejmenší přirozené číslo n s následující vlastností: Zvolíme-li libovolných n při-
rozených čísel menších než 2 006, jsou mezi nimi dvě taková, že podíl součtu a rozdílu
jejich druhých mocnin je větší než 3. [21; 55–B–I–6]

4. V libovolném trojúhelníku ABC označme T těžiště, D střed strany AC a E střed
strany BC. Najděte všechny pravoúhlé trojúhelníky ABC s přeponou AB, pro něž
je čtyřúhelník CDTE tečnový.

Řešení. Konvexní čtyřúhelník je tečnový, právě když součty délek jeho protilehlých
stran jsou stejné.
V pravoúhlém trojúhelníku ABC s přeponou AB označme a = |BC|, b = |AC|

(obr. 3). Podle Pythagorovy věty platí

|BD| =
√
|BC|2 + |CD|2 =

√
a2 +

( b

2

)2
, |AE| =

√
b2 +

(a

2

)2
.

Protože těžiště trojúhelníku dělí těžnici v poměru 1 : 2, je

|TD| = 1
3
|BD| = 1

3

√
a2 +

( b

2

)2
, |TE| = 1

3
|AE| = 1

3

√
b2 +

(a

2

)2
.

4



B C

A

D

E

T

Obr. 3
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T

Obr. 4

Čtyřúhelník CDTE je tečnový, právě když |CD|+ |TE| = |EC|+ |TD|, tedy právě když

b

2
+
1
3

√
b2 +

(a

2

)2
=

a

2
+
1
3

√
a2 +

( b

2

)2
.

Je-li a = b, rovnost zřejmě platí.
Je-li a > b, je a2 + 14b

2 > b2 + 14a
2, takže

b

2
+
1
3

√
b2 +

(a

2

)2
<

a

2
+
1
3

√
a2 +

( b

2

)2
.

Podobně je-li a < b, je

b

2
+
1
3

√
b2 +

(a

2

)2
>

a

2
+
1
3

√
a2 +

( b

2

)2
.

Čtyřúhelník CDTE je tedy tečnový, právě když je trojúhelník ABC rovnoramenný.

Jiné řešení. Označíme-li běžným způsobem a, b, c strany daného trojúhelníku a
ta, tb, tc délky jeho těžnic, bude čtyřúhelník CDTE tečnový, právě když

1
2
a+
1
3
tb =

1
2
b+
1
3
ta neboli

1
2
(a − b) =

1
3
(ta − tb). (1)

Ukážeme, že uvedená rovnost platí, právě když a = b.
V libovolném trojúhelníku ABC totiž platí

a < b, právě když ta > tb. (2)

To je zřejmé z toho, že těžiště T uvažovaného trojúhelníku leží ve stejné polorovině
určené osou strany AB jako vrchol C (obr. 4), přičemž |TA| = 2

3 ta, |TB| = 2
3 tb.

Je-li a = b, rovnost (1) platí. Naopak je-li např. a < b, je podle (1) a (2)

0 >
1
2
(a − b) =

1
3
(ta − tb) > 0,

což nelze. Proto a = b.
Čtyřúhelník CDTE je tečnový, právě když je (pravoúhlý) trojúhelník ABC rovno*

ramenný.
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Návodné a doplňující úlohy:
1. Dokažte, že konvexní čtyřúhelník ABCD je tečnový, právě když |AB|+ |CD| = |BC|+
+ |DA|.

2. Dokažte, že v trojúhelníku ABC platí va < vb, právě když ta < tb. [Obě nerovnosti
jsou ekvivalentní s a > b.]

3. V rovnoramenném trojúhelníku ABC má základna AB délku c = 4 a rameno AC
délku 7. Vypočítejte délky těžnic. [ta = tb =

9
2 , tc =

√
45]

5. Najděte všechny dvojice (p, q) reálných čísel takové, že mnohočlen x2 + px + q je
dělitelem mnohočlenu x4 + px2 + q.

Řešení. Dělením mnohočlenu x4 + px2 + q mnohočlenem x2 + px+ q zjistíme, že
platí

x4+ px2+ q = (x2+ px+ q)(x2− px+ p2 + p− q)+ (2pq − p3− p2)x+ q− p2q− pq+ q2.

Mnohočlen x2 + px + q je dělitelem mnohočlenu x4 + px2 + q, právě když je zbytek
(2pq − p3 − p2)x+ q − p2q − pq + q2 nulový mnohočlen, tedy právě když platí současně

2pq − p3 − p2 = p(2q − p2 − p) = 0

a
q − p2q − pq + q2 = q(1− p2 − p+ q) = 0.

Je-li p = 0, potom q = 0 nebo q = −1.
Je-li q = 0, potom p = 0 nebo p = −1.
Je-li p ̸= 0 i q ̸= 0, potom musí platit 2q − p2 − p = 0 a 1 − p2 − p + q = 0.

Z druhé rovnice vyjádříme q = p2 + p − 1. Po dosazení do první rovnice máme 2p2 +
+ 2p − 2− p2 − p = p2 + p − 2 = (p+ 2)(p − 1) = 0 a odtud p = 1, q = 1 nebo p = −2,
q = 1.
Vyhovuje tedy pět dvojic (p, q), a to (0, 0), (0,−1), (−1, 0), (1, 1), (−2, 1).
Jiné řešení. Mnohočlen x2 + px+ q je dělitelem mnohočlenu x4 + px2 + q, právě

když existují taková reálná čísla a a b, že

x4 + px2 + q = (x2 + px+ q)(x2 + ax+ b) =

= x4 + (a+ p)x3 + (b+ ap+ q)x2 + (bp+ aq)x+ bq.

Porovnáním koeficientů dostaneme podmínky

a+ p = 0, (1)

b+ ap+ q = p, (2)

bp+ aq = 0, (3)

bq = q. (4)

Jestliže q = 0, potom podle (3) p = 0 nebo b = 0. Dosazením b = 0 do (2) s využitím
(1) dostaneme −p2 = p, takže kromě p = 0 vyhovuje i p = −1.
Jestliže q ̸= 0, vyplývá ze (4) b = 1. Vztahy (3) a (1) potom dávají p−pq = 0, tedy

p = 0 nebo q = 1. V prvním případě musí být podle (2) q = −1, ve druhém 1−p2+1 = p
a odtud p = 1 nebo p = −2.
Vyhovuje tedy pět dvojic (p, q), a to (0, 0), (0,−1), (−1, 0), (1, 1), (−2, 1).
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Návodné a doplňující úlohy:
1. Dokažte, že pro každé a je mnohočlen x4 + (1− a)x3 + x2 + a dělitelný mnohočlenem

x2 − ax+ a.
2. Zjistěte, pro kterou hodnotu parametru a je mnohočlen 2x3 + 4x2 + 2ax+ 9 dělitelný
mnohočlenem x2 − x − a. [a = − 32 ]

3. Najděte společné kořeny mnohočlenů x4+2x3+x2−9 a x4−3x2+4x−3. [− 12±
1
2

√
13]

6. Je dána úsečka AA0 a přímka p. Sestrojte trojúhelník s vrcholem A a výškou AA0,
jehož těžiště a střed kružnice opsané leží na přímce p.

Řešení. Předpokládejme, že ABC je hledaným trojúhelníkem. Jeho strana BC
leží na přímce q, která prochází bodem A0 a je kolmá na úsečku AA0. Na této přímce
leží i střed D strany BC. Těžiště T je obrazem bodu D ve stejnolehlosti se středem
A a koeficientem 2

3 , leží proto na přímce q′, která je obrazem přímky q ve zmíněné
stejnolehlosti. Střed S opsané kružnice leží na ose o strany BC čili na přímce, která
prochází bodem D a je rovnoběžná s úsečkou AA0 (obr. 5).

B C

A

D

T

A0

S

k

q

q′

p

o

Obr. 5

Konstrukce: Bodem A0 vedeme přímku q kolmou na úsečku AA0. Sestrojíme ob*
raz q′ přímky q ve stejnolehlosti se středem A a koeficientem 2

3 . Označíme T průsečík
přímky q′ s přímkou p a D průsečík přímky AT s přímkou q. Bodem D vedeme rovno*
běžku o s AA0 a její průsečík s přímkou p označíme S. Průsečíky kružnice k se středem S
a poloměrem |SA| s přímkou q jsou vrcholy B a C hledaného trojúhelníku.
Důkaz : Úsečka AA0 je kolmá na stranu BC, je to tedy výška trojúhelníku ABC.

Bod S ležící na přímce p je středem kružnice opsané trojúhelníku ABC. Ze shodnosti
trojúhelníků BDS a CDS (Ssu) vyplývá, že D je střed strany BC. Proto je AD těžnice
a T těžiště trojúhelníku ABC (platí totiž |AT | = 2

3 |AD|).
Diskuse: Není-li přímka p rovnoběžná s úsečkou AA0 ani na ni kolmá, jsou body

T a S jednoznačně určeny. V tom případě má úloha právě jedno řešení (až na označení
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bodů B a C), pokud kružnice k protíná přímku q ve dvou různých bodech; neprotíná-li
k přímku p ve dvou různých bodech, nemá úloha řešení.
Je-li úsečka AA0 částí přímky p, není bod S jednoznačně určen; vyhovují všechny

rovnoramenné trojúhelníky se základnouBC, která má střed v boděA0. Je-li úsečka AA0
rovnoběžná s přímkou p, ale neleží na ní, nemá úloha řešení.
Je-li přímka p kolmá na úsečku AA0, má úloha řešení pouze tehdy, jsou-li přímky

q′ a p totožné. To nastane, jestliže přímka p protíná úsečku AA0 v bodě V , pro nějž
platí |AV | = 2|A0V |. V takovém případě můžeme bod T zvolit na p kdekoliv a úloha
má nekonečně mnoho řešení.

Návodné a doplňující úlohy:
1. Dokažte, že v každém nerovnostranném trojúhelníku leží ortocentrum V , těžiště T
a střed S opsané kružnice na jedné přímce, přičemž T leží mezi V a S a platí |TV | =
= 2|ST |. (Přímka, na níž leží body S, T a V , se nazývá Eulerova přímka.)

2. Jsou dány body A, D a V . Sestrojte trojúhelník ABC, v němž D je střed strany BC
a V průsečík výšek.

8



56. ročník matematické olympiády

Úlohy krajského kola kategorie B

1. Určete reálná čísla a, b, c tak, aby mnohočlen x4 + ax2 + bx+ c byl dělitelný mnoho$
členem x2 + x+ 1 a přitom součet a2 + b2 + c2 byl co nejmenší.

2. Je dán trojúhelník ABC se stranou BC délky 22 cm a stranou AC délky 19 cm, jehož
těžnice ta, tb jsou navzájem kolmé. Vypočítejte délku strany AB.

3. Přirozené číslo nazveme vlnitým, pokud pro každé tři po sobě jdoucí číslice a, b, c jeho
desítkového zápisu platí (a − b)(b − c) < 0. Dokažte, že z číslic 0, 1, . . . , 9 je možno
sestavit více než 25 000 desetimístných vlnitých čísel, která obsahují všechny číslice od
nuly do devítky (číslice 0 nemůže být na prvním místě).

4. Je dán ostroúhlý trojúhelník ABC. Pro libovolný bod L jeho strany AB označme K,
M paty kolmic z bodu L na strany AC, BC. Zjistěte, pro kterou polohu bodu L je
úsečka KM nejkratší.

Krajské kolo kategorie B se koná

v úterý 27. března 2007

tak, aby začalo dopoledne a aby soutěžící měli na řešení úloh
4 hodiny čistého času. Za každou úlohu může soutěžící získat
6 bodů, úspěšným řešitelem je ten žák, který získá 10 bodů
nebo více. Povolené pomůcky jsou psací a rýsovací potřeby,
školní MF tabulky a kalkulátory bez grafického displeje. Tyto
údaje se žákům sdělí před zahájením soutěže.



56. ročník matematické olympiády
Řešení úloh krajského kola kategorie B

1. Dělením mnohočlenu x4 + ax2 + bx+ c mnohočlenem x2 + x+ 1 zjistíme, že platí

x4 + ax2 + bx+ c = (x2 + x+ 1)(x2 − x+ a) + (b − a+ 1)x+ (c − a).

Mnohočlen x4+ax2+bx+c je dělitelný mnohočlenem x2+x+1, právě když je zbytek
při dělení nulový mnohočlen, tedy b−a+1 = 0 a současně c−a = 0; odtud b = a−1, c = a.
Potom

a2 + b2 + c2 = a2 + (a − 1)2 + a2 = 3a2 − 2a+ 1 = 3
(
a − 1
3

)2
+
2
3
.

Tento výraz má nejmenší hodnotu pro a = 1
3 ; snadno dopočítáme b = a − 1 = − 23 ,

c = a = 1
3 .

Jiné řešení.Mnohočlen x4+ax2+ bx+ c je dělitelný mnohočlenem x2+x+1, právě
když existují reálná čísla p, q, pro něž

x4 + ax2 + bx+ c = (x2 + x+ 1)(x2 + px+ q).

Roznásobením pravé strany a porovnáním odpovídajících koeficientů dostaneme čtyři rov$
nice p + 1 = 0, q + p + 1 = a, q + p = b, q = c. Z nich vyjádříme p = −1, q = a, c = a,
b = a − 1 a pokračujeme jako v prvním řešení.
Za úplné řešení udělte 6 bodů. Dejte dva body za rovnost x4+ax2+bx+c = (x2+x+1)(x2−x+a)+(b−
−a+1)x+(c−a), jeden bod za vyjádření dvou z neznámých a, b, c pomocí třetí z nich, dva body za úpravu
výrazu a2 + b2 + c2 na tvar 3a2 − 2a+ 1 = 3

(
a − 1

3

)2
+ 2
3 (nebo 3

(
b+ 2

3

)2
+ 2
3 ) a jeden bod za správné

určení čísel a, b, c. Podobně udělte jeden bod za rovnost x4 + ax2 + bx + c = (x2 + x + 1)(x2 + px + q),
jeden bod za soustavu rovnic p + 1 = 0, q + p + 1 = a, q + p = b, q = c, jeden bod za vyjádření c = a,
b = a − 1 a dále jako v prvním řešení.

A B

C

D
E

T

2x

x

2y

y

Obr. 1

2. OznačmeD střed stranyAC,E střed strany BC a T
těžiště trojúhelníku ABC (obr. 1). Označíme-li dále 3x a 3y
délky těžnic ta a tb, máme |AT | = 2x, |ET | = x, |BT | = 2y,
|DT | = y. Ze zadání plyne, že trojúhelníky ATD, BET ,
ABT jsou pravoúhlé, takže podle Pythagorovy věty platí

(2x)2 + y2 =
( b

2

)2
,

x2 + (2y)2 =
(a

2

)2
,

(2x)2 + (2y)2 = c2.

Sečtením prvních dvou rovnic dostaneme 5(x2 + y2) =
= 1
4 (a

2 + b2) a po dosazení do třetí rovnice máme c2 =
= 4(x2+y2) = 1

5 (a
2+b2). Numericky pak vzhledem k tomu,

že 15 (22
2 + 192) = 169, vychází c = 13 cm.

Za úplné řešení udělte 6 bodů. Jeden bod dejte za využití toho, že těžiště dělí těžnici v poměru 1 : 2,
po jednom bodu za použití Pythagorovy věty pro trojúhelníky ATD, BET , ABT a dva body za výpočet
délky strany AB.



3. Číslice 0, 1, 2, 3 a 4 nazvěme malé (zkráceně m), číslice 5, 6, 7, 8 a 9 naopak velké
(zkráceně v). Pravidelným střídáním malých a velkých číslic vždy vznikne vlnité číslo.
Čísel tvaru vmvmvmvmvm je (5!)2, čísel tvaru mvmvmvmvmv je 4 · 4! · 5!. Těch

vlnitých čísel, která vzniknou pravidelným střídáním malých a velkých číslic, je tedy
5!(5! + 4 · 4!) = 5! · 4! · (5 + 4) = 120 · 24 · 9 = 25 920 > 25 000.

Poznámka. Všech desetimístných vlnitých čísel s vesměs různými číslicemi je 93 106.

Za úplné řešení udělte 6 bodů. Jeden bod dejte za poznatek, že pravidelným střídáním malých a velkých
číslic vznikne vlnité číslo. Po dvou bodech za správné určení počtu vlnitých čísel tvaru vmvmvmvmvm
a tvaru mvmvmvmvmv a jeden bod za dokončení důkazu.

4. Protože jsou úhly LKC a LMC pravé, leží body K a M na Thaletově kružnici
nad průměrem CL (obr. 2). Podle věty o obvodovém úhlu přísluší tětivě KM středový

A B

C

K

L

M
P

S

γ

Obr. 2

úhel velikosti 2γ, proto |KM | = |CL| sin γ (v pravoúhlém trojúhelníku KPS, kde P je
střed úsečky KM a S střed úsečky CL, je totiž |KS| = 1

2 |CL|, | KSP | = γ). Úsečka KM
je tedy nejkratší, právě když je nejkratší úsečka CL; to nastává právě tehdy, je-li L pata
výšky z vrcholu C na stranu AB.

Za úplné řešení udělte 6 bodů. Dva body dejte za poznatek, že body K a M leží na Thaletově kružnici
nad průměrem CL, dva body za důkaz rovnosti |KM | = |CL| sin γ a dva body za určení polohy bodu L.



56. ročník matematické olympiády

Úlohy klauzurní části školního kola kategorie B

1. Určete všechny dvojice reálných čísel a a b, pro něž je mnohočlen x4+ax2+b dělitelný
mnohočlenem x2 + bx+ a.

2. V trojúhelníku ABC označme D střed strany BC, E střed strany AC a T těžiště.
Je-li strana BC delší než strana AC, má kružnice vepsaná trojúhelníku BDT menší
poloměr než kružnice vepsaná trojúhelníku ATE. Dokažte.

3. Najděte nejmenší přirozené číslo n, pro které je podíl
n2 + 15n
33 000

přirozené číslo.

Klauzurní část školního kola kategorie B se koná

ve čtvrtek 25. ledna 2007

tak, aby začala dopoledne a aby soutěžící měli na řešení úloh
4 hodiny čistého času. Za každou úlohu může soutěžící získat
6 bodů, úspěšným řešitelem je ten žák, který získá 10 bodů
nebo více. Povolené pomůcky jsou psací a rýsovací potřeby,
školní MF tabulky a kalkulátory bez grafického displeje. Tyto
údaje se žákům sdělí před zahájením soutěže.



56. ročník matematické olympiády
Řešení úloh klauzurní části školního kola kategorie B

1. Vydělením mnohočlenu x4 + ax2 + b mnohočlenem x2 + bx+ a zjistíme, že

x4 + ax2 + b = (x2 + bx+ a)(x2 − bx+ b2) + (ab − b3)x+ (b − ab2).

Mnohočlen x4 + ax2 + b je dělitelný mnohočlenem x2 + bx + a, právě když je zbytek
(ab− b3)x+(b−ab2) nulový mnohočlen, tedy ab− b3 = b(a− b2) = 0 a současně b−ab2 =
= b(1− ab) = 0. Je-li b = 0, jsou obě podmínky splněny. Pro b ̸= 0 musí platit a − b2 = 0
a 1− ab = 0. Odtud a = b2, 1− b3 = 0, a tedy a = b = 1.
Závěr. Mnohočlen x4+ax2+ b je dělitelný mnohočlenem x2+ bx+a právě tehdy, je-li

b = 0 (a a libovolné) nebo a = b = 1.

Jiné řešení.Mnohočlen x4+ax2+b je dělitelný mnohočlenem x2+bx+a, právě když
existují taková reálná čísla p, q, že x4+ax2+b = (x2+bx+a)(x2+px+q). Roznásobením
a porovnáním koeficientů dostaneme soustavu rovnic

p+ b = 0, q + bp+ a = a, ap+ bq = 0, aq = b.

Z první rovnice vyjádříme p = −b a z druhé q = −bp = b2, dosazením do třetí a čtvrté
máme −ab+ b3 = 0, ab2 = b. Řešení dokončíme stejně jako v předchozím případě.

Za úplné řešení udělte 6 bodů. Za správné nalezení zbytku při dělení dejte 2 body. Další 2 body za
soustavu rovnic ab − b3 = 0, b − ab2 = 0 a 2 body za její vyřešení. Podobně udělte 2 body za rovnici
x4 + ax2 + b = (x2 + bx + a)(x2 + px + q), 2 body za soustavu p + b = 0, q + bp + a = a, ap + bq = 0,
aq = b a 2 body za její vyřešení. Za uhodnutí řešení b = 0 dejte jeden bod.

2. Poloměr kružnice vepsané trojúhelníku je podílem jeho obsahu a polovičního ob)
vodu.
Trojúhelníky ADE a BDE mají zřejmě stejný obsah, protože mají společnou stra)

nu DE a shodnou výšku na ni (AB je rovnoběžné s DE). Stejný obsah tedy mají i trojúhel)
níky ATE a BDT , protože obsahy obou trojúhelníků se od obsahu zmíněných trojúhelníků
liší právě o obsah „společného* trojúhelníku DET (obr. 1).

A B

C

T

DE

p

Obr. 1

Označme p osu úsečky AB. Je-li strana BC delší než strana AC, leží bod C v téže
polorovině s hraniční přímkou p jako bod A. Proto v této polorovině leží i těžiště T . Jeho



vzdálenost od bodu A rovná 23 ta je tedy menší než jeho vzdálenost od bodu B rovná 23 tb.
To znamená, že ta < tb. Trojúhelník ATE má obvod o1 = 1

2b+
1
3 tb+

2
3 ta, trojúhelník BDT

má obvod o2 = 1
2a+

1
3 ta +

2
3 tb. Z nerovností b < a a ta < tb proto vyplývá

o2 − o1 =
1
2
(a − b) +

1
3
(tb − ta) > 0,

neboli o1 < o2.
Trojúhelníky AET a BDT mají stejný obsah a první z nich má menší obvod, proto má

kružnice vepsaná trojúhelníkuAET větší poloměr než kružnice vepsaná trojúhelníkuBDT .

Za úplné řešení udělte 6 bodů. 1 bod udělte za vyjádření poloměru vepsané kružnice pomocí obsahu
a obvodu trojúhelníku, 2 body za důkaz rovnosti obsahů trojúhelníků AET a BDT , 2 body za důkaz
nerovnosti o1 < o2 a 1 bod za odvození nerovnosti mezi poloměry.

3. Číslo n2 + 15n = n(n+ 15) má být dělitelné číslem 33 000 = 23 · 3 · 53 · 11. Kdyby
nebylo n dělitelné třemi, nebylo by třemi dělitelné ani číslo n + 15, a tedy ani součin
n(n + 15). Ze stejného důvodu musí být n dělitelné pěti, a tedy i patnácti. Pišme proto
n = 15k. Aby bylo číslo n(n + 15) = 152k(k + 1) dělitelné číslem 8 · 3 · 53 · 11, musí být
součin k(k + 1) dvou po sobě jdoucích přirozených čísel dělitelný osmi, pěti a jedenácti.
Jeden z činitelů k, k + 1 musí být dělitelný aspoň dvěma z těchto tří čísel, takže musí
být dělitelný některým z čísel 40, 55, 88. Nejmenším takovým číslem je 40. Jedenácti však
není dělitelné ani číslo 40, ani žádný z jeho sousedů 39, 41. Dalším kandidátem je číslo 55,
součin čísel 5 a 11. Je dělitelný osmi některý z jeho sousedů? Ano, větší z nich, takže součin
55 ·56 je dělitelný osmi, pěti i jedenácti; máme tedy k = 55. Hledané nejmenší číslo je tudíž
n = 15k = 825.

Za úplné řešení udělte 6 bodů. 2 body dejte za zdůvodnění toho, že n je dělitelné patnácti; 1 bod za zjištění,
že je potřebné hledat dvě po sobě jdoucí přirozená čísla, jejichž součin je dělitelný pěti, osmi a jedenácti;
1 bod za poznatek, že jedno z hledaných čísel k a k + 1 musí být dělitelné dvěma z čísel 5, 8 a 11; 2 body
pak za správné nalezení nejmenšího n.



2. V pásu mezi rovnoběžkami p, q jsou dány dva různé body M a N . Sestrojte koso-
čtverec nebo čtverec, jehož dvě protější strany leží na přímkách p a q a body M a N
leží po jednom na zbývajících dvou stranách.

Řešení. V kosočtverci (čtverci) jsou vzdálenosti protilehlých stran stejné. Naším
úkolem je tedy vést body M a N rovnoběžky, jejichž vzdálenost je rovna vzdálenosti d
rovnoběžek p a q. Pata P kolmice z boduM ke straně hledaného kosočtverce procházející
bodem N leží na Thaletově kružnici nad průměrem MN a má od boduM vzdálenost d
(obr. 1). Odtud plyne konstrukce:

M
N

l

k P

p

q

Obr. 1

Sestrojíme Thaletovu kružnici k nad průměrem MN a kružnici l se středem M ,
jejíž poloměr je roven vzdálenosti d přímek p a q. Označíme P průsečík kružnic k a l.
Na přímce PN leží jedna ze stran hledaného (koso)čtverce. Protilehlá strana prochází
bodem M a je s přímkou PN rovnoběžná.

Vzniklý rovnoběžník je skutečně kosočtverec nebo čtverec, neboť ze shodnosti výšek
vyplývá shodnost stran.

Diskuse: Existence řešení je podmíněna existencí bodu P . Zřejmě pak nemůže být
NP ∥ q, protože by to znamenalo, že je |MP | < d, takže rovnoběžky procházející
body M , N vždy vytnou požadovaný rovnoběžník. Je-li |MN | > d, mají kružnice k
a l dva různé průsečíky P1 ̸= P2 (obr. 2), takže úloha má dvě řešení. Je-li |MN | = d,
potom P = N ; stranu kosočtverce procházející bodem N sestrojíme jako kolmici na
MN a úloha má jen jedno řešení. V případě |MN | < d nemá úloha řešení.

M
N

l

k P1

P2

p

q

Obr. 2
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Návodné a podobné úlohy:
1. V rovině jsou dány body A, B, přímka p a úsečka délky v. Sestrojte trojúhelník ABC,
jehož vrchol C leží na přímce p a jehož výška na stranu BC má délku v.

2. V rovině je dána přímka p a body M , N , S. Sestrojte pravoúhelník ABCD tak, aby
vrchol A ležel na přímce p, bod M na přímce AB, bod N na přímce BC a aby S
byl průsečík jeho úhlopříček. [Uvažte obrazy přímky p a bodu M v otočení o 90◦ se
středem S, které převede stranu AB na stranu BC.]

3. V rovině jsou dány tři rovnoběžné přímky a, b, c a přímka d s nimi různoběžná. Sestrojte
čtverec ABCD tak, aby A ∈ a, B ∈ b, C ∈ c, D ∈ d. [Sestrojíme nejdřív libovolný
čtverecABCD, který splňuje první tři podmínky: Zvolme bod B ∈ b, vrchol A takového
čtverce pak leží na přímce a a zároveň na přímce c otočené kolem bodu B o 90◦.
Hledaný čtverec dostaneme posunutím ve směru rovoběžek a, b, c, v němž přímka
d′ ∥ d obsahující vrchol D přejde v přímku d.]

3. Jsou-li x a y reálná čísla, pro něž platí x3 + y3 ! 2, potom x+ y ! 2. Dokažte.

Řešení. Tvrzení dokážeme sporem. Připusťme, že platí x+y > 2. Potom y > 2−x,
takže y3 > (2−x)3, neboť funkce s = t3 je v proměnné t rostoucí v celém oboru reálných
čísel. Proto platí

x3 + y3 > x3 + (2− x)3 = 8− 12x+ 6x2 = 6(x − 1)2 + 2 " 2.

To je ve sporu s předpokladem. Tím je tvrzení dokázáno.

Jiné řešení. Dvojčlen x3 + y3 rozložíme na součin (x+ y)(x2 − xy + y2). Kdyby
platilo x+ y > 2, pak bychom pro druhý činitel x2 − xy + y2 měli odhad

x2 − xy + y2 =
1
4
(x+ y)2 +

3
4
(x − y)2 > 1.

Pro výraz x3 + y3 by pak platilo

x3 + y3 = (x+ y)(x2 − xy + y2) > 2 · 1 = 2.

To je opět ve sporu s předpokladem. Tím je tvrzení dokázáno.

Návodné a podobné úlohy:
1. Jsou-li x, y reálná čísla, pro něž platí x+ y > 2, potom x2 + y2 > 2; dokažte. [Tvrzení
plyne z nerovnosti (x+ y)2 ! 2(x2 + y2).]

2. Nechť a, b, c jsou reálná čísla, jejichž součet je větší než 1. Dokažte, že součet jejich
druhých mocnin je větší než 1

3
. [Tvrzení plyne z tzv.Cauchyovy nerovnosti (x+y+z)2 !

! 3(x2+y2+z2), kterou lze ověřit úpravou do tvaru (x−y)2+(x−z)2+(y−z)2 " 0.]
3. Nechť x, y jsou nezáporná čísla, pro něž platí x2+y2 > 2. Dokažte, že potom x3+y3 > 2.
[Potřebnou nerovnost (x2 + y2)3 ! 2(x3 + y3)2 dokážete tak, že rozdíl mezi pravou
a levou stranu upravíte do tvaru (x − y)2(x4 + 2xy3 + 2xy3 + y4).]

4. Najděte všechny pravoúhlé trojúhelníky s délkami stran a, b, c a délkami těžnic ta,
tb, tc, pro něž platí a + ta = b + tb. Uvažujte oba případy, kdy AB je a) přepona,
b) odvěsna.

3



Řešení. a) Nechť a i b jsou odvěsny (obr. 3). Potom podle Pythagorovy věty

ta =

√

b2 +
(a

2

)2

, tb =

√

a2 +
( b

2

)2

,

takže podmínka a+ ta = b+ tb má tvar

a+

√

b2 +
(a

2

)2

= b+

√

a2 +
( b

2

)2

.

A

B a

2

a

2

b

2

b

2

tb

ta

Obr. 3

Protože z nerovnosti a > b vyplývá (viz návodnou úlohu 1) tb > ta, jsou následující
úpravy ekvivalentní:

2a − 2b =
√

4a2 + b2 −
√

4b2 + a2,

4a2 − 8ab+ 4b2 = 5a2 + 5b2 − 2
√

(4a2 + b2)(4b2 + a2),

2
√

4a4 + 17a2b2 + 4b4 = a2 + 8ab+ b2,

16a4 + 68a2b2 + 16b4 = a4 + 16a3b+ 66a2b2 + 16ab3 + b4,

15a4 − 16a3b+ 2a2b2 − 16ab3 + 15b4 = 0.

Mnohočlen na levé straně poslední rovnice je zřejmě dělitelný dvojčlenem a−b (pro
a = b je totiž roven nule). Dělením zjistíme, že výsledný mnohočlen třetího stupně má
opět stejnou vlastnost, takže po opakovaném dělení převedeme zkoumanou rovnici do
součinového tvaru

(a − b)2(15a2 + 14ab+ 15b2) = 0.

Poslední rovnost platí, právě když a = b, protože 15a2 + 14ab + 15b2 > 0 pro každou
dvojici reálných čísel a, b.
V případě a) můžeme postupovat i následovně: Odečtením rovností

t2a = b2 +
(a

2

)2

, t2b = a2 +
( b

2

)2

dostaneme
t2a − t2b =

3
4
(b2 − a2).

4



Na obou stranách poslední rovnice jsou rozdíly druhých mocnin. Převedeme je na součiny
a pak využijeme danou rovnost a+ ta = b+ tb upravenou do tvaru ta − tb = b − a:

(ta − tb)(ta + tb) =
3
4
(b − a)(b+ a),

(b − a)(ta + tb) =
3
4
(b − a)(a+ b).

Kdyby bylo a ̸= b, vyjde ta + tb = 3

4
(a + b); to spolu s rovností ta − tb = b − a

dává ta = 7

8
b − 1

8
a, tedy ta < b, což odporuje tomu, že ta je přepona a b odvěsna téhož

pravoúhlého trojúhelníku (obr. 3). Proto musí platit rovnost a = b.

b) Nechť např. a je přepona (je-li přepona b, stačí strany a, b v následujícím textu
navzájem vyměnit). Potom z Thaletovy a Pythagorovy věty plyne

ta =
a

2
, tb =

√

c2 +
( b

2

)2

=

√

a2 − b2 +
( b

2

)2

,

a rovnost ze zadání má tedy tvar

3a
2
= b+

√

a2 − b2 +
( b

2

)2

.

Protože přepona a je delší než odvěsna b, tedy a > b, jsou následující úpravy ekvivalentní:

3a − 2b =
√

4a2 − 3b2,
9a2 − 12ab+ 4b2 = 4a2 − 3b2,
5a2 − 12ab+ 7b2 = 0,

(a − b)(5a − 7b) = 0,
5a − 7b = 0.

Závěr : Rovnost a + ta = b + tb platí pro pravoúhlé rovnoramenné trojúhelníky
s odvěsnami a = b a pro pravoúhlé trojúhelníky, které mají strany v poměru 5 :

√
24 : 7,

a přitom nejkratší z nich je (třetí) strana c.

Návodné a podobné úlohy:
1. Dokažte, že těžnice obecného trojúhelníku (ať je pravoúhlý či nikoliv) mají stejnou
vlastnost jako jeho výšky: ke kratší straně směřuje delší těžnice. Odvoďte odtud, že
rovnost a+ tb = b+ ta platí, právě když a = b. [Nerovnosti mezi stranami a, b a mezi
částmi těžnic 2

3
ta, 23 tb porovnejte na základě toho, že vrchol C i těžiště T trojúhelníku

ABC leží ve stejné polorovině vyťaté osou strany AB.]
2. Vypočítejte délku těžnice tb trojúhelníku ABC, platí-li a = 96, b = 144, ta = 107.
[Dokažte, že v každém trojúhelníku platí t2a − t2

b
= 3

4
(b2 − a2).]

3. V libovolném trojúhelníku ABC označme T těžiště, D střed strany AC a E střed
strany BC. Najděte všechny pravoúhlé trojúhelníky ABC s přeponou AB, pro něž je
čtyřúhelník CDTE tečnový. [56–B–I–4]
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57. ročník matematické olympiády

Úlohy krajského kola kategorie B

1. Uvažujme dvě kvadratické rovnice

x2 − ax − b = 0, x2 − bx − a = 0

s reálnými parametry a, b. Zjistěte, jaké nejmenší a jaké největší hodnoty může nabývat
součet a + b, existuje-li právě jedno reálné číslo x, které současně vyhovuje oběma
rovnicím. Určete dále všechny dvojice (a, b) reálných parametrů, pro něž uvažovaný
součet těchto hodnot nabývá.

2. V trojúhelníku ABC má úhel α velikost 20◦. Vypočítejte velikosti úhlů β a γ, platí-li
rovnost a+ 2va = b+ 2vb.

3. V rovině je dán rovnoběžník ABCD, jehož úhlopříčka BD je kolmá ke straně AD.
Označme M (M ̸= A) průsečík přímky AC s kružnicí o průměru AD. Dokažte, že osa
úsečky BM prochází středem strany CD.

4. Hokejový turnaj se hraje systémem „každý s každým(. V průběhu turnaje se každá
dvojice družstev střetne právě jednou. Turnaj se odehrává po jednotlivých kolech. Při
sudém počtu družstev sehraje každé v jednom kole jeden zápas, při lichém počtu má
v každém kole jedno z družstev volno. Za remízu dostane každý ze soupeřů po jednom
bodu. Pokud zápas neskončí remízou, dostane vítěz dva body, poražený nezíská žádný
bod. O pořadí v tabulce rozhoduje především počet bodů, při rovnosti bodů pak skóre.
Po odehrání několika kol neměla žádná dvojice družstev stejný počet bodů. Dokažte,
že v tom případě už poslední v tabulce ztratil naději na celkové vítězství. Úlohu řešte
pro turnaj
a) deseti družstev,
b) jedenácti družstev.

Krajské kolo kategorie B se koná

v úterý 1. dubna 2008

tak, aby začalo dopoledne a aby soutěžící měli na řešení úloh
4 hodiny čistého času. Za každou úlohu může soutěžící získat
6 bodů, úspěšným řešitelem je ten žák, který získá 10 bodů
nebo více. Povolené pomůcky jsou psací a rýsovací potřeby,
školní MF tabulky a kalkulátory bez grafického displeje. Tyto
údaje se žákům sdělí před zahájením soutěže.



57. ročník matematické olympiády

Řešení úloh krajského kola kategorie B

1. Odečtením obou daných rovnic dostaneme rovnost (b − a)x + a − b = 0 neboli
(b − a)(x − 1) = 0, odtud plyne b = a nebo x = 1.
Jestliže b = a, mají obě rovnice tvar x2 − ax − a = 0. Právě jedno řešení existuje,

právě když je diskriminant a2+4a nulový. To platí pro a = 0 a pro a = −4. Protože b = a,
má součet a+ b v prvém případě hodnotu 0 a ve druhém případě hodnotu −8.
Jestliže x = 1, dostaneme z daných rovnic a + b = 1, tedy b = 1− a. Rovnice potom

mají tvar

x2 − ax+ a − 1 = 0 a x2 + (a − 1)x − a = 0.

První má kořeny 1 a a−1, druhá kořeny 1 a −a. Právě jedno společné řešení tak dostaneme
vždy s výjimkou případu, kdy a − 1 = −a neboli a = 1

2
, kdy jsou společná řešení dvě.

Závěr. Nejmenší hodnota součtu a + b je −8 a je dosažena pro a = b = −4. Největší
hodnota součtu a + b je 1; této hodnoty je dosaženo pro všechny dvojice (a, 1 − a), kde
a ̸= 1

2
je libovolné reálné číslo.

Za úplné řešení udělte 6 bodů. Jeden bod dejte za odvození podmínky (b = a) ∨ (x = 1), dva body za
vyřešení případu b = a, dva body za vyřešení případu x = 1, jeden bod za správný závěr.

2. Z vyjádření výšek pomocí úhlu γ, tj. va = b sin γ a vb = a sin γ, dostaneme dosaze-
ním do předpokládaného vztahu rovnost a+2b sin γ = b+2a sin γ, která platí, právě když
(a − b)(1− 2 sin γ) = 0.
Jestliže a = b, vychází β = α = 20◦, takže γ = 140◦.
Jinak musí být sin γ = 1

2
, takže γ = 30◦ nebo γ = 150◦; úhel β v obou případech

dopočítáme jako β = 180◦ − α − γ.
Úloha má tři řešení: β = 20◦ a γ = 140◦, β = 130◦ a γ = 30◦, β = 10◦ a γ = 150◦.

Jiné řešení. Dvojím vyjádřením obsahu trojúhelníku ABC dostaneme rovnost ava =
= bvb. Hodnoty ve dvojicích a, 2va a b, 2vb mají tedy stejné součiny a podle zadání i stejné
součty, takže to jsou dvojice kořenů téže kvadratické rovnice, proto {a, 2va} = {b, 2vb}.
V případě va = vb je a = b, a tedy α = β, případ a = 2vb nastane, právě když má γ
velikost 30 nebo 150 stupňů.

Poznámka. Úvahu o zmíněné kvadratické rovnici lze samozřejmě nahradit i přímým
dosazením b = a+2va −2vb do rovnosti ava = bvb; po úpravě vyjde (a−2vb)(va −vb) = 0.

Za úplné řešení udělte 6 bodů, z toho 3 body za nalezení některého ze vztahů vedoucího na výpočet úhlu
gamma. Zbylé tři body dejte za úplnou diskusi všech možností. Za opomenutí tupého úhlu gamma strhněte
bod.

3. Podle Thaletovy věty je úhel AMD pravý, proto je i úhel DMC pravý (obr. 1).
Strany BC a AD jsou rovnoběžné, proto je úhlopříčka BD kolmá i ke straně BC. Body
M a B tedy leží na Thaletově kružnici s průměrem CD. Mají proto od středu úsečky CD
stejnou vzdálenost, takže zmiňovaný střed leží na ose úsečky MB.
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M

Obr. 1

Za úplné řešení udělte 6 bodů. Dva body dejte za zjištění, že úhly DMC a DBC jsou pravé, dva body za
poznatek, že body M a B leží na Thaletově kružnici s průměrem CD a dva body za odtud plynoucí závěr.

4. a) Turnaj se skládá z devíti kol. Má-li každé družstvo jiný počet bodů, musí
mít první v tabulce aspoň o 9 bodů víc než poslední. Na zisk devíti bodů je nezbytné
sehrát aspoň pět zápasů; to znamená, že už muselo proběhnout aspoň 5 kol, takže do
konce turnaje zbývají nejvýše čtyři kola. V nich může poslední v tabulce získat maximálně
8 bodů a prvního už nemůže dostihnout.
b) V turnaji proběhne 11 kol (každé družstvo desetkrát hraje a jednou má volno).Má-li

každé družstvo jiný počet bodů, muselo už být uděleno aspoň 0+1+2+. . .+10 = 55 bodů.
V jednom kole se odehraje 5 zápasů, takže se rozdělí 5 · 2 = 10 bodů. Proto už muselo být
odehráno aspoň 6 kol a do konce jich zbývá nejvýše pět.
Kdyby byl mezi některými sousedy v tabulce větší rozdíl než jednobodový, měl by první

aspoň o 11 bodů víc než poslední a ve zbývajících nejvýše pěti kolech by jím nemohl být
dostižen. Připusťme tedy, že rozdíly mezi sousedy v tabulce jsou pouze jednobodové. Má-li
poslední b bodů (zřejmě 0 ! b < 11), je celkový počet udělených bodů b+(b+1)+(b+2)+
+ . . .+(b+10) = 11b+55. K tomu bylo potřeba odehrát k = 1

10
(11b+55) = b+5+ 1

10
(b+5)

kol. Počet odehraných kol je celé číslo, proto 10 | b+5. Odtud vyplývá b = 5, a tedy k = 11.
To znamená, že jsou odehrána všechna kola a poslední místo v tabulce je definitivní.

Jiné řešení části b). Stejně jako v prvním řešení dokážeme, že už muselo proběhnout
aspoň 6 kol. Mezi prvním a posledním v tabulce je aspoň desetibodový rozdíl. Kdyby
proběhlo kol aspoň 7, zbývala by do konce nejvýš 4 kola a v nich by nemohl poslední
nejméně desetibodový náskok prvního vyrovnat. Předpokládejme tedy, že proběhlo přesně
6 kol, takže bylo rozděleno právě 60 bodů. Kdyby měl poslední v tabulce aspoň jeden bod,
byl by celkový počet udělených bodů alespoň 1 + 2 + 3 + . . . + 11 = 66 > 60. Poslední
tedy musel být bez bodu. Potom ale první musel mít více než 10 bodů, protože v opačném
případě by byl bodový zisk všech družstev 0 + 1 + 2 + . . .+ 10 = 55 < 60. Měl tedy první
před posledním aspoň jedenáctibodový náskok, který už poslední ve zbývajících pěti kolech
nemůže vyrovnat.

Za úplné řešení udělte 6 bodů. Za vyřešení části a) dejte 2 body, z toho jeden bod za zjištění, že už muselo
proběhnout aspoň 5 kol. V části b) jeden bod za důkaz, že už proběhlo aspoň 6 kol, jeden bod za vyřešení
úlohy za předpokladu, že mezi některými sousedy v tabulce je větší rozdíl než jeden bod, a dva body
za vyřešení úlohy v případě jednobodových rozdílů mezi sousedy. Podobně dejte bod (viz jiné řešení) za
důkaz, že poslední nemůže dostihnout prvého, bylo-li už odehráno více než 6 kol, a 2 body za důkaz, že se
to nemůže stát ani tehdy, bylo-li odehráno přesně 6 kol.



57. ročník matematické olympiády

Úlohy klauzurní části školního kola kategorie B

1. Jestliže libovolné prvočíslo vydělíme třiceti, bude zbytkem číslo 1 nebo prvočíslo. Do-
kažte.

2. Určete všechny dvojice (a, b) reálných čísel, pro něž mají rovnice

x2 + (3a+ b)x+ 4a = 0, x2 + (3b+ a)x+ 4b = 0

společný reálný kořen.

3. V rovině jsou dány dvě rovnoběžky p a q, bod A na přímce p a bodM ležící uvnitř pásu
mezi přímkami p a q. Sestrojte kosočtverec nebo čtverec ABCD tak, aby strana AB
ležela na přímce p, strana CD na přímce q a aby úhlopříčka BD procházela bodemM .

Klauzurní část školního kola kategorie B se koná

ve čtvrtek 24. ledna 2008

tak, aby začala dopoledne a aby soutěžící měli na řešení úloh
4 hodiny čistého času. Za každou úlohu může soutěžící získat
6 bodů, úspěšným řešitelem je ten žák, který získá 10 bodů
nebo více. Povolené pomůcky jsou psací a rýsovací potřeby,
školní MF tabulky a kalkulátory bez grafického displeje. Tyto
údaje se žákům sdělí před zahájením soutěže.



57. ročník matematické olympiády

Řešení úloh klauzurní části školního kola kategorie B

1. Libovolné prvočíslo p lze napsat ve tvaru p = 30a+ z, kde a je celé nezáporné a z,
1 ! z ! 29, je zbytek při dělení čísla p třiceti (je-li p prvočíslo, můžeme nulový zbytek
vyloučit).
Jestliže p je prvočíslo menší než 30, je zřejmě z = p také prvočíslo.
Předpokládejme tedy, že p je prvočíslo větší než 30, takže a " 1. Připusťme, že zbytek z

není ani číslo 1, ani prvočíslo, a označme q jeho nejmenší prvočíselný dělitel. Zřejmě platí
q2 ! z < 30 < 72, odkud q < 7 neboli q ∈ {2, 3, 5}. Protože číslo 30 je dělitelné dvěma,
třemi i pěti, je dělitelné prvočíslem q, takže i číslo p = 30a + z je prvočíslem q dělitelné.
Nemůže to tudíž být prvočíslo.

Jiné řešení. Vyjádřeme číslo p ve tvaru p = 30a+ z. Kdyby bylo zbytkem z některé
z čísel 0, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20, 22, 24, 26, 28, bylo by p sudé a přitom větší než 2, takže
by nebylo prvočíslem. Kdyby bylo zbytkem některé z čísel 9, 15, 21, 27, bylo by p dělitelné
třemi a přitom větší než 3 a nemohlo by být prvočíslem. Konečně při zbytku 25 by bylo p
dělitelné pěti a přitom větší než 5, takže ani pak by to nebylo prvočíslo.
Stručněji řečeno: Protože každé složené číslo menší než 30 je soudělné s 30, je zbytkem

prvočísla p při dělení třiceti jednotka nebo prvočíslo.
Za jakékoli vyloučení všech devatenácti zbytků (složených čísel a nuly) dejte 6 bodů. Za vyjádření čísla p
ve tvaru p = 30a + z, kde a je celé nezáporné a z ∈ {0, 1, . . . , 29}, udělte 1 bod; 2 body za postřeh, že
každé složené číslo menší než 30 je dělitelné dvěma, třemi nebo pěti, a další 3 body za správné dokončení
důkazu.

2. Je-li x0 společný kořen obou rovnic, platí

x20 + (3a+ b)x0 + 4a = 0, x20 + (3b+ a)x0 + 4b = 0.

Odečtením těchto rovností dostaneme (2a − 2b)x0 + 4(a − b) = 0, což po úpravě dává
(a − b)(x0 + 2) = 0.
Rozebereme dvě možnosti:
Číslo x0 = −2 je společným kořenem obou rovnic, dosazením do kterékoli z nich

dostaneme 4 − 2a − 2b = 0, tedy b = 2 − a. Pro takové b mají obě rovnice při libovolné
hodnotě parametru a společný kořen −2.
Jestliže a = b, mají obě dané rovnice stejný tvar x2 + 4ax + 4a = 0. Aspoň jeden

kořen (samozřejmě společný) existuje, právě když je diskriminant 16a2 − 16a nezáporný,
tedy právě když a /∈ (0, 1).
Závěr : Dané rovnice mají aspoň jeden společný kořen pro všechny dvojice tvaru

(a, 2− a), kde a je libovolné, a pro všechny dvojice (a, a), kde a /∈ (0, 1).
Za úplné řešení udělte 6 bodů. Za odvození podmínky (a− b)(x0+2) = 0 dejte 2 body, 2 body za správné
rozebrání možnosti a = b, 2 body za nalezení řešení b = 2− a.

3. Ze shodnosti trojúhelníků ABM a CBM (sus) vyplývá |CM | = |AM |; bod C proto
musí ležet na kružnici se středem M a poloměrem |AM | (obr. 1). Úhlopříčky (koso)čtverce
jsou na sebe kolmé, proto body B a D leží na kolmici vedené bodem M na přímku AC.
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Obr. 1

Konstrukce: Sestrojíme kružnici k se středem M a poloměrem |AM |. Průsečík této
kružnice s přímkou q je bod C. Bodem M vedeme kolmici na přímku AC. Její průsečíky
s přímkami p a q jsou body B a D (obr. 2). Sestrojený čtyřúhelník má zřejmě všechny
požadované vlastnosti.

M
A B1 B2

C1C2 D1D2

p

q
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Obr. 2

Diskuse: Je-li vzdálenost bodu M od přímky q větší než jeho vzdálenost od bodu A,
nemá kružnice k s přímkou q společný bod a úloha nemá řešení.
Má-li bod M stejnou vzdálenost od přímky q jako od bodu A, má kružnice k s přím-

kou q jediný společný bod C. Pokud zároveň bodM neleží na ose pásu mezi rovnoběžkami
p a q, není přímka AC kolmá na p, proto kolmice vedená bodem M na přímku AC není
s přímkou p rovnoběžná a úloha má jedno řešení; pokud ale bod M leží na ose pásu (je to
tedy průsečík osy pásu s kolmicí k přímce p vedenou bodem A), nemá úloha řešení.
Je-li vzdálenost bodu M od přímky q menší než jeho vzdálenost od bodu A, protíná

kružnice k přímku q ve dvou bodech. Pokud bod M leží na ose pásu mezi rovnoběžkami
p a q, leží jeden z průsečíků na kolmici vedené bodem A na přímku p a úloha má jedno
řešení; neleží-li M na ose pásu, má úloha dvě řešení.

Udělte 2 body za sestrojení bodu C, 2 body za nalezení bodů B a D a 2 body za úplnou diskusi. Důkaz
správnosti konstrukce je u všech tří uváděných řešení natolik zřejmý, že může chybět v jinak úplných
řešeních hodnocených 6 body.

Jiné řešení. Průsečík S úhlopříček (koso)čtverce ABCD musí ležet na ose pásu mezi
rovnoběžkami p a q.
Leží-li bod M na ose pásu, musí platit S = M ; bod C je potom průsečík přímek AS



a q, B a D jsou průsečíky kolmice k přímce AC vedené bodem M s přímkami p a q. Je-li
přitom AM ⊥ p, nemá úloha řešení, jinak má jedno řešení.
Neleží-li M na ose pásu, je úhel ASM pravý. Proto je bod S průsečíkem osy pásu

s Thaletovou kružnicí nad průměrem AM . Body C, B, D potom najdeme stejně jako
v předchozím řešení. Podle počtu společných bodů osy pásu a Thaletovy kružnice má
potom úloha dvě řešení, jedno řešení nebo nemá žádné řešení.

Za poznatek, že bod S leží na ose pásu, udělte 1 bod. Za vyřešení úlohy pro případ, kdy M leží na ose
pásu, dejte 2 body (z toho 1 bod za diskusi). Za vyřešení úlohy pro případ, kdy M na ose pásu neleží,
dejte 3 body (z toho 1 bod za diskusi).

Jiné řešení. Bod M leží na ose úhlu ADC, proto má od přímek AD a q stejnou
vzdálenost. Přímka AD je tedy tečnou kružnice, která má střed M a dotýká se přímky q.
Konstrukce: Sestrojíme kružnici h se středem M , která se dotýká přímky q. Vrchol D

hledaného (koso)čtverce je průsečík přímky q s tečnou kružnice h procházející bodem A.
Body B a C potom už najdeme snadno.
Diskuse: Má-li bod M od bodu A menší vzdálenost než od přímky q, neprochází

bodem A žádná tečna kružnice h a úloha nemá řešení.
Má-li bodM od bodu A stejnou vzdálenost jako od přímky q, leží bod A na kružnici h

a prochází jím jedna tečna této kružnice. Pokud přitom bod M leží na ose pásu mezi
rovnoběžkami p a q, je touto tečnou přímka p, která přímku q neprotíná, a úloha nemá
řešení. Pokud ale bod M na ose pásu neleží, tečna je s přímkou q různoběžná a úloha má
jedno řešení.
Má-li bodM od bodu A větší vzdálenost než od přímky q, existují dvě tečny kružnice h

procházející bodem A. Pokud přitom bod M leží na ose pásu, je jednou z tečen přímka p
a úloha má jedno řešení; pokud bod M na ose pásu neleží, jsou obě tečny s q různoběžné
a úloha má dvě řešení.

Udělte 3 body za sestrojení bodu D, 1 bod za dokončení konstrukce a 2 body za diskusi.



3. Na straně BC, resp. CD rovnoběžníku ABCD určete body E, resp. F tak, aby
úsečky EF , BD byly rovnoběžné a trojúhelníky ABE, AEF a AFD měly stejné
obsahy.

Řešení. Označme a velikost stran AB a CD a v vzdálenost jejich přímek, která
je zároveň rovna výšce trojúhelníku AFD z vrcholu A (obr. 1). Z podmínky EF ∥ BD
podle věty uu vyplývá, že trojúhelníky BCD a ECF jsou podobné; označme k ∈ (0, 1)
koeficient jejich podobnosti. Jakmile ho vypočteme, bude úloha vyřešena.

A B

CD

E

F(1− k)a ka

a

v

kv

Obr. 1

Protože |FC| = ka, |FD| = (1−k)a a výšky trojúhelníků ECF ,ABE ze společného
vrcholu E mají velikosti kv, resp. (1− k)v, pro obsahy trojúhelníků AFD a ABE platí

SAFD =
(1− k)av

2
=

a(1− k)v
2

= SABE ,

takže oba obsahy se rovnají pro libovolné k ∈ (0, 1). Protože obsah trojúhelníku ECF
má hodnotu SECF = 1

2
ka · kv = 1

2
k2av a obsah celého rovnoběžníku ABCD je dán

vzorcem SABCD = av, můžeme obsah trojúhelníku AEF vyjádřit takto:

SAEF = SABCD − SABE − SECF − SAFD =

= av
(

1− 1

2
(1− k)− 1

2
k2 − 1

2
(1− k)

)

= av
(

k − 1

2
k2

)

.

Obsahy trojúhelníků ABE, AFD proto budou shodné s obsahem trojúhelníku AEF ,
právě když bude platit

1

2
(1− k) = k − 1

2
k2 neboli k2 − 3k + 1 = 0.

Tato kvadratická rovnice má kořeny

k1,2 =
3±

√
5

2
,

z nichž podmínce k ∈ (0, 1) vyhovuje pouze kořen k = 1

2

(

3 −
√
5
)

. Dodejme, že pro
takové k platí

1− k =

√
5− 1
2

=
k

1− k
.
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Odpověď. Hledané body E, F jsou určeny poměry

|CE| : |EB| = |CF | : |FD| =
(
√
5− 1

)

: 2.

Poznámka. Rovnost (1 − k) : 1 = k : (1 − k) ze závěru řešení znamená, že body
E, F dělí příslušné strany rovnoběžníku v tzv. zlatém poměru. Vyjadřují to rovnosti

|CE| : |EB| = |EB| : |BC| a |CF | : |FD| = |FD| : |DC|.

Návodné a doplňující úlohy:
1. Základna AB lichoběžníku ABCD je třikrát delší než základna CD. OznačmeM střed
strany AB a P průsečík úsečky DM s úhlopříčkou AC. Vypočítejte poměr obsahů
trojúhelníku CDP a čtyřúhelníku MBCP . [55–C–II–1]

2. Je dán lichoběžník ABCD (AB ∥ CD) s jednotkovým obsahem, pro který platí |AB| =
= 2|CD|. Označme K, L po řadě středy stran BC a CD. Najděte obsah trojúhelníku
AKL. [Obsahy trojúhelníků ABK, CLK a ADL jsou po řadě 1

3
, 1
12
a 1
6
, tedy obsah

trojúhelníku AKL je 5

12
.]

3. Je dán rovnoběžník ABCD. Přímka vedená bodem D protíná úsečku AC v bodě G,
úsečku BC v bodě F a polopřímku AB v bodě E tak, že trojúhelníky BEF a CGF
mají stejný obsah. Určete poměr |AG| : |CG|. [54–B–I–2]

4. Na desce 7×7 hrajeme hru lodě. Nachází se na ní jedna loď 2×3. Můžeme se zeptat
na libovolné políčko desky, a pokud loď zasáhneme, hra končí. Pokud ne, ptáme se
znovu. Určete nejmenší počet otázek, které potřebujeme, abychom jistě loď zasáhli.

Řešení. Podle obr. 2 můžeme na desku umístit 8 disjunktních obdélníků 2 × 3
(střední políčko desky zůstane prázdné). Abychom jistě zasáhli loď, musíme se zeptat
na alespoň jedno políčko v každém z osmi vyznačených obdélníků, proto je nutný počet
otázek alespoň 8.
Na obr. 3 je uveden příklad výběru osmi polí, na která se stačí ptát, aby se už mimo

ně nedala na desku umístit žádná loď 2× 3. Proto těchto 8 otázek k zasažení lodě vždy
stačí.

Obr. 2 Obr. 3

Z obou uvedených úvah plyne následující závěr.
Odpověď. Nejmenší počet otázek, které potřebujeme, abychom jistě loď zasáhli, je

právě 8.
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Návodné a doplňující úlohy:
1. Na desce n×n hrajeme hru lodě. Nachází se na ní jedna loď 2×3. Můžeme se zeptat na
libovolné políčko desky, a pokud loď zasáhneme, hra končí. Pokud ne, ptáme se znovu.
Určete nejmenší počet otázek, které potřebujeme, abychom jistě loď zasáhli. Úlohu řešte
pro n = 3, 4, 5. [1, 2, 4]

2. Předchozí úlohu řešte pro jednu loď 2 × 2 na desce 8× 8 a na desce 7× 7. [16, 12]
3. Určete nejmenší přirozené číslo k s vlastností: když vybereme k různých čísel z množiny

{1, 2, . . . , 1999}, potom mezi nimi existují dvě, jejichž součet je 2000. [49–C–S–1]
4. Určete nejmenší přirozené číslo k s vlastností: když vybereme k různých čísel z množiny

{1, 2, . . . , 2000}, potom mezi nimi existují dvě, jejichž součet nebo rozdíl je 667. [49–
A–S–3]

5. Zjistěte nejmenší přirozená čísla k, pro něž platí jednotlivá tvrzení a), b) a c): Obsadí-
me-li figurkami libovolných k polí šachovnice 8× 8, pak budou obsazena některá
a) tři sousední pole některého řádku,
b) tři sousední pole některé šikmé řady,
c) čtyři sousední pole některého řádku nebo sloupce.

Šikmou řadou rozumíme takovou skupinu polí, jejichž úhlopříčky jednoho z obou směrů
leží na jedné a téže přímce. [49–C–I–3]

6. Dokažte, že na šachovnici 8×8 nelze rozmístit 7 střelců tak, aby všechna pole šachovnice
byla ohrožena. Dále ukažte, že lze na šachovnici rozmístit 8 střelců tak, aby každé
neobsazené pole šachovnice bylo ohroženo některým ze střelců. [37–B–II–2, 37–B–S–1]

7. Jaký největší počet králů lze umístit na šachovnici 8 × 8, aby se žádní dva navzájem
nehrožovali? [16. Šachovnici rozdělte na 16 částí 2×2, v každé z nich může být nejvýše
jeden král.]

5. Trojúhelníku ABC je opsána kružnice k. Osa strany AB protne kružnici k v boděK,
který leží v polorovině opačné k polorovině ABC. Osy stran AC a BC protnou
přímku CK po řadě v bodech P a Q. Dokažte, že trojúhelníky AKP a KBQ jsou
shodné.

Řešení. Označme α, β, γ obvyklým způsobem velikosti vnitřních úhlů trojúhelníku
ABC (obr. 4). Bod K leží na ose úsečky AB, proto |AK| = |KB|. Trojúhelník AKB
je rovnoramenný se základnou AB, jeho vnitřní úhly při vrcholech A a B jsou tudíž

A B

C

K

P

Q

αβ

γ

γ

γ
2

γ
2

γ
2

Obr. 4
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shodné. Podle věty o obvodových úhlech jsou shodné i úhly BCK a BAK, resp. ACK
a ABK, jsou proto shodné i úhly BCK a ACK. Polopřímka CK je tudíž osou úhlu
ACB:

| ACK| = | BCK| =
γ

2
.

Protože bod P leží na ose strany AC, je trojúhelník ACP rovnoramenný a jeho vnitřní
úhly při základně AC mají velikost 1

2
γ, takže jeho vnější úhel APK při vrcholu P má

velikost 1
2
γ + 1

2
γ = γ. Stejně tak z rovnoramenného trojúhelníku BCQ usoudíme, že

i velikost úhlu BQK je γ. Podle věty o obvodových úhlech jsou shodné úhly ABC
a AKC, tedy úhel AKC (neboli úhel AKP ) má velikost β a — zcela analogicky — úhel
BKQ má velikost α.
V každém z trojúhelníků AKP a BKQ již známe velikosti dvou vnitřních úhlů

(β, γ, resp. α, γ), takže vidíme, že zbývající úhly KAP a KBQ mají velikosti α, resp. β.
Z předchozího plyne, že trojúhelníky AKP a KBQ jsou shodné podle věty usu,

neboť mají shodné strany AK a KB i obě dvojice k nim přilehlých vnitřních úhlů.
K uvedenému postupu dodejme, že výpočet úhlů KAP a KBQ přes úhly APK

a BQK lze obejít takto: shodnost úhlů KAP a BAC (resp. KBQ a ABC) plyne ze
shodnosti úhlů KAB a PAC (resp. KBA a QBC).

Návodné a doplňující úlohy:
1. Nechť ABC je ostroúhlý trojúhelník. Označme K, L paty výšek z vrcholů A, B, M
střed strany AB a V průsečík výšek trojúhelníku ABC. Dokažte, že osa úhlu KML
prochází středem úsečky V C. [54–B–II–3]

2. V tětivovém čtyřúhelníku ABCD označme L, M středy kružnic vepsaných po řadě
trojúhelníkůmBCA,BCD. Dále označme R průsečík kolmic vedených z bodů L aM po
řadě na přímky AC a BD. Dokažte, že trojúhelník LMR je rovnoramenný. [56–A–III–2]

3. Označme S střed kružnice vepsané trojúhelníku ABC. Dokažte, že střed kružnice
opsané trojúhelníku ABS leží na kružnici opsané trojúhelníku ABC. [Pro bod K z ře-
šení soutěžní úlohy platí |KA| = |KB| = |KS|, neboť S ∈ KC a | KAS| = 1

2
(α+ γ),

takže i | KSA| = 1

2
(α+ γ).]

6. Najděte všechny dvojice celých čísel (m, n), pro něž je hodnota výrazu

m+ 3n − 1
mn+ 2n − m − 2

celé kladné číslo.

Řešení. Nejprve si všimneme, že jmenovatel zlomku lze postupným vytýkáním
rozložit na součin (m + 2)(n − 1). Proto bude výhodné položit a = m + 2, b = n − 1
a pro nová neznámá (nenulová!) celá čísla a, b zkoumat, kdy je hodnota daného výrazu

V =
m+ 3n − 1

mn+ 2n − m − 2
=
(a − 2) + 3(b+ 1)− 1

ab
=

a+ 3b
ab

(jak vyžaduje zadání) celé kladné číslo (používejme dále obvyklý termín přirozené číslo).
Uveďme dva možné přístupy k řešení takové otázky.
Při prvním způsobu využijeme rozkladu

V =
a+ 3b

ab
=
1
b
+
3
a

7



58. ro£ník matematické olympiády

Úlohy krajského kola kategorie B

1. V oboru reáln˝ch £ísel ∞e≤te soustavu rovnic

x+ y = 1,

x� y = a,

�4ax+ 4y = z

2 + 4

o neznám˝ch x, y, z a reálném parametru a.

2. Na desce 5⇥ 5 hrajeme hru lod•. Ze £ty∞ polí desky je vytvo∞ena jedna lo§ n•kterého
z tvar∑

M∑∫eme se zeptat na libovolné pole desky, a pokud lo§ zasáhneme, hra kon£í.
a) Navrhn•te osm polí, na n•∫ se sta£í otázat, abychom m•li jistotu zásahu lod•.
b) Zd∑vodn•te, ∫e ∫ádn˝ch sedm otázek takovou jistotu nedává.

3. Je dán ostroúhl˝ trojúhelník ABC, kter˝ není rovnoramenn .̋ Ozna£me K pr∑se£ík
osy úhlu ACB s osou strany AB. P∞ímka CK protne v˝≤ky z vrchol∑ A a B v bodech,
které ozna£íme po ∞ad• P a Q. P∞edpokládejme, ∫e trojúhelníky AKP a BKQ mají
stejn˝ obsah. Ur£ete velikost úhlu ACB.

4. K libovolnému p∞irozenému £íslu ur£íme jeho zbytky p∞i d•lení ka∫d˝m z deseti p∞iro-
zen˝ch £ísel 2, 3, 4, . . . , 11 a t•chto deset zbytk∑ (n•které mohou b˝t nulové) se£teme.
Ur£ete v≤echna taková £ísla men≤í ne∫ 25 000, která mají uveden˝ sou£et co nejmen≤í.
(Nulu za p∞irozené £íslo nepova∫ujeme.)

Krajské kolo kategorie B se koná

v úter˝ 7. dubna 2009

tak, aby za£alo dopoledne a aby sout•∫ící m•li na ∞e≤ení úloh
4 hodiny £istého £asu. Za ka∫dou úlohu m∑∫e sout•∫ící získat
6 bod∑, úsp•≤n˝m ∞e≤itelem je ten ∫ák, kter˝ získá 10 bod∑
nebo více. Povolené pom∑cky jsou psací a r˝sovací pot∞eby,
≤kolní MF tabulky a kalkulátory bez grafického displeje. Tyto
údaje se ∫ák∑m sd•lí p∞ed zahájením sout•∫e.



3. Ozna£me vnit∞ní úhly v trojúhelníku ABC obvykl˝m zp∑sobem. Ze shodnosti
obvodov˝ch úhl∑ ACK a BCK v kru∫nici opsané trojúhelníku ABC plyne shodnost od-
povídajících t•tiv AK a BK, tak∫e bodK p∑lí ten z oblouk∑ AB, kter˝ le∫í proti vrcholu C

(obr. 3). Podle v•ty o obvodov˝ch úhlech jsou velikosti úhl∑ AKC a BKC po ∞ad• rovny

A B

C

Va

Vb

P

Q

K

↵

�

�
2�

2

Obr. 3

� a ↵. Ozna£me Va, Vb paty v˝≤ek p∞íslu≤n˝ch vrchol∑m A, B trojúhelníku ABC. Proto∫e
ABC je ostroúhl˝ trojúhelník, jsou body Va a Vb vnit∞ní body odpovídajících stran. Velikost
úhlu APK je shodná s velikostí vnit∞ního úhlu p∞i vrcholu P v pravoúhlém trojúhelníku
CPVa, je tedy rovna 90� � 1

2�. Stejnou velikost má analogicky i úhel BQK.
TrojúhelníkyAKP aBKQmají stejn˝ obsah, shodné stranyAK aBK, a tudí∫ i v˝≤ky

na n•, a navíc se shodují i v úhlu proti nim. Z konstrukce trojúhelníku podle dané strany,
v˝≤ky na tuto stranu a protilehlého vnit∞ního úhlu a ze soum•rnosti sestrojen˝ch ∞e≤ení
plyne, ∫e trojúhelník AKP je shodn˝ bu§ s trojúhelníkem KBQ, anebo s trojúhelníkem
BKQ. Jeliko∫ trojúhelník ABC není rovnoramenn˝ (tj. ↵ 6= �), je trojúhelník AKP shodn˝
s trojúhelníkem KBQ. Velikost vnit∞ního úhlu p∞i vrcholu A trojúhelníku PAK je 180��
� � �

�
90� � 1

2�
�
= 90� � � + 12�, tak∫e z uvedené shodnosti plyne

90� � � +
�

2
= ↵ neboli 90� +

�

2
= ↵+ � = 180� � �.

Odtud dostáváme � = 60�. Naopak pokud � = 60�, je | APK| = | BQK| = 60� a troj-
úhelníky AKP a KBQ jsou shodné podle v•ty usu, mají tedy stejn˝ obsah.

Záv•r : Úhel ACB má velikost 60�.

Za úplné ∞e≤ení ud•lte 6 bod∑, z toho 1 bod za zji≤t•ní, ∫e K je st∞edem oblouku AB (d∑kaz není nutn ,̋

uvede-li student, ∫e jde o známou skute£nost). Dále 1 bodem oce¨te vyjád∞ení velikostí vnit∞ních úhl∑

v trojúhelnících AKP a BKQ pomocí ↵, �, �. Dal≤í 2 body ud•lte za d∑kaz shodnosti trojúhelník∑ AKP

a BKQ, 1 bod za v˝po£et úhlu � a 1 bod za d∑kaz, ∫e z podmínky � = 60

�
plyne shodnost (obsah∑)

trojúhelník∑ AKP a KBQ.



58. ročník matematické olympiády

Úlohy klauzurní části školního kola kategorie B

1. V oboru reálných čísel řešte soustavu rovnic

ax+ y = 2,

x − y = 2a,

x+ y = 1

o neznámých x a y a reálném parametru a.

2. Pro vnitřní bod P strany AB ostroúhlého trojúhelníku ABC označme K a L paty
kolmic z bodu P na přímky AC a BC. Sestrojte takový bod P , pro který přímka CP
půlí úsečku KL.

3. Číslo nazveme magickým, právě když se dá vyjádřit jako součet trojmístného čísla m
a trojmístného čísla m′ zapsaného stejnými číslicemi v opačném pořadí. Některá ma-
gická čísla lze takto vyjádřit více způsoby; například 1554 = 579 + 975 = 777 + 777.
Určete všechna magická čísla, která mají takových vyjádřením+m′ co nejvíce. (Na po-
řadí m a m′ nebereme zřetel.)

Klauzurní část školního kola kategorie B se koná

ve čtvrtek 22. ledna 2009

tak, aby začala dopoledne a aby soutěžící měli na řešení úloh
4 hodiny čistého času. Za každou úlohu může soutěžící získat
6 bodů, úspěšným řešitelem je ten žák, který získá 10 bodů
nebo více. Povolené pomůcky jsou psací a rýsovací potřeby,
školní MF tabulky a kalkulátory bez grafického displeje. Tyto
údaje se žákům sdělí před zahájením soutěže.



58. ročník matematické olympiády

Řešení úloh klauzurní části školního kola kategorie B

1. Sečtením druhé a třetí rovnice dostaneme 2x = 2a + 1, odečtením druhé rovnice
od třetí 2y = −2a+ 1. Odtud vyjádříme

x = a+ 1
2
, y = −a+ 1

2
(1)

a dosadíme do první rovnice původní soustavy. Po úpravě dostaneme kvadratickou rovnici

a2 − 1

2
a − 3

2
= 0, (2)

která má kořeny a1 = −1 a a2 = 3

2
. Pro každou z těchto dvou (jedině možných) hodnot

parametru a již snadno stanovíme neznámé x a y dosazením do vzorců (1).
Daná soustava rovnic má řešení pouze pro dvě hodnoty parametru a, jednak pro

a = −1, kdy je jejím jediným řešením (x, y) =
(

− 1
2
, 3
2

)

, jednak pro a = 3

2
, kdy (x, y) =

= (2,−1).
Zkouška dosazením je snadná, lze ji vynechat takovým zdůvodněním: Soustava dvou

rovnic, kterou jsme dostali (a vyřešili) sečtením a odečtením druhé a třetí rovnice, je s touto
dvojicí původních rovnic ekvivalentní. Zbylá (první) rovnice soustavy je pak ekvivalentní
s kvadratickou rovnicí (2), jejímž řešením jsme našli možné hodnoty parametru a.

Za úplné řešení udělte 6 bodů, z toho 2 body za správné vyjádření x a y z druhé a třetí rovnice, 2 body
za vyřešení kvadratické rovnice, která vznikne dosazením těchto hodnot do první rovnice, a po 1 bodu za
správnou odpověď a zkoušku. Za numerické chyby při výpočtu strhněte nejvýše 1 bod.

2. Označme S střed úsečky CP . Podle Thaletovy věty leží body K a L na kružnici p
sestrojené nad průměrem CP . Předpokládejme, že bod P má požadovanou vlastnost, tj. že
průměr CP půlí tětivu KL (obr. 1).

A B

C

P

K

L

S

p

Obr. 1

Průměr libovolné kružnice půlí každý jiný průměr téže kružnice a také všechny tětivy
k němu kolmé. A žádnou jinou tětivu půlit nemůže: když totiž prochází dvěma různými



body její osy souměrnosti (totiž středem tětivy a středem kružnice), musí být — stejně
jako tato osa — k dané tětivě kolmý.
Tětiva KL ovšem nemůže být průměrem kružnice p, protože podle Thaletovy věty

by byl úhel KCL (a tedy i úhel ACB) pravý, což odporuje zadání, proto je tětiva KL
k průměru CP kolmá. V tomto případě jsou trojúhelníky CKP a CLP souměrně sdruženy
podle přímky CP , odkud již plyne, že úhly KCP a LCP jsou shodné. Polopřímka CP je
tedy osou úhlu ACB.
Je-li naopak polopřímka CP osou úhlu ACB, shodují se pravoúhlé trojúhelníky CKP

a CLP ve společné přeponě CP a ve dvou vnitřních úhlech, takže body K a L jsou
souměrně sdruženy podle přímky CP . Proto tětiva CP půlí úsečku KL.
Odpověď. Existuje právě jeden vnitřní bod strany AB ostroúhlého trojúhelníku ABC,

pro který úsečka CP půlí úsečku KL. Je to průsečík osy vnitřního úhlu při jeho vrcholu C
se stranou AB.
Za úplné řešení udělte 6 bodů, z toho 4 body důkaz skutečnosti, že bod P musí ležet na ose úhlu ACB a 2
body za ověření, že bod ležící na ose úhlu má požadovanou vlastnost. Pokud řešitel bez důkazu uvede, že
bod P leží na ose úhlu ACB, udělte jen 1 bod. Tvrzení o tětivách, jež průměr kružnice půlí, lze považovat za
zřejmé. Naopak strhněte 1 bod, pokud si řešitel neuvědomí, že tětiva KL nemůže být průměrem kružnice p.

3. Každé trojmístné číslo má vyjádření m = 100a + 10b + c, kde a, b, c, a ̸= 0, jsou
jeho číslice. Trojmístné číslo zapsané stejnými číslicemi v opačném pořadí má pak vyjádření
m′ = 100c+ 10b + a, c ̸= 0. Protože na pořadí čísel m a m′ není brán zřetel, pro určitost
předpokládejme, že m ! m′ neboli a ! c, kde a, c ∈ {1, 2, 3, . . . , 9} a b ∈ {0, 1, 2, . . . , 9}.
Pro magické číslo x podle zavedeného označení číslic platí

x = m+m′ = 101(a+ c) + 20b.

Vidíme, že hodnota x nezáleží tolik na jednotlivých číslicích a a c jako na jejich součtu
s = a + c, který může nabývat hodnot s ∈ {2, 3, . . . , 18}. Dále už budeme pracovat pouze
s vyjádřením x = 101s+ 20b.
Předpokládejme na okamžik, že se jako součet 101s + 20b dá některé magické číslo x

zapsat dvěma různými způsoby:

x = 101s+ 20b = 101s′ + 20b′. (1)

Z rovnosti 101(s− s′) = 20(b− b′) a nesoudělnosti čísel 101 a 20 vyplývá, že číslo 101 musí
dělit číslo b − b′. Protože však b a b′ jsou číslice, platí −9 ! b − b′ ! 9. V tomto intervalu
najdeme jediné číslo dělitelné číslem 101, a to číslo 0. Je proto b − b′ = 0 neboli b = b′,
a tudíž i s = s′. To však odporuje předpokladu, že číslo x má dvě různá vyjádření tvaru (1).
Znamená to, že ve vyjádření x = 101s+20b má každé magické číslo x jednoznačně určenou
číslici b i jednoznačně určený součet s.
Počet způsobů, kterými lze magické číslo vyjádřit jako součetm+m′ neboli 101s+20b,

se proto rovná počtu způsobů, kterými lze vyjádřit odpovídající hodnotu s jako součet
dvou číslic a a c, kde 1 ! a ! c ! 9. V množině {2, 3, . . . , 18} má největší počet takových
vyjádření číslo s = 10, jež se dá vyjádřit právě pěti vyhovujícími součty:

10 = 1 + 9 = 2 + 8 = 3 + 7 = 4 + 6 = 5 + 5.

Ostatní čísla mají takových vyjádření méně.



Řešení. Počet kladných dělitelů čísla, jehož rozklad na prvočinitele má tvar n =
= pk1

1
pk2
2

. . . pkr

r , je (k1 + 1)(k2 + 1) . . . (kr + 1). Proto číslo, které má přesně 6 = 3 · 2
kladných dělitelů, musí mít jeden z tvarů p5 nebo p2q, kde p a q jsou prvočísla.
Uvažujme nejdříve možnost p5. Toto číslo má dělitele 1, p, p2, p3, p4, p5; zřejmě

1 < p < p2 < p3 < p4 < p5. Dva nejmenší dělitelé jsou jednomístní a další dva
dvojmístní. Větší z nich, tedy p3, ale není druhou mocninou přirozeného čísla.
Hledané číslo má tedy tvar p2q a jeho dělitelé jsou 1, p, p2, q, pq, p2q. Je-li p > q,

potom 1 < q < p < pq < p2 < p2q. Dva dvojmístní dělitelé by byli p a pq, ale pq není
druhou mocninou přirozeného čísla.
Musí tedy být p < q. Ze všech šesti dělitelů jsou druhými mocninami přirozeného

čísla jen 1 a p2. Proto je p2 větší ze dvou dvojmístných dělitelů a odtud vyplývá 1 <
< p < q < p2 < pq < p2q. Dělitelé 1 a p jsou jednomístní, q a p2 jsou dvojmístní, pq
aspoň trojmístný a p2q čtyřmístný. Odtud vyplývá p ∈ {5, 7}, 9 < q < p2, pq > 99,
999 < p2q < 10 000.
Pro p = 5 dostáváme 9 < q < 25, 5q > 99 a 999 < 25q < 10 000, těmto podmínkám

žádné prvočíslo q nevyhovuje.
Pro p = 7 dostáváme 9 < q < 49, 7q > 99 a 999 < 49q < 10 000; těmto podmínkám

vyhovují q ∈ {23, 29, 31, 37, 41, 43, 47}.
Na tabuli je tedy napsáno jedno ze sedmi čísel 49 · 23 = 1 127, 49 · 29 = 1 421,

49 · 31 = 1 519, 49 · 37 = 1 813, 49 · 41 = 2 009, 49 · 43 = 2 107, 49 · 47 = 2 303.

Návodné a podobné úlohy:
1. Najděte nejmenší přirozené číslo, které má přesně 2 009 kladných dělitelů. [240 · 36 ·

· 56 = 12 524 124 635 136 000 000]
2. Která čtyřmístná čísla mají nejvíce dělitelů? [7 560 a 9 240 mají 64 kladných dělitelů]
3. Najděte všechna lichá čtyřmístná čísla, která mají více než 10 kladných dělitelů, z nichž
aspoň 30% jsou druhé mocniny přirozených čísel. [1 125, 1 323, 2 025, 3 087, 3 267, 3 969,
4 563, 6 075, 6 125, 7 803, 8 575, 9 747, 9 801]

3. V rovině je dána úsečka AB. Sestrojte rovnoběžník ABCD, pro jehož středy stran
AB, CD, DA označené po řadě K, L, M platí: body A, B, L, D leží na jedné
kružnici a rovněž body K, L, D, M leží na jedné kružnici.

Řešení. Označme a = |AB|, b = |AD| délky stran hledaného rovnoběžníku
(obr. 1). Lichoběžníku ABLD lze opsat kružnici, proto je rovnoramenný, a tudíž |BL| =
= b. Protože úsečky KB a DL jsou rovnoběžné a shodné, je KBLD rovnoběžník, a tedy
|KD| = |BL| = b. To znamená, že trojúhelník AKD je rovnoramenný, takže bodD musí
ležet na ose jeho základny AK.

A BK

CD L

M

1

2
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1

2
a

bb

b

Obr. 1
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Úsečka KL je střední příčkou rovnoběžníku ABCD, proto KL ∥ MD; KLDM je
tedy lichoběžník, a jelikož se mu dá opsat kružnice, je rovnoramenný a odtud |KM | =
= |DL| = 1

2
a. Protože KM je střední příčka trojúhelníku BDA, má strana BD délku

2 · |KM | = a. Bod D tedy leží na kružnici se středem B a poloměrem a.
Konstrukce: Sestrojíme střed K úsečky AB, osu o úsečky AK a kružnici k se stře-

dem B a poloměrem |AB|. Průsečík této kružnice s osou úsečky AK je bod D. Bod C
je potom průsečík přímek vedených body D a B rovnoběžně s přímkami AB a AD.
Důkaz: Čtyřúhelník ABCD má protilehlé strany rovnoběžné, je to tedy rovnoběž-

ník. Označme L a M středy úseček CD a AD. Z toho, že bod D leží na ose úsečky AK,
vyplývá |KD| = |AD|. Protože KBLD je rovnoběžník, platí |BL| = |KD| = |AD|.
Lichoběžník ABDL je tedy rovnoramenný, a proto body A, B, L, D leží na jedné
kružnici. Úsečka KM je střední příčka trojúhelníku BDA, proto |KM | = 1

2
|BD| =

= 1

2
|AB| = |DL|; KLDM je tedy rovnoramenný lichoběžník, takže jeho vrcholy leží na

jedné kružnici.
Diskuse: Protože přímka o má od bodu B menší vzdálenost než bod A, protíná

kružnici k ve dvou bodech. Úloha má tedy v každé polorovině s hraniční přímkou AB
jedno řešení.

Jiné řešení. Stejně jako v prvém řešení dokážeme, že |KD| = |AD| a |DB| =
= |AB|. Trojúhelníky AKD a DAB jsou tedy rovnoramenné, a protože se shodují
v úhlu u vrcholu A, jsou podobné. Proto |AK|/|AD| = |DA|/|AB| čili 1

2
a/b = b/a

a odtud b = 1

2
a
√
2. Bod D je tedy průsečíkem kružnic se středy A a K a poloměrem

1

2
a
√
2.

Návodné a podobné úlohy:
1. Dokažte, že lichoběžníku se dá opsat kružnice, právě když je rovnoramenný.
2. Dokažte, že pro délky stran a, b a délky úhlopříček e, f rovnoběžníku platí e2 + f2 =
= 2a2 + 2b2.

3. Strana AB rovnoběžníku ABCD má délku a. Kružnice opsaná trojúhelníku ABD pro-
tíná polopřímku opačnou k polopřímce CD v bodě L; označme x = |CL|. Vypočítejte
délku tětivy, kterou přímka CD vytíná na kružnici opsané trojúhelníku ABC. [|a− x|]

4. Najděte 2 009 po sobě jdoucích čtyřmístných čísel, jejichž součet je součinem tří po
sobě jdoucích přirozených čísel.

Řešení. Označme prostřední z hledaných čísel a. Součet čísel a−1 004, a−1 003, . . .,
a + 1 003, a + 1 004 je 2 009a = 41 · 49 · a, přičemž 2 004 ! a ! 8 995. Má platit
41 · 49 · a = n(n+ 1)(n+ 2) pro vhodné přirozené číslo n. Protože

2 009 · 2 004 ! n(n+ 1)(n+ 2) < (n+ 1)3,

musí platit n+ 1 > 3
√
2 009 · 2 004, a tedy n " 159. Podobně z nerovností

2 009 · 8 995 " n(n+ 1)(n+ 2) > n3

dostáváme n < 3
√
2 009 · 8 995 čili n ! 262.

Součin n(n + 1)(n + 2) má být dělitelný čísly 41 a 49. Žádný z činitelů n, n + 1,
n + 2 nemůže být dělitelný oběma čísly 41 i 49, neboť 41 · 49 > 262 + 2. Sedmi je
dělitelný nanejvýš jeden z činitelů n, n+1, n+2; proto musí být některý z nich dělitelný
číslem 49. Budeme tedy mezi čísly 159, 160, . . . , 264 hledat taková dvě, jejichž rozdíl je

3



1 nebo 2, přičemž jedno z nich je dělitelné číslem 41 a druhé číslem 49. Násobky čísla 41
v uvedeném rozsahu jsou 164, 205 a 246, násobky čísla 49 jsou 196 a 245. Vyhovující
čísla jsou tedy 245 a 246 a my máme dvě možnosti:

a) n = 245, n + 1 = 246, n + 2 = 247, a =
245 · 246 · 247
2 009

= 7 410 a hledaná čísla
jsou 6 406, 6 407, . . . , 8 414;

b) n = 244, n + 1 = 245, n + 2 = 246, a =
244 · 245 · 246
2 009

= 7 320 a hledaná čísla
jsou 6 316, 6 317, . . . , 8 324.

Návodné a podobné úlohy:
1. Najděte 20 po sobě jdoucích přirozených čísel, jejichž součet je druhou mocninou při-
rozeného čísla. [Taková čísla neexistují, neboť každý takový součet je dělitelný dvěma,
ne však čtyřmi.]

2. Najděte 2 009 po sobě jdoucích pětimístných čísel, jejichž součet je třetí mocninou
přirozeného čísla. [10 763, 10 764, . . . , 12 771 nebo 93 132, 93 133, . . . , 95 140]

3. Součet druhých mocnin jedenácti po sobě jdoucích trojmístných čísel je násobkem čísla
2 009; najděte tato čísla. [508, 509, . . . , 518 nebo 753, 754, . . . , 763]

5. Uvnitř kratšího oblouku AB kružnice opsané rovnostrannému trojúhelníku ABC je
zvolen bod D. Tětiva CD protíná stranu AB v bodě E. Dokažte, že trojúhelník se
stranami délek |AE|, |BE|, |CE| je podobný trojúhelníku ABD.

Řešení. Veďme bodem E rovnoběžku se stranou BC a označme F její průsečík se
stranou AC. Trojúhelník AEF je rovnostranný, proto |EF | = |AE| a také |CF | = |BE|.
Trojúhelník FEC má tedy délky stran |AE|, |BE|, |CE| (obr. 2), které nás zajímají.
Dokážeme, že je podobný trojúhelníku ABD:

A B

C

D

E

F

Obr. 2

Oba trojúhelníky se zřejmě shodují ve vyznačeném tupém úhlu velikosti 120◦

(| ADB| = 180◦− | ACB|). Úhly ACD a ABD jsou obvodové nad tětivou AD, proto
jsou shodné. Podle věty uu tedy skutečně platí △ECF ∼ △ABD.

Jiné řešení. Obvodové úhly DAB a DCB jsou shodné stejně jako úhly ADC
a ABC, proto △ADE ∼ △CBE. Odtud vyplývá

|AE|
|AD|

=
|CE|
|CB|

=
|CE|
|AB|

.
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Analogicky jsou podobné i trojúhelníky DEB a AEC, takže

|BE|
|BD|

=
|CE|
|AC|

=
|CE|
|AB|

.

Z rovností
|AE|
|AD|

=
|CE|
|AB|

=
|BE|
|BD|

pak vyplývá podobnost trojúhelníku s délkami stran |AE|, |CE|, |BE| a trojúhel-
níku ABD.

Návodné a podobné úlohy:
1. Jestliže se tětivy AB a CD kružnice k protínají v bodě M , jsou trojúhelníky AMC
a DMB podobné. Dokažte.

2. Nechť E je vnitřní bod strany AB trojúhelníku ABC. Označme D (D ̸= C) průsečík
přímky CE s kružnicí opsanou trojúhelníku ABC. Dále označme F průsečík strany AC
s přímkou, která prochází bodem E a je rovnoběžná s BC. Dokažte, že trojúhelníky
ABD a ECF jsou podobné.

3. Nechť ABC je trojúhelník, v němž |AC| ̸= |BC|. Dokažte, že osa úhlu BCA se s osou
strany AB protíná v bodě, který leží na kružnici opsané trojúhelníku ABC.

6. Reálná čísla a, b mají tuto vlastnost: rovnice x2 − ax + b − 1 = 0 má v množině
reálných čísel dva různé kořeny, jejichž rozdíl je kladným kořenem rovnice x2−ax+
+ b+ 1 = 0.
a) Dokažte nerovnost b > 3.
b) Pomocí b vyjádřete kořeny obou rovnic.

Řešení. Označme x1 menší a x2 větší kořen první rovnice. Potom platí x1+x2 = a,
x1x2 = b − 1. Druhá rovnice má kořen x2 − x1, a protože součet obou jejích kořenů je
(stejně jako u první rovnice) roven číslu a, musí být druhý kořen a − (x2 − x1) =
= x1 + x2 − x2 + x1 = 2x1. Součin kořenů druhé rovnice je tak (x2 − x1) · 2x1 = b+ 1.
Odtud dostáváme b = −1 + 2x1x2 − 2x21 = −1 + 2(b − 1)− 2x21, a tedy

b = 3 + 2x21 > 3, (1)

neboť z rovnosti x1 = 0 by vyplývalo b+ 1 = b − 1 = 0.
Protože x2 − x1 > 0 a b+ 1 > 0, musí být kladný i druhý kořen 2x1 druhé rovnice,

tedy x1 > 0; z rovnosti (1) tak máme

x1 =

√

b − 3
2

a dále x2 =
b − 1
x1
=
(b − 1)

√
2√

b − 3
.

Kořeny druhé rovnice jsou pak

x2 − x1 =
b+ 1

√

2(b − 3)
a 2x1 =

√

2(b − 3).

Jiné řešení. Kořeny prvé rovnice jsou

x1 =
a −

√
a2 − 4b+ 4
2

a x2 =
a+

√
a2 − 4b+ 4
2

,

5



59. ročník matematické olympiády

Úlohy krajského kola kategorie B

1. Kružnice l(T ; s) prochází středem kružnice k(S; 2 cm). Kružnice m(U ; t) se vně dotýká
kružnic k a l, přičemž US ⊥ ST . Poloměry s a t vyjádřené v centimetrech jsou celá
čísla. Určete je.

2. V matematické soutěži bylo zadáno 7 úloh a za každou z nich mohl soutěžící získat
0, 1 nebo 2 body. Soutěže se zúčastnilo 60 žáků. Za každou úlohu bylo uděleno aspoň
95 bodů. Dokažte, že mezi soutěžícími najdeme dva tak, že každou z úloh vyřešil aspoň
jeden z nich za 2 body.

3. V rovině je dán rovnoběžník ABCD. Označme K, L, M po řadě středy stran AB,
CD, AD. Předpokládejme, že body A, B, L, D leží na jedné kružnici a zároveň i body
K, L, D, M leží na jedné kružnici. Dokažte, že |AC| = 2 · |AD|.

4. Číslo n je součinem čtyř prvočísel. Jestliže každé z těchto prvočísel zvětšíme o 1
a vzniklá čtyři čísla vynásobíme, dostaneme číslo o 2 886 větší než původní číslo n.
Určete všechna taková n.

Krajské kolo kategorie B se koná

v úterý 30. března 2010

tak, aby začalo dopoledne a aby soutěžící měli na řešení úloh
4 hodiny čistého času. Za každou úlohu může soutěžící získat
6 bodů, úspěšným řešitelem je ten žák, který získá 10 bodů
nebo více. Povolené pomůcky jsou psací a rýsovací potřeby,
školní MF tabulky a kalkulátory bez grafického displeje. Tyto
údaje se žákům sdělí před zahájením soutěže.



59. ročník matematické olympiády

Řešení úloh krajského kola kategorie B

1. Trojúhelník UST je pravoúhlý. Jeho přepona UT má délku s + t, délky odvěsen
jsou |US| = t+ 2, |ST | = s (obr. 1). Podle Pythagorovy věty proto platí

(s+ t)2 = (t+ 2)2 + s2.

Úpravami postupně dostáváme

s2 + 2st+ t2 = t2 + 4t+ 4 + s2,

st = 2t+ 2,

t(s − 2) = 2.

Čísla t a s − 2 jsou celá, proto t musí být dělitelem čísla 2. Protože t je kladné, jsou jen
dvě možnosti; jestliže t = 1 cm, potom s = 4 cm, a jestliže t = 2cm, potom s = 3 cm.

U

S
T

k

lm

t
t

2
s

Obr. 1

Za úplné řešení udělte 6 bodů. Udělte jeden bod za vyjádření délek stran trojúhelníku UST , dva body za
použití Pythagorovy věty, jeden bod za úpravu na tvar t(s − 2) = 2 a dva body za nalezení obou řešení.

2. Nejdříve dokážeme, že každou úlohu vyřešilo za dva body aspoň 35 žáků: Kdyby
totiž některou úlohu vyřešilo za 2 body a soutěžících, přičemž a < 35, bylo by za tuto
úlohu uděleno nejvýše 2a+ 60− a = a+ 60 < 95 bodů, což odporuje zadání.
Z právě provedené úvahy tedy plyne, že celkový počet dvoubodových řešení je aspoň

7 · 35 = 245. Protože 245 > 4 · 60, musel některý žák vyřešit za dva body aspoň 5 úloh.
Dále budeme místo „vyřešit úlohu za dva body* psát stručněji jen „vyřešit úlohu*.

Jestliže některý žák vyřešil všech 7 úloh, stačí k němu do dvojice přidat libovolného jiného
žáka. Jestliže některý žák vyřešil 6 úloh, přidáme k němu kteréhokoliv ze žáků, kteří vyřešili
zbylou úlohu (máme z čeho vybírat, protože každou úlohu vyřešilo aspoň 35 žáků).



Zbývá tedy uvážit situaci, kdy některý soutěžící A vyřešil přesně 5 úloh. Každou ze
dvou zbylých úloh vyřešilo aspoň 35 žáků (jiných než A). A protože všech žáků jiných
než A je 59, musí mezi nimi být aspoň 2 · 35 − 59 = 11 takových, kteří vyřešili obě tyto
úlohy. Stačí tudíž libovolného z nich přidat k žákovi A.

Jiné řešení. „Vyřešit úlohu* bude znamenat totéž co v původním řešení.
Za všech 7 úloh dohromady bylo uděleno aspoň 95 · 7 = 665 > 60 · 11 bodů, takže

některý žák získal aspoň 12 bodů, a tudíž vyřešil aspoň pět úloh (žák, který vyřešil právě
k úloh, získal totiž nejvýše 2k+(7−k) = k+7 bodů). Vyberme tedy žáka A a 5 konkrétních
úloh z těch, které vyřešil. Za zbylé dvě úlohy získalo zbylých 59 žáků aspoň 2 · (95− 2) =
= 186 > 3 · 59 bodů, takže jeden z nich, řekněme žák B, získal 4 body, a tudíž vyřešil obě
úlohy. Dvojice žáků A, B má požadovanou vlastnost.

Za úplné řešení udělte 6 bodů, z toho jeden bod za poznatek, že každou úlohu vyřešilo za dva body aspoň
35 žáků, dva body za důkaz, že některý žák vyřešil aspoň 5 úloh. Za vyřešení úlohy pro případ, že některý
soutěžící měl 6 nebo 7 dvoubodových úloh, dejte jeden bod, 2 body za vyřešení situace, kdy některý žák
měl 5 dvoubodových úloh.

3. Lichoběžníky ABLD a KLDM jsou rovnoramenné, protože jsou tětivové. Odtud
vyplývá shodnost ramen |AD| = |BL| a shodnost úhlopříček |KD| = |LM | (obr. 2). Střední
příčka KL dělí rovnoběžník ABCD na dva shodné rovnoběžníky, pro jejichž úhlopříčky
platí |KD| = |BL|. ÚsečkaML je střední příčkou trojúhelníkuACD, proto |AC| = 2·|ML|.
Spojením výše uvedených rovností máme |AC| = 2 · |ML| = 2 · |KD| = 2 · |BL| = 2 · |AD|.

A BK

CD L

M

Obr. 2

Jiné řešení. Budeme postupovat stejně jako ve druhém řešení třetí úlohy domá-
cího kola (na domácí kolo se lze odvolat bez dalšího důkazu): Protože ABLD je tětivový
(a tudíž rovnoramenný) lichoběžník, je |KD| = |BL| = |AD|. Podobně je i lichoběžník
KLDM rovnoramenný, takže |MK| = |DL| a |DB| = 2|MK| = 2|DL| = |DC| = |AB|.
Z podobnosti rovnoramenných trojúhelníků AKD a DAB (shodují se v úhlu u vrcholu A
svých základen) pak plyne, že |AK|/|AD| = |DA|/|AB|, odkud po dosazení |AK| = 1

2
|AB|

vychází |DB| = |AB| =
√
2 · |AD|. Nyní využijeme známou rovnoběžníkovou rov-

nost |AC|2 + |BD|2 = 2 · |AB|2 + 2 · |AD|2. Dosazením za |AB| a |DB| dostaneme
|AC|2 + 2 · |AD|2 = 4 · |AD|2 + 2 · |AD|2 a odtud |AC|2 = 4 · |AD|2 čili |AC| = 2 · |AD|.



Za úplné řešení udělte 6 bodů, z toho jeden bod za poznatek, že lichoběžníky ABLD a KLDM jsou
rovnoramenné (tuto dobře známou vlastnost tětivových lichoběžníků není nutno dokazovat), po jednom
bodu za každou z rovností |AC| = 2 · |ML|, |AD| = |BL|, |KD| = |LM |, |KD| = |BL| a jeden bod za
jejich spojení.

V případě druhého postupu dejte 2 body za rovnosti |BD| = |AB| a |AB| =
√
2 · |AD|, 2 body za

použití rovnosti |AC|2 + |BD|2 = 2 · |AB|2 + 2 · |AD|2 a dva body za dokončení důkazu.

4. Označíme-li a, b, c, d prvočísla, jejichž součinem je číslo n, platí rovnost

(a+ 1)(b+ 1)(c+ 1)(d+ 1) = abcd+ 2 886.

Kdyby byla všechna čísla a, b, c, d lichá, bylo by na levé straně této rovnosti sudé číslo,
kdežto na pravé straně číslo liché. Proto je některé z prvočísel a, b, c, d (například a) rovno
dvěma. Dosazením dostaneme

3(b+ 1)(c+ 1)(d+ 1) = 2bcd+ 2 886.

Protože čísla 3(b+1)(c+1)(d+1) i 2 886 jsou dělitelná třemi, musí být dělitelné třemi
i 2bcd. Proto je některé z prvočísel b, c, d (například b) rovno třem. Dosazením dostaneme
12(c + 1)(d + 1) = 6cd + 2 886, po vydělení šesti 2(c + 1)(d+ 1) = cd + 481 a po dalších
úpravách cd + 2c + 2d = 479, (c + 2)(d + 2) = 483 = 3 · 7 · 23. Předpokládáme-li c ! d,
máme vzhledem k nerovnosti c+ 2 > 3 dvě možnosti:
1. c+ 2 = 7, d+ 2 = 69, odtud c = 5, d = 67.
2. c + 2 = 21, d + 2 = 23, odtud c = 19, d = 21, což nevyhovuje, neboť 21 není

prvočíslo.
Jediné vyhovující n je tedy 2 · 3 · 5 · 67 = 2 010.

Poznámka. Závěrečné úvahy lze také provést pomocí vyjádření

d =
479− 2c

c+ 2
=
483
c+ 2

− 2;

c + 2 tak musí být některý z dělitelů čísla 483, který je větší než 3, tedy c + 2 ∈
∈ {7, 21, 23, 69, 161, 483} a c ∈ {5, 19, 21, 67, 159, 481}.Protože c i d jsou prvočísla, vyhovují
pouze možnosti c = 5, d = 67 nebo c = 67, d = 5.

Za úplné řešení udělte 6 bodů, z toho jeden bod za sestavení rovnosti (a+1)(b+1)(c+1)(d+1) = abcd+2 886,
dva body za důkaz, že některé z prvočísel je rovno dvěma, jeden bod za důkaz, že některé z prvočísel je
rovno třem, 1 bod za úpravu rovnice pro zbylá dvě prvočísla do tvaru umožňující další úvahy o dělitelnosti
a 1 bod za konečné nalezení čísla n. Pokud řešitel číslo n jako letopočet pouze uhodne a provede zkoušku,
udělte 1 bod.



59. ročník matematické olympiády

Úlohy klauzurní části školního kola kategorie B

1. Určete všechny hodnoty reálných parametrů p a q, pro něž má každá z rovnic

x(x − p) = 3 + q, x(x+ p) = 3− q

v oboru reálných čísel dva různé kořeny, jejichž aritmetický průměr je jedním z kořenů
zbylé rovnice.

2. Jsou dány délky odvěsen a = |BC|, b = |AC| pravoúhlého trojúhelníku ABC, přičemž
a > b. Označme D střed přepony AB a E (E ̸= C) průsečík strany BC s kružnicí
opsanou trojúhelníku ADC. Vypočítejte obsah trojúhelníku EAD.

3. Určete všechny dvojice celých kladných čísel m a n, pro něž platí 37 + 27m = n3.

Klauzurní část školního kola kategorie B se koná

ve čtvrtek 21. ledna 2010

tak, aby začala dopoledne a aby soutěžící měli na řešení úloh
4 hodiny čistého času. Za každou úlohu může soutěžící získat
6 bodů, úspěšným řešitelem je ten žák, který získá 10 bodů
nebo více. Povolené pomůcky jsou psací a rýsovací potřeby,
školní MF tabulky a kalkulátory bez grafického displeje. Tyto
údaje se žákům sdělí před zahájením soutěže.



59. ročník matematické olympiády

Řešení úloh klauzurní části školního kola kategorie B

1. Z Viètových vztahů pro kořeny kvadratické rovnice (jež mimochodem plynou z roz-
kladu daného kvadratického trojčlenu na součin kořenových činitelů) snadno zjistíme, že
součet kořenů prvé rovnice je p, takže jejich aritmetický průměr je 1

2
p. Toto číslo má být

kořenem druhé rovnice, proto
p

2
·
3p
2
= 3− q. (1)

Podobně součet kořenů druhé rovnice je −p, jejich aritmetický průměr je −1
2
p, a proto

−
p

2
·
(

−
3p
2

)

= 3 + q. (2)

Porovnáním obou vztahů (1) a (2) máme 3−q = 3+q neboli q = 0 a z (1) pak vyjde p = 2
nebo p = −2.
Obě nalezená řešení vedou na tutéž dvojici rovnic x(x− 2) = 3, x(x+ 2) = 3. Kořeny

prvé z nich jsou čísla −1 a 3, jejich aritmetický průměr je 1. Kořeny druhé rovnice jsou
čísla 1 a −3, jejich aritmetický průměr je −1.
Za úplné řešení udělte 6 bodů. Dva body udělte za zjištění, že aritmetické průměry kořenů jsou 1

2
p a − 1

2
p,

jeden bod za soustavu rovnic (1), (2), dva body za její vyřešení a jeden bod za ověření, že každá z rovnic
x(x − 2) = 3, x(x+ 2) = 3 má dva různé reálné kořeny.

2. Označme c délku přepony AB, takže |AD| = |BD| = 1

2
c. Čtyřúhelník ADEC je

tětivový a úhel ECA je pravý, proto i protilehlý úhel ADE je pravý (obr. 1). Pravoúhlé
trojúhelníky ABC a EDB mají úhel u vrcholu B společný, proto△ABC ∼ △EBD. Odtud

A

B C

D

E

Obr. 1

|ED|

|BD|
=

|AC|

|BC|
, a proto |ED| =

bc

2a
.

Obsah pravoúhlého trojúhelníku EAD je tak (s využitím Pythagorovy věty)

S =
1
2
· |AD| · |ED| =

1
2
·
c

2
·

bc

2a
=

bc2

8a
=

b(a2 + b2)
8a

.

Za úplné řešení udělte 6 bodů, z toho dva body za zjištění, že úhel ADE je pravý, jeden bod za podobnost
trojúhelníků ABC a EBD, jeden bod za výpočet délky strany ED a dva body za dopočítání obsahu
trojúhelníku EAD.



N4. V oboru reálných čísel řešte soustavu rovnic

x+ y = 1,

x − y = a,

−4ax+ 4y = z2 + 4

o neznámých x, y, z a reálném parametru a. [58–B–II–1]
N5. V oboru reálných čísel řešte soustavu rovnic

x2 + 2yz = 6(y + z − 2),
y2 + 2zx = 6(z + x − 2),
z2 + 2xy = 6(x+ y − 2).

[A–53–S–3]

2. Uvažujme vnitřní bod P daného obdélníku ABCD a označme po řadě Q, R obrazy
bodu P v souměrnostech podle středů A, C. Předpokládejme, že přímka QR protne
strany AB a BC ve vnitřních bodech M a N . Sestrojte množinu všech bodů P , pro
něž platí |MN | = |AB|.

Řešení. Úhlopříčka AC daného obdélníku ABCD je ze zadání střední příčkou
v trojúhelníku PQR, a tedy AC ∥ QR, jinak řečeno AC ∥ MN . Úsečka MN je tak
jednoznačně určena tím, že je rovnoběžná s AC, leží v opačné polorovině určené přím-
kou AC než bod P a pro její délku platí |MN | = |AB|. Konstrukci bodů M a N lze
provést několika způsoby. Lze k tomu například využít rovnoběžník AMNE (obr. 1),
v němž platí |AE| = |MN | = |AB|.

A B

CD

E

M

N

M ′

N ′

P

Q

R

Obr. 1

Protože úsečka MN zároveň určuje přímku, na níž leží strana QR trojúhelníku
PQR, je zřejmé, že vrchol P musí ležet na přímce p, jež je obrazem přímkyMN v osové
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souměrnosti podle přímky AC (obsahující střední příčku trojúhelníku PQR). Přímka p
má s vnitřkem daného obdélníku společný vnitřek úsečky M ′N ′ (jež je navíc obrazem
nalezené úsečky MN ve středové souměrnosti podle středu daného obdélníku).
Snadno vidíme, že i naopak ke každému vnitřnímu bodu P úsečky M ′N ′ leží od-

povídající body Q, R na přímce MN a body M , N jsou tak průsečíky přímky QR se
stranami AB, BC, takže vyhovují podmínkám úlohy.

Závěr. Hledanou množinou všech bodů P dané vlastnosti je tedy vnitřek výše po-
psané úsečky M ′N ′.

Návodné a doplňující úlohy:
N1. Je dána kružnice k s průměrem AB. K libovolnému bodu Y kružnice k, Y ̸= A, se-

strojme na polopřímce AY bod X, pro který platí |AX| = |Y B|. Určete množinu všech
takových bodů X. [56–B–I–2]

N2. V rovině daného čtverce KLMN určete množinu všech bodů P , pro něž jsou úhly
NPK, KPL a LPM shodné. [53–A–I–2]

N3. Je dán rovnostranný trojúhelník MPQ. Najděte množinu vrcholů C všech trojúhel-
níků ABC takových, že body P , Q jsou paty výšek z vrcholů A, B a bod M je střed
strany AB. [51–B–I–6]

N4. Jsou dány kružnice k a l s různými poloměry, které se vně dotýkají v bodě T . Průsečíkem
M jejich společných vnějších tečen veďme sečnu s obou kružnic. Označme X ten z obou
průsečíků kružnice k se sečnou s, který je vzdálenější od bodu M . Podobně označme Y
ten z obou průsečíků kružnice l se sečnou s, který je vzdálenější od bodu M . Nechť P
je takový bod, že XTY P je rovnoběžník. Určete množinu bodů P odpovídajících všem
takovým sečnám s. [49–B–I–4]

3. Nechť a, b, c jsou reálná čísla, jejichž součet je 6. Dokažte, že aspoň jedno z čísel

ab+ bc, bc+ ca, ca+ ab

není větší než 8.

Řešení. Jistě stačí ukázat, že součet zkoumaných tří čísel nepřevyšuje 24:

(ab+ bc) + (bc+ ca) + (ca+ ab) = 2(ab+ bc+ ca) !
2
3
(a+ b+ c)2 = 24,

kde nerovnost je důsledkem nerovnosti

3(ab+ bc+ ca) ! (a+ b+ c)2 = 36,

která je ekvivalentní nerovnosti 0 ! (a − b)2 + (b − c)2 + (c − a)2, jež je splněna pro
každá tři reálná a, b, c.

Jiné řešení. S ohledem na symetrii předpokládejme, že platí a = min{a, b, c}.
Z rovnosti a+ b+ c = 6 pak plyne a ! 2 a b+ c " 4. Proto třetí zkoumané číslo, rovné
a(b+ c), má stejné znaménko jako číslo a, takže je zaručeně menší než 8, platí-li a ! 0.
Je-li naopak 0 < a ! 2, všimneme si, že ze zřejmé nerovnosti 0 ! (u − v)2, platné pro
libovolná reálná u, v, plyne úpravou odhad 4uv ! (u + v)2; dosadíme-li sem u = 2a
a v = b+ c, dostaneme

8a(b+ c) ! (2a+ b+ c)2 = (a+ 6)2 ! 82 = 64,

odkud po dělení osmi vychází kýžená nerovnost a(b+ c) ! 8.
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5. Zabývejme se otázkou, které trojúhelníky ABC s ostrými úhly při vrcholech A a B
mají následující vlastnost: Vedeme-li středem výšky z vrcholu C tři přímky rovno-
běžné se stranami trojúhelníku ABC, protnou je tyto přímky v šesti bodech ležících
na jedné kružnici.
a) Ukažte, že vyhovuje každý trojúhelník ABC s pravým úhlem při vrcholu C.
b) Vysvětlete, proč žádný jiný trojúhelník ABC nevyhovuje.

Řešení. I když doporučujeme řešit obě části úlohy odděleně (tj. nejprve analyzovat
situaci v pravoúhlém trojúhelníku), popíšeme rovnou jejich společné řešení. Celou úlohu
lze totiž formulovat jako důkaz tvrzení, že sestrojených šest bodů leží na kružnici, právě
když je úhel ACB pravý.
Uvažujme tedy libovolný trojúhelník ABC s ostrými úhly α, β a označme M střed

výšky CP a D, E, F , G, H, I uvažované průsečíky tak, aby s vrcholy A, B, C a patou
výšky P ležely na hranici trojúhelníku v pořadí

A, D, P, E, B, F, G, C, H, I.

Z konstrukce plyne, že body M , D, I jsou středy stran pravoúhlého trojúhelníku ACP
a body M , E, F jsou středy stran pravoúhlého trojúhelníku BCP . Oba čtyřúhelníky
PMID a PMFE jsou tedy pravoúhelníky, takže i DEFI je pravoúhelník (obr. 2).
Jeho vrcholy D, E, F , I proto vždy leží na jedné kružnici a úsečky DF a EI jsou její
průměry. Naší úlohou je proto zjistit, kdy na této kružnici leží i body G a H. To lze
podle Thaletovy věty vyjádřit podmínkou, že úhly DGF a EHI jsou pravé. Protože
DG ∥ AC a EH ∥ BC, jsou oba úhly DGF a EHI shodné s úhlem ACB a ekvivalence
s podmínkou pravého úhlu ACB je tak dokázána.

A B

C

PD E

F

G
H

I M

Obr. 2

Návodné a doplňující úlohy:
N1. Označme S střed kružnice vepsané danému trojúhelníku ABC a P , Q paty kolmic

z vrcholu C k přímkám, na kterých leží osy vnitřních úhlů BAC a ABC. Dokažte, že
přímky AB a PQ jsou rovnoběžné. [51–A–S–2]

N2. Uvnitř stran BC, CA, AB daného ostroúhlého trojúhelníku ABC jsou po řadě vybrány
body X, Y a Z. Dokažte, že každému ze čtyřúhelníků ABXY , BCY Z a CAZX lze
opsat kružnici, právě když body X, Y ,Z jsou paty výšek trojúhelníku ABC. [51–B–S–2]

6. Určete počet desetimístných čísel, v nichž lze škrtnout dvě sousední číslice, a dostat
tak číslo 99krát menší.

Řešení. Nechť n je číslo splňující podmínky zadání. Škrtnutím dvou posledních
číslic zmenšíme n alespoň stokrát, proto se můžeme omezit na škrtání číslic, které nejsou
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60. ročník matematické olympiády

Úlohy krajského kola kategorie B

1. Součin kladných reálných čísel a, b, c je 60 a jejich součet je 15. Dokažte nerovnost

(a+ b)(a+ c) ! 60

a zjistěte, pro která taková čísla a, b, c nastane rovnost.

2. Najděte všechny dvojice kladných celých čísel a, b, pro něž je číslo b dělitelné číslem a
a současně je číslo 3a+ 4 dělitelné číslem b+ 1.

3. Nechť M , N jsou po řadě vnitřní body stran AB, BC rovnostranného trojúhelníku
ABC, pro něž platí |AM | : |MB| = |BN | : |NC| = 2 : 1. Označme P průsečík přímek
AN a CM . Dokažte, že přímky BP a AN jsou navzájem kolmé.

4. Zapíšeme všechna pětimístná čísla, v nichž se každá z číslic 4, 5, 6, 7, 8 vyskytuje právě
jednou. Pak jedno (libovolné z nich) škrtneme a všechna zbývající sečteme. Jaké jsou
možné hodnoty ciferného součtu takového výsledku?

Krajské kolo kategorie B se koná

v úterý 5. dubna 2011

tak, aby začalo dopoledne a aby soutěžící měli na řešení úloh
4 hodiny čistého času. Za každou úlohu může soutěžící získat
6 bodů, úspěšným řešitelem je ten žák, který získá 10 bodů
nebo více. Povolené pomůcky jsou psací a rýsovací potřeby,
školní MF tabulky a kalkulátory bez grafického displeje. Tyto
údaje se žákům sdělí před zahájením soutěže.



60. ročník matematické olympiády

Řešení úloh krajského kola kategorie B

1. Pomocí rovností abc = 60, a+ b+ c = 15 daný výraz (a+ b)(a+ c) upravíme a pak
odhadneme na základě AG-nerovnosti pro dvojici hodnot a a 4/a:

(a+ b)(a+ c) = a2 + (b+ c)a+ bc = a2 + (15− a) · a+
60
a
=

= 15a+
60
a
= 15

(

a+
4
a

)

! 15 · 2 ·
√

a ·
4
a
= 60.

Nerovnost je dokázána. Rovnost nastane, právě když a = 4/a neboli a = 2. Ze vztahů
b + c = 15− a = 13 a bc = 60/a = 30 máme {b, c} = {3, 10}. Rovnost proto splňují právě
dvě vyhovující trojice (a, b, c), a to (2, 3, 10) a (2, 10, 3).

Jiné řešení. Kromě rovností abc = 60, a + b + c = 15 využijeme AG-nerovnost pro
dvojici hodnot bc a a(a+ b+ c):

(a+ b)(a+ c) = bc+ a(a+ b+ c) ! 2 ·
√

bc · a(a+ b+ c) = 2
√
60 · 15 = 60.

Rovnost nastane, právě když bc = a(a+b+c) neboli 60/a = 15a, odkud a = 2, takže závěr
je stejný jako v prvním řešení.

Za úplné řešení udělte 6 bodů. Za důkaz nerovnosti udělte 4b. Za zjištění, kdy platí rovnost, pak další 2b.

2. Protože číslo a dělí číslo b, lze psát b = ka, kde k je kladné celé číslo. Stačí tedy najít
kladná celá čísla a, pro která existuje kladné celé číslo k takové, že číslo 3a+4 je (kladným)
násobkem čísla ka+ 1 (= b+ 1). Z této podmínky dostáváme nerovnost ka+ 1 " 3a+ 4,
z níž plyne k − 3 " (k − 3)a " 3, a tedy k " 6. Navíc pro k ! 3 je už 2(ka+ 1) > 3a + 4
pro libovolné a ! 1, takže může být jedině ka+1 = 3a+4. Probereme všech šest možností
pro číslo k:

k = 1: a+1 | 3a+4, a protože a+1 | 3a+3, muselo by platit a+1 | 1, což není možné,
neboť a+ 1 > 1.

k = 2: 2a+1 | 3a+4 = (2a+1)+(a+3), tedy 2a+1 | a+3. Protože však pro libovolné
přirozené a platí 2 · (2a+1) > a+3, musí být 2a+1 = a+3 neboli a = 2 a odtud
b = ka = 4.

k = 3: 3a+ 1 = 3a+ 4, což není možné.
k = 4: 4a+ 1 = 3a+ 4, tedy a = 3, b = 12.
k = 5: 5a+ 1 = 3a+ 4, což nesplňuje žádné celé a.
k = 6: 6a+ 1 = 3a+ 4, tedy a = 1, b = 6.
Řešením jsou dvojice (1, 6), (2, 4) a (3, 12).

Za úplné řešení udělte 6 bodů. Za pouhé uvedení všech dvojic vyhovujících zadání udělte 1b.

3. Ze zadání plyne, že |BM | = |CN |, |AC| = |BC| a |!ACN | = |!CBM | = 60◦,
takže trojúhelníky ACN a CBM jsou shodné podle věty sus. Proto platí i |!ANC| =
= |!CMB|, takže čtyřúhelník BNPM je tětivový (úhel ANC je doplňkovým úhlem k úhlu
ANB, který je protějším úhlem k úhlu CMB ve zmíněném čtyřúhelníku, obr. 1).
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Obr. 1

Označme S střed strany AB daného rovnostranného trojúhelníku ABC. Protože
|SB| = 1

2
|AB|, je |SB| : |MB| = 3 : 2, a protože je i |CB| : |NB| = 3 : 2, jsou troj-

úhelníky SBC a MBN podobné podle věty sus. Protože úhel CSB je pravý, musí být
pravý i úhel NMB. Kružnice opsaná čtyřúhelníku BNPM je tak Thaletovou kružnicí nad
průměrem BN , a tudíž je pravý i úhel BPN , což jsme chtěli dokázat.

Za úplné řešení udělte 6 bodů. Za odvození faktu, že úhel BMN je pravý (podobnost trojúhelníků SBC

a MBN) nebo za důkaz toho, že čtyřúhelník BNPM je tětivový, udělte 2b. Za neúplné řešení (např.
odvození obou předchozích tvrzení bez dokončení důkazu) však neudělujte více než 3b.

4. Výsledný ciferný součet je určen jednoznačně a je jím číslo 33.
Pro vyřešení úlohy bude výhodné nejprve zjistit součet S všech pětimístných čísel

obsahujících každou z číslic 4, 5, 6, 7, 8. Těchto čísel je zřejmě právě tolik, kolik je různých
pořadí uvedených pěti číslic, tedy 5! = 120. Navíc každá z daných číslic se mezi těmito
120 čísly objevuje rovnoměrně v každém řádu, tedy 24krát. Součet S tak můžeme rozepsat
po jednotlivých řádech jako

S = 104 · (24 · 4 + 24 · 5 + 24 · 6 + 24 · 7 + 24 · 8) +
+ 103 · (24 · 4 + 24 · 5 + 24 · 6 + 24 · 7 + 24 · 8) + . . . =

= 24 · (4 + 5 + 6 + 7 + 8) · (104 + 103 + 102 + 10 + 1) = 24 · 30 · 11 111.

Obraťme nyní pozornost k možným hodnotám ciferného součtu čísla S − a, kde a
je pětimístné číslo zmíněného tvaru, tedy a = 33 333 + b, přičemž b je pětimístné číslo
obsahující každou z číslic 1, 2, 3, 4, 5. Je tedy

S − a = 11 111 · 24 · 30− a = 7 999 920− 33 333− b = 7 966 587− b.

Při odečítání čísla b však nedochází v jednotlivých řádech k přechodu přes desítku, proto
je ciferný součet čísla S−a roven (7+9+6+6+5+8+7)−(1+2+3+4+5) = 48−15 = 33
pro libovolné pětimístné číslo a obsahující každou z číslic 4, 5, 6, 7, 8.

Za úplné řešení udělte 6 bodů.



60. ročník matematické olympiády

Úlohy klauzurní části školního kola kategorie B

1. V oboru reálných čísel řešte rovnici

√
x+ 3 +

√
x = p

s neznámou x a reálným parametrem p.

2. Podél kružnice je rozmístěno 16 reálných čísel se součtem 7.
a) Dokažte, že existuje úsek pěti sousedních čísel se součtem aspoň 2.
b) Určete nejmenší k takové, že v popsané situaci lze vždy nalézt úsek k sousedních
čísel se součtem aspoň 3.

3. Vně daného trojúhelníku ABC jsou sestrojeny čtverce ACDE, BCGF . Dokažte, že
|AG| = |BD|. Dále ukažte, že středy obou čtverců spolu se středy úseček AB a DG
jsou vrcholy čtverce.

Klauzurní část školního kola kategorie B se koná

ve čtvrtek 20. ledna 2011

tak, aby začala dopoledne a aby soutěžící měli na řešení úloh
4 hodiny čistého času. Za každou úlohu může soutěžící získat
6 bodů, úspěšným řešitelem je ten žák, který získá 10 bodů
nebo více. Povolené pomůcky jsou psací a rýsovací potřeby,
školní MF tabulky a kalkulátory bez grafického displeje. Tyto
údaje se žákům sdělí před zahájením soutěže.



čísel v jednotlivých pěticích je tak menší než 16 · 2 = 32. Ovšem každé číslo na kružnici je
součástí právě pěti úseků pěti sousedních čísel, tudíž každé z 16 čísel je v uvedeném součtu
započteno právě pětkrát. Proto je součet S5 zároveň roven pětinásobku součtu všech čísel
na kružnici, což je 35. To je ve sporu s odvozenou nerovností S5 < 32. Na kružnici tedy
musí existovat pět po sobě jdoucích čísel, jejichž součet je alespoň 2 (dokonce více než 2).
b) Nejprve ukažme, že nemůže být k ! 6. K tomu stačí podél kružnice rozmístit

16 shodných čísel se součtem 7. Součet čísel v libovolném úseku k čísel tak bude

k ·
7
16

!
42
16

< 3.

Nechť nyní k = 7. Zopakováním úvahy z části a) dokážeme, že vhodný úsek už existuje:
Předpokládejme naopak, že součet libovolných sedmi po sobě jdoucích čísel (z daných
šestnácti) je menší než tři. Takových úseků je podél kružnice šestnáct (jejich počet na
čísle k nezávisí!), takže součet S7 všech 16 součtů čísel v jednotlivých sedmicích je menší než
16·3 = 48. Každé z daných 16 čísel je v součtu S7 započteno sedmkrát, tedy S7 = 7·7 = 49,
což odporuje předchozímu odhadu S7 < 48.
Hledaným číslem k je číslo 7.

Za úplné řešení udělte 6 bodů. Za důkaz každé z částí a) a b) udělte po 3 bodech. Pokud v části b) chybí
jen příklad, že k ! 6 nevyhovuje, strhněte 2 body.

3. Protože oba úhly BCG a DAC jsou pravé, uvažujme otočení kolem vrcholu C
daného trojúhelníku, v němž bod B přejde do bodu G. V něm je zřejmě obrazem bodu D
bod A a obrazem úsečky BD úsečka GA (obr. 1). Odtud plyne, že |AG| = |BD|, a také,
že úsečky AG a BD jsou navzájem kolmé.
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Obr. 1

Označme po řadě K, L, M , N středy stran čtyřúhelníku ABGD. (Body N a L jsou
tedy středy uvažovaných čtverců.) Vzhledem k tomu, že úsečka KL je střední příčkou
trojúhelníku AGB a úsečka MN střední příčkou trojúhelníku AGD, je |KL| = 1

2
|AG| =

= |KL| a zároveň MN ∥ AG ∥ KL. Podobně |KN | = 1

2
|BD| = |LM | a zároveň KN ∥

∥ BD ∥ LM . To znamená, že KLMN je rovnoběžník. Protože však víme, že |AG| = |BD|
a navíc AG ⊥ BD, je KLMN čtverec. Tím jsou všechna tvrzení úlohy dokázána.



Jiné řešení. Úlohu vyřešíme bez úvahy o otočení. Pro důkaz rovnosti |AG| = |BD|
ukážeme, že trojúhelníky ACG aDCB jsou shodné podle věty sus. Skutečně, |AC| = |DC|,
|CG| = |CB| a |!ACG| = |!ACB|+ |!BCG| = |!ACB|+ 90◦ = |!ACB|+ |!ACD| =
= |!DCB|.
Úsečky AG a BD jako strany shodných trojúhelníků tedy mají stejnou délku. Aby-

chom ověřili, že jsou navíc navzájem kolmé, označíme P jejich průsečík a porovnáme vnitřní
úhly v trojúhelnících APQ aDCQ, kde Q je průsečík úseček AC a BD. Při vrcholech A aD
jsou úhly shodné díky ověřené shodnosti trojúhelníků ACG a DCB, úhly při vrcholu Q se
rovněž shodují (jakožto úhly vrcholové), takže se shodují i jejich úhly při vrcholech P a C,
jsou tedy oba pravé.
Z dokázané shodnosti i kolmosti úseček AG a BD odvodíme, že KLMN je čtverec

stejně jako v původním řešení.

Za úplné řešení udělte 6 bodů. Za důkaz shodnosti úseček AG a BD udělte 2 body, za důkaz jejich kolmosti
další 2 body. Za dokončení důkazu rovněž 2 body.



4. Bez dÏlení ukaæte, æe Ëíslo 20 111 102 je dÏlitelné jedenácti. Pak k nÏmu najdÏte nejbliæπí

menπí a nejbliæπí vÏtπí Ëíslo dÏlitelné jedenácti sloæené ze stejn˝ch Ëíslic jako dané Ëíslo.

[menπí 20 110 211, vÏtπí 20 111 201]

5. Dokaæte, æe platí: »íslo a9a8a7a6a5a4a3a2a1a0 je dÏlitelné jedenácti, právÏ kdyæ je

dÏlitelné jedenácti Ëíslo a9a8 + a7a6 + a5a4 + a3a2 + a1a0.

2. Je dán pravoúhl˝ trojúhelník ABC s prav˝m úhlem p¯i vrcholu C, jehoæ obsah
oznaËme P . Nechª F je pata v˝πky z vrcholu C na p¯eponu AB. Na kolmicích
k p¯ímce AB, které procházejí vrcholy A a B, v polorovinÏ opaËné k polorovinÏ
ABC uvaæujme po ¯adÏ body D a E, pro nÏæ platí |AF | = |AD| a |BF | = |BE|.
Obsah trojúhelníku DEF oznaËme Q. Dokaæte, æe platí P = Q, a zjistÏte, kdy
nastane rovnost.

ÿeπení. OznaËme úseËky (a jejich délky) ve shodÏ s obr. 1. Protoæe DAF a EBF

jsou pravoúhlé rovnoramenné trojúhelníky, mají úhly p¯i jejich p¯eponách velikost 45�,
takæe |�DFE| = 90� a trojúhelník DEF je pravoúhl˝ s odvÏsnami, jeæ jsou zároveÚ
p¯eponami obou rovnoramenn˝ch pravoúhl˝ch trojúhelník˘. Pro obsahy P a Q obou
uvaæovan˝ch trojúhelník˘ proto platí

P =
1
2
(ca + cb)v a Q =

1
2

· ca

p
2 · cb

p
2.

A B

C

D

E

F

v

cb

cb

cb

p
2

ca

ca
ca

p
2

Obr. 1

Podle Eukleidovy vÏty o v˝πce v daném pravoúhlém trojúhelníku platí v =
p

cacb.
K d˘kazu dané nerovnosti staËí tedy ovÏ¯it, æe

1
2
(ca + cb)

p
cacb = 1

2
· ca

p
2 · cb

p
2.

2



Po snadné (ekvivalentní) úpravÏ dostaneme

ca + cb = 2pcacb neboli (
p

ca �
p

cb)2 = 0.

Protoæe poslední nerovnost oËividnÏ platí, je d˘kaz tvrzení uzav¯en. Rovnost p¯itom
nastane, právÏ kdyæ ca = cb, tj. právÏ kdyæ je dan˝ pravoúhl˝ trojúhelník ABC rovno-
ramenn .̋

Jiné ¯eπení. StejnÏ jako v prvním ¯eπení vyjdeme ze z¯ejmého poznatku, æe troj-
úhelník DEF je pravoúhl .̋ OdvÏsny obou uvaæovan˝ch pravoúhl˝ch trojúhelník˘ mají
stejné kolmé pr˘mÏty na p¯ímku AB, p¯itom

|AF | = |AC| cos �1 = |DF | cos 45�, |BF | = |BC| cos �2 = |EF | cos 45�,

kde �1, �2 znaËí odpovídající Ëásti pravého úhlu p¯i vrcholu C, takæe �2 = 90� � �1.
Protoæe cos 45� = 1

2

p
2, plyne odtud pro dvojnásobky obou obsah˘

2P = |AC| · |BC| = |DF | · |EF | · cos 45
�

cos �1
· cos 45

�

cos �2
=

= 2Q · 1
2 cos �1 sin �1

= 2Q · 1
sin 2�1

= 2Q.

Rovnost P = Q z¯ejmÏ nastane, právÏ kdyæ sin 2�1 = 1 neboli �1 = �2 = 45�, tedy
právÏ kdyæ je dan˝ trojúhelník ABC rovnoramenn .̋

Návodné a doplÚující úlohy:

1. Dokaæte, æe pro kaædá dvÏ kladná reálná Ëísla a, b platí nerovnost

q
a

b

+

q
b

a

= 2.
2. V obdélníku ABCD s délkami stran |AB| = a, |BC| = b oznaËme E patu kolmice

spuπtÏné z vrcholu B na úhlop¯íËku AC. UrËete délky úseËek AE, CE, BE. [|AE| =
=

a

2p
a

2+b

2
, |CE| = b

2p
a

2+b

2
, |BE| = abp

a

2+b

2
]

3. V pravoúhlém trojúhelníku ABC s p¯eponou AB je E pata v˝πky z vrcholu C, D pata

v˝πky z bodu E na stranu AC a F pata v˝πky z bodu E na stranu BC. Dokaæte, æe

obsah Ëty¯úhelníku CDEF je nejv˝πe roven polovinÏ obsahu trojúhelníku ABC. Kdy

nastane rovnost? [Protoæe trojúhelníky AED a EBF jsou podobné trojúhelníku ABC

s koeficienty podobnosti ↵ a 1 � ↵, je obsah pravoúhelníku CDEF roven S � (↵2 +
+(1�↵)

2
)S = 2↵(1�↵)S, kde S znaËí obsah daného trojúhelníku ABC. Poæadovaná

nerovnost je tak ekvivalentní nerovnosti ↵(1� ↵) 5 1
4 neboli (2↵� 1)2 = 0.]

3. NajdÏte vπechny dvojice reáln˝ch Ëísel x, y, které vyhovují soustavÏ rovnic

x · byc = 7,
y · bxc = 8.

(Zápis bac znaËí dolní celou Ëást Ëísla a, tj. nejvÏtπí celé Ëíslo, které nep¯evyπuje a.)

ÿeπení. Z druhé rovnice vypl˝vá, æe bxc 6= 0, a y = 8/bxc je tím pádem nenulové
Ëíslo v absolutní hodnotÏ nejv˝πe rovné 8. Po dosazení do první rovnice dostaneme
rovnici

x ·
j 8
bxc

k
= 7, (1)

3



která je ve skuteËnosti s danou soustavou ekvivalentní v následujícím smyslu: p¯i¯adí-
me-li libovolnému ¯eπení x rovnice (1) hodnotu y = 8/bxc, bude z¯ejmÏ dvojice (x, y)
¯eπením p˘vodní soustavy.
Budeme proto postupnÏ hledat ¯eπení rovnice (1) pro jednotlivé hodnoty cel˝ch Ëísel

a =
⌅
8/bxc

⇧
2 {�8, . . . ,�1, 1, . . . , 8} tak, æe vypoËteme x = 7/a, y = 8/bxc a ovÏ¯íme,

zda byc = a. Navíc je vzhledem k nerovnosti bxc 6= 0 z rovnice (1) z¯ejmé, æe nem˘æe
b˝t a = 8.

Pro a = �8 je x = � 78 , bxc = �1 a y = �8, tudíæ byc = a.

Pro a = �7 je x = �1 = bxc a y = �8, tudíæ byc < a.

Pro a = �6 je x = � 76 , bxc = �2 a y = �4, tudíæ byc > a.

Pro a = �5 je x = � 75 , bxc = �2 a y = �4, tudíæ byc > a.

Pro a = �4 je x = � 74 , bxc = �2 a y = �4, tudíæ byc = a.

Pro a = �3 je x = � 73 , bxc = �3 a y = � 83 , tudíæ byc = a.

Pro a = �2 je x = � 72 , bxc = �4 a y = �2, tudíæ byc = a.

Pro a = �1 je x = �7 = bxc a y = � 87 , tudíæ byc < a.

Pro a = 1 je x = 7 = bxc a y = 8
7 , tudíæ byc = a.

Pro a = 2 je x = 7
2 , bxc = 3 a y = 8

3 , tudíæ byc = a.

Pro a = 3 je x = 7
3 , bxc = 2 a y = 4, tudíæ byc > a.

Pro a 2 {4, 5, 6, 7} je bxc = 1 a y = 8, tudíæ byc > a.

ZávÏr. Soustava rovnic má 6 ¯eπení, a to
⇥
� 78 ,�8

⇤
,
⇥
� 74 ,�4

⇤
,
⇥
� 73 ,�

8
3

⇤
,
⇥
� 72 ,�2

⇤
,⇥

7, 87
⇤
a

⇥
7
2 ,
8
3

⇤
.

Návodné a doplÚující úlohy:

1. V oboru reáln˝ch Ëísel ¯eπte rovnici: a) bxc2 = 4, b) bx2c = 4, c) b bxc+3
2 c = 4,

d) b 2011bxc c = 4. [a) x 2 h�2,�1)[h2, 3), b) 2 5 |x| <

p
5, c) x 2 h5, 7), d) x 2 h403, 503)]

2. V oboru reáln˝ch Ëísel ¯eπte soustavu rovnic xy = 2, x byc = 4. [Z¯ejmÏ x < 0, y < 0.

Dokaæte dále, æe b�uc = �buc pro kaædé celé Ëíslo a b�uc = �buc � 1 jinak. Dob¯e je
to téæ vidÏt z grafu funkce y = bxc. Vyjde x = �4, y = � 12 .]

3. Dokaæte, æe pro kaædé reálné Ëíslo x a kaædé celé Ëíslo k platí bx+ kc = bxc+ k.

4. Jsou dány dvÏ r˘znobÏæky a, c procházející bodem P a bod B, kter˝ na nich neleæí.
Sestrojte pravoúhelník ABCD s vrcholy A, C a D po ¯adÏ na p¯ímkách a, c a PB.

ÿeπení. OznaËme S pr˘seËík úhlop¯íËek AC a BD, kter˝ má leæet na p¯ímce b =
= PB. P¯itom nem˘æe b˝t S = P , protoæe pak by na p¯ímce a leæel i vrchol C. Taková
moænost odporuje zadání.

Zvolíme-li proto na p¯ímce b libovoln˝ bod S

0, S0 6= P , existuje právÏ jedna stejno-
lehlost se st¯edem P , která zobrazí bod S na S

0. V této stejnolehlosti p¯ejde pravoúhelník
ABCD v pravoúhelník A

0
B

0
C

0
D

0 s pr˘seËíkem úhlop¯íËek S

0, p¯itom A

0 2 a, B0
, D

0 2 b

a C

0 2 c. Protoæe vrcholy A

0, C

0 jsou soumÏrnÏ sdruæené podle zvoleného st¯edu S

0

(obr. 2), sestrojíme bod A

0 jako pr˘seËík p¯ímky a s p¯ímkou c

0, která je soumÏrnÏ sdru-
æená s p¯ímkou c podle st¯edu S

0. Pak uæ snadno z bod˘ A

0, S0 urËíme bod C

0 a dále
pak – díky prav˝m úhl˘m A

0
B

0
C

0 a A

0
D

0
C

0 – najdeme body B

0, D

0 jako pr˘seËíky
p¯ímky b s Thaletovou kruænicí nad pr˘mÏrem A

0
C

0. P¯itom tyto dva pr˘seËíky m˘-
æeme oznaËit jako B

0,D0 v libovolném po¯adí s v˝jimkou p¯ípadu, kdy jeden z pr˘seËík˘
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splyne s bodem P ; v takovém p¯ípadÏ m˘æe b˝t jedinÏ D

0 = P , neboª z B 6= P plyne
B

0 6= P . Nakonec zobrazíme pravoúhelník A

0
B

0
C

0
D

0 ve „zpÏtnéˇ stejnolehlosti, ve které
B

0 7! B. Tak dostaneme Ëty¯úhelník ABCD, kter˝ má z¯ejmÏ vπechny poæadované
vlastnosti.

P

a

b

c

S

A

B

C

D

S

0
c

0

A

0

B

0

C

0

D

0

Obr. 2

Diskuse: Pro zvolen˝ bod S

0 2 b, S

0 6= P , body A

0 a C

0 existují a jsou jediné
(p¯ímky a, c

0 jsou totiæ r˘znobÏæky a æádná z nich st¯edem soumÏrnosti S0 neprochází).
Kruænice nad pr˘mÏrem A

0
C

0 má kladn˝ polomÏr, a proto má s p¯ímkou b jdoucí jejím
st¯edem S

0 vædy dva pr˘seËíky. Jsou-li oba r˘zné od bodu P , má úloha dvÏ ¯eπení. Jeden
z tÏchto dvou pr˘seËík˘ splyne s bodem P , právÏ kdyæ bude úhel A

0
PC

0 prav ,̋ tedy
právÏ kdyæ dané p¯ímky a, c budou navzájem kolmé. V takovém p¯ípadÏ bude D

0 = P

a úloha bude mít jediné ¯eπení (vrchol D splyne s bodem P ).

Návodné a doplÚující úlohy:

1. Jsou dány dvÏ r˘znobÏæky a, c a bod S neleæící na æádné z nich. Sestrojte Ëtverec

ABCD se st¯edem S tak, aby bod A leæel na p¯ímce a a bod C na p¯ímce c. [Sestrojíme

p¯ímku a

0
jako obraz p¯ímky a ve st¯edové soumÏrnosti se st¯edem S, pr˘nik p¯ímek

a

0
, c dává bod C.]

2. Jsou dány dvÏ r˘znobÏæky a, c, jejichæ pr˘seËík P je mimo nákresnu, a bod B neleæící

na æádné z nich. Sestrojte p¯ímku b procházející body B, P . [Sestrojíme libovoln˝ troj-

úhelník ABC, kde A 2 a a C 2 c, a pak sestrojíme trojúhelník A

0
B

0
C

0
, kter˝ bude

jeho obrazem v nÏjaké stejnolehlosti se st¯edem v bodÏ P .]

3. Je dána úseËka AB. Sestrojte pravoúhl˝ trojúhelník ABC s p¯eponou AB tak, aby

|AC| = 2 · |BC|. [Sestrojíme trojúhelník A

0
B

0
C

0
poæadované vlastnosti a pak pomocí

stejnolehlosti (nap¯. se st¯edem v jednom z vrchol˘) sestrojíme trojúhelník, jehoæ p¯e-

pona bude mít délku |AB|.]

5. V jistém mÏstÏ mají vybudovanou síª na πí¯ení pomluv, v níæ si kaæd˝ pomlouvaË
vymÏÚuje informace se t¯emi pomlouvaËkami a kaædá pomlouvaËka si vymÏÚuje
informace se t¯emi pomlouvaËi. Jinak se pomluvy neπí¯í.
a) Dokaæte, æe pomlouvaË˘ a pomlouvaËek je stejn˝ poËet.
b) P¯edpokládejme, æe síª na pomlouvání je souvislá (pomluvy od libovolného po-
mlouvaËe a libovolné pomlouvaËky se mohou dostat ke vπem ostatním). Dokaæ-
te, æe i kdyæ jeden pomlouvaË zem¯e, z˘stane síª souvislá.

ÿeπení. a) Nechª m je poËet pomlouvaË˘. Protoæe kaæd˝ pomlouvaË je ve spojení
se t¯emi pomlouvaËkami, je mezi vπemi celkem 3m spojení. A jelikoæ ke stejnému v˝-
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61. roËník matematické olympiády

Úlohy krajského kola kategorie B

1. Je dáno 2 012 kladn˝ch Ëísel menπích neæ 1, jejichæ souËet je 7. Dokaæte, æe lze tato
Ëísla rozdÏlit do Ëty¯ skupin tak, aby souËet Ëísel v kaædé skupinÏ byl aspoÚ 1.

2. UrËete, kolika zp˘soby lze vrchol˘m pravidelného devítiúhelníku ABCDEFGHI
p¯i¯adit Ëísla z mnoæiny {17, 27, 37, 47, 57, 67, 77, 87, 97} tak, aby kaædé z nich bylo
p¯i¯azeno jinému vrcholu a aby souËet Ëísel p¯i¯azen˝ch kaæd˝m t¯em sousedním
vrchol˘m byl dÏliteln˝ t¯emi.

3. Pravoúhlému trojúhelníku ABC je vepsána kruænice, která se dot˝ká p¯epony AB
v bodÏ K. ÚseËku AK otoËíme o 90� do polohy AP a úseËku BK otoËíme o 90�

do polohy BQ tak, aby body P , Q leæely v polorovinÏ opaËné k polorovinÏ ABC.
a) Dokaæte, æe obsahy trojúhelník˘ ABC a PQK jsou stejné.
b) Dokaæte, æe obvod trojúhelníku ABC nep¯evyπuje obvod trojúhelníku PQK.
Kdy nastane rovnost?

4. NajdÏte vπechna reálná Ëísla x, y, která vyhovují soustavÏ rovnic

x ·
jy

x

k
= 5,

y ·
jx

y

k
= �6.

(Zápis bac znaËí dolní celou Ëást Ëísla a, tj. nejvÏtπí celé Ëíslo, které nep¯evyπuje a.)

Krajské kolo kategorie B se koná

v úter˝ 17. dubna 2012

tak, aby zaËalo dopoledne a aby soutÏæící mÏli na ¯eπení úloh
4 hodiny Ëistého Ëasu. Za kaædou úlohu m˘æe soutÏæící získat
6 bod˘, úspÏπn˝m ¯eπitelem je ten æák, kter˝ získá 10 bod˘
nebo více. Povolené pom˘cky jsou psací a r˝sovací pot¯eby
a πkolní MF tabulky. Kalkulátory, notebooky ani æádné jiné
elektronické pom˘cky dovoleny nejsou. Tyto údaje se æák˘m
sdÏlí p¯ed zahájením soutÏæe.



nebo
(A, B,C, D, E, F,G, H, I)$ (1, 2, 0, 1, 2, 0, 1, 2, 0).

A koneËnÏ je-li vrcholu A p¯i¯azena zbytková t¯ída 2, platí buÔ

(A, B,C, D, E, F,G, H, I)$ (2, 0, 1, 2, 0, 1, 2, 0, 1),
nebo

(A, B,C, D, E, F,G, H, I)$ (2, 1, 0, 2, 1, 0, 2, 1, 0).
Podle poËtu moæností, jak postupnÏ vybírat Ëísla z jednotliv˝ch zbytkov˝ch t¯íd,

kaædému z uveden˝ch p¯ípad˘ odpovídá podle pravidla souËinu právÏ

(3 · 2 · 1) · (3 · 2 · 1) · (3 · 2 · 1) = 63

moæností. Vzhledem k tomu, æe jin˝ p¯ípad kromÏ πesti uveden˝ch nem˘æe nastat, vi-
díme, æe hledan˝ poËet moæností, jak p¯i¯adit vrchol˘m uvaæovaného devítiúhelníku
dan˝ch devÏt Ëísel, je

3 · (2 · 63) = 64 = 1296.
Za úplné ¯eπení udÏlte 6 bod˘, z toho 2 body za zd˘vodnÏní, æe Ëísla p¯ipsaná t¯em sousedním vrchol˘m

mají navzájem r˘zné zbytky p¯i dÏlení t¯emi. Za kaædé opomenutí jednoho ze πesti p¯ípad˘ strhnÏte

1 bod. Za chybnÏ spoËten˝ poËet moæností strhnÏte 2 body; za ménÏ závaænou numerickou chybu

strhnÏte 1 bod. Za správn˝ v˝poËet poËtu moæností, které ¯eπitel uvaæoval, i kdyæ neuvedl vπechny

moænosti, udÏlte 2 body.

3. a) OznaËme S st¯ed a r polomÏr kruænice vepsané trojúhelníku ABC a L, M
body dotyku této kruænice postupnÏ se stranami BC, CA (obr. 1). OznaËíme-li |AK| =
= x, |BK| = y, je |AP | = |AM | = x, |KP | = x

p
2, |BQ| = |BL| = y, |KQ| = y

p
2.

Protoæe oba úhly AKP , BKQ mají velikost 45�, je trojúhelník PQK pravoúhl ,̋ takæe
jeho obsah je

SPQK =
x
p
2 · y

p
2

2
= xy.

A B

C

K

L
M

P

Q

S

x

x

x

p
2x

y

y

y

p
2y

r

r

r r

r

Obr. 1



»ty¯úhelník SLCM je Ëtverec se stranou délky r a je |AM | = x, |BL| = y. Obsah
trojúhelníku ABC je roven souËtu obsah˘ trojúhelník˘ ABS, BCS a CAS, tedy

SABC =
(x+ y)r + (y + r)r + (x+ r)r

2
= (x+ y + r)r.

Obsah trojúhelníku ABC je také roven

SABC =
|AC| · |BC|

2
=
(x+ r)(y + r)

2
=

xy

2
+
(x+ y + r)r

2
=

xy

2
+

SABC

2
.

Odsud dostáváme SABC = xy neboli SABC = SPQK , coæ jsme mÏli dokázat.
b) V trojúhelníku ABC jsou délky stran a = y + r, b = x + r, c = x + y. Obvod

trojúhelníku ABC je a+ b+ |AB|, obvod trojúhelníku PQK je x
p
2 + y

p
2 + |PQ|.

Z¯ejmÏ platí |AB| 5 |PQ| (|AB| je vzdáleností rovnobÏæek AP , BQ, obr. 1). Rov-
nost nastane jedinÏ v p¯ípadÏ |AP | = |BQ| neboli x = y.
JeπtÏ dokáæeme, æe a+ b 5 x

p
2+y

p
2 neboli æe a+ b 5 c

p
2. Poslední nerovnost je

ekvivalentní nerovnosti, kterou dostaneme umocnÏním na druhou, protoæe obÏ její strany
jsou kladné. Dostaneme tak a2+b2+2ab 5 2c2. Jelikoæ v pravoúhlém trojúhelníku ABC
platí a2 + b2 = c2, máme dokázat nerovnost 2ab 5 a2 + b2, která je vπak ekvivalentní
nerovnosti 0 5 (a � b)2. Ta platí pro vπechna reálná Ëísla a, b a rovnost v ní nastane
jedinÏ pro a = b, tj. x = y.

CelkovÏ vidíme, æe obvod trojúhelníku ABC je menπí nebo roven obsahu trojúhel-
níku PQK a rovnost nastane, právÏ kdyæ je pravoúhl˝ trojúhelník ABC rovnoramenn .̋

Za úplné ¯eπení udÏlte 6 bod˘. Za opomenutí podmínky, kdy nastane rovnost, strhnÏte 2 body. Za pouhé

vyπet¯ení rovnosti udÏlte 1 bod.

4. NutnÏ platí xy 6= 0. Z¯ejmÏ je také x 6= y; kdyby bylo x = y, dostali bychom
bx/yc = by/xc = 1, takæe z první rovnice by vyπlo x = 5 a z druhé rovnice y = �6,
coæ je v rozporu s rovností x = y. PodobnÏ nem˘æe b˝t ani x = �y, takæe je dokonce
|x| 6= |y|.

Pokud by obÏ neznámé mÏly stejná znaménka, bylo by jedno z Ëísel x/y, y/x z in-
tervalu (0, 1), takæe jeho celá Ëást by byla 0, coæ nevede k ¯eπení. Jedna z neznám˝ch
tedy musí b˝t kladná a druhá záporná a obÏ celé Ëásti v rovnicích jsou záporné. Z nich
proto také vypl˝vá, æe x < 0 a y > 0.

Znaménka Ëísel x, y jsou r˘zná a absolutní hodnoty tÏchto Ëísel jsou také r˘zné,
proto právÏ jedno z Ëísel x/y, y/x je z intervalu (�1, 0), a jeho celá Ëást je tudíæ �1.

Nejprve prozkoumáme p¯ípad bx/yc = �1. Z druhé zadané rovnice dostaneme
y = 6. První zadaná rovnice má pak tvar b6/xc = 5/x. Vyuæijeme-li navíc definici celé
Ëásti, dostaneme

5
x
=

j 6
x

k
5 6

x
, tj.

5
x

5 6
x

.

Poslední nerovnice ovπem nem˘æe pro záporné Ëíslo x platit, neboª je ekvivalentní ne-
rovnosti 5 = 6. Daná soustava rovnic nemá tudíæ v p¯ípadÏ bx/yc = �1 ¯eπení.
Zb˝vá p¯ípad by/xc = �1. Z první zadané rovnice máme x = �5. Druhá zadaná

rovnice má pak tvar b�5/yc = �6/y. Podle definice celé Ëásti tedy platí

�5
y

<

�
�5
y

⌫
+ 1 =

�6
y
+ 1, tj.

�5
y

<
�6
y
+ 1,



61. roËník matematické olympiády

Úlohy klauzurní Ëásti πkolního kola kategorie B

1. V oboru cel˝ch Ëísel ¯eπte rovnici

x

2 + y

2 + x+ y = 4.

2. Je dán pravoúhl˝ trojúhelník ABC s prav˝m úhlem p¯i vrcholu C. Nechª F je pata
v˝πky z vrcholu C na p¯eponu AB. Na kolmicích k p¯ímce AB, které procházejí
vrcholy A a B, jsou v polorovinÏ opaËné k polorovinÏ ABC zvoleny po ¯adÏ body D

a E, pro nÏæ platí |AF | = |AD| a |BF | = |BE|. OznaËme dále R st¯ed úseËky DE.
Dokaæte, æe platí nerovnost |RF | = |CF |, a zjistÏte, kdy nastane rovnost.

3. V jistém mÏstÏ mají vybudovanou souvislou síª na πí¯ení pomluv (pomluvy od libo-
volného pomlouvaËe a libovolné pomlouvaËky se mohou dostat ke vπem ostatním).
V ní si kaæd˝ pomlouvaË vymÏÚuje informace se dvÏma pomlouvaËkami a kaædá
pomlouvaËka si vymÏÚuje informace se t¯emi pomlouvaËi. P¯edpokládejme, æe ve
zmínÏné síti se najde takov˝ muæ i taková æena, æe po p¯ípadném úmrtí kterékoli
z tÏchto dvou osob p¯estane b˝t síª souvislou. NajdÏte nejmenπí moæn˝ poËet Ëlen˘
této sítÏ.

Klauzurní Ëást πkolního kola kategorie B se koná

ve Ëtvrtek 26. ledna 2012

tak, aby zaËala dopoledne a aby soutÏæící mÏli na ¯eπení úloh
4 hodiny Ëistého Ëasu. Za kaædou úlohu m˘æe soutÏæící získat
6 bod˘, úspÏπn˝m ¯eπitelem je ten æák, kter˝ získá 10 bod˘
nebo více. Povolené pom˘cky jsou psací a r˝sovací pot¯eby
a πkolní MF tabulky. Kalkulátory, notebooky ani æádné jiné
elektronické pom˘cky dovoleny nejsou. Tyto údaje se æák˘m
sdÏlí p¯ed zahájením soutÏæe.



61. roËník matematické olympiády

ÿeπení úloh klauzurní Ëásti πkolního kola kategorie B

1. Vynásobením obou stran dané rovnice Ëty¯mi dostaneme

4x2 + 4y2 + 4x+ 4y = 16.

V˝raz na levé stranÏ takto upravené rovnice doplníme na souËet druh˝ch mocnin dvou
dvojËlen˘. Obdræíme tak

(4x2 + 4x+ 1) + (4y2 + 4y + 1) = (2x+ 1)2 + (2y + 1)2 = 18.

StaËí tedy vyπet¯it vπechny rozklady Ëísla 18 na souËet dvou kladn˝ch lich˝ch Ëísel,
neboª Ëísla 2x + 1 a 2y + 1 nejsou dÏlitelná dvÏma (a nerovnají se tedy ani nule) pro
æádná celá x a y.
Uvaæujme proto následující rozklady:

18 = 1 + 17 = 3 + 15 = 5 + 13 = 7 + 11 = 9 + 9.

Mezi uveden˝mi souËty je pouze jeden (18 = 9 + 9) souËtem druh˝ch mocnin dvou
cel˝ch Ëísel. Mohou tedy nastat následující Ëty¯i p¯ípady:

2x+ 1 = 3, 2y + 1 = 3, tj. x = 1, y = 1,

2x+ 1 = 3, 2y + 1 = �3, tj. x = 1, y = �2,
2x+ 1 = �3, 2y + 1 = 3, tj. x = �2, y = 1,

2x+ 1 = �3, 2y + 1 = �3, tj. x = �2, y = �2.

ZávÏr. Dané rovnici vyhovují právÏ Ëty¯i dvojice cel˝ch Ëísel (x, y), a to (1, 1),
(1,�2), (�2, 1) a (�2,�2).

Jiné ¯eπení. Danou rovnici lze upravit na tvar x(x+ 1) + y(y+ 1) = 4, z nÏhoæ je
patrné, æe Ëíslo 4 je nutno rozloæit na souËet dvou cel˝ch Ëísel, z nichæ kaædé je souËinem
dvou po sobÏ jdoucích cel˝ch Ëísel. Protoæe nejmenπí hodnoty v˝razu t(t+1) pro kladná
i záporná celá t jsou 0, 2, 6, 12, . . ., p¯ipadá v úvahu pouze rozklad 4 = 2 + 2, takæe
kaædá z neznám˝ch x, y se rovná jednomu z Ëísel 1 Ëi �2, jedin˝ch cel˝ch Ëísel t, pro
nÏæ t(t+1) = 2. Navíc je jasné, æe naopak kaædá æe Ëty¯ dvojic (x, y) sestaven˝ch z Ëísel
1, �2 je ¯eπením dané úlohy.
Za systematické a úplné ¯eπení udÏlte 6 bod˘. Za odhad ¯eπení (1, 1) neudÏlujte æádn˝ bod, za dalπí
jedno uhodnuté ¯eπení udÏlte 1 bod, za vπechna uhodnutá ¯eπení 2 body. P¯i správném postupu naopak

strhnÏte 1 bod za kaædé chybÏjící ¯eπení. JednoznaËnost rozkladu Ëísla 18 na souËet dvou druh˝ch

mocnin je natolik z¯ejmá, æe ji není nutné zd˘vodÚovat (jak je uvedeno v p˘vodním ¯eπení).

2. Protoæe DAF a EBF jsou pravoúhlé rovnoramenné trojúhelníky, mají úhly p¯i
jejich p¯eponách velikost 45�, takæe trojúhelník DEF je pravoúhl .̋ OznaËme S st¯ed
úseËky AB (obr. 1). Protoæe st¯ed p¯epony pravoúhlého trojúhelníku je zároveÚ st¯edem
jeho opsané kruænice, z¯ejmÏ platí |RF | = 1

2 |DE| a |CS| = 1
2 |AB|. AD a BE jsou dvÏ

rovnobÏæné p¯ímky, jejichæ vzdálenost je rovna |AB|, a proto |DE| = |AB|. Platí tedy

|RF | = 1
2

|DE| = 1
2

|AB| = |CS| = |CF |,

coæ jsme chtÏli dokázat.



A B

C

D

E

F

R

S

cb
cb

p
2

ca
ca

p
2

Obr. 1

Rovnost nastane, právÏ kdyæ |DE| = |AB| a |CS| = |CF |, tedy právÏ kdyæ S = F

(pak je i |AD| = |AS| = |BS| = |BE| a |DE| = |AB|) neboli právÏ kdyæ je trojúhelník
ABC rovnoramenn .̋

Jiné ¯eπení. OznaËme ca = |BF | a cb = |AF |. Vzhledem k tomu, æe |AD| = cb

a |BE| = ca (obr. 1), vidíme, æe pro délku p¯epony DE v pravoúhlém trojúhelníku DEF

(viz ¯eπení 2. úlohy domácího kola) dostaneme pouæitím nerovnosti mezi aritmetick˝m
a geometrick˝m pr˘mÏrem pro dvojici kladn˝ch Ëísel c

2
a a c

2
b a dále Eukleidovy vÏty

o v˝πce CF v pravoúhlém trojúhelníku ABC odhad

|DE| =
q
2(c2a + c

2
b) =

p
2 · 2cacb = 2

p
cacb = 2 |CF |.

Protoæe v pravoúhlém trojúhelníku DEF platí |RF | = 1
2 |DE|, dostáváme vyuæitím

uvedené nerovnosti

2 |RF | = |DE| = 2 |CF | a odtud |RF | = |CF |,

coæ jsme chtÏli dokázat.
Rovnost nastane, právÏ kdyæ se obÏ pr˘mÏrované hodnoty c

2
a a c

2
b rovnají, tj. kdyæ

platí ca = cb, coæ nastane právÏ v p¯ípadÏ pravoúhlého rovnoramenného trojúhelníku
ABC.

Za úplné ¯eπení udÏlte 6 bod˘. Za opomenutí podmínky, kdy nastane rovnost, strhnÏte 2 body. Za pouhé

uhodnutí, kdy nastane rovnost, udÏlte 1 bod.

3. OznaËme A toho pomlouvaËe, po jehoæ smrti se síª rozpadne, a M1, Z1 poËty
pomlouvaË˘ a pomlouvaËek v jedné oddÏlené skupinÏ,M2 a Z2 ve druhé. Protoæe v kaædé
skupinÏ existuje alespoÚ jedna pomlouvaËka a ta je po¯ád jeπtÏ ve spojení s aspoÚ
dvÏma pomlouvaËi, je M1 = 2 a M2 = 2. V kaædé skupinÏ mezi poËty pomlouvaËek
a pomlouvaË˘ platí nyní vztahy 3Z1 � 1 = 2M1 a 3Z2 � 1 = 2M2. Rovnice tvaru
3z � 1 = 2m nemá celoËíselné ¯eπení z ani pro m = 2, ani pro m = 3, teprve pro m = 4



3. Nechª V je pr˘seËík v˝πek ostroúhlého trojúhelníku ABC. P¯ímka CV je spoleËnou
teËnou kruænic k a l, které se vnÏ dot˝kají v bodÏ V a p¯itom kaædá z nich prochází
jedním z vrchol˘ A a B. Jejich pr˘seËíky s vnit¯ky stran AC a BC oznaËme P a Q.
Dokaæte, æe polop¯ímka V C je osou úhlu PV Q a æe body A, B, P , Q leæí na jedné
kruænici.

ÿeπení. OznaËme velikosti vnit¯ních úhl˘ trojúhelníku ABC obvykl˝m zp˘sobem
a VA, VB , VC paty jeho v˝πek po ¯adÏ z vrchol˘ A, B, C (obr. 1).

A B

C

VA

VB

VC

V

P

Q

k

l

Obr. 1

Trojúhelník AVAC je pravoúhl˝ a platí |�V AC| = |�VAAC| = 90� � �. PodobnÏ
platí i |�V BC| = |�VBBC| = 90� � �. Z rovnosti úsekového a obvodového úhlu pro
tÏtivu PV kruænice k vychází |�CV P | = |�V AC| = 90���. A obdobnÏ pro tÏtivu QV

kruænice l máme |�CV Q| = |�V BC| = 90���. Polop¯ímka V C je tedy osou úhlu PV Q,
coæ jsme chtÏli dokázat.
Druhou Ëást tvrzení m˘æeme dokázat následujícím zp˘sobem. Podle Thaletovy vÏty

leæí body VA a VC na ThaletovÏ kruænici nad pr˘mÏrem AC. Z rovnosti obvodov˝ch
úhl˘ nad tÏtivou VAC této kruænice plyne |�VAAC| = |�VAVCC| = 90� � �. ÚseËky
VAVC a QV jsou tedy rovnobÏæné, protoæe svírají s p¯ímkou CVC stejn˝ úhel. PodobnÏ
zjistíme, æe i úseËky VBVC a PV jsou rovnobÏæné. Odtud vidíme, æe trojúhelník VAVBVC

je obrazem trojúhelníku QPV ve stejnolehlosti se st¯edem v bodÏ C, která zobrazuje
bod VC na bod V . Proto jsou úseËky VAVB a QP rovnobÏæné.
Podle Thaletovy vÏty leæí body VA a VB na ThaletovÏ kruænici nad pr˘mÏrem AB,

z vlastností tÏtivového Ëty¯úhelníku ABVAVB tak plyne |�PQC| = |�VBVAC| = ↵,
|�QPC| = |�VAVBC| = �. Tyto rovnosti uæ jak známo zaruËují, æe také Ëty¯úhelník
ABQP je tÏtivov ,̋ tudíæ jeho vrcholy leæí na jedné kruænici, jak jsme mÏli dokázat.

Poznámka. Druhá Ëást tvrzení téæ snadno plyne z vlastností mocnosti bodu ke
kruænici: Mocnost bodu C ke kruænici k je rovna |CV |2 = |CP | · |CA|. PodobnÏ mocnost
bodu C ke kruænici l je rovna |CV |2 = |CQ| · |CB|. Proto |CP | · |CA| = |CQ| · |CB|,
coæ je ekvivalentní s tím, æe body A, B, P , Q leæí na téæe kruænici.
Totéæ m˘æeme formulovat i bez poËítání, vyuæijeme-li poznatku o chordálách1 t¯í

1 Chordála dvou kruænic je mnoæina bod˘, jeæ mají k obÏma kruænicím stejnou mocnost, coæ v p¯í-
padÏ protínajících se kruænic je jejich spoleËná seËna.
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kruænic: OznaËme m kruænici opsanou trojúhelníku ABP . Protoæe CV je chordálou
kruænic k a l a AC chordálou kruænic k a m, je BC chordálou kruænic l a m. Odtud
plyne, æe kruænice l a m se protínají v bodÏ Q.

Návodné a doplÚující úlohy:

1. Zopakujte s æáky vztahy mezi obvodov˝m, st¯edov˝m a úsekov˝m úhlem a dokaæte je.
2. Nechª V

A

, V

B

, V

C

znaËí paty v˝πek po ¯adÏ z vrchol˘ A, B, C v daném ostroúhlém
trojúhelníku ABC a V pr˘seËík jeho v˝πek. Dokaæte následující tvrzení:
a) osa úseËky V

A

V

B

prochází st¯edem strany AB,
b) body A, V , V

B

, V
C

leæí na téæe kruænici,
c) bod V je st¯edem kruænice vepsané trojúhelníku V

A

V

B

V

C

.
[a) Podle Thaletovy vÏty leæí body V

A

, V
B

na kruænici s pr˘mÏrem AB, osa seËny V

A

V

B

této kruænice prochází jejím st¯edem, coæ je st¯ed AB. b), c) Podle Thaletovy vÏty leæí
body V

B

, V

C

na r˘zn˝ch polokruænicích s p˘mÏrem AV . Podle vÏty o obvodovém
úhlu |�V

B

V

C

V | = |�V

B

AV | = 90� � �. Z tÏtivového Ëty¯úhelníku BV

A

V V

C

podobnÏ
dostaneme |�V

A

V

C

V | = 90� � �, tedy V V

C

je osou úhlu V

A

V

C

V

B

. PodobnÏ dokáæe-
me, æe V V

A

je osou úhlu V

B

V

A

V

C

, tedy V je pr˘seËík os vnit¯ních úhl˘ trojúhelníku
V

A

V

B

V

C

.]
D1. V rovinÏ je dán pravoúhl˝ lichobÏæník ABCD s delπí stranou AB a prav˝m úhlem

p¯i vrcholu A. OznaËme k1 kruænici sestrojenou nad stranou AD jako pr˘mÏrem a k2
kruænici procházející vrcholy B, C a dot˝kající se p¯ímky AB. Mají-li kruænice k1,
k2 vnÏjπí dotyk v bodÏ P , je p¯ímka BC teËnou kruænice opsané trojúhelníku CDP .
Dokaæte. [52–B–II–4]

D2. V rovinÏ je dán rovnobÏæník ABCD, jehoæ úhlop¯íËka BD je kolmá ke stranÏ AD.
OznaËme M (M 6= A) pr˘seËík p¯ímky AC s kruænicí o pr˘mÏru AD. Dokaæte, æe osa
úseËky BM prochází st¯edem strany CD. [56–B–II–3]

D3. Nechª K je libovoln˝ vnit¯ní bod strany AB daného trojúhelníku ABC. P¯ímka CK

protíná kruænici opsanou trojúhelníku ABC v bodÏ L (L 6= C). OznaËme k1 kruænici
opsanou trojúhelníku AKL a k2 kruænici opsanou trojúhelníku BKL.
a) Dokaæte, æe p¯ímka AC je teËna kruænice k1, právÏ kdyæ p¯ímka BC je teËna
kruænice k2.

b) P¯edpokládejme, æe p¯ímka AC je seËna kruænice k1. Nechª P (P 6= A) je pr˘seËík
p¯ímky AC s kruænicí k1 a Q (Q 6= B) pr˘seËík p¯ímky BC s kruænicí k2. Dokaæte,
æe bod K leæí na úseËce PQ.

[53–A–II–3]

4. NajdÏte nejmenπí hodnotu zlomku

V (n) =
n

3 � 10n2 + 17n� 4
n

2 � 10n+ 18 ,

kde n je libovolné p¯irozené Ëíslo vÏtπí neæ 2.

ÿeπení. Nejprve spoËtÏme hodnoty v˝razu V (n) pro nÏkolik p¯irozen˝ch Ëísel
n = 3:

n 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

V (n) 5 13 5
1
3 6

2
7 7

2
3 10

2
3 2 7

5
9 9

2
9 10

14
29 11

13
21 12

40
57 13

28
37

Z tabulky vidíme, æe V (n) = 2 pro vπechna n 2 {3, 4, . . . , 14}, p¯iËemæ V (8) = 2.
Ukáæeme, æe pro vπechna n = 9 uæ platí V (n) > 2.
Postupnou úpravou v˝razu V (n)� 2 dostáváme (víme, æe V (8)� 2 = 0)

V (n)� 2 = n

3 � 10n2 + 17n� 4
n

2 � 10n+ 18 � 2 = n

3 � 12n2 + 37n� 40
n

2 � 10n+ 18 =

=
(n� 8)(n2 � 4n+ 5)
(n� 5)2 � 7 =

(n� 8)
�
(n� 2)2 + 1

�

(n� 5)2 � 7 .
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Pro n = 9 jsou Ëitatel i jmenovatel posledniho zlomku kladná Ëísla. Je tedy V (n)�2 > 0
pro kaædé n = 9.
OdpovÏÔ: Nejmenπí hodnota zlomku V (n) je pro vπechna p¯irozená Ëísla n > 2

rovna 2; této hodnoty v˝raz V (n) nab˝vá pro n = 8.

Jiné ¯eπení. DÏlením obou polynom˘ se zbytkem dostaneme

V (n) = n� n+ 4
n

2 � 10n+ 18 . (1)

Ukáæeme, æe pro n = 10 platí
n+ 4

n

2 � 10n+ 18 < 1. (2)

Pro p¯irozená Ëísla n = 10 je totiæ jmenovatel n

2 � 10n + 18 = n(n � 10) + 18
kladné Ëíslo, a nerovnost (2) je tak ekvivalentní s nerovností 0 < n

2 � 11n + 14 =
= (n� 1)(n� 10) + 4, která je pro n = 10 z¯ejmÏ splnÏna. Pro p¯irozená Ëísla n = 10
proto podle (1) platí V (n) > n� 1 = 9. Jak snadno zjistíme (viz hodnoty v jiæ uvedené
tabulce), nab˝vá v˝raz V (n) pro p¯irozená Ëísla n 2 {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} menπích hodnot,
mezi nimiæ je nejmenπí V (8) = 2.

Návodné a doplÚující úlohy:

1. Uvaæujme v˝raz

V (x) =
5x4 � 4x2 + 5

x

4 + 1
.

a) Dokaæte, æe pro kaædé reálné Ëíslo x platí V (x) = 3.
b) Najdete nejvÏtπí hodnotu V (x).
[58–C–II–1]

2. UrËete vπechny dvojice (x, y) cel˝ch Ëísel, které jsou ¯eπením nerovnice

x

p
x

+
6

y

p
x

<

5
p

y

y

.

[51–C–I–3]
D1. UrËete vπechna reálná Ëísla p taková, æe pro libovolná kladná Ëísla x, y platí nerovnost

x

3 + py

3

x+ y

= xy.

[50–B–II–1]
D2. Pro která celá Ëísla a je maximum i minimum funkce

y =
12x2 � 12ax

x

2 + 36

celé Ëíslo? [48–A–I–3]

5. V rovinÏ je dána úseËka AB. Pro libovoln˝ bod X této roviny, kter˝ je r˘zn˝ od
A i B, oznaËme XA, resp. XB obraz bodu A, resp. B v osové soumÏrnosti podle
p¯ímky XB, resp. XA. NajdÏte vπechny takové body X, které spolu s body XA, XB

tvo¯í vrcholy rovnostranného trojúhelníku.

ÿeπení. Bod XA je soumÏrnÏ sdruæen˝ s bodem A podle p¯ímky XB, platí tedy
|XXA| = |XA|. PodobnÏ platí |XXB | = |XB|. Má-li b˝t trojúhelník XXAXB rovno-
strann ,̋ musí platit |XXA| = |XXB | neboli |XA| = |XXA| = |XXB | = |XB|. Bod X

proto nutnÏ leæí na ose o úseËky AB. Naopak, leæí-li bod X na ose úseËky AB, platí
podle rovností z prvních dvou vÏt ¯eπení |XXA| = |XXB |. Body X,XA a XB pak budou
vrcholy rovnostranného trojúhelníku, právÏ kdyæ velikost úhlu XAXXB bude 60�.
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Hledan˝ bod X z¯ejmÏ nem˘æe b˝t st¯edem S úseËky AB, protoæe pak by bylo
XA = A, XB = B a body XA, X, XB by leæely na téæe p¯ímce. Hledané body X mohou
tudíæ leæet na p¯ímce o mimo úseËku AB. Vzhledem ke z¯ejmé symetrii se dále omezíme
jen na body X v jedné z polorovin urËen˝ch p¯ímkou AB.

A BS

X

XAXB

↵ ↵

2↵

Obr. 2

OznaËme ↵ velikost ostrého úhlu AXS (obr. 2),
kter˝ z¯ejmÏ m˘æe nab˝vat libovolné hodnoty z inter-
valu (0�, 90�). Ze shodnosti orientovan˝ch úhl˘ AXB

a BXXA plyne, æe orientovan˝ úhel SXXA pak má
velikost 3↵. Jak uæ víme, bod X bude vrcholem rov-
nostranného trojúhelníku XXAXB , právÏ kdyæ bude
p¯ímka XXA svírat s osou o úhel 30�, coæ vzhledem
k nerovnostem 0� < 3↵ < 270� nastane jedinÏ pro
3↵ 2 {30�, 150�, 210�} neboli ↵ 2 {10�, 50�, 70�}.

A B

X

XAXB

A B

X

XAXB

A B

X

XA XB

Obr. 3

Na obr. 3 vidíme vπechna t¯i odpovídající ¯eπení. Jsou to vrcholy rovnoramenn˝ch
trojúhelník˘ se základnou AB a úhlem 2↵ 2 {20�, 100�, 140�} p¯i vrcholu X. Dalπí
t¯i ¯eπení (soumÏrnÏ sdruæená podle p¯ímky AB) existují v opaËné polorovinÏ urËené
p¯ímkou AB.

Návodné a doplÚující úlohy:

1. Nechª P je vnit¯ní bod konvexního úhlu BAC. OznaËme K a M obrazy bodu P v oso-
v˝ch soumÏrnostech podle p¯ímek AB a AC. UrËete velikost úhlu KAM . [|�KAM | =
= 2|�BAC|, kdyæ je úhel BAC ostr˝ nebo prav ,̋ |�KAM | = 360� � 2|�BAC|, kdyæ
je úhel BAC tup .̋]

2. Nechª P je vnit¯ní bod ostroúhlého trojúhelníku ABC s dan˝m obsahem S. OznaËme
K, L a M obrazy bodu P v osov˝ch soumÏrnostech podle p¯ímek AB, BC a CA. Vy-
poËtÏte obsah πestiúhelníku AKBLCM a zjistÏte, kdy je tento πestiúhelník pravideln .̋
[Obsah je vædy 2S, πestiúhelník je pravideln˝ pouze v p¯ípadÏ, kdy je trojúhelník ABC

rovnostrann˝ a bod P je jeho tÏæiπtÏ.]
3. Nechª P je libovoln˝ vnit¯ní bod rovnostranného trojúhelníku ABC. Uvaæujme obrazy
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K, L a M bodu P v osov˝ch soumÏrnostech s osami AB, BC a CA. UrËete mnoæinu
vπech bod˘ P takov˝ch, æe trojúhelník KLM je rovnoramenn .̋ [53–C–I–4]

4. Nechª A a B jsou r˘zné body roviny. Dále je dán orientovan˝ úhel ! (0� < ! < 90�).
Pro libovoln˝ bod X oznaËme po ¯adÏ X

A

, X

B

obrazy bodu X v otoËeních kolem
st¯ed˘ A a B o úhel !. UrËete vπechny body X, pro které je trojúhelník XX

A

X

B

rovnostrann .̋ [48–B–II–4]
D1. Nechª ABCD je tÏtivov˝ Ëty¯úhelník, jehoæ vnit¯ní úhel p¯i vrcholu B má velikost 60�.

a) Jestliæe |BC| = |CD|, pak platí |CD|+ |DA| = |AB|. Dokaæte.
b) RozhodnÏte, zda platí opaËná implikace.
[53–A–I–5]

6. Je dáno p¯irozené Ëíslo k < 12. Ve vrcholech pravidelného dvanáctiúhelníku jsou
napsána Ëísla 1, 2, . . . , 12 (jako na ciferníku hodin). V jednom kroku m˘æeme buÔ
vymÏnit nÏkterá dvÏ protilehlá Ëísla, nebo zvolit libovoln˝ch k sousedních vrchol˘
a v nich napsaná Ëísla zvÏtπit o 1. Jako T (k) oznaËme tvrzení, æe po koneËném
poËtu krok˘ lze dostat vπech 12 Ëísel stejn˝ch. Dokaæte, æe T (2) neplatí, T (5) platí,
a rozhodnÏte o platnosti T (3).

ÿeπení. Vrcholy pravidelného dvanáctiúhelníku oËíslujme stejnÏ jako na Ëíselníku
hodin. Pro i 2 {1, 2, . . . , 12} oznaËme ai Ëíslo napsané v i-tém vrcholu dvanáctiúhelníku;
na poËátku je podle zadání ai = i pro vπechna i 2 {1, 2, . . . , 12}.
Nejprve ukáæeme, æe T (2) neplatí. Uvaæujme souËty

S1 = a1 + a3 + a5 + a7 + a9 + a11,

S2 = a2 + a4 + a6 + a8 + a10 + a12.

Na poËátku je S1 = 36 a S2 = 42. Kaædá dvÏ protilehlá Ëísla se nacházejí spoleËnÏ
v témæ souËtu, to znamená, æe po jejich v˝mÏnÏ se æádn˝ z obou souËt˘ nezmÏní. Navíc
æádná dvÏ sousední Ëísla nepat¯í do téhoæ souËtu, takæe po kroku spoËívajícím ve volbÏ
dvou sousedních vrchol˘ a zvÏtπení v nich napsan˝ch Ëísel o 1 se oba souËty zvÏtπí o 1,
takæe jejich rozdíl S2 � S1 se nezmÏní. Protoæe na poËátku je S2 � S1 = 6, nelze nikdy
dojít do situace, kdy by byla vπechna Ëísla ai stejná. V takovém p¯ípadÏ by totiæ bylo
S1 = S2 a rozdíl S2 � S1 by byl nulov .̋ Proto tvrzení T (2) neplatí.

ObdobnÏ dokáæeme, æe neplatí ani tvrzení T (3). Uvaæujeme tentokrát t¯i souËty

S1 = a1 + a4 + a7 + a10,

S2 = a2 + a5 + a8 + a11,

S3 = a3 + a6 + a9 + a12,

pro které na poËátku platí S1 = 22, S2 = 26, S3 = 30. Po kaædém kroku se buÔ æádn˝
ze t¯í souËt˘ nezmÏní (vymÏníme-li dvojici protilehl˝ch Ëísel), nebo se vπechny t¯i zvÏtπí
o 1 (zvÏtπíme-li trojici sousedních Ëísel). Proto po æádném poËtu krok˘ nemohou b˝t
u vπech vrchol˘ napsána stejná Ëísla, pak by totiæ platilo S1 = S2 = S3.

Nakonec ukáæeme, æe tvrzení T (5) platí. PÏticí Ëísel se st¯edem ve vrcholu i budeme
rozumÏt Ëísla ve vrcholech i� 2, i� 1, i, i+ 1, i+ 2 s obvyklou úmluvou, æe vrchol �1
je vrchol 11, vrchol 0 je 12, vrchol 13 je 1 a vrchol 14 je 2. ZvÏtπeme pÏtice se st¯edy
v jednotliv˝ch vrcholech tolikrát, jak je naznaËeno v obr. 4, tj. pÏtici se st¯edem ve vr-
cholu 1 zvÏtπíme devÏtkrát, pÏtici se st¯edem ve vrcholu 2 Ëty¯ikrát, pÏtici se st¯edem ve
vrcholu 3 jedenáctkrát atd. aæ pÏtici se st¯edem ve vrcholu 12 dvakrát. »íslo u vrcholu 1
je na poËátku 1 a zvÏtπí se pouze p¯i zvÏtπení pÏtic se st¯edy v bodech 11, 12, 1, 2 a 3.
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62. roËník matematické olympiády

Úlohy krajského kola kategorie B

1. Pro libovolná reálná Ëísla p 6= 0, q a k 6= ±1 dokaæte tvrzení: Rovnice

x2 + px+ q = 0

má v oboru reáln˝ch Ëísel dva ko¯eny, z nichæ jeden je k-násobkem druhého, právÏ
kdyæ platí kp2 = (k + 1)2q.

2. Obec má 100 obyvatel. Víme, æe kaæd˝ z nich má v obci právÏ t¯i známé. (Známost
je vzájemn˝m vztahem.)
a) Dokaæte, æe v obci existuje skupina 25 osob, z nichæ se æádné dvÏ neznají.
b) NajdÏte nejmenπí p¯irozené Ëíslo n s vlastností, æe v libovolné skupinÏ n osob
kaædé takové obce existuje dvojice znám˝ch.

3. UrËete vπechny trojice (a, b, c) cel˝ch kladn˝ch Ëísel, pro nÏæ platí

2a+2b+1 + 4a + 16b = 4c.

4. V rovinÏ jsou dány kruænicem, n, které se protínají v bodech K, L. TeËna v bodÏ K
ke kruænicim protíná kruænici n v bodÏ A 6= K, teËna v bodÏ L ke kruænici n protíná
kruænici m v bodÏ C 6= K. Bod B 6= L je pr˘seËík p¯ímky AL s kruænicí m a bod
D 6= K je pr˘seËík p¯ímky CK s kruænicí n. Dokaæte, æe Ëty¯úhelník ABCD je
rovnobÏæník.

Krajské kolo kategorie B se koná

v úter˝ 9. dubna 2013

tak, aby zaËalo dopoledne a aby soutÏæící mÏli na ¯eπení
úloh 4 hodiny Ëistého Ëasu. Povolené pom˘cky jsou psací
a r˝sovací pot¯eby a πkolní MF tabulky. Kalkulátory, note-
booky ani æádné jiné elektronické pom˘cky dovoleny nejsou.
Za kaædou úlohu m˘æe soutÏæící získat 6 bod˘; bodové hra-
nice k urËení úspÏπn˝ch ¯eπitel˘ a úspÏπn˝ch úËastník˘ bu-
dou stanoveny centrálnÏ po vyhodnocení statistik bodov˝ch
v˝sledk˘ ze vπech kraj˘. Tyto údaje se æák˘m sdÏlí p¯ed
zahájením soutÏæe.



4. Obvodov˝ úhel KAL a úsekov˝ úhel CLK tÏtivy KL v kruænici n jsou shodné.
PodobnÏ se shodují i obvodov˝ úhel KCL a úsekov˝ úhel AKL tÏtivy KL v kruænici m.
Trojúhelníky AKL a LCK se tak shodují ve dvou vnit¯ních úhlech, a proto se shodují
i ve t¯etím úhlu. Úhly ALK a LKC jsou tudíæ shodné, a proto jsou shodné i jejich do-
plÚky do 180�, kter˝mi jsou obvodové úhly ADK, resp. LBC v uvaæovan˝ch kruænicích.
Shodnost úhl˘ ALK a LKC dokazuje rovnobÏænost p¯ímek AL a CK (tedy p¯ímek AB
a CD), která spolu se shodností úhl˘ ADK a LBC znamená, æe i p¯ímky AD a BC
jsou rovnobÏæné. »ty¯úhelník ABCD je tedy rovnobÏæník, coæ jsme chtÏli dokázat.

A

B

C

D

K

L
m

n

Obr. 1

Poznámka. Jakmile pomocí shodn˝ch úhl˘ ALK a LKC zjistíme, æe p¯ímky AB
a CD jsou rovnobÏæné, m˘æeme konstatovat, æe oba tÏtivové Ëty¯úhelníky ADLK
a BLKC jsou buÔ pravoúhelníky, nebo rovnoramenné lichobÏæníky se shodn˝mi úhly
p¯i základnách. V obou p¯ípadech to uæ z¯ejmÏ zaruËuje rovnobÏænost druhé dvojice
p¯ímek AD a BC.

Za úplné ¯eπení udÏlte 6 bod˘. Tvrzení o rovnostech dvojic úhl˘ KAL, CLK a KCL, AKL oceÚte po

1 bodu, za d˘kaz rovnobÏænosti AB a CD udÏlte 2 body a za d˘kaz rovnobÏænosti AD a BC dalπí

2 body.



62. roËník matematické olympiády

Úlohy klauzurní Ëásti πkolního kola kategorie B

1. Dokaæte, æe æádná z rovnic

32x + 6y = 2013, |32x � 6y| = 2013

nemá v oboru cel˝ch kladn˝ch Ëísel ¯eπení.

2. Do políËek Ëtvercové m¯íæky 11⇥11 jsme postupnÏ zleva doprava a shora dol˘
zapsali Ëísla 1, 2, . . . , 121. »tvercovou destiËkou 3⇥3 jsme vπemi moæn˝mi zp˘soby
zakryli p¯esnÏ devÏt políËek. V kolika p¯ípadech byl souËet devíti zakryt˝ch Ëísel
druhou mocninou celého Ëísla?

3. Uvaæujme dvÏ kruænice se st¯edy S1 a S2 takové, æe jejich spoleËné vnit¯ní teËny
protínají jejich spoleËné vnÏjπí teËny ve Ëty¯ech bodech. Dokaæte, æe tyto Ëty¯i
pr˘seËíky leæí na ThaletovÏ kruænici nad pr˘mÏrem S1S2.

Klauzurní Ëást πkolního kola kategorie B se koná

ve Ëtvrtek 24. ledna 2013

tak, aby zaËala dopoledne a aby soutÏæící mÏli na ¯eπení úloh
4 hodiny Ëistého Ëasu. Za kaædou úlohu m˘æe soutÏæící získat
6 bod˘, úspÏπn˝m ¯eπitelem je ten æák, kter˝ získá 10 bod˘
nebo více. Povolené pom˘cky jsou psací a r˝sovací pot¯eby
a πkolní MF tabulky. Kalkulátory, notebooky ani æádné jiné
elektronické pom˘cky dovoleny nejsou. Tyto údaje se æák˘m
sdÏlí p¯ed zahájením soutÏæe.



62. roËník matematické olympiády

ÿeπení úloh klauzurní Ëásti πkolního kola kategorie B

1. Pro y = 1 dostaneme z první rovnice 32x = 2013� 6 = 32 · 223, coæ je rovnice,
která nemá v oboru kladn˝ch cel˝ch Ëísel ¯eπení, neboª 223 není mocninou t¯í.

Navíc pro y = 1 platí 32x = 9 > 6 pro libovolné kladné celé Ëíslo x, takæe úpravou
druhé rovnice dostáváme 32x = 2013+6 = 3 ·673. Z podobného d˘vodu ani tato rovnice
nemá ¯eπení v oboru kladn˝ch cel˝ch Ëísel.
Dále p¯edpokládejme, æe y = 2. Pro kaædé kladné celé Ëíslo x je jak 32x, tak i 6y

dÏlitelné devíti. V˝razy na lev˝ch stranách obou rovnic jsou tedy dÏlitelné devíti, avπak
2 013 devíti dÏlitelné není. Proto ani v tomto p¯ípadÏ nemá æádná z obou rovnic ¯eπení
v oboru kladn˝ch cel˝ch Ëísel.

Za úplné ¯eπení udÏlte 6 bod˘, z toho za d˘kaz neexistence ¯eπení u kaædé z rovnic 3 body. P¯i neúplném

¯eπení ohodnoªte d˘kaz neexistence ¯eπení pro y = 2 v jedné rovnici 1 bodem, d˘kaz neexistence ¯eπení
pro y = 1 v jedné rovnici rovnÏæ 1 bodem.

2. OznaËme n Ëíslo pokryté st¯edním políËkem Ëtvercové destiËky. Potom první
¯ádek této destiËky pokr˝vá Ëísla n� 12, n� 11, n� 10, její druh˝ ¯ádek pokr˝vá Ëísla
n � 1, n a n + 1 a koneËnÏ t¯etí ¯ádek pokr˝vá Ëísla n + 10, n + 11 a n + 12. SouËet
vπech Ëísel pokryt˝ch destiËkou tak je 9n.
SouËet Ëísel pokryt˝ch Ëtvercovou destiËkou bude druhou mocninou celého Ëísla,

právÏ kdyæ její st¯ed pokryje Ëíslo n, které je samo druhou mocninou celého Ëísla. Mezi
Ëísly 1, 2, . . . , 121 mají tuto vlastnost pouze Ëísla z mnoæiny {1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81,
100, 121}, z nich ale Ëísla 1, 4, 9, 100 a 121 leæí v krajní ¯adÏ nebo krajním sloupci
m¯íæky 11⇥11, a nemohou tak b˝t pokryta st¯edním polem Ëtvercové destiËky 3⇥ 3.
Ze vπech moæn˝ch pokrytí m¯íæky má poæadovanou vlastnost 6 pokrytí, kdy st¯ed

destiËky pokr˝vá nÏkteré z Ëísel 16, 25, 36, 49, 64 a 81.

Za úplné ¯eπení udÏlte 6 bod˘, z toho za vyjád¯ení souËtu Ëísel pod Ëtvercovou destiËkou v závislosti na

nÏkterém (pokrytém) políËku udÏlte nejv˝πe 2 body, za správnou diskusi, kdy je tento souËet druhou

mocninou celého Ëísla udÏlte nejv˝πe dalπí 2 body. Za nalezení alespoÚ t¯í vyhovujících pokrytí m¯íæky

udÏlte jeden bod, pokud ¯eπitel πpatnÏ uvede nÏkterou polohu destiËky, strhnÏte 1 bod, pokud πpatnÏ

uvede alespoÚ t¯i polohy destiËky, strhnÏte 2 body.

3. OznaËme k1 kruænici se st¯edem S1 a k2 kruænici se st¯edem S2. Pr˘seËíky
vnit¯ních a vnÏjπích teËen oznaËme K, L, M , N (obr. 1).

S1 S2

K

L

M

N

k2

k1

Obr. 1



P¯i uvedeném oznaËení jsou p¯ímky KL a KM teËnami jak kruænice k1, tak kruæ-
nice k2, takæe polop¯ímky KS1 a KS2 jsou osami dvou vedlejπích úhl˘ se spoleËn˝m
ramenem KM . Velikost úhlu S1KS2 je tedy 12 · 180� = 90�, a proto bod K leæí na
ThaletovÏ kruænici nad pr˘mÏrem S1S2.

Podobn˝m zp˘sobem ukáæeme, æe na této kruænici leæí i body L, M a N . Tím je
tvrzení úlohy dokázáno.

Za úplné ¯eπení udÏlte 6 bod˘. Z toho za konstatování, æe KS1 je osou úhlu s rameny na p¯ímkách KL
a KM , udÏlte 1 bod, za podobné zjiπtÏní pro KS2 udÏlte 1 bod. Tyto body udÏlte i v p¯ípadÏ, kdy
místo bodu K bude uveden nÏkter˝ z bod˘ L, M , N . Pozor, toto bodovací schéma není aditivní, tj.
v p¯ípadÏ stejného pozorování pro více bod˘ K, L, M , N za nÏ udÏlte nejv˝πe 2 body. Za zjiπtÏní, æe
úhel S1KS2 (nebo jin˝ odpovídající úhel) je prav ,̋ udÏlte 3 body. Za dokonËení d˘kazu udÏlte 1 bod.



ze závorek nulová. Rovnice x = y a x

3 = y

3 jsou ekvivalentní, a proto nerovnost (1)
platí, právÏ kdyæ x = y.
ÿeπením jsou vπechny dvojice reáln˝ch Ëísel (x, y), kde x = y 6= 0. P¯i úpravách

jsme pouæili pouze ekvivalentní úpravy, proto není zkouπka správnosti nutná.

Poznámka. SouËin na pravé stranÏ (1) jsme mohli upravit také pomocí vzorce
x

3 � y

3 = (x� y)(x2 + xy + y

2) na souËin dvou nezáporn˝ch mnohoËlen˘:

(x3 � y

3)(x� y) = (x� y)2(x2 + xy + y

2).

TrojËlen v druhé závorce má totiæ jako kvadratická funkce jedné neznámé (nap¯. x)
pro libovolné y nekladn˝ diskriminant D(y) = y

2 � 4y2 = �3y2 5 0. Proto rovnost
x

2 + xy + y

2 = 0 nastane pouze v p¯ípadÏ x = y = 0.

Návodné a doplÚující úlohy:

N1. UrËete vπechny dvojice (x, y) kladn˝ch reáln˝ch Ëísel, které vyhovují nerovnici x/y +
+ y/x 5 2. [Po odstranÏní zlomk˘ upravíme nerovnici na (x� y)2 5 0, která platí jen
pro x = y.]

N2. UrËete vπechny dvojice (x, y) reáln˝ch Ëísel, které vyhovují nerovnici x/y + y/x 5 2.
[ÿeπením jsou vπechny dvojice (x, y) takové, æe x = y 6= 0 nebo xy < 0.]

N3. UrËete vπechny dvojice (x, y) reáln˝ch Ëísel, které vyhovují nerovnici x2 + 4y2 5 4xy.
[ÿeπením jsou vπechny dvojice (x, y) takové, æe x = 2y.]

N4. Dokaæte, æe pro libovolná reálná Ëísla x, y platí nerovnost x4+y4 = x3y+xy3. [Úprava
na souËin.]

D1. Dokaæte, æe pro libovolná kladná Ëísla a, b platí nerovnost

3

r
a

b
+ 3

r
b

a
5 3

s

2(a+ b)

✓
1

a
+
1

b

◆
.

ZjistÏte, kdy nastane rovnost. [49–A–II–3]

3. Nechª D je libovoln˝ vnit¯ní bod strany AB trojúhelníku ABC. Na polop¯ímkách

BC a AC zvolme po ¯adÏ body E a F tak, aby platilo |BD| = |BE| a |AD| = |AF |.
Dokaæte, æe body C, E, F a st¯ed I kruænice vepsané trojúhelníku ABC leæí na téæe

kruænici.

ÿeπení. Pokud nÏkter˝ z takto setrojen˝ch bod˘ E a F splyne s vrcholem C, je
tvrzení úlohy triviální. Dále tedy budeme mlËky p¯edpokládat, æe tomu tak není a æe
pouæívané úhly mají smysl.

A B

C

I

D

E

F

Obr. 1

Nejprve p¯edpokládejme, æe body E a F leæí po-
stupnÏ na úseËkách BC a AC. Protoæe |BD| = |BE|
a bod I leæí na ose úhlu ABC, jsou trojúhelníky DBI

a EBI shodné podle vÏty sus. PodobnÏ to platí i pro
trojúhelníky DAI a FAI, a proto platí (obr. 1)

|�IDB| = |�IEB| a |�IFA| = |�IDA|. (1)

Tvrzení úlohy, æe body C, E, F a I leæí na jedné
kruænici, je v takovém p¯ípadÏ ekvivalentní tomu, æe
souËet velikostí úhl˘ CFI a CEI je 180�. S vyuæitím
rovností (1) dostáváme

|�CFI| = 180� � |�IFA| = 180� � |�IDA| = |�IDB| = |�IEB| = 180� � |�CEI|,

tudíæ souËet protilehl˝ch úhl˘ ve Ëty¯úhelníku CFIE je skuteËnÏ 180�.
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Pokud je jeden z bod˘ E, F vnit¯ním a druh˝ vnÏjπím bodem stran BC a AC,
m˘æeme bez újmy na obecnosti p¯edpokládat, æe bod E leæí na úseËce BC a bod F

leæí na polop¯ímce opaËné k polop¯ímce CA. Pro takovou polohu bod˘ C, E, F a I

nám staËí ukázat rovnost úhl˘ IFC a IEC. Znovu vyuæijeme rovnosti (1) a dostaneme
obdobnÏ (obr. 2)

|�IFC| = |�IFA| = |�IDA| = 180� � |�IDB| = 180� � |�IEB| = |�IEC|,

odkud plyne, æe úhly IFC a IEC jsou shodné.

A B

C

I

D

E

F

Obr. 2

T¯etí moænost, æe by oba body E i F leæely vnÏ p¯ísluπn˝ch stran trojúhelníku
ABC, z¯ejmÏ nem˘æe nastat. V tom p¯ípadÏ by totiæ muselo pro jednotlivé délky platit

|AB| = |AD|+ |BD| = |BE|+ |AF | = |BC|+ |AC|,

coæ odporuje trojúhelníkové nerovností pro strany trojúhelníku ABC.

Návodné a doplÚující úlohy:

N1. OznaËme I st¯ed kruænice vepsané trojúhelníku ABC a K, L, M postupnÏ její body
dotyku se stranami BC, AC, AB. Dokaæte, æe Ëty¯úhelníky AMILO, BKIM a CLIK
jsou tÏtivové. [»ty¯úhelníky mají dva protilehlé úhly pravé.]

N2. OznaËme I st¯ed kruænice vepsané trojúhelníku ABC a K, L, M postupnÏ její body
dotyku se stranami BC, AC, AB. Dokaæte, æe Ëty¯úhelníky AMILO, BKIM a CLIK
jsou deltoidy. [Osy vnit¯ních úhl˘ trojúhelníku ABC dÏlí kaæd˝ Ëty¯úhelník na dva
shodné pravoúhlé trojúhelníky.]

N3. Dané kruænice k a l se protínají ve dvou bodech B a C. P¯ímka p se dot˝ká kruænice k
v bodÏ A. P¯ímky AB a AC protínají kruænici l postupnÏ v bodech D 6= B a E 6= C.
Dokaæte, æe p¯ímky p a DE jsou rovnobÏæné. [Vyuæijte úsekov˝ úhel p¯i vrcholu A
a obvodové úhly p¯i vrcholech C a D nad tÏtivou BE. Je pot¯eba d˘slednÏ rozebrat
vπechny r˘zné polohy bod˘ B, C, D a E na kruænici l.]

D1. Nechª P je bod na stranÏ BC trojúhelníku ABC. Konstruujme postupnÏ tyto body:
Q na stranÏ AB tak, aby |BQ| = |BP |, R na stranÏ AC tak, aby |AR| = |AQ|, P 0

na stranÏ BC tak, aby |CP 0| = |CR|, Q0 na stranÏ AB tak, aby |BQ0| = |BP 0|, R0

na stranÏ AC tak, aby |AR0| = |AQ0|. Dokaæte, æe |CP | = |CR0|, a to, æe body P , Q,
R, P 0, Q0 a R0 leæí na jedné kruænici. [Z volby jednotliv˝ch bod˘ plynou pro st¯ed I
kruænice vepsané rovnosti |IP | = |IQ| = |IR| = |IP 0| = |IQ0| = |IR0|, takæe vπechny
uvedené body leæí na kruænici se st¯edem I. A protoæe CI je osou rovnoramenného
trojúhelníku PIR0, je i trojúhelník CPR0 rovnoramenn ,̋ tudíæ |CP | = |CR0|.]

4. Dana napsala na papír trojmístné Ëíslo, které p¯i dÏlení sedmi dává zbytek 2. P¯e-
hozením prvních dvou Ëíslic vzniklo trojmístné Ëíslo, které p¯i dÏlení sedmi dává

zbytek 3. »íslo vzniklé p¯ehozením posledních dvou Ëíslic p˘vodního Ëísla dává p¯i

dÏlení sedmi zbytek 5. Jak˝ zbytek p¯i dÏlení sedmi bude mít Ëíslo, které vznikne

p¯ehozením první a poslední Ëíslice Danina Ëísla?
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ÿeπením soustavy kongruencí jsme dospÏli ke stejné trojici Ëíslic a, b, c jako v p¯edeπlém
¯eπení se soustavou rovnic.

Návodné a doplÚující úlohy:

N1. P¯i dÏlení Ëíslem 99 je zbytek libovolného trojmístného Ëísla stejn˝ jako zbytek Ëísla,
které vznikne z p˘vodního Ëísla Ëtením odzadu. P¯esvÏdËte se! [(100a + 10b + 10c) �
� (100c+ 10b+ a) = 99(a� c))]

N2. Dokaæte, æe Ëísla aba a bab dávají stejn˝ zbytek p¯i dÏlení sedmi. (V˝raz klm oznaËuje
zápis trojmístného Ëísla s Ëíslicemi k, l, m v desítkové soustavÏ.) [aba� bab = (101a+
+ 10b)� (101b+ 10a) = 7 · 13(a� b)]

N3. Jisté Ëty¯místné p¯irozené Ëíslo je dÏlitelné sedmi. Pokud zapíπeme jeho Ëíslice v opaË-
ném po¯adí, dostaneme vÏtπí Ëty¯místné Ëíslo, které je také dÏlitelné sedmi. Navíc p¯i
dÏlení Ëíslem 37 dávají obÏ zmínÏná Ëty¯místná Ëísla stejn˝ zbytek. UrËete p˘vodní
Ëty¯místné Ëíslo. [58–A–II–1]

D1. Klárka mÏla na papíru napsáno trojmístné Ëíslo. Kdyæ ho správnÏ vynásobila devíti,
dostala Ëty¯místné Ëíslo, které zaËínalo stejnou Ëíslicí jako p˘vodní Ëíslo, prost¯ední dvÏ
Ëíslice se rovnaly a poslední Ëíslice byla souËtem Ëíslic p˘vodního Ëísla. Které Ëty¯místné
Ëíslo mohla Klárka dostat? [57–C–I–6]

D2. Janko má t¯i kartiËky, na kaædé je jiná nenulová Ëíslice. SouËet vπech trojmístn˝ch Ëísel,
které lze z tÏchto kartiËek sestavit, je Ëíslo o 6 vÏtπí neæ trojnásobek jednoho z nich.
Jaké Ëíslice jsou na kartiËkách? [61–C–II–2]

D3. NajdÏte vπechna Ëty¯místná Ëísla abcd (v desítkové soustavÏ), pro která platí rovnost

abcd+ 1 = (ac+ 1)(bd+ 1).

[49–A–III–6]

5. V rovinÏ jsou dány body A, T , U tak, æe úhel ATU je tup˝. Sestrojte trojúhelník

ABC, ve kterém T , U jsou po ¯adÏ body dotyku strany BC s kruænicí trojúhelníku

vepsanou a p¯ipsanou. (Kruænicí p¯ipsanou tu rozumíme kruænici, která se kromÏ

strany BC dot˝ká i polop¯ímek opaËn˝ch k polop¯ímkám BA a CA.)

ÿeπení. OznaËme kv(Sv; rv) kruænici vepsanou hledanému trojúhelníku ABC

a kp(Sp; rp) kruænici p¯ipsanou jeho stranÏ BC. St¯edy Sv a Sp leæí na ose úhlu BAC,
jejíæ pr˘seËík se stranou BC jeπtÏ oznaËíme S. P¯ímky AB, AC a BC jsou spoleËn˝mi
teËnami kruænic kv a kp, které jsou tudíæ stejnolehlé podle st¯ed˘ A a S (obr. 3). Bod S

A B

C

Sv
Sp

rp

rv T

U

S

kv

kp

A

0
Rv

Rp

Obr. 3

je p¯itom st¯edem vnit¯ní stejnolehlosti, v níæ si odpovídají rovnÏæ body T a U dotyku
kruænic kv a kp s úseËkou BC. Podle zadání je ovπem T 6= U (p¯edpokládá se totiæ
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existence úhlu ATU), takæe st¯ed S vnit¯ní stejnolehlosti kruænic kv, kp je tím bodem
úseËky TU , kter˝ ji dÏlí v pomÏru rv : rp, a ten je podle vnÏjπí stejnolehlosti roven
pomÏru |ASv| : |ASp|. Platí tedy

|ST |
|SU | =

|ASv|
|ASp| .

OznaËme nyní A0 kolm˝ pr˘mÏt bodu A na p¯ímku BC a Rv a Rp kolmé pr˘mÏty
st¯ed˘ Sv a Sp na p¯ímku AA

0. Protoæe A, Sv, S, Sp je po¯adí bod˘ na jedné p¯ímce,
mají jejich kolmé pr˘mÏty na p¯ímky BC a AA

0 po¯adí A0, T , S, U , respektive A, Rv,
A

0, Rp (obr. 3).2 Z pravoúhelník˘ SvRvA

0
T a SpRpA

0
U z¯ejmÏ plyne

|A0
T |

|A0
U | =

|RvSv|
|RpSp| =

|ASv|
|ASp| .

Porovnáním odvozen˝ch rovností dostaneme úmÏru |ST | : |SU | = |A0
T | : |A0

U |. Podle
ní neznám˝ bod S dÏlí zadanou úseËku TU v pomÏru urËeném bodem A

0, jehoæ polohu
na polop¯ímce UT vnÏ úseËky UT známe. A jakmile sestrojíme bod S, m˘æeme sestrojit
i st¯ed Sv, kter˝ leæí na p¯ímce AS a na kolmici k p¯ímce TU vedené bodem T . Vrcholy
B a C pak získáme jako pr˘seËíky teËen z vrcholu A ke kruænici kv(Sv; rv=|SvT |)
s p¯ímkou TU .
K sestrojení bodu S vyuæijeme nap¯. následující postup (obr. 4): V polorovinÏ TUA

A

0

T

U

S

Y

X

X

0

Obr. 4

zvolme nÏjak˝ bod Y a k nÏmu uvnit¯ úseËky A

0
Y sestrojme bod X tak, aby úseËky

TX, UY byly stejnolehlé podle st¯edu A

0. OznaËme X

0 bod soumÏrnÏ sdruæen˝ s bo-
dem X podle st¯edu T . Pr˘seËík p¯ímek TU a X

0
Y je pak hledan˝m bodem S, neboª

je st¯edem stejnolehlosti úseËek TX

0 a UY , takæe podle obou zmínÏn˝ch stejnolehlostí
platí

|ST |
|SU | =

|TX

0|
|UY | =

|TX|
|UY | =

|A0
T |

|A0
U | .

Díky podmínce tupého úhlu ATU padne bod Sv v˝πe uvedenou konstrukcí na
p¯ímku AS do polohy mezi body A a S, tudíæ celá úloha bude mít jediné ¯eπení
(nehledíme-li na moænost prohodit oznaËení vrchol˘ B a C).

2 VπimnÏme si, æe z po¯adí bod˘ A0, T , U a kolmosti AA0 ? TU plyne, æe úhel ATU je tup˝ (bez
této podmínky by úloha nemÏla ¯eπení).
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Jiné ¯eπení. Pouæijeme stejné oznaËení jako v p¯edeπlém ¯eπení. Ve stejnolehlosti
se st¯edem v bodÏ A a koeficientem rp/rv se bod T 2 kv zobrazí do bodu T

0 2 kp (obr. 5).

A B

C

Sv

Sp

T

U

T

0

t

S

kv

kp

Obr. 5

Z vlastnosti pouæité stejnolehlosti víme, æe teËna t ke kruænici kp vedená bodem T

0 je
rovnobÏæná s teËnou ke kruænici kv vedenou bodem T , coæ je p¯ímka BC. P¯ímka SpU

je tedy kolmá nejen na p¯ímku TU , ale i na teËnu t, takæe úseËka T

0
U je pr˘mÏrem

kruænice kp. Odtud plyne následující konstrukce:
1. Bod T

0 je pr˘seËíkem p¯ímky AT a kolmice z bodu U na p¯ímku UT . Protoæe úhel
ATU je tup ,̋ leæí bod T

0 v opaËné polorovinÏ urËené p¯ímkou TU neæ bod A.
2. Kruænice kp je kruænice s pr˘mÏrem UT

0.
3. Body B a C jsou pr˘seËíky teËen z bodu A ke kruænici kp s p¯ímkou TU .
Úloha má jediné ¯eπení.

Návodné a doplÚující úlohy:

Zopakujte si uËebnicové poznatky o stejnolehlosti dvou kruænic a jejím uæití p¯i kon-
strukci spoleËn˝ch teËen.

N1. Do pásu urËeného dvÏma rovnobÏækami p k q, p 6= q, vepiπme kruænici tak, æe se
dot˝ká obou p¯ímek. Dokaæte, æe polomÏr kruænice je polovinou vzdálenosti p¯ímek
p a q. [Pr˘mÏr kruænice, kter˝ je kolm˝ na p¯ímku p, ma délku rovnou vzdálenosti
rovnobÏæek p a q.]

N2. Je dán trojúhelník ABC. Dokaæte, æe bod A, st¯ed kruænice trojúhelníku ABC vepsané
a st¯ed kruænice p¯ipsané ke stranÏ BC leæí v p¯ímce. [Ta p¯ímka je osou úhlu BAC.]

N3. Na úseËce AB sestrojte bod X tak, aby platilo |AX| : |BX| = p, kde p > 0 je dané Ëíslo.
[Na kolmici k p¯ímce AB bodem A sestrojte bod C tak, aby |AC| = p, a na kolmici
k p¯ímce AB bodem B sestrojte bod D tak, aby |BD| = 1, p¯iËemæ body C a D leæí
v opaËn˝ch polorovinách urËen˝ch p¯ímkou AB. Bod X je pr˘seËík AB a CD.]

D1. Je dán lichobÏæník ABCD,AB k CD. Dokaæte, æe pr˘seËík P jeho úhlop¯íËek AC a BD
leæí na spojnici st¯ed˘ stran AB a CD. [Pr˘seËík úhlop¯íËek je st¯ed stejnolehlosti obou
základen, takæe jejich st¯edy si musejí odpovídat.]

D2. OznaËme r polomÏr kruænice vepsané trojúhelníku ABC. Její teËny rovnobÏæné se
stranami daného trojúhelníku z nÏj vytínají t¯i menπí podobné trojúhelníky, polomÏry
jim vepsan˝ch kruænic oznaËíme ra, rb a rc. Dokaæte rovnost ra + rb + rc = r. [Ti-
bor Fonód, Milan Maxian: Geometrické perliËky, úloha 3.10. P¯i vhodném oznaËení
polomÏr˘ bude p¯ísluπn˝ pomÏr podobnosti ra/r = (va � 2r)/va, kde va znaËí ve-
likost v˝πky trojúhelníku ABC na stranu a, a podobnÏ pro strany b a c. Poæadova-
nou rovnost pak dostaneme z následujících rovností pro obsah S trojúhelníku ABC:
2S = a · va = b · vb = c · vc = r(a+ b+ c).]

6. NajdÏte nejmenπí reálné Ëíslo r takové, æe tyË o délce 1 lze rozlomit na Ëty¯i Ëásti

délky nejv˝πe r tak, aby ze æádn˝ch t¯í tÏchto Ëástí neπlo sloæit trojúhelník.

ÿeπení. Jedin˝m kritériem, zda dovedeme sestrojit trojúhelník se stranami dan˝ch
délek, je trojúhelníková nerovnost. K sestrojení trojúhelníku staËí, aby nejvÏtπí délka byla
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63. roËník matematické olympiády

Úlohy krajského kola kategorie B

1. V oboru reáln˝ch Ëísel vy¯eπte soustavu rovnic

x2 + 6(y + z) = 85,

y2 + 6(z + x) = 85,

z2 + 6(x+ y) = 85.

2. Jeník napsal na tabuli nÏkolik r˘zn˝ch prvoËísel (aspoÚ t¯i). Kdyæ seËetl libovolná
dvÏ z nich a tento souËet zmenπil o 7, bylo v˝sledné Ëíslo mezi napsan˝mi. Která
Ëísla mohla na tabuli b˝t?

3. Nad stranami BC a AB ostroúhlého trojúhelníku ABC jsou vnÏ sestrojeny polo-
kruænice k a l. OznaËme postupnÏ D a E pr˘seËíky v˝πek z vrchol˘ A a C s polo-
kruænicemi k a l (v˝πkami rozumíme p¯ímky). Dokaæte, æe platí |BE| = |BD|.

4. V kaædém políËku tabulky 8 ⇥ 8 je napsáno jedno nezáporné celé Ëíslo tak, æe
kaædá dvÏ Ëísla, která jsou na políËkách soumÏrnÏ sdruæen˝ch podle jedné Ëi druhé
úhlop¯íËky, jsou stejná. SouËet vπech 64 Ëísel je 1 000, souËet 16 Ëísel na úhlop¯íËkách
je 200. Ukaæte, æe souËet Ëísel v kaædém ¯ádku i sloupci tabulky je nejv˝πe 300. Platí
stejn˝ závÏr i pro Ëíslo 299?

Krajské kolo kategorie B se koná

v úter˝ 8. dubna 2014

tak, aby zaËalo dopoledne a aby soutÏæící mÏli na ¯eπení
úloh 4 hodiny Ëistého Ëasu. Povolené pom˘cky jsou psací
a r˝sovací pot¯eby a πkolní MF tabulky. Kalkulátory, note-
booky ani æádné jiné elektronické pom˘cky dovoleny nejsou.
Za kaædou úlohu m˘æe soutÏæící získat 6 bod˘; bodové hra-
nice k urËení úspÏπn˝ch ¯eπitel˘ a úspÏπn˝ch úËastník˘ bu-
dou stanoveny centrálnÏ po vyhodnocení statistik bodov˝ch
v˝sledk˘ ze vπech kraj˘. Tyto údaje se æák˘m sdÏlí p¯ed
zahájením soutÏæe.



alespoÚ t¯i prvoËísla, tudíæ na tabuli jsou p¯esnÏ t¯i prvoËísla p1 < p2 < p3. Protoæe
p1 + p2 < p1 + p3 < p2 + p3, musí platit

p1 + p2 � 7 = p1, p1 + p3 � 7 = p2, p2 + p3 � 7 = p3.

Z první (a poslední) rovnice vychází p2 = 7 a z prost¯ední p1 + p3 = 14, p¯iËemæ
p1 < 7 = p2. Vyzkouπením vπech moæností p1 2 {2, 3, 5} dostaneme jediné ¯eπení p1 = 3
a p3 = 11.

Za úplné ¯eπení udÏlte 6 bod˘, za pouhé vy¯eπení situace s t¯emi prvoËísly udÏlte 3 body. Dalπí 3 body

udÏlte, pokud student prokáæe, æe na tabuli mohla b˝t nejv˝πe 3 prvoËísla. Za uhodnutí ¯eπení {3, 7, 11}
udÏlte 2 body.

3. OznaËme paty v˝πek z vrchol˘ A a C na strany daného trojúhelníku postupnÏ
K a L (obr. 1). Z Eukleidovy vÏty o odvÏsnÏ v pravoúhlém trojúhelníku BCD víme,
æe |BD|2 = |BK| · |BC|. PodobnÏ pro pravoúhl˝ trojúhelník ABE máme |BE|2 =
= |BL| · |BA|. Trojúhelníky ACK a ACL jsou pravoúhlé s p¯eponou AC, a proto
body K a L leæí na kruænici s pr˘mÏrem AC. Mocnost bodu B k této kruænici je
|BK| · |BC| = |BL| · |BA|, a tak spojením s d˘sledky Eukleidov˝ch vÏt dostáváme
|BD|2 = |BK| · |BC| = |BL| · |BA| = |BE|2, a tedy |BE| = |BD|.

A

B

C

D

E
K

L

Obr. 1

Jiné ¯eπení. P¯i oznaËení pat v˝πek jako v prvním ¯eπení (obr. 1) z Pythagorov˝ch
vÏt v trojúhelnících BAK, BDK, CAK a CDK dostaneme

|BD|2 � |BA|2 = (|DK|2 + |BK|2)� (|AK|2 + |BK|2) = |DK|2 � |AK|2 =
= (|DK|2 + |CK|2)� (|AK|2 + |CK|2) = |CD|2 � |CA|2.

Navíc z pravoúhlého trojúhelníku BCD víme, æe |CD|2 = |BC|2 � |BD|2. Dosazením
do p¯edchozí rovnosti po úpravÏ dostaneme

|BD|2 = |BA|2 + |CD|2 � |CA|2 = |BA|2 + (|BC|2 � |BD|2)� |CA|2,
2|BD|2 = |BA|2 + |BC|2 � |CA|2,

|BD| =
r

|BA|2 + |BC|2 � |CA|2
2

.



Velikost |BE| dostaneme ze symetrie zámÏnou bod˘ C $ A a D $ E, takæe

|BE| =
r

|BC|2 + |BA|2 � |AC|2
2

= |BD|.

Jiné ¯eπení. OznaËme H pr˘seËík v˝πek trojúhelníku ABC. OtoËme trojúhelník
BCD v prostoru okolo p¯ímky BC do polohy BCD0

tak, aby rovina BHD0
byla kolmá

k rovinÏ ABC, tedy tak, aby kolm˝ pr˘mÏt p¯ímky BD0
do roviny ABC spl˝val s v˝πkou

z vrcholu B v trojúhelníku ABC (obr. 2). Protoæe DA je v˝πkou trojúhelníku ABC, je
rovina AHD0

kolmá k rovinÏ ABC, takæe p¯ímkaHD0
(pr˘seËnice rovinBHD0

a AHD0
)

je kolmá k rovinÏ ABC.
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Obr. 2

P¯ímka BD0
je kolmá ke p¯ímce AC i na p¯ímku CD0

(úhel BD0C se shoduje
s prav˝m úhlemBDC nad pr˘mÏremBC) — je tedy kolmá k rovinÏACD0

. Pak je ovπem
prav˝ i úhel AD0B. Bod D0

leæí v rovinÏ CHD0
kolmé k rovinÏ ABC, p¯iËemæ p¯ímka

CH = CE je v˝πkou trojúhelníku ABC. P¯esnÏ tyto vlastnosti má i bod E0
trojúhelníku

BAE0
, kter˝ vznikne otoËením pravoúhlého trojúhelníku BAE kolem p¯ímky BA tak,

aby rovina BHE0
byla kolmá k rovinÏ ABC. Body D0

a E0
tudíæ spl˝vají, a proto

|BD| = |BD0| = |BE0| = |BE|.

Jiné ¯eπení. OznaËme H pr˘seËík v˝πek trojúhelníku ABC a K, M a L paty
v˝πek postupnÏ z vrchol˘ A, B a C. StejnÏ jako v druhém ¯eπení opakovan˝m vyuæitím
Pythagorovy vÏty dostáváme

|BD|2 � |BE|2 =
= (|BD|2 � |BH|2) + (|BH|2 � |BE|2) =
=

�
(|KD|2 + |BK|2)� (|BK|2 + |HK|2)

�
+

�
(|HL|2 + |BL|2)� (|BL|2 + |LE|2)

�
=

= (|KD|2 � |HK|2) + (|HL|2 � |LE|2) =
=

�
(|KD|2 + |CK|2)� (|CK|2 + |HK|2)

�
+

�
(|HL|2 + |AL|2)� (|AL|2 + |LE|2)

�
=

= (|CD|2 � |CH|2) + (|AH|2 � |AE|2) =
= |CD|2 + |AH|2 � |CH|2 � |AE|2 =
= |CD|2 + (|AM |2 + |MH|2)� (|MH|2 + |CM |2)� |AE|2 =
= |CD|2 + |AM |2 � |CM |2 � |AE|2 =



= |CD|2 + (|AB|2 � |BM |2)� (|BC|2 � |BM |2)� |AE|2 =
= (|BC|2 � |BD|2) + |AB|2 � |BC|2 � (|AB|2 � |BE|2) =
= �|BD|2 + |BE|2,

odkud plyne 2|BD|2 = 2|BE|2, a tudíæ |BE| = |BD|.
Za úplné ¯eπení udÏlte 6 bod˘. Pokud student postupuje podle prvního ¯eπení, tak za vyuæití Eukleidovy

vÏty o odvÏsnÏ udÏlte 3 body a za vyuæití mocnosti bodu ke kruænici nad pr˘mÏrem BC rovnÏæ 3 body.

4. ÿádky a sloupce uvaæované tabulky oËíslujme shora dol˘, resp. zleva doprava
Ëísly 1, 2, . . . , 8.

Nejprve ukáæeme, æe souËet Ëísel v kaædém ¯ádku a sloupci je nejv˝πe 300. UvÏdom-
me si, æe sloæením obou soumÏrností podle úhlop¯íËek vznikne st¯edová soumÏrnost
podle st¯edu dané tabulky. To tedy znamená, æe pro kaædé i 2 {1, 2, 3, 4} budou ¯ádky
i, 9� i a sloupce i, 9� i obsahovat Ëty¯i shodné osmice Ëísel. SouËet dvou diagonálních
Ëísel z této osmice je nejv˝πe 200 : 2 = 100, protoæe kaædé z tÏchto Ëísel je v souËtu
vπech 16 (nezáporn˝ch) Ëísel na obou úhlop¯íËkách zapoËítáno dvakrát. SouËet πesti
Ëísel z uvaæované osmice, jeæ neleæí na æádné z úhlop¯íËek, je nejv˝πe 800 : 4 = 200,
protoæe v souËtu 1 000 � 200 = 800 vπech 48 nediagonálních (nezáporn˝ch) Ëísel je
kaædé Ëíslo zapoËteno Ëty¯ikrát. Proto souËet vπech osmi Ëísel v kaædém ¯ádku i sloupci
nep¯evyπuje 100 + 200 = 300.
Zb˝vá najít p¯íklad tabulky, pro kterou závÏr s Ëíslem 299 neplatí. Pokud zapíπeme

Ëíslo 50 do Ëty¯ rohov˝ch polí, Ëíslo 100 do osmi polí krajních ¯ádk˘ a sloupc˘, která
sousedí s rohov˝mi políËky, a nuly do ostatních políËek, dostaneme vyhovující tabulku,
která má v krajních ¯ádcích a sloupcích souËet 300, tedy více neæ posuzovan˝ch 299.
(Jin˝ z Ëetn˝ch protip¯íklad˘ je popsán v závÏru druhého ¯eπení.)

Jiné ¯eπení: OznaËme si nÏkterá Ëísla v tabulce podle následujícího schématu
vlevo. TÏmito Ëísly jiæ umíme díky symetrii podle úhlop¯íËek vyplnit celou tabulku
(schéma vpravo):

a1 b1 b2 b3 c3 c2 c1 d1
a2 b4 b5 c5 c4 d2

a3 b6 c6 d3
a4 d4

a1 b1 b2 b3 c3 c2 c1 d1
b1 a2 b4 b5 c5 c4 d2 c1
b2 b4 a3 b6 c6 d3 c4 c2
b3 b5 b6 a4 d4 c6 c5 c3
c3 c5 c6 d4 a4 b6 b5 b3
c2 c4 d3 c6 b6 a3 b4 b2
c1 d2 c4 c5 b5 b4 a2 b1
d1 c1 c2 c3 b3 b2 b1 a1

OznaËme souËty Ëísel v tÏchto skupinách odpovídajícím velk˝m písmenem, tj. A = a1+
+ . . .+ a4, B = b1 + . . .+ b6, C = c1 + . . .+ c6, D = d1 + . . .+ d4. Ze zadání tak máme
2(A+D) = 200 a 2(A+D)+4(B+C) = 1 000, z Ëehoæ úpravou dostaneme A+D = 100
a B + C = 200.
Vzhledem k symetrii Ëísel v tabulce nyní staËí ukázat, æe tvrzení platí pro kaæd˝

z prvních Ëty¯ ¯ádk˘. Vπechna Ëísla jsou nezáporná a v jednom ¯ádku se nevyskytují
dvÏ stejnÏ oznaËená Ëísla, proto jejich souËet je nejv˝πe

a1 + . . .+ a4 + b1 + . . .+ b6 + c1 + . . .+ c6 + d1 + . . .+ d4 = A+B + C +D = 300.



63. roËník matematické olympiády

Úlohy klauzurní Ëásti πkolního kola kategorie B

1. V oboru reáln˝ch Ëísel ¯eπte rovnici 2|x+1| � 2x = 1 + |2x � 1|.
2. Mnoæina M obsahuje 2 014 reáln˝ch Ëísel. SouËet kaæd˝ch dvou r˘zn˝ch Ëísel z mno-
æiny M je celé Ëíslo.
a) RozhodnÏte, zda existuje taková mnoæina M, která neobsahuje æádné celé Ëíslo.
b) RozhodnÏte, zda existuje taková mnoæina M, která obsahuje iracionální Ëíslo.

3. Na p¯ímce a, na níæ leæí strana BC trojúhelníku ABC, jsou dány body dotyku vπech
t¯í mu p¯ipsan˝ch kruænic (body B a C nejsou známy). NajdÏte na této p¯ímce bod
dotyku kruænice vepsané.

Klauzurní Ëást πkolního kola kategorie B se koná

ve Ëtvrtek 23. ledna 2013

tak, aby zaËala dopoledne a aby soutÏæící mÏli na ¯eπení úloh
4 hodiny Ëistého Ëasu. Za kaædou úlohu m˘æe soutÏæící získat
6 bod˘, úspÏπn˝m ¯eπitelem je ten æák, kter˝ získá 10 bod˘
nebo více. Povolené pom˘cky jsou psací a r˝sovací pot¯eby
a πkolní MF tabulky. Kalkulátory, notebooky ani æádné jiné
elektronické pom˘cky dovoleny nejsou. Tyto údaje se æák˘m
sdÏlí p¯ed zahájením soutÏæe.



2. K vy¯eπení Ëásti a) staËí uvést p¯íklad mnoæiny, která neobsahuje æádné
celé Ëíslo, p¯iËemæ souËet libovoln˝ch dvou jejích prvk˘ je celé Ëíslo. Mnoæina M =
= {1/2, 3/2, . . ., 4 027/2} je jedním z p¯íklad˘ takové 2 014prvkové mnoæiny M.
OznaËme libovolná t¯i Ëísla dané mnoæiny M jako a, b a c. Ukáæeme, æe dvojnásobek

Ëísla a je celé Ëíslo. »ísla a+ b i b+ c jsou dle zadání celá, proto i jejich rozdíl a� c je
celé Ëíslo. Ze zadání víme, æe i Ëíslo a + c je celé, proto i souËet (a + c) + (a � c) = 2a
je celé Ëíslo. Dvojnásobek kaædého Ëísla v mnoæinÏ M tudíæ musí b˝t celé Ëíslo, a proto
mnoæina M nem˘æe obsahovat æádné iracionální Ëíslo.

Jiné ¯eπení. »ást a) vy¯eπíme stejnÏ jako v p¯edchozím ¯eπení.
P¯ipusªme, æe se v mnoæinÏ M najde iracionální Ëíslo a, a oznaËme ↵, 0 < ↵ < 1,

jeho zlomkovou Ëást. Vπechna ostatní Ëísla z mnoæinyM (a takov˝ch je tam 2 013) musejí
mít zlomkovou Ëást 1�↵, neboª souËet kaædého z nich s Ëíslem a dává celé Ëíslo. Ovπem
souËet kaæd˝ch dvou Ëísel s kladnou zlomkovou Ëástí 1 � ↵ rovnÏæ musí dát celé Ëíslo.
To je moæné jedinÏ v p¯ípadÏ, kdy 1 � ↵ = 1/2 neboli ↵ = 1/2, coæ je ovπem ve sporu
s tím, æe Ëíslo a je iracionální. Mnoæina M, která by obsahovala iracionální Ëíslo, tudíæ
neexistuje.

Za úplné ¯eπení udÏlte 6 bod˘. Za nalezení vyhovující mnoæiny pro Ëást a) udÏlte 2 body. Za zjiπtÏní, æe

i rozdíl dvou Ëísel z mnoæiny M je celé Ëíslo, udÏlte 2 body. Za korektní dokonËení Ëásti b) udÏlte zbylé
2 body. V p¯ípadÏ, æe student postupuje podle druhého ¯eπení, v Ëásti b) získává 2 body za zjiπtÏní, æe

vπechna ostatní Ëísla mají stejnou zlomkovou Ëást, a zb˝vající 2 body za zjiπtÏní, æe tato necelá Ëást

m˘æe b˝t jedinÏ 1/2. »ty¯i body udÏlte i za p¯ím˝ d˘kaz silnÏjπího tvrzení, æe kaædé Ëíslo z M je buÔ
celé, nebo má zlomkovou Ëást rovnu 1/2.

3. V daném trojúhelníku ABC oznaËme X, Y , Z body dotyku vepsané kruænice
s jeho stranami a x = |AY | = |AZ|, y = |BX| = |BZ|, z = |CX| = CY | shodné
úseky teËen k vepsané kruænici z jednotliv˝ch vrchol˘ (obr. 1). OznaËíme-li obvykl˝m
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z

Obr. 1

zp˘sobem a, b, c délky jednotliv˝ch stran, platí

a = y + z, b = z + x, c = x+ y.

SeËtením tÏchto t¯í rovnic dostaneme (pomocí s jako obvykle znaËíme poloviËní obvod
trojúhelníku)

2s = a+ b+ c = 2x+ 2y + 2z,

takæe nám vyjde

x+ y + z = s, x = s� a, y = s� b, z = s� c. (1)



Podívejme se nyní na p¯ipsanou kruænici trojúhelníku ABC, jeæ se dot˝ká jeho
strany BC v bodÏ P a polop¯ímek AB a AC v bodech R a Q (obr. 2). Ze shodnosti
úsek˘ p¯ísluπn˝ch teËen k této kruænici máme

|AR| = |AQ|, |BR| = |BP |, |CP | = |CQ|,

odkud vychází

2|AR| = |AR|+ |AQ| = |AB|+ |BR|+ |AC|+ |CQ| =
= |AB|+ |BP |+ |AC|+ |CP | = a+ b+ c = 2s

neboli |AR| = |AQ| = s. Z této rovnosti ovπem plyne, æe |BP | = |BR| = s � c, coæ je
podle (1) zároveÚ délka z úseËky CX, tedy |BP | = |CX|. To znamená, æe body P a X

jsou soumÏrnÏ sdruæeny podle st¯edu úseËky BC.
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Obr. 2

Analogicky bychom odvodili rovnosti |BK| = s a |CL| = s pro body dotyku K a L

kruænic p¯ipsan˝ch stranám CA a AB (obr. 2) trojúhelníku ABC s p¯ímkou a. Z tÏchto
posledních rovností ovπem vidíme, æe |BL| = s � a = |CK|, tudíæ i body K a L jsou
soumÏrnÏ sdruæeny podle st¯edu úseËky BC.
Body K a L jsou známy (ze t¯í dan˝ch bod˘ na p¯ímce jsou ty dva krajní), známe

tedy i st¯ed S strany BC (je to st¯ed úseËky KL) a bod X najdeme jako obraz t¯etího
daného bodu P ve st¯edové soumÏrnosti podle st¯edu S.

Za úplné ¯eπení udÏlte 6 bod˘, z toho 3 body za urËení st¯edu strany BC pomocí soumÏrnÏ sdruæen˝ch

bod˘ dotyku kruænic p¯ipsan˝ch ostatním dvÏma stranám. T¯i body rovnÏæ udÏlte za poznatek, æe

také body dotyku p¯ipsané a vepsané kruænice na jedné stranÏ trojúhelníku jsou soumÏrnÏ sdruæeny

podle st¯edu strany. Za pouhé odvození vπech vzdáleností bod˘ dotyku od vrchol˘ B a C bez nalezení

konstrukce udÏlte 4 body.



Rozšiřující úloha:
Určete všechna pěticiferná čísla A s následující vlastností: zapíšeme-li za sebou (zleva
doprava) zbytky, které dává číslo A po dělení čísly 2, 3, 4, 5 a 6, dostaneme opět původní
číslo A. [11 311 (45–C–S–3)]

2. Najděte všechny trojúhelníky ABC, pro které platí a + va = b + vb při
obvyklém označení stran a výšek trojúhelníku.

Řešení. Pro obsah S trojúhelníku ABC platí

S =
a · va

2
=

b · vb

2
. (1)

Po dosazení do dané rovnosti dostaneme rovnost a+
2S
a
= b+

2S
b
. Jednoduchou

úpravou odtud dále plyne a − b = 2S
a − b

ab
, neboli (a − b)(ab − 2S) = 0. Je

tedy buď a = b (a tedy va = vb), nebo S =
ab

2
(tj. va = b, úhel ACB je pravý

a vb = a). Snadno se přesvědčíme, že oba případy vyhovují.
Podmínce úlohy vyhovují všechny rovnoramenné trojúhelníky se základ(

nou AB a všechny pravoúhlé trojúhelníky s přeponou AB (a žádné jiné).

Návodné úlohy:
1. Určete všechny trojúhelníky ABC, pro jejichž obsah S platí 8S2 = b2c2.
2. Určete všechny trojúhelníky ABC, v nichž pro velikosti stran a výšek platí

a) a+
1
va
= c+

1
vc
; b) a+

1
vc
= c+

1
va

.

[a) a = c; b) a = c nebo S = 1
2 .]

Rozšiřující úloha:
Je dáno přirozené číslo n. Určete všechny trojúhelníky ABC, pro něž platí

an + vn
a = cn + vn

c .

[Jedině trojúhelníky, v nichž a = c, anebo jež mají pravý úhel při vrcholu B.]

3. Sto dětí se rozdělilo do tří družstev A, B a C. Poté, co jedno dítě přestou-
pilo z A do B, jedno z B do C a jedno z C do A, se průměrná hmotnost
dětí zvýšila v družstvu A o 120 g, v družstvu B o 130 g, zatímco v družstvu
C se snížila o 240 g. Kolik dětí bylo v jednotlivých družstvech?

2



4. Uvnitř daného pravoúhlého rovnoramenného trojúhelníku ABC s přeponou
AB zvolíme libovolně bod X. Sestrojíme přímky p a q, které procházejí
bodem X tak, že p ∥ AB a q ⊥ AB. Trojúhelník ABC vytíná na přímce p
úsečku KL, na přímce q úsečku MN . Určete všechny body X, pro které
platí |KL| = 2 · |MN |.
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Řešení. Označme R průsečík přímky p s výškou CD trojúhelníku ABC
(obr. 1) a M průsečík přímky q s přeponou AB. Předpokládejme, že bod N
leží na straně AC (případ, kdy leží na straně BC, vyřešíme díky souměrnosti
trojúhelníku ABC podle osy CD analogicky). Protože |KL| = 2 · |RC|, poža(
dovaná rovnost |KL| = 2 · |MN | platí, právě když |RC| = |MN |, tj. právě když
MR ∥ NC, tj. právě kdyžMDRX je čtverec. ProtoDX je osa úhlu ADC kolmá
na AC, a tedy X leží uvnitř úsečkyDE, kde E je střed strany AC, neboli uvnitř
střední příčky trojúhelníku ABC rovnoběžné s BC. Z uvedeného je jasné, že
každý vnitřní bod této příčky vyhovuje zadání (krajní body D a E nevyhovují,
protože nás zajímají jen body X uvnitř trojúhelníku ABC). Obdobně pro bod
N na straně BC dostaneme vnitřek střední příčky DF (obr. 1).

Odpověď : Hledanou množinu tvoří všechny vnitřní body dvou středních
příček trojúhelníku ABC, jež jsou rovnoběžné s jeho odvěsnami.

Jiné řešení. Trojúhelník ABC doplňme na čtverec AEBC (obr. 2). Hle(
dáme ty body X uvnitř trojúhelníku ABC, pro něž popsané přímky p a q
vytínají na čtverci AEBC dvě shodné úsečky KL a NN ′. Pak ale musí být
trojúhelníky KLC a N ′NA dva shodné rovnoramenné pravoúhlé trojúhelníky,
to znamená, že přímky p a q jsou souměrně sdružené podle osy strany AC
čtverce, tj. bod X leží na této ose. Podobně pro bod N ležící na straně BC
dostaneme, že bod X musí ležet na ose strany BC.

4



Návodné úlohy:
1. Nechť S je střed strany AB rovnostranného trojúhelníku ABC se stranou

a = |BC| = 10 cm. Označme X takový bod trojúhelníku ABC, který je od
přímek CS a AB vzdálený po řadě 2 cm a 3 cm. Veďme bodem X rovnoběžky
s AB a CS. Ty protnou obvod trojúhelníku ABC ve čtyřech bodech. Vypo-
čítejte obsah čtyřúhelníku určeného těmito čtyřmi body. [(15

√
3− 9) cm2]

2. Je dán ostroúhlý trojúhelník ABC a jeho libovolný bod X. Bodem X veďme
přímku kolmou na AC a její průsečík se stranou AC označme M . Její
druhý průsečík s obvodem trojúhelníku ABC označme N . Popište všechny
ty body X, pro něž platí |MX| = |NX|. [Sjednocení úseček AU a CU , kde
U je střed výšky z vrcholu B na stranu AC.]

5. Řešte soustavu

7[x] + 2y = 117,4,

5x + 2[y] = 91,9,

kde [a] je tzv. celá část reálného čísla a, tj. celé číslo, pro které platí [a] !
! a < [a] + 1. Například [3,7] = 3 a [−3,7] = −4.
Řešení. Nechť x− [x] = x0 a y− [y] = y0, kde x0, y0 (0 ! x0, y0 < 1) jsou

tzv. zlomkové části čísel x, y. Daná soustava tak přejde na tvar

7[x] + 2[y] = 117,4− 2y0,
5[x] + 2[y] = 91,9− 5x0.

V obou rovnicích musí být na pravých stranách celá čísla, proto y0 může na(
bývat pouze hodnot 0,2 nebo 0,7. Rozeberme oba tyto případy:

a) Nechť y0 = 0,2, tedy [y] =
117− 7[x]
2

.

Odečtením rovnic dostáváme 2[x] = 25,1 + 5x0. Protože 0 ! 5x0 < 5,
může [x] nabývat pouze hodnot 13, 14 a 15. Aby bylo [y] celé, musí
být [x] navíc liché číslo. Potom dostáváme

[x] x0 [y] x y
13 0,18 13 13,18 13,2
15 0,98 6 15,98 6,2

b) Nechť y0 = 0,7, tedy [y] =
116− 7[x]
2

.

Odečtením rovnic dostáváme 2[x] = 24,1 + 5x0. Protože 0 ! 5x0 < 5,
může [x] nabývat pouze hodnot 13 a 14. Aby bylo [y] celé, musí být
[x] navíc sudé číslo. Potom dostáváme

[x] x0 [y] x y
14 0,78 9 14,78 9,7
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Soustava má tři řešení: x = 13,18, y = 13,2; x = 15,98, y = 6,2 a x = 14,78,
y = 9,7.

Jiné řešení. Z první rovnice dané soustavy plyne, že zlomková část čísla
y je buď 0,2, nebo 0,7. Podobně z druhé rovnice usoudíme, že zlomková část
čísla x je rovna buď číslu 0,18 (= 0,9 : 5), nebo číslu 0,18 + 0,2k pro vhodné
k ∈ {1, 2, 3, 4}. Jedna (z desíti) možností tedy je, že x = [x] + 0,18 a y = [y] +
+0,2. Tehdy po dosazení dostaneme pro (celočíselné) neznámé [x], [y] soustavu
7[x]+2[y] = 117, 5[x]+2[y] = 91, která má jediné řešení [x] = [y] = 13. Podobně
se posoudí ostatních devět možností, v sedmi z nich vyjde pro neznámé [x], [y]
soustava bez celočíselných řešení. Celou diskusi lze poněkud zkrátit, a to tak,
že nejprve obecně dosadíme x = [x] + 0,18 + 0,2k a y = [y] + 0,2 + 0,5j (kde
k ∈ {0, 1, 2, 3, 4} a j ∈ {0, 1}), vypočteme [x] = 13 + 1

2 (k − j) a [y] = 13 + j −
− 2k+ 14 (k+ j), odkud už snadno určíme vyhovující dvojice (k, j): (0, 0), (4, 0)
a (3, 1).

Návodné úlohy:
1. Načrtněte grafy funkcí (na intervalu ⟨−10, 10⟩)

y = [x], y = [2x], y = [x − 6,3], y = x+ [x], y = x · [x].

2. V oboru kladných reálných čísel řešte rovnici

a) x+ [x] = 68,5; b) x · [x] = 68,5;
c) x+ [x] = 97; d) x · [x] = 97.

[a) x = 34,5; b) x = 8,562 5 — nejprve vysvětlete, proč 8 < x < 9; c) a d)
nemá řešení.]

Rozšiřující úlohy:
1. Najděte aspoň jednu dvojici celých čísel a, b tak, aby pro každé celé číslo x
platilo [x+ a

5

]
+
[x+ b

5

]
=
[2x
5

]
.

[Např. a = 0, b = 2 (40–B–S–2).]
2. Je funkce y = x2 − [x2] periodická? Pokud ano, určete její periodu. [Není.]

6. Sestrojte deltoid se stranami 12 cm a 13 cm, který je svými úhlopříčkami
rozdělen na čtyři trojúhelníky, jež jsou čtyřmi stěnami nějakého čtyřstěnu.
Zhotovte papírový model tohoto čtyřstěnu.

Řešení. Na obr. 3 je znázorněn výchozí deltoid, na obr. 4 síť odpovídajícího
čtyřstěnu. Z pravoúhlých trojúhelníků plynou pro úseky x, y a z úhlopříček
deltoidu nerovnosti

12 > x, 12 > y, 13 > z > y. (∗)
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Nutně tedy musí být trojúhelník T1 shodný s trojúhelníkem AED (AB a AD
jsou nejdelší ze všech stran uvažovaných trojúhelníků). Mohou nastat dva pří(
pady:
a) Nechť k = z a m = x (obr. 5). V tom případě se musí shodovat troj(

úhelníky se stranami x, y, 12 a x, z, n. Protože y < z, musí být n = y a z = 12.
Potom x =

√
132 − z2 = 5.
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Síť pak bude mít tvar uvedený na obr. 6 a kýžený čtyřstěn AEBV zřejmě
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existuje: dostaneme ho tak, že trojúhelník AEV otočíme kolem přímky AE
o 90◦ (tělesová výška z vrcholu V bude ležet ve stěně AV E).
Konstrukce odpovídajícího deltoidu je zřejmá, např.
1. △ABE; podle věty sss: |AB| = 13 cm, |BE| = 5 cm a |EA| = 12 cm.
2. △EBC; podle věty Ssu: | CEB| = 90◦, |BC| = 12 cm a C /∈ −→

EA.
3. D; E je střed úsečky DB.

b) Nechť k = x a m = z (obr. 7). Pak se ale musí rovnoramenné troj(
úhelníky o stranách z, z, n a x, x, n shodovat s pravoúhlým trojúhelníkem
s odvěsnami x, y a přeponou 12. Odtud plyne x = y = z a m = n = 12, což je
ve sporu s nerovnostmi (∗).
Úloha má tedy jediné řešení popsané v části a).

Návodné úlohy:
1. Na nitce je zavěšeno kmitající závaží. Šířka rozkmitu je 56 cm, výškový rozdíl
mezi nejnižší a nejvyšší polohou závaží je 8 cm. Vypočítejte délku r závěsu.
[r = 53 cm]

2. Řešte původně zadanou úlohu (pro deltoid) pro a) čtverec se stranou 12 cm,
b) obdélník se stranami 12 cm a 13 cm, c) kosočtverec se stranou 12 cm,
d) kosodélník se stranami 12 cm a 13 cm.

Rozšiřující úlohy:
1. Jeník rozřezal konvexní papírový mnohostěn na jednotlivé stěny (podél hran)
a poslal je Frantíkovi. Frantík opět z těchto stěn slepil konvexní mnohostěn. Je
možné, že Janův a Františkův mnohostěn nebyly shodné? [Uvažte např. těle-
so, které dostanete spojením dvou shodných jehlanů s pravidelnou podstavou,
které však nejsou pravidelné (kolmý průmět jejich vrcholu nepadne do středu
podstavy).]

2. Nad stranami ostroúhlého trojúhelníku ABC jsou zvnějšku sestrojeny půl-
kružnice. Označme po řadě K, L, M průsečíky prodloužených výšek troj-
úhelníku z vrcholů A, B, C s těmito půlkružnicemi. Dokažte, že obrazec
AMBKCL tvoří plášť čtyřstěnu (trojbokého jehlanu s podstavou ABC).
[46–B–I–6]
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49. ročník Matematické olympiády

Úlohy domácího kola kategorie C

1. Při dělení jistého přirozeného čísla čísly 19 a 99 vyjdou jako zbytky dvě
prvočísla. Součet obou neúplných podílů se rovná 1 999. Určete dělené číslo.

Řešení. Obě dělení hledaného čísla N vyjádříme rovnostmi

N = 19a+ p a N = 99b+ q,

kde a, b jsou příslušné neúplné podíly a p, q příslušné zbytky. Podle zadání jsou
čísla p, q prvočísla, přičemž jako zbytky splňují nerovnosti p < 19 a q < 99.
Nezáporná celá čísla a, b jsou dle zadání zase taková, že jejich součet se rovná
číslu 1 999. Proto platí b = 1 999− a a z dvojího vyjádření čísla N ,

N = 19a+ p = 99 · (1 999− a) + q,

odvodíme rovnost 118a+(p−q) = 197 901. Protože rozdíl zbytků p−q je „malé(
číslo, přesněji −99 < p − q < 19, je podle poslední rovnosti číslo 118a takový
násobek čísla 118, jenž leží mezi čísly 197 901 − 19 a 197 901 + 99. Dělením
197 901 : 118 zjistíme, že 197 901 = 1 677 ·118+15. Proto nutně platí a = 1 677
(takže b = 322) a p − q = 15. Z poslední rovnosti plyne, že jedno z prvočísel
p, q je liché a druhé sudé, tedy q = 2 a p = 17. Zbývá vypočítat hodnotu N :

N = 19 · 1 677 + 17 = 99 · 322 + 2 = 31 880.

Poznámka. Někteří řešitelé budou postupovat tak, že nejprve odhadnou
velikost hledaného čísla N , například řešením „přibližné( rovnice N

19 +
N
99 =

= 1 999, která má kořen N
.= 31 865. Pak pomocí nejbližších násobků čísel 19

a 99 (19 · 1 677 = 31 863, 99 · 322 = 31 878, 19 · 1 678 = 31 882) určí jediné
možné hodnoty neúplných podílů a, b (stačí diskutovat případy N < 31 878,
31 878 ! N < 31 882 a N " 31 882).
Odpověď : Hledané číslo je rovno 31 880.

2. Najděte všechny pravoúhlé trojúhelníky, ve kterých spojnice středů vepsané
a opsané kružnice svírá s přeponou úhel 45 stupňů.

1



Řešení samotné úlohy by bylo možné vyložit na několika řádcích, kdy*
bychom z následujícího textu „vypreparovali( nezbytně potřebné poznatky
a úvahy (viz poslední odstavec). Záměrně však uvedeme obšírnější výklad (roz*
členěný do tří částí), abychom řešitele upozornili na obecnější tvrzení, která lze
uplatnit i při řešení jiných úloh.
Část A. Předpokládejme, že kružnice vepsaná obecnému trojúhelníku ABC

se dotýká stran AB, BC, AC po řadě v bodech P , Q a R (obr. 2.1). Z hodin
geometrie žáci ví o souměrnosti obou tečen vedených z daného bodu k dané

A B

C

P

Q
R

S

x y

y

z
z

x

Obr. 2.1

kružnici. Úsečky AP a AR jsou tudíž shodné, stejně jako úsečky BP a BQ
a úsečky CQ a CR. Ukážeme, jak lze délky

x = |AP | = |AR|, y = |BP | = |BQ|, z = |CQ| = |CR|

vyjádřit pomocí délek stran a = |BC|, b = |AC|, c = |AB|. Podle obr. 2.1 platí

x+ y = c, y + z = a, x+ z = b,

což je soustava tří lineárních rovnic, z níž snadno plynou užitečné vzorce

x =
b+ c − a

2
, y =

a+ c − b

2
, z =

a+ b − c

2
.

Část B. Nyní předpokládejme, že ABC je pravoúhlý trojúhelník s přepo*
nou AB. Označme S střed kružnice vepsané a Q, R její body dotyku s odvěs*
nami BC, AC (obr. 2.2). Protože SQCR je pravoúhelník, jehož sousední strany
SQ a SR jsou shodné (mají délku rovnou poloměru ϱ kružnice vepsané), jedná
se o čtverec o straně ϱ. Délku úseku z = |CQ| jsme však vypočetli v Části A.
Tak pro poloměr ϱ kružnice vepsané pravoúhlému trojúhelníku s odvěsnami a,
b a přeponou c dostáváme vzorec

ϱ =
a+ b − c

2
.
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Část C. Předpokládejme konečně, že ABC je pravoúhlý trojúhelník s pře*
ponou AB, který splňuje podmínku z textu úlohy. Podle Thaletovy věty je
střed O kružnice opsané trojúhelníku ABC středem přepony AB. Podle za*
dání má jeden z úhlů SOA, SOB (kde S je střed vepsané kružnice) velikost 45◦;
nechť je to úhel SOB (obr. 2.3), jinak přehodíme označení vrcholů A, B. Bod P ,
v němž se kružnice vepsaná dotýká strany AB, je pak vnitřním bodem úsečky
OB. Podle Části A platí vzorec |BP | = 1

2 (a+ c − b), takže

|OP | = |OB|− |BP | = c

2
− a+ c − b

2
=

b − a

2
.

Vyjádřili jsme délku odvěsny OP pravoúhlého trojúhelníku SOP . Jeho druhá
odvěsna SP má podle Části B délku |SP | = ϱ = 1

2 (a+b−c). Protože však úhel
SOP má dle předpokladu velikost 45◦, je trojúhelník SOP rovnoramenný:

|OP | = |SP |, neboli b − a

2
=

a+ b − c

2
, neboli 2a = c.

Strany pravoúhlého trojúhelníku ABC jsou proto v poměru a : b : c = 1 :
:
√
3 : 2, takže jeho vnitřní úhly jsou, jak je dobře známo, 30◦, 60◦ a 90◦.

Pro úplnost je třeba ještě ukázat, že takový trojúhelník skutečně požadovanou
vlastnost má. To lze provést obrácením předchozího postupu: z rovnosti 2a = c
se odvodí rovnost |OP | = |SP |, která znamená, že pravoúhlý trojúhelník SOP
je rovnoramenný, takže úhel SOP má skutečně velikost 45◦.

A

B

C

Q

R

S
ϱ

Obr. 2.2

A

B

C

O

P Sϱ

Obr. 2.3

A

B

C

O

P
S

Q

R

Obr. 2.4

Stručné řešení podle obr. 2.4: Úsečka SO svírá s přeponou AB úhel 45◦,
právě když |OP | = |SP |. Protože však |SP | = |SR| = |QC| a |PB| = |QB|,
je rovnost |OP | = |SP | ekvivalentní s rovností |OP | + |PB| = |QC| + |QB|,
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tedy s rovností |OB| = |BC|. Podle Thaletovy věty však vždy platí |OB| =
= |OC|, takže rovnost |OB| = |BC| nastane, právě když je trojúhelník OBC
rovnostranný, tedy právě když úhel ABC měří 60◦.
Odpověď : Požadovanou vlastnost mají právě ty pravoúhlé trojúhelníky,

jejichž ostré vnitřní úhly mají velikost 30◦ a 60◦.

Poznámka: Úloha 2 je velmi podobná starší úloze MO (21–C–II–1b): Je
dán pravoúhlý trojúhelník ABC, bod D je střed jeho přepony AB a bod S
je středem jemu vepsané kružnice. Dokažte: Jestliže |CS| = |DS|, pak jeden
vnitřní úhel trojúhelníku ABC má velikost 30◦.

3. Zjistěte nejmenší přirozená čísla k, pro něž platí jednotlivá tvrzení a), b)
a c): Obsadíme-li figurkami libovolných k polí šachovnice 8×8, pak budou
obsazena některá
a) tři sousední pole některého řádku,
b) tři sousední pole některé šikmé řady,
c) čtyři sousední pole některého řádku nebo sloupce.
Šikmou řadou rozumíme takovou skupinu polí, jejichž úhlopříčky jednoho
z obou směrů leží na jedné a téže přímce.

Formulace úlohy bude patrně pro řešitele MO kategorie C neobvyklá, dis*
kutujme s nimi proto o její logické stavbě i obsahu, například o části c) takto:
Lze se domnívat, že pokud na šachovnici jakkoliv obsadíme „velký( počet polí,
budou mezi nimi čtyři sousední pole některého řádku nebo sloupce. Naším
úkolem je zjistit nejmenší hodnotu toho „velkého( počtu, při kterém to je ještě
pravda. Přesněji vyjádřeno, hledáme číslo k, které má tyto dvě vlastnosti:
(1) Obsadíme-li na šachovnici libovolných k polí, budou mezi nimi čtyři sou*
sední pole některého řádku nebo sloupce.

(2) Na šachovnici lze obsadit k − 1 polí tak, aby mezi nimi nebyla žádná čtyři
sousední pole žádného řádku ani žádného sloupce.
Někteří žáci se ve svých řešeních „spokojí( s tím, že pouze popíší vhodné

obsazení k − 1 polí s vlastností z (2), a to (díky dobré intuici) skutečně pro
největší možné k. Jiní k tomuto popisu připojí zdůvodnění, že jakmile k dotyč*
ným k−1 polím přidají jakékoliv další pole, budou již mezi nimi čtyři sousední
pole některého řádku nebo sloupce. Ani to není úplné řešení! Vlastnost z (1)
je totiž nutné zdůvodnit pro každou k-tici obsazených polí, nejen pro ty k-tice,
které vzniknou přidáním jednoho pole k speciální (řešitelem popsané) skupině
k − 1 polí. (Strategii „přidávání dalšího pole( bychom mohli v řešení úlohy
využít, kdybychom uměli popsat všechna „maximální( obsazení polí zmíněná
v (2). Tento popis do textu našeho řešení každé z části a)–c) pro zajímavost
připojujeme.)
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Obr. 3.6 Obr. 3.7

Odpověď : Hledané číslo k je pro každou z částí a)–c) rovno témuž číslu 49
(pořadovému číslu letošního ročníku MO).

4. Jirka zhotovil papírový model pravidelného čtyřbokého jehlanu ABCDV
s podstavou ABCD. Když pak model podél čtyř hran rozřízl, bylo ho možno
rozvinout (bez překrytí) do roviny. Kolik různých sítí daného jehlanu tak
mohl Jirka dostat? Ukázalo se, že síť, kterou Jirka dostal, měla tvar (ne-
konvexního) sedmiúhelníku. Vypočtěte úhel AVB v boční stěně jehlanu.

Řešení. Počet různých sítí daného jehlanu určíme tak, že nejprve všechny
možné sítě nakreslíme. Abychom některou možnost neopomenuli, měli bychom
do výčtu sítí vnést určitý systém. Popíšeme dva přístupy, které takový systém
vytvářejí (a které budou patrně žákům nejbližší).
Přístup 1 („od sítě k jehlanu(). Každá síť bude složena z jednoho čtverce

o straně a a čtyř rovnoramenných trojúhelníků o stranách a, b, b, kde a značí
délku podstavné hrany a b délku boční hrany daného jehlanu ABCDV . Pře*
mýšlejme tedy o tom, jak takový čtverec a čtyři trojúhelníky „slepit( podél
shodných stran do „celku( a zda tento celek skutečně vytvoří síť jehlanu. Je
velmi přirozené rozčlenit řešení tohoto úkolu podle počtu stran čtverce, které
budou slepeny (možné počty jsou 1 až 4).
Přístup 2 („od jehlanu k síti(). Přemýšlejme o tom, jak rozříznout daný

jehlan ABCDV podél čtyř hran, abychom po rozvinutí dostali jeho síť. (Brzy
si při tom uvědomíme jeden obecný poznatek: z každého vrcholu tělesa musí
vycházet aspoň jedna hrana řezu.) Protože nám jde o počet různých (tj. po
dvou neshodných) sítí, s ohledem na symetrii daného jehlanu není příliš vhodné
systematizovat čtveřice hran řezu podle toho, zda obsahují některé konkrétní
hrany (jako např. hrany AB, AV apod.). Výhodnější je rozdělení těchto čtveřic
do skupin podle toho, kolik hran řezu je v jehlanu podstavných (a kolik bočních).
Protože oba popsané přístupy vedou ke shodné systematizaci (je-li právě

k hran řezu podstavných, je v příslušné síti právě 4 − k stran čtverce slepeno
s trojúhelníky), popíšeme výčet všech sítí jen podle Přístupu 2:
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A B
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CD

V1

V2

V3

V4

A B

CD

V

A B

C
D

V3

V2

V1

A1

Obr. 4.1 Obr. 4.2

1. Neleží-li v podstavě ABCD žádná hrana řezu, je jehlan rozříznut podél
všech čtyř bočních hran, příslušná síť je na obr. 4.1.

2. Předpokládejme, že v podstavě ABCD leží jediná hrana řezu, například
hrana AD. Z vrcholů B a C musí vycházet nějaké hrany řezu, mohou to
tedy být jedině hrany BV a CV . Tři hrany řezu jsou tedy AD, BV a CV ,
s ohledem na symetrii je lhostejno, zda je čtvrtou hranu řezu AV nebo
DV , nechť je to tedy hrana AV jako na obr. 4.2.

3. Předpokládejme, že v podstavě ABCD leží právě dvě hrany řezu. Roz*
lišme, zda jsou to hrany sousední (např. AB a AD), nebo hrany protější
(např. AD a BC); pro větší přehlednost oba případy posuďme v odděle*
ných odstavcích:
(3a) Je-li podstava rozříznuta právě podél hran AB a AD (takže řezem

v podstavě je lomená čára BAD), musí být třetí hranou řezu hrana
CV , čtvrtá hrana řezu je pak jedna z hran AV , BV , nebo DV . S ohle*
dem na symetrii případů, kdy je čtvrtou hranou řezu BV nebo DV ,
uvádíme jen obrázky pro hrany řezu AV (obr. 4.3) a BV (obr. 4.4).

A B

CD

V

A B

C
D V1

V2

A1

A2

A B

CD

V

A B

C
D V2

V1

A1

B1

Obr. 4.3 Obr. 4.4
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(3b) Je-li podstava rozříznuta právě podél hran AD a BC, je třetí hra*
nou řezu jedna z bočních hran AV , DV a čtvrtou hranou řezu jedna
z bočních hran BV , CV (nemohou to totiž být ani obě hrany AV ,
DV , ani obě hrany BV , CV ). S ohledem na symetrii stačí rozlišit jen
dva případy: boční hrany řezu jsou buď AV a BV (obr. 4.5), nebo AV
a CV (obr. 4.6).

A B

CD

V

A B

CD

V2

V1

A1 B1

A B

CD

V

A B

CD

V1

V2

A1

C1

Obr. 4.5 Obr. 4.6

4. Předpokládejme, že v podstavě ABCD leží právě tři hrany řezu, například
hrany AB, BC a CD, takže řezem v podstavě je lomená čára ABCD.
S ohledem na symetrii nyní stačí rozlišit jen dva případy: čtvrtá hrana
řezu vede do vrcholu V buďto z jednoho z obou krajních vrcholů zmíněné
lomené čáry ABCD, například bodu A (obr. 4.7), nebo z jednoho z obou
prostředních vrcholů, například bodu B (obr. 4.8).

A B

CD

V

A B

CD

V1

C1

B1A1

A B

CD

V

A B

CD

V1

C1

B2

B1

Obr. 4.7 Obr. 4.8

Zjistili jsme, že daný jehlan má právě osm různých sítí. (Většina žáků asi
správně všech osm sítí do svých řešení nakreslí, aniž pocítí nutnost vysvětlovat,
proč jiné sítě neexistují. Diskutujme s nimi o této otázce.)
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Přejděme nyní k druhé části úlohy, otázce, kdy některá ze sítí daného
jehlanu má tvar nekonvexního sedmiúhelníku. Podle obrázků vidíme, že každá
síť má, obecně vzato, osm vrcholů; jejich počet se sníží na sedm, právě když
se úhel u jednoho z osmi obecných vrcholů „napřímí(, tj. bude mít velikost
180◦. Velikosti všech dotyčných úhlů lze snadno vyjádřit pomocí ω = | AVB|
a α = | BAV |; zjistíme tak, popsaná situace nastane, jen když jeden z úhlů

2α, α+ 90◦, 2α+ 90◦, 2ω, 3ω nebo 4ω (∗)

bude 180◦. Položme si nyní poněkud obecnější otázku: Jaké hodnoty α a ω jsou
přípustné, tj. odpovídají nějakému jehlanu ABCDV ? Označme S střed čtverce
ABCD a E střed hrany AB (obr. 4.9), z pravoúhlého trojúhelníku EVS plyne,

A B

C

E

S

V

α

Obr. 4.9

že |EV | > |ES| neboli |EV | > |AE|, proto pro úhel α v pravoúhlém trojúhel*
níku AVE platí 45◦ < α < 90◦ (pro α = 45◦ bychom dostali „zdegenerovaný(
jehlan s nulovou výškou, pro α = 90◦ „jehlan( s nekonečnou výškou, tedy hra*
nol). Zároveň je jasné, že pro každé α ∈ (45◦, 90◦) odpovídající jehlan existuje.
Odtud vzhledem k rovnosti 2α+ω = 180◦ plyne, že přípustné hodnoty ω zaplní
interval (0◦, 90◦). Proto z úhlů (∗) mohou být přímé jedině úhly 3ω a 4ω. Pro
ω = 60◦ mají tvar sedmiúhelníku sítě z obr. 4.4 a 4.5, pro ω = 45◦ sítě z obr. 4.7
a 4.8.
Odpověď : Jirka mohl dostat právě osm různých sítí. Úhel AVB měl velikost

45◦ nebo 60◦.

5. V číselném výrazu

+ 1 + 2 + 3− 4− 5− 6 + 7 + 8 + 9− 10− 11− 12 + . . .+

+ 595 + 596 + 597− 598− 599− 600),

ve kterém chybí levá závorka, jsou postupně vypsána všechna přirozená
čísla od 1 do 600; před nimi se pravidelně opakují tři znaménka + a tři
znaménka −. Doplňte levou závorku do výrazu tak, aby vyšel výsledek 378.
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Našli jsme všechny možné hodnoty V zkoumaného výrazu po doplnění levé
závorky.
Část E. Zjistíme nyní všechny případy, kdy výsledek V má hodnotu 378

ze zadání úlohy. Podle Části D stačí řešit rovnice

898 + 6k = 378, 900− 6k = 378, 900− 18k = 378

v oboru přirozených čísel k od 1 do 100. Řešení má pouze druhá a třetí rovnice,
a to k = 87 resp. k = 29. Hodnotě k = 87 odpovídá umístění závorky před číslo
6k − 1 = 521, hodnotě k = 29 odpovídá umístění závorky před číslo 6k = 174.
Odpověď : Úloha má dvě řešení; závorku doplníme buďto bezprostředně

před číslo 521, nebo bezprostředně před číslo 174.

6. Je dán pravidelný šestiúhelník KLMNOP . Sestrojte pravoúhlý trojúhelník
ABC s přeponou AB tak, aby jeho vrchol C ležel na úsečce NP , body M ,
O, K ležely po řadě na přímkách AB, BC, CA a aby přímka NP rozdělila
trojúhelník ABC na dvě části se stejným obsahem.

Řešení. Jak je tomu u řešení konstrukčních úloh obvyklé, načrtneme nej*
dříve do jednoho obrázku daný šestiúhelník KLMNOP i hledaný trojúhelník
ABC tak, aby jejich tvar i vzájemná poloha aspoň přibližně odpovídaly zadání
(obr. 6.1). To se žákům patrně nepodaří na první pokus; pokud jejich nezdary

K L

M

NO

P

A

BC

S

a

b

cτ

Obr. 6.1

budou přetrvávat delší dobu, prozradíme jim, že speciální poloha daných bodů
K, L,M , N , O, P nebude mít na způsob konstrukce trojúhelníku ABC žádný
vliv. Proto je možné k rozboru úlohy využít i takový náčrtek, do kterého nejprve
nakreslíme pravoúhlý trojúhelník ABC, teprve pak na přímkách AB, BC, CA
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libovolně vybereme body M , O, K; konečně výběr bodů N a P podřídíme
pouze tomu, že body N , C, P mají v tomto pořadí ležet na přímce, jež dělí
trojúhelník ABC na dvě části se stejným obsahem; jde tedy o přímku CS, kde
S je střed strany AB.
Z obrázku 6.1 je patrné, že bod C můžeme sestrojit jako průsečík úsečky

NP s Thaletovou kružnicí τ nad průměrem OK, neboť úhel OCK je pravý.
Jakmile takto nalezneme bod C, sestrojíme přímky a = OC = BC a b =
= KC = AC. Všimněme si nyní trojúhelníku SBC. Podle Thaletovy věty platí
|SC| = |SB|, takže přímka a svírá shodné ostré úhly s přímkami PN a AB (tyto
úhly jsou vyznačeny na obrázku). Protože přímka a je již sestrojena a přímka
PN je určena zadáním úlohy, má podle předchozí věty (prozatím neznámá)
přímka c = AB jednoznačně určený směr; protože má tato přímka c navíc
procházet daným bodem M , můžeme ji nyní sestrojit. Pak už určíme vrcholy
A a B jako průsečíky přímky c po řadě s přímkami b a a. Tím je celý postup
konstrukce hotov. Důkaz správnosti: výsledkem konstrukce je zřejmě pravoúhlý
trojúhelník ABC s přeponou AB, jehož vrchol C leží na úsečce NP a jehož
strany BC, CA, AB leží po řadě na přímkách a, b, c, které procházejí po řadě
body O, K,M ; zbývá vysvětlit, proč průsečík S přímky PN s přeponou AB je
jejím středem. To ale plyne z toho, že podle konstrukce má trojúhelník SBC
shodné úhly při vrcholech B a C.
Ze vzájemné polohy úsečky NP a kružnice τ nad průměrem OK plyne, že

pro každý pravidelný šestiúhelník KLMNOP má úloha jediné řešení.
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49. ročník matematické olympiády

Úlohy II. kola kategorie C

1. Ze dřeva je vyrobeno šest shodných pravidelných čtyřbokých jehlanů a krychle. Stěna
krychle je shodná s podstavami jehlanů. Určete poměr povrchu krychle a tělesa, které
vznikne slepením podstav jehlanů se stěnami krychle, je-li poměr objemů těchto těles
1 : 2.

2. Milan zapsal za sebe několik prvních přirozených čísel, vynechal při tom jen čísla 4,
9, 14, 19, 24, 29, . . . Pak mezi zapsaná čísla vepsal střídavě znaky minus a plus, takže
dostal výraz

1− 2 + 3− 5 + 6− 7 + 8− 10 + 11− 12 + 13− 15 + . . .

Nakonec ještě vepsal levou závorku za každý znak minus a stejný počet pravých zá(
vorek zapsal až na konec výrazu:

1− (2 + 3− (5 + 6− (7 + 8− (10 + 11− (12 + 13− (15 + . . .))))))

Výsledný výraz měl hodnotu 103. Kolik čísel v Milanově výrazu bylo? (Zjistěte všechny
možnosti.)

3. Jaký největší počet figurek je možno rozestavit na jednotlivá pole hrací desky z ob(
rázku tak, aby v žádné šikmé řadě nebyla figurkami obsazena
žádná tři sousední pole? Nezapomeňte zdůvodnit, proč větší po(
čet figurek takto rozestavit nelze. (Šikmou řadou rozumíme ta(
kovou skupinu polí, jejichž úhlopříčky jednoho z obou směrů leží
na jedné přímce.)

4. V rovině jsou dány body A, L, M takové, že |AL| = 6,3 cm,
|AM | = 5,6 cm, |LM | = 1,8 cm. Sestrojte lichoběžník ABCD, jemuž lze vepsat kruž(
nici, která se dotýká ramene BC v bodě L a základny CD v bodě M (body dotyku
se základnou AB a ramenem AD lichoběžníku ABCD nejsou dány).

II. kolo kategorie C se koná

v úterý 28. března 2000

tak, aby začalo dopoledne a aby soutěžící měli na řešení úloh
4 hodiny čistého času. Za každou úlohu může soutěžící získat
6 bodů, úspěšným řešitelem je ten žák, který získá 10 bodů
nebo více. Tyto údaje se žákům sdělí před zahájením soutěže.



49. ročník matematické olympiády Řešení úloh II. kola kategorie C

1
2a

wv

Obr. 1

1. Povrch vzniklého tělesa je tvořen všemi 24 bočními stěnami daných šesti jehlanů.
Označme v výšku těchto jehlanů a a délku jejich podstavné hrany (jež je shodná s hranou
dané krychle). Ze zadání úlohy vyplývá, že objem jednoho jehlanu je šestinou objemu
krychle, tedy 13a

2v = 1
6a
3, odkud v = 1

2a. Boční stěna jehlanu je
rovnoramenný trojúhelník, pro jehož výšku w z hlavního vrcholu
(obr. 1) platí podle Pythagorovy věty rovnost w2 = v2 + ( 12a)

2,

odkud po dosazení v = 1
2a vychází w =

√
2
2 a. Proto je obsah boční

stěny jehlanu roven 12aw =
√
2
4 a2. Výsledné těleso má povrch 24krát

větší, tedy 6
√
2a2, zatímco povrch krychle je 6a2.

Odpověď : Poměr povrchů původní krychle a výsledného tělesa je 1 :
√
2.

Poznámka. Za daných předpokladů vznikne slepením těleso, které bude mít dva(
náct shodných stěn (tzv. kosočtverečný dvanáctistěn). Uvedené shodné jehlany mají totiž
v součtu stejný objem jako daná krychle a dostaneme je, když krychli rozdělíme na šest
shodných jehlanů se společným hlavním vrcholem ve středu krychle.

Za úplné řešení je 6 bodů, z toho 3 body za určení vztahu a = 2v.

2. V daném výrazu odstraníme závorky a čísla sdružíme do čtveřic:

1− 2− 3 + 5︸ ︷︷ ︸+6− 7− 8 + 10︸ ︷︷ ︸+11− 12− 13 + 15︸ ︷︷ ︸+16− 17− 18 + 20︸ ︷︷ ︸+ . . .

(poslední skupina je kratší, není-li počet N všech čísel násobkem čtyř). Čísla v i-té skupině
(i = 1, 2, . . .) tvoří výraz (5i − 4) − (5i − 3) − (5i − 2) + 5i, jehož hodnota je zřejmě
rovna jedné (nezávisle na indexu i). Proto je hodnota V celého výrazu v případě N = 4k
rovna V = k, v případě N = 4k + 1 rovna V = k + (5k + 1) = 6k + 1, v případě
N = 4k + 2 rovna V = k + (5k + 1) − (5k + 2) = k − 1 a v případě N = 4k + 3 rovna
V = k + (5k + 1)− (5k + 2)− (5k + 3) = −4k − 4. Snadno se zjistí, kdy V = 103:

N = 4k, V = k = 103, N = 412,
N = 4k + 1, V = 6k + 1 = 103, k = 17, N = 69,
N = 4k + 2, V = k − 1 = 103, k = 104, N = 418,
N = 4k + 3, V = −4k − 4 = 103, k /∈ .

Odpověď : V Milanově výrazu bylo buď 69, nebo 412, nebo 418 čísel.

Za úplné řešení je 6 bodů, za správné odstranění závorek udělte 2 body.

3. Příklad z obr. 2a ukazuje, že je možno požadovaným způsobem rozestavit 16 figurek
(obsazená pole jsou označena křížky). Vysvětlíme nyní, proč více figurek rozestavit nelze.
Na obr. 2b vidíte rozdělení všech polí desky do osmi šikmých řad po třech polích, když pole
téže řady-trojice jsou označena stejným písmenem. Figurkami je možno obsadit nejvýše dvě
pole v každé řadě-trojici (2 pole A, 2 pole B, . . . , 2 pole H), celkem nejvýše 8 ·2 = 16 polí.
Tvrzení o tom, že nelze rozestavit více než 16 figurek, zdůvodníme ještě jinak, postu(

pem obdobným z řešení úlohy domácího kola. Šikmé řady jednoho směru mají postupně 3,
4, 3, 4, 3, 4, 3 pole, v nich lze obsadit nejvýše 2, 3, 2, 3, 2, 3, 2 pole. Součet posledních čísel
je sice 17, ale kdyby v každé ze tří uvažovaných řad o 4 polích (řady polí A, polí B a polí
C na obr. 2c) byla obsazena 3 pole, musela by být obsazena všechna krajní pole těchto



tří řad, ta však tvoří dvě šikmé řady-trojice druhého směru (krajní šikmé řady ABC na
obr. 2c).

× ×
× ×

× × × ×
× × × ×

× ×
× ×
a

A B
A E F B

A G F E H B
C F G H E D

C H G D
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b

A
A B

A B C
A B C

B C
C
c

Obr. 2

Odpověď : Největší možný počet rozmístěných figurek je 16.

Za úplné řešení je 6 bodů, 3 body za příklad rozmístění 16 figurek, další body podle úplnosti úvah, proč
větší počet figurek rozmístit nelze.

4. Označme k vepsanou kružnici, S její střed a K bod dotyku kružnice k se základ(
nou AB (obr. 3). Protože AB ∥ CD, SK ⊥ AB a SM ⊥ CD, je KM průměr kružnice k.
Proto jsou oba úhly AKM a KLM pravé, bod K tudíž sestrojíme jako průsečík Tha(
letovy kružnice τ nad průměrem AM s přímkou p, jež prochází bodem L a je kolmá
na LM . Zbytek konstrukce je snadný: bod S určíme jako střed úsečky KM , sestrojíme
kružnici k = (S, |SK|) a v bodech L a M po řadě její tečny b a c. Vrchol B pak určíme
jako průsečík polopřímky AK s přímkou b, vrchol C jako průsečík přímek b a c, konečně
vrchol D sestrojíme jako průsečík přímky c s tečnou d kružnice k, jež je souměrně sdružená
s tečnou AK podle osy AS. Pro trojúhelník ALM ze zadání má kružnice τ s přímkou p
společné dva body, které jsou na obr. 4 označeny K1, K2, proto má úloha dvě řešení —
lichoběžníky AB1C1D1 a AB2C2D2.

Za úplné řešení je 6 bodů. Uvede-li řešitel jen jedno řešení, strhněte dva body.
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Obr. 3
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Obr. 4



49. ročník matematické olympiády

1. Najděte nejmenší přirozené číslo k, pro které platí: Vybereme-li libovolných k různých
čísel z množiny {1, 4, 7, 10, 13, . . . , 1 999}, pak mezi vybranými existují dvě různá čísla,
jejichž součet se rovná 2 000.

2. Čtverec ABCD a obdélník AEFD mají takovou vzájemnou polohu, že bod B leží na
kružnici vepsané trojúhelníku AEF . Vypočtěte poměr délky a šířky obdélníku AEFD.

3. Jestliže celé kladné číslo N vydělíme číslem 19 a získaný neúplný podíl dále vydělíme
číslem 99, vyjde nám při druhém dělení stejný neúplný podíl a stejný zbytek, jako
když původní číslo N vydělíme číslem 1 999. Určete jak nejmenší, tak největší takové
číslo N .

Školní – klauzurní část I. kola kategorie C se koná

v úterý 25. ledna 2000

tak, aby začala dopoledne a aby soutěžící měli na řešení úloh
4 hodiny čistého času. Za každou úlohu může soutěžící získat
6 bodů, úspěšným řešitelem je ten žák, který získá 10 bodů
nebo více. Tyto údaje se žákům sdělí před zahájením soutěže.



49. ročník matematické olympiády Řešení úloh školní části I. kola kategorie C

1. Označme = {1, 4, 7, 10, 13, . . . , 1 999} a vypišme všechny součty dvou různých
(nebudeme dále zdůrazňovat) čísel z , které se rovnají číslu 2 000:

2 000 = 1 + 1 999 = 4 + 1 996 = 7 + 1 993 = . . . = 997 + 1 003.

S výjimkou jediného čísla 1 000 vystupuje každé číslo z v právě jednom součtu (součet
1 000+1 000 se dle zadání neuvažuje). Protože 997 = 1+3·332, je vypsáno právě 333 součtů.
Lze tedy vybrat 334 čísel z (po jednom z každého vypsaného součtu spolu s číslem
1 000, tedy například čísla 1, 4, 7, . . . , 997, 1 000) tak, že součet žádných dvou vybraných
čísel není 2 000. Vybereme-li však libovolných 335 čísel z , pak některá dvě vybraná čísla
jsou sčítanci jednoho z vypsaných součtů (zopakujme: vypsaných součtů je 333 a chybí
v nich jediné číslo z ). Proto je k = 335 hledaná hodnota.

Za úplné řešení je 6 bodů: 3 body za vysvětlení, že číslo k = 334 nevyhovuje, 3 body za zdůvodnění, že
číslo k = 335 vyhovuje.

2. Protože oba pravoúhelníky musí ležet ve stejné polorovině s hraniční přímkou AD,
leží bod B na polopřímce AE. Proto se zmíněná kružnice dotýká strany AE trojúhelníku
AEF právě v bodě B. Body, v nichž se kružnice dotýká stran EF a FA, označme po řadě
G a H (obr. 1). Označme ještě a = |AB| = |EF | a nechť |AE| = ka, k > 1. Ze souměrností

A E

FD

B

C

G

H

Obr. 1

dvojic tečen ke kružnici plynou rovnosti |AH| = |AB| = a, |EG| = |EB| = |AE|− |AB| =
= (k−1)a, |FH| = |FG| = |EF |− |EG| = (2−k)a, tudíž |AF | = |AH|+ |FH| = (3−k)a.
Pythagorova věta pro trojúhelník AEF tak dává rovnici (3−k)2 = k2+1, jež je po úpravě
lineární a má (jediný) kořen k = 4

3 .
Odpověď : Hledaný poměr je 4 : 3.

Za úplné řešení udělte 6 bodů, z toho 2 body za správný náčrtek nebo popis vzájemné polohy obou
pravoúhelníků.

3. Zmíněná tři dělení zapíšeme rovnostmi N = 19a+ b, a = 99c+d a N = 1 999c+d.
Odtud vyplývá, že 19(99c+ d)+ b = 1 999c+ d, neboli 18d+ b = 118c. Nejmenší a největší
vyhovující N najdeme podle nejmenšího a největšího možného neúplného podílu c (při
dělení čísla N číslem 1 999). Z rovnosti 18d+ b = 118c plyne především, že c > 0 (kdyby
bylo c = 0, bylo by b = d = 0, tedy i N = 0, ale N je kladné); pro c = 1 z rovnosti



n+ 1 dělitelné pěti, je n = 5k + 2 nebo n = 5k + 3 a n2 + 1 je dělitelné pěti. Když je
číslo dělitelné 4 a 5, je dělitelné 20.]

3. Které čtyřciferné číslo má na prvních dvou místech stejné číslice, na druhých dvou
místech stejné číslice, a je druhou mocninou přirozeného čísla? (1–B–II–2)
[Hledáme číslo ve tvaru aabb, tj. 1 000a+100a+10b+ b = 11(100a+ b), které je druhou
mocninou. Protože je dělitelné 11, musí být dělitelné číslem 121, takže 100a+b = 99a+
+ a + b je dělitelné 11, odkud a + b = 11. Hledané číslo má tvar 11(99a + 11) = 11 ·
· 11(9a + 1). Pouze pro a = 7 je 9a + 1 druhou mocninou, jediným řešením je číslo
7 744 = 882.]

Literatura: J. Sedláček: Co víme o přirozených číslech, 2. svazek Školy mladých mate(
matiků (ŠMM), MF Praha 1977,
F. Veselý: O dělitelnosti čísel celých, 14. sv. ŠMM, MF Praha 1966.

2. Sestrojte lichoběžník, jsou-li dány délky 9 cm a 12 cm jeho úhlopříček, délka 8 cm
střední příčky a vzdálenost 2 cm středů úhlopříček.

Řešení. Zvolme označení podle obr. 1, KP je střední příčka v trojúhelníku ACD,

A B

CD

E

K L
P Q

a

c

u

Obr. 1

proto |KP | = 1
2 |DC|, obdobně |QL| = 1

2 |DC|, |PL| = 1
2 |AB|, takže |PQ| = 1

2 (a− c) =
= 2 cm. Protože |KL| = 1

2(a + c) = 8 cm, je a = 10 cm, c = 6cm. Nejdříve sestrojíme
trojúhelník AEC podle věty sss, na úsečce AE pak bod B, jím vedeme rovnoběžku
s CE. Ta protne přímku vedenou bodem C rovnoběžně s AE v bodě D.
Řešitelé by si měli připomenout pojem střední příčky lichoběžníku, jejíž délka se

rovná aritmetickému průměru délek základen.

Pomocné úlohy:
1. Sestrojte lichoběžník, jehož úhlopříčky jsou navzájem kolmé, mají délky 6 cm a 8 cm,
jestliže se délka kratší základny rovná 2 cm.
[Postup řešení je obdobný, nejdříve sestrojíme pravoúhlý trojúhelník ACE s danými
odvěsnami.]

2. Střední příčka dělí lichoběžník na dva lichoběžníky, poměr jejich obsahů je q. Určete
poměr délek základen lichoběžníku. Pro která q má úloha řešení? (41–C–S–3)
[Označíme-li a, c délky základen, je q = (3a+c) : (a+3c), neboť oba menší lichoběžníky
mají poloviční výšku než původní a délka střední příčky, která je základnou vzniklých
lichoběžníků, je 12 (a + c). Je pak a : c = (3q − 1) : (3 − q). Toto číslo je kladné, q je
menší než 3 a větší než 13 , ale různé od 1 (a je různé od c).]

3. Určete obsah lichoběžníku, jestliže jsou dány délky a, c obou jeho základen, délka u
jedné úhlopříčky a úhlopříčky jsou navzájem kolmé. (36–C–II–1)
[Označení opět jako na obr., trojúhelníky CDA, CDB a BEC mají stejný obsah, proto
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se obsah lichoběžníku rovná obsahu pravoúhlého trojúhelníku ACE. Přepona je a+ c,
jedna odvěsna je u, obsah je 12u (a+ c)2 − u2.]

3. Najděte všechny dvojice přirozených čísel a, b, pro které platí

n(a, b) +D(a, b) = 63,

kde n(a, b) značí nejmenší společný násobek a D(a, b) největší společný dělitel čí(
sel a, b.

Řešení. Využijeme to, co jsme uvedli v 1. úloze. Je a = Dp, b = Dq, n = Dpq,
kde D je největší společný dělitel, n nejmenší společný násobek čísel a, b, čísla p, q jsou
nesoudělná. Podle textu úlohy má platit D(1 + pq) = 63, takže máme tyto možnosti
(bez újmy na obecnosti předpokládáme, že a ! b):

D pq (p, q) (a, b)
1 62 (1, 62), (2, 31) (1, 62), (2, 31)
3 20 (1, 20), (4, 5) (3, 60), (12, 15)
7 8 (1, 8) (7, 56)
9 6 (1, 6), (2, 3) (9, 54), (18, 27)
21 2 (1, 2) (21, 42)

Úloha má 8 řešení, nerozlišujeme-li pořadí čísel a, b.

Pomocné úlohy:
1. Najděte nejmenší přirozené číslo, jehož polovina druhé mocniny je druhou mocninou
přirozeného čísla a jehož třetina třetí mocniny je třetí mocninou přirozeného čísla.
(35–C–II–1)
[Hledané číslo n je tvaru n = 2k · 3l · c, kde c je přirozené číslo, které není dělitelné
ani dvěma, ani třemi. Pak 12n = 2

k−1 · 3l · c má být druhou mocninou, proto musí
být k liché a l sudé. Číslo 13n = 2

k · 3l−1 · c je třetí mocninou, tzn. že čísla k, l − 1
jsou dělitelná třemi. Nejmenší n dostaneme, položíme-li c = 1, k = 3, l = 4. Je tedy
n = 648, 12n = 324 = 18

2, 13n = 216 = 63.]
2. Dokažte, že pro největší společný dělitel D a nejmenší společný násobek n čísel a, b
platí ab = Dn. Pozor — pro tři čísla toto neplatí, viz čísla 1, 2, 4, D = 1, n = 4,
1 · 2 · 4 = 8.
Literatura: stejná jako při úloze C–I–1.

4. Dokažte, že pro délky a, b, c stran libovolného trojúhelníku platí

(a2 + b2)c2 − (a2 − b2)2

abc2
! 2.

Pro které trojúhelníky nastane v předchozím vztahu rovnost?

Řešení. Uvedenou nerovnost upravíme na ekvivalentní tvar

0 ! (a2 − b2)2 − (a2 − 2ab+ b2)c2,

tj.

0 ! (a − b)2 · [(a+ b)2 − c2].

Protože a + b > c, platí tato nerovnost pro délky libovolného trojúhelníku, rovnost
nastane, právě když a = b, tedy pro rovnoramenné trojúhelníky se základnou c.
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Pomocné úlohy:
1.

a − x x

bc v

Odvoďte Heronův vzorec: Pro obsah S trojúhelníku s délkami stran a, b, c platí

16S2 = (a+ b+ c)(a+ b − c)(b+ c − a)(c+ a − b).

[Můžeme předpokládat, že při straně a jsou oba úhly
ostré, pata výšky v rozdělí stranu a na úsečky délek
a − x, x (obr.). Je tedy 2S = av, x2 + v2 = b2, (a −
−x)2+ v2 = c2. Z posledních dvou rovnic vyloučíme x
a vyjádříme v. Dostaneme 16S2 = 4a2b2−(a2+b2−c2)2
a použijeme vícekrát vzorec pro rozdíl druhých mocnin.

2. Dokažte, že pro délky a, b, c stran trojúhelníku platí

a2 + b2 + c2 < 2ab+ 2bc+ 2ca.

3. Dokažte, že pro libovolná reálná čísla a, b, c platí

2ab+ 2bc+ 2ca 2(a2 + b2 + c2).

[Nerovnost v úloze 2 je ekvivalentní s nerovností 0 < (a+b−c)c+(b+c−a)a+(c+a−b)b,
nerovnost v úloze 1 s nerovností 0 (a − b)2 + (b − c)2 + (c − a)2.]

Literatura: S. Horák: Nerovnosti v trojúhelníku, 57. svazek ŠMM, MF Praha 1986.

5. Třicet maturantů jednoho gymnázia si podalo přihlášku k dalšímu studiu na ně(
kterou ze šesti fakult Českého vysokého učení technického. Využili možnost podat
více přihlášek, a tak polovina žáků podala přihlášku aspoň na tři fakulty, třetina si
podala přihlášku na více než tři fakulty. Na fakultu architektury se s ohledem na
talentovou přijímací zkoušku nehlásil nikdo. Dokažte, že na některou ze zbývajících
pěti fakult se přihlásilo méně než dvacet studentů.

Řešení. Nejdříve odhadneme, kolik přihlášek celkem maturanti podali. Polovina,
tj. 15 studentů, podala jednu nebo dvě přihlášky. Z druhé poloviny podalo 10 studentů
aspoň 4, tedy 4 nebo 5 přihlášek, a zbývajících pět studentů podalo přihlášku právě na
tři fakulty. Celkem podali nejvýše 15 · 2 + 5 · 3 + 10 · 5 = 95 přihlášek. Proto nemohli
podat na každou fakultu aspoň 20 přihlášek, to by jich muselo být aspoň 100.
Studentům doporučte, aby si udělali rozpis pro případ, kdy na každou z pěti fa*

kult bylo podáno právě 19 přihlášek (A znamená, že žák v příslušném sloupci podal
přihlášku na fakultu uvedenou v řádku, znak – znamená, že přihlášku nepodal. Studenti
jsou rozděleni do tří skupin, první je složena z 15 studentů, kteří podali dvě přihlášky.
Následuje skupina pěti studentů s třemi přihláškami, třetí skupina má 10 členů, každý
podal 5 přihlášek):

student 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
1. fakulta: A A A A A A – – – – – – – – –
2. fakulta: – – – A A A A A A – – – – – –
3. fakulta: – – – – – – A A A A A A – – –
4. fakulta: – – – – – – – – – A A A A A A
5. fakulta: A A A – – – – – – – – – A A A
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student 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
1. fakulta A A A – – A A A A A A A A A A
2. fakulta – A A A – A A A A A A A A A A
3. fakulta – – A A A A A A A A A A A A A
4. fakulta A – – A A A A A A A A A A A A
5. fakulta A A – – A A A A A A A A A A A

Pomocná úloha:
Dokažte, že za stejných předpokladů jako v soutěžní úloze si podalo aspoň na jednu fakultu
přihlášku aspoň 14 studentů.
[Celkem podali aspoň 15 · 1 + 5 · 3 + 10 · 4 = 70 přihlášek na pět fakult. Kdyby neplatilo tvrzení
této úlohy, mohlo by být přihlášek nejvýše 5 · 13 = 65. Rozpis pro případ, kdy si na každou z pěti
fakult podalo přihlášku právě 14 studentů:

student 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
1. fakulta A A A – – – – – – – – – – – –
2. fakulta – – – A A A – – – – – – – – –
3. fakulta – – – – – – A A A – – – – – –
4. fakulta – – – – – – – – – A A A – – –
5. fakulta – – – – – – – – – – – – A A A

student 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
1. fakulta A A A – – A A A A A A A A – –
2. fakulta – A A A – A A A A A A – – A A
3. fakulta – – A A A A A A A – – A A A A
4. fakulta A – – A A A A – – A A A A A A
5. fakulta A A – – A – – A A A A A A A A ]

6. Do dané kružnice s poloměrem r vepište lichoběžník ABCD s kratší základnou CD
a průsečíkem úhlopříček E tak, aby platilo |BC| = |CD| a |AE| = r.

Řešení. Předpokládejme, že jsme již lichoběžník sestrojili (obr. 2), přímka SE je

S

B

CD

A

E
r

r

p

k
α

αα

α

αα
α α

2α3α

Obr. 2

nutně jeho osou souměrnosti. Označíme-li α velikost úhlu ACD, mají stejnou velikost
i úhly BDC, ABD a CAB, jak plyne ze souměrnosti lichoběžníku podle přímky SE
a z rovnoběžnosti přímek CD a AB. Protože |BC| = |CD|, je trojúhelník BCD rov*
noramenný, a proto se α rovnají i velikosti úhlů CBD a CAD. A protože |AE| = |AS|
a AB je kolmá na SE, rovnají se α také velikosti úhlů SAB a SBA. Z rovnoramenného
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trojúhelníku ASD plyne, že úhly SAD a SDA mají velikost 3α, velikost úhlu SDB
je 2α (trojúhelník SDB je také rovnoramenný). Z trojúhelníku ACD pak plyne, že
8α = 180◦, α = 22,5◦. Tím už je dána konstrukce: zvolíme na dané kružnici libovolně
bod A, jím vedeme přímku p svírající s přímkou AS úhel 2α = 45◦, p protne kružnici k
v bodě C různém od A. Na úsečce AC zvolíme bod E, |AE| = r. Body B, D sestrojíme
jako body souměrně sdružené k bodům A, C podle přímky SE. Jiná volba bodu A by
vedla pouze k řešení, které by vzniklo otočením řešení již sestrojeného. Podobně volba
druhé přímky vedené bodem A pod úhlem 45◦ s přímkou AS vede k řešení souměrně
sdruženému k sestrojenému podle přímky AS.

Pomocné úlohy:
1. Pomocí úhlů v rovnoramenných trojúhelnících dokažte větu o obvodovém a středovém
úhlu (obr. a). Proveďte důkaz také v případě, kdy je bod S bodem trojúhelníku ABC.

2. Dokažte také, že polovině středového úhlu se rovná i úhel EAB, kde AE je tečna
kružnice k (obr. a), tzv. úhel úsekový.

S

A

BC

E

90◦−α−β 90◦−α−β

2β

90◦−β
90◦−α

2α

α

a

A B

CD

α

2α

α

2α

α

αα

α

b

3. Čtyřúhelník má tři strany stejně dlouhé, délka čtvrté strany se rovná délce jedné i druhé
úhlopříčky čtyřúhelníku. Určete velikosti vnitřních úhlů čtyřúhelníku. Jaký je to čtyř(
úhelník? (40–C–S–1)
[Zvolme označení vrcholů tak, že |BC| = |CD| = |DA| (strany) a |AB| = |AC| = |BD|
(obr. b). Ze shodnosti trojúhelníků ABC, BAD (podle věty sss) plyne, že čtyřúhelník
je rovnoramenný lichoběžník osově souměrný podle osy úsečky AB. Označíme-li α ve(
likost úhlu ACD, velikost úhlu CBA je 2α a α = 36◦. Velikosti vnitřních úhlů jsou 72◦

a 108◦.]

Literatura: S. Horák: Kružnice, 16. svazek ŠMM, MF Praha 1966.
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50. ročník matematické olympiády

Úlohy II. kola kategorie C

1. Najděte všechny dvojice přirozených čísel a, b, pro které platí

a+ b+D(a, b) + n(a, b) = 50,

kde D(a, b) značí největší společný dělitel a n(a, b) nejmenší společný násobek přiro-
zených čísel a, b.

2. Kružnice k(S, r) a l(O, R) se vně dotýkají v bodě T . Jejich společná tečna v bodě T
protíná jejich vnější společnou tečnu v bodě M . Dokažte, že trojúhelník SOM je
pravoúhlý, a vyjádřete jeho obsah pomocí poloměrů r, R daných kružnic.

3. Najděte všechny dvojice kladných čísel x, y, které jsou řešením soustavy rovnic

x · y10 = 195,6,
y · x10 = 241,7.

Zápis z10 značí číslo, které vznikne zaokrouhlením čísla z na desítky.

4. Sestrojte trojúhelník ABC takový, že výška a těžnice z vrcholu C dělí těžnici z vr-
cholu A na tři shodné úsečky, je-li dána délka strany AB a velikost výšky z vrcholu C.

II. kolo kategorie C se koná

v úterý 27. března 2001

tak, aby začalo dopoledne a aby soutěžící měli na řešení úloh
4 hodiny čistého času. Za každou úlohu může soutěžící získat
6 bodů, úspěšným řešitelem je ten žák, který získá 10 bodů
nebo více. Tyto údaje se žákům sdělí před zahájením soutěže.



50. ročník matematické olympiády Řešení úloh II. kola kategorie C

1. Položme a = Dk, b = Dl, kde D = D(a, b) je největší společný dělitel čísel a, b,
takže čísla k, l jsou nesoudělná. Je pak n = n(a, b) = Dkl a má platit D(k+l+1+kl) = 50,
tedy (1+k)(1+l)D = 50. Najdeme proto všechny rozklady čísla 50 na součin tří přirozených
čísel D, 1 + k, 1 + l, z nichž poslední dvě jsou větší než 1. Bez újmy na obecnosti můžeme
předpokládat, že a ! b, tj. k ! l. Dostaneme tak tyto možnosti:

D 1 + k 1 + l k l a b
1 2 25 1 24 1 24
1 5 10 4 9 4 9
5 2 5 1 4 5 20

Pro D = 2 dostaneme k = l = 4, ale k, l mají být nesoudělná.
Pro D = 10, 25 nebo 50 dostaneme k = 0, což nevede k žádnému řešení.
Úloha má šest řešení: {a, b} = {1, 24}, {a, b} = {4, 9}, {a, b} = {5, 20}.

2. Označme K, L body dotyku té společné tečny obou kružnic, na které leží také
bod M a která je různá od společné tečny v bodě T (obr. 1). Ze souměrnosti podle přímky
MS plyne shodnost úhlů KMS a TMS a ze souměrnosti podle přímky OM plyne shod-
nost úhlů LMO a TMO. Součet těchto čtyř úhlů je 180◦, proto |<)SMO| = |<)SMT | +
+ |<)TMO| = 90◦. Tím je vyřešena první část úlohy.

S O

K

L

M

T

r

R

k

l

Obr. 1

Užitím Pythagorovy věty pro trojúhelníky SOM , STM a OTM dostaneme pro výšku
v = |TM | trojúhelníku SOM rovnost

(r +R)2 = (r2 + v2) + (R2 + v2),

odkud v2 = Rr. (Tento vztah plyne i přímo z Eukleidovy věty pro trojúhelník SOM .)
Obsah trojúhelníku SOM je tedy 12(R + r)

√
Rr.



3. Jsou-li x, y řešením, musí být x " 5 a y " 5, jinak by se x10 nebo y10 rovnalo nule.
Protože y10 " 10, je x = 195,6 : y10 ! 19,56, takže x10 se rovná 10 nebo 20. V prvním
případě je y = 24,17, y10 = 20 a x = 9,78, v druhém případě je y = 12,085, y10 = 10
a x = 19,56. Úloha má právě dvě řešení:

(x, y) = (19,56; 12,085) a (x, y) = (9,78; 24,17).

Za úplné řešení je 6 bodů.

4. Předpokládejme, že trojúhelník ABC splňuje podmínky úlohy. Označme S střed
strany BC,M střed strany AB, T těžiště trojúhelníku, P patu výšky vedené bodem C, K
průsečík těžnice AS a výšky CP . Protože těžiště T dělí úsečku AS v poměru 2 : 1, tj. platí
|AT | = 2|TS|, musí být bod K středem úsečky AT (obr. 2). Z rovnosti |AK| = |KT | =
= |TS| navíc plyne, že |AP | = |PU | = |UV |, kde U , V jsou kolmé průměty bodů T , S na
přímku AB. Jelikož S je střed strany BC, je V střed úsečky PB. Proto |AP | = 1

5 |AB|.
Odtud již plyne konstrukce: Sestrojíme úsečku AB dané délky, na ní bod P tak, aby
|AP | = 1

5 |AB|. Bodem P vedeme kolmici k AB, na ni naneseme od bodu P danou výšku
a dostaneme tak bod C, a tím i trojúhelník ABC.

A B

C

S
T

K

MP U V

Obr. 2

Důkaz správnosti konstrukce. V sestrojeném trojúhelníku ABC uvažujme těžnice CM
a AS, těžiště T a průsečík K úseček AS, CP . Označme U , V kolmé průměty bodů T ,
S na přímku AB. Protože |CT | = 2|TM |, je |PU | = 2|UM |, a proto |PU | = 2

3 |PM |.
Označíme-li c = |AB|, je |AP | = 1

5c, |PV | = 1
2 (|AB|− |AP |) = 2

5c, |PM | = 1
2c−

1
5c =

3
10c,

|PU | = 2
3 |PM | = 1

5c a |UV | = |PV | − |PU | = 1
5c. Protože |AP | = |PU | = |UV |, je také

|AK| = |KT | = |TS|. Tím je správnost konstrukce dokázána.



50. ročník matematické olympiády

Úlohy školní – klauzurní části I. kola kategorie C

1. Najděte všechny trojice a, b, c přirozených čísel, pro které současně platí

n(ab, c) = 28, n(bc, a) = 29, n(ca, b) = 211,

kde n(x, y) značí nejmenší společný násobek přirozených čísel x a y.

2. V rovině je dán čtverec ABCD. Kružnice k prochází body A, B a dotýká se přím'
ky CD. OznačmeM (M ̸= B) průsečík kružnice k a strany BC. Určete poměr |CM | :
: |BM |.

3. Pro která dvojmístná čísla n je číslo n3 − n dělitelné stem?

Školní – klauzurní část I. kola kategorie C se koná

v úterý 23. ledna 2001

tak, aby začala dopoledne a aby soutěžící měli na řešení úloh
4 hodiny čistého času. Za každou úlohu může soutěžící získat
6 bodů, úspěšným řešitelem je ten žák, který získá 10 bodů
nebo více. Tyto údaje se žákům sdělí před zahájením soutěže.



50. ročník matematické olympiády Řešení úloh školní části I. kola kategorie C

1. Jsou-li čísla a, b, c řešením úlohy, jsou to dělitelé mocnin dvou, a tedy sama mocniny
čísla 2, a = 2r, b = 2s, c = 2t, kde r, s, t jsou celá nezáporná čísla. Z rovnosti n(ab, c) = 28

plyne, že čísla t, r+s se rovnají nejvýše 8, přičemž aspoň jedno z nich se rovná 8. Podobně
se čísla s + t, r rovnají nejvýše devíti a aspoň jedno z nich je rovno devíti. Dále se jedno
z čísel r+t, s rovná 11 a žádné z nich není větší než 11. Nemůže však platit s = 11, protože
s+ t ! 9, takže r+ t = 11. Nemůže být r = 9, neboť má platit r+ s ! 8. Proto s+ t = 9.
Dále máme dvě možnosti:
1) t = 8, odkud r = 3, s = 1, a = 23, b = 2, c = 28,
2) r + s = 8, odkud plyne t = 6, r = 5, s = 3, tedy a = 25, b = 23, c = 26.
Úloha má dvě řešení.

A B

CD S

M
x

a

k

Obr. 1

2. Protože střed kružnice k leží na ose strany AB, která je zároveň osou i pro'
tější strany CD, dotýká se kružnice k úsečky CD v jejím
středu S (obr. 1). Protože úhel ABM je pravý, je AM průmě'
rem kružnice k, a proto je pravý i úhel ASM . Odtud plyne, že
|<)DSA| = 90◦−|<)CSM | = |<)SMC|, proto jsou trojúhelníky
SMC a ASD podobné, takže |CM | : |CS| = |DS| : |DA|.
Označíme-li a = |DA| a x = |CM |, je x : 12a =

1
2a : a, tedy

x = 1
4a. Proto |CM | : |BM | = 1 : 3.

Dodejme, že rovnost x = 1
4a lze odvodit i z Pythagorovy

věty pro trojúhelníky AMB, AMS:

|AB|2 + |BM |2 = |AM |2 = |AS|2 + |SM |2,
takže

a2 + (a − x)2 =
(
a2 + ( 12a)

2)+
(
( 12a)

2 + x2
)
,

odkud po úpravě

x = 1
4a.

Poznámka. Pokud žák zná pojem mocnosti bodu ke kružnici, může napsat |CM | ·
· |CB| = |CS|2, odkud ihned plyne |CM | = 1

4a.

3. Je-li číslo n3 − n = n(n − 1)(n+ 1) dělitelné číslem 100 = 22 · 52, musí být jedno
z čísel n − 1, n, n + 1 dělitelné číslem 25, protože ze tří po sobě jdoucích čísel může být
nejvýše jedno dělitelné pěti. Dále musí být buď číslo n dělitelné čtyřmi (čísla n − 1, n+ 1
jsou pak lichá), nebo musí být číslo n liché (čísla n − 1, n+ 1 jsou sudá a jejich součin je
dělitelný čtyřmi). Máme tedy tyto možnosti:

n = 25 vyhovuje, neboť je liché,
n = 75 vyhovuje, neboť je liché,
n = 50 nevyhovuje, neboť je sudé, ale není dělitelné čtyřmi,
n − 1 = 25, n = 26 nevyhovuje, neboť je sudé, ale není dělitelné čtyřmi,
n − 1 = 50, n = 51 vyhovuje, neboť je liché,



51. ročník Matematické olympiády

Úlohy domácího kola kategorie C

1. Dokažte, že existuje jediná číslice c, pro kterou lze najít jediné přirozené číslo n
končící číslicí c a mající tu vlastnost, že číslo 2n+1 je druhou mocninou prvočísla.

Řešení. Nechť (liché) číslo 2n+1 je druhou mocninou prvočísla p, pak p je rovněž
liché číslo. Ze vztahu p2 = 2n+1 vyplývá, že n = 1

2(p
2−1) = 1

2(p−1)(p+1). Sestavme
tabulku několika prvních lichých prvočísel p a jim odpovídajících čísel n:

p
n

3
4

5
12

7
24

11
60

13
84

17
144

19
180

23
264

29
420

31
480

37
684

41
840

43
924

Číslo n je zřejmě sudé, dokonce je (jak prozrazuje i tabulka pro několik hodnot p)
dělitelné čtyřmi. To je vidět z toho, že součin (p−1)(p+1) dvou po sobě jdoucích sudých
čísel je vždy dělitelný osmi. Z tabulky navíc vidíme, že se mezi číslicemi, kterými n končí
vícekrát, vyskytují číslice 0 a 4, jen jednou číslice 2, nevyskytují se 6 a 8.
Podívejme se, jakou číslicí končí číslo n v závislosti na číslici a, kterou končí číslo p.

Je-li p = 10k+a, kde k je celé nezáporné číslo a a lichá číslice, pak pro jednotlivá možná
a dostaneme:

• Je-li a = 1, je n = 10k(5k + 1), takže číslo n končí číslicí 0.
• Je-li a = 3, je n = 10k(5k + 4) + 4, takže číslo n končí číslicí 4.
• Je-li a = 5, je n = 10(5k2 + 5k + 1) + 2, takže číslo n končí číslicí 2.
• Je-li a = 7, je n = 10(5k2 + 7k + 2) + 4, takže číslo n končí číslicí 4.
• Je-li a = 9, je n = 10(k + 1)(5k + 4), takže číslo n končí číslicí 0.
Je-li 2n+ 1 druhou mocninou lichého prvočísla (lichého čísla), může číslo n končit

jedině číslicemi 0, 2, 4. Jediným kandidátem na hledanou číslici tak zůstává 2.
Pokud 2n + 1 je druhou mocninou prvočísla a n končí číslicí 2, prvočíslo p se dá

vyjádřit ve tvaru 10k + 5 = 5(2k + 1), je tedy dělitelné pěti. Jediné prvočíslo, které je
dělitelné pěti, je číslo 5.
Hledanou číslicí je tedy c = 2; pro ni existuje jediné přirozené číslo n = 12, které

končí číslicí c, přičemž 2n+ 1 je druhou mocninou prvočísla.

2. Ve čtyřúhelníku ABCD se úhlopříčky protínají v bodě P , úhlopříčka AC je roz-
dělena body P , N a M na čtyři shodné úseky (|AP | = |PN | = |NM | = |MC|)
a úhlopříčka BD je rozdělena body L,K a P na čtyři shodné úseky (|BL| = |LK| =
= |KP | = |PD|). Určete poměr obsahů čtyřúhelníků KLMN a ABCD.

Řešení. Trojúhelníky APD a NPK jsou souměrně sdružené podle středu P
(obr. 1), AD a NK jsou tudíž rovnoběžné a |AD| = |NK|. Z rovnosti příslušných úseček
dále plyne, že trojúhelníky KNP , LMP a BCP jsou podobné, proto NK ∥ ML ∥ BC
a navíc |LM | = 2|KN | a |BC| = 3|KN |. Označíme-li s obsah trojúhelníku APD, je

1



obsah trojúhelníku NKP roven s a obsah trojúhelníku MLP je 4s (má dvakrát větší
výšku z vrcholu P než trojúhelník NKP z téhož vrcholu a jeho strana ML je dvakrát
větší než strana NK). Obsah lichoběžníku KLMN je proto 3s.

A

B

C

D
P

N M

K L

Obr. 1

Strana AP trojúhelníku APD je čtyřikrát menší než strana AC trojúhelníku ACD,
výšky z vrcholu D jsou v obou trojúhelnících stejné, proto je obsah trojúhelníku ACD
roven 4s. Strana PN trojúhelníku PNK je čtyřikrát menší než strana AC trojúhel-
níku ACB, kdežto výška trojúhelníku PNK z vrcholu K je třikrát menší než výška
trojúhelníku ABC z vrcholu B, proto je obsah trojúhelníku ACB roven 12s. Obsah
čtyřúhelníku ABCD je roven součtu obsahů trojúhelníků ABC a ACD, tedy 16s.
Poměr obsahů čtyřúhelníků KLMN a ABCD je roven 3 : 16.

3. Určete všechny dvojice (x, y) celých čísel, které jsou řešením nerovnice

x√
x
+
6

y
√

x
<
5
√

y

y
.

Řešení. Ze zadání plyne, že x a y jsou nutně přirozená čísla. Vynásobením obou
stran nerovnice kladným číslem y

√
x přejdeme k ekvivalentní nerovnici

xy + 6 < 5
√

xy.

Její úpravou dostaneme
(
√

xy − 3)(√xy − 2) < 0,

což platí, právě když 2 <
√

xy < 3, neboli 4/x < y < 9/x.
Protože x a y jsou přirozená čísla, z poslední nerovnosti plyne, že stačí uvažovat jen

x ! 9. Lehce pak určíme všechny dvojice (x, y) celých čísel, které jsou řešením poslední
nerovnice, a tedy i dané nerovnice, která je s ní ekvivalentní: (1, 5), (1, 6), (1, 7), (1, 8),
(2, 3), (2, 4), (3, 2), (4, 2), (5, 1), (6, 1), (7, 1), (8, 1) a (9, 1).

4. Josef se vracel z výletu. Nejdříve jel vlakem a pak pokračoval ze zastávky na kole.
Celá cesta mu trvala přesně 1 hodinu 30 minut a urazil při ní vzdálenost 60 km.
Vlak jel průměrnou rychlostí 50 km/h. Určete, jak dlouho jel Josef na kole, když
jeho rychlost v km/h je vyjádřena přirozeným číslem stejně jako vzdálenost měřená
v km, kterou na kole ujel.
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Řešení. Označme v vzdálenost v kilometrech, kterou Josef ujel na kole, a r jeho
rychlost v km/h. Podle zadání jsou r a v přirozená čísla a v < 60. Na kole jel Josef po
dobu v/r h. Vlakem ujel vzdálenost (60− v) km a tuto vzdálenost ujel za (60− v)/50 h.
Proto podle zadání platí

60− v

50
+

v

r
=
3
2
.

Tato rovnice je ekvivalentní s rovnicí

50v − 15r − rv = 0,

kterou ještě upravíme na tvar

(50− r)(v + 15) = 15 · 50 = 2 · 3 · 53.
Odtud plyne, že 50 − r je přirozené číslo menší než 50 a v + 15 přirozené číslo větší
než 15, jež nepřevyšuje 75, a navíc, že součin (50 − r)(v + 15) je dělitelný číslem 53.
Mohou nastat čtyři případy.

• 53 | 50− r. To není možné, protože 1 ! 50− r < 50.
• 52 | 50− r a 5 | v + 15. Číslo 50− r je proto rovno 25, odtud r = 25 a v = 15.
• 5 | 50 − r a 52 | v + 15. Číslo v + 15 je tudíž prvkem množiny {25, 50}, odtud
dopočítáme další dvě možnosti r = 20, v = 10 a r = 35, v = 35.

• 53 | v + 15. To není možné, protože 15 < v + 15 < 75.
Možné časy Josefovy jízdy na kole (v minutách) proto jsou 15 · 60/25 = 36,

10 · 60/20 = 30 a 35 · 60/35 = 60.
Výčtem všech možností jsme zjistili, že pokud Josef cestoval podle zadání úlohy,

pak jel na kole buď 30, nebo 36, anebo 60 minut.

5. Sestrojte rovnoramenný trojúhelník ABC se základnou BC dané délky a, je-li dán
střed P strany AB a bod Q (Q ̸= P ), který je patou výšky z vrcholu B.

Řešení. Úhel BQA je buď pravý, nebo Q = A. Proto bod Q leží na Thaletově kruž-
nici sestrojené nad průměrem BA. (Na obr. 2 je znázorněn případ ostroúhlého i tupo-
úhlého trojúhelníku ABC.) Protože P je střed úsečky AB, je |PQ| velikost poloměru
této kružnice, proto velikost průměru |AB| této kružnice je rovna 2|PQ|. Trojúhelník
ABC má délku ramene 2|PQ|, a protože známe velikost základny, je tím jednoznačně
určen.

a

A

B C

P
Q

a

A

B C

P

Q

Obr. 2
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Odtud již plyne konstrukce. Nejdříve sestrojíme trojúhelník A′B′C′ shodný s troj-
úhelníkem ABC o velikostech stran |A′B′| = |A′C′| = 2|PQ| a |B′C′| = a, který potom
přemístíme tak, aby se střed strany A′B′ zobrazil na bod P a pata výšky z vrcholu
B′ na bod Q. To lze provést jednoznačně až na osovou souměrnost podle přímky PQ.
Pokud tedy trojúhelník A′B′C′ existuje, má úloha dvě řešení souměrně sdružená podle
osy PQ.
Diskuse je zřejmá. Trojúhelník ABC lze setrojit právě tehdy, když lze sestrojit rov-

noramenný trojúhelník A′B′C′, tj. když a < 4|PQ| (trojúhelníkové nerovnosti), v tomto
případě má úloha právě dvě (shodná) řešení. Navíc pro a < 2

√
2|PQ| bude trojúhelník

ABC ostroúhlý, pro a = 2
√
2|PQ| pravoúhlý a pro 2

√
2|PQ| < a < 4|PQ| tupoúhlý.

Důkaz správnosti plyne z rozboru úlohy.

Jiné řešení.Označme R střed strany BC, ten je zároveň patou výšky z vrcholu A.
Oba body Q a R tedy leží na Thaletově kružnici nad průměrem AB se středem P , proto
|PQ| = |PR| = 1

2 |AB|. Jelikož úhel BQC je pravý, leží bod Q na Thaletově kružnici
nad průměrem BC se středem R, takže |RQ| = 1

2 |BC| = 1
2a. Trojúhelník PQR je proto

podobný trojúhelníku ABC (koeficent podobnosti je 12).
Při konstrukci nejdříve sestrojíme trojúhelník PQR. Na přímce rovnoběžné se

střední příčkou PR procházející bodem Q najdeme bod C ̸= Q tak, aby |RC| = 1
2a.

Body A a B pak už sestrojíme snadno.
Pro dané body P , Q můžeme sestrojit třetí vrchol R trojúhelníku PQR dvěma

způsoby. Diskuse je tedy stejná jako v předcházejícím řešení. Důkaz správnosti plyne
z rozboru úlohy.

6. Jistý panovník pozval na oslavu svých narozenin 28 rytířů. Každý z rytířů měl mezi
ostatními právě tři nepřátele.
a) Ukažte, že panovník může rytíře rozesadit ke dvěma stolům tak, aby každý rytíř
seděl u stejného stolu s nejvýše jedním nepřítelem.

b) Ukažte, že v případě libovolného takového rozesazení sedí u každého stolu nej-
výše 16 rytířů.

(Nepřátelství je vzájemný vztah: Je-li A nepřítelem B, je i B nepřítelem A.)

Řešení.
a) Rozesaďme v prvním kole rytíře ke stolům libovolným způsobem. Označme n1

počet nepřátel prvního rytíře u stolu, u kterého sedí, potom n1 ! 3. Podobně označme
n2 ! 3 počet nepřátel druhého rytíře u stolu, u kterého sedí, atd. Potom pro „hladinu
nepřátelství,

N1 = n1 + n2 + . . .+ n28

v prvním kole platí 0 ! N1 ! 3 · 28 = 54, přičemž N1 je celé nezáporné číslo.
Předpokládejme, že existuje rytíř, který sedí u stolu s alespoň dvěma nepřáteli. Pak

ho přesadíme ke druhému stolu. Tím vznikne nové rozesazení. Zkoumejme nyní hladinu
nepřátelství N2 po tomto druhém kole.
Pokud přesazený rytíř r seděl původně u jednoho stolu se všemi třemi nepřáteli a,

b, c, po jeho přesazení se počet nepřátel rytíře r u stolu, u kterého teď sedí, snížil o 3

4



51. ročník matematické olympiády

Úlohy II. kola kategorie C

1. Určete počet dvojic (a, b) přirozených čísel (1 ! a < b ! 86), pro které je součin ab
dělitelný třemi.

2. Nechť kružnice sestrojené nad rameny lichoběžníku jako nad průměry mají vnější
dotyk. Dokažte, že dotykový bod těchto kružnic leží na ose úhlu, který obě ramena
lichoběžníku svírají.

3. Najděte všechna celá čísla x, pro která jsou obě čísla (x−3)2−2, (x−7)2+1 prvočísla.

4. V rovině jsou dány body C, V , U takové, že |CV | = 3cm, |V U | = 3,5 cm a |CU | =
= 4,5 cm. Sestrojte ostroúhlý trojúhelník ABC tak, aby byl V průsečík jeho výšek
a bod U byl souměrně sdružený s bodem A podle středu kružnice opsané trojúhel)
níku ABC.

II. kolo kategorie C se koná

v úterý 26. března 2002

tak, aby začalo dopoledne a aby soutěžící měli na řešení úloh
4 hodiny čistého času. Za každou úlohu může soutěžící získat
6 bodů, úspěšným řešitelem je ten žák, který získá 10 bodů
nebo více. Tyto údaje se žákům sdělí před zahájením soutěže.



2. Nechť ABCD je takový lichoběžník se základnami AB a CD (obr. 1). Označme
P střed ramene AD, Q střed ramene BC a I dotykový bod kružnic sestrojených nad

A B

CD

P QI

Obr. 1

rameny jako průměry. Bod P je středem kružnice sestrojené nad ramenem AD, proto jsou
úsečky PA a PI shodné a API je rovnoramenný trojúhelník se základnou AI. Odtud
plyne, že úhly PAI a AIP jsou shodné. Protože bod dotyku dvou kružnic leží na středné
těchto kružnic, je I bodem střední příčky PQ lichoběžníku ABCD, která je rovnoběžná
s jeho základnami. Úhly PIA a IAB jsou střídavé a mají proto stejnou velikost. Tedy
úhly PAI a IAB jsou shodné a AI je osou úhlu DAB. Bod I leží na ose tohoto úhlu,
proto má stejnou vzdálenost od jeho ramen AD a AB. Podobně se ukáže, že IB je osou
úhlu ABC a bod I má stejnou vzdálenost od přímek AB a BC. Odtud již plyne, že bod I
má stejnou vzdálenost od ramen AD a BC, a leží proto na ose úhlu, který tato ramena
svírají.

Za úplné řešení udělte 6 bodů. Za odhalení faktu, že I je bodem střední příčky, udělte 2 body.

3. Obě čísla 3 a 7 jsou lichá, proto pro libovolné celé číslo x mají čísla x − 3 a x − 7
(a tedy i čísla (x − 3)2 a (x − 7)2) stejnou paritu. Čísla −2 a 1 mají různou paritu, proto
čísla (x−3)2−2, (x−7)2+1 mají různou paritu, jedno z nich je tedy sudé. Protože jediné
sudé prvočíslo je číslo 2, je jedno z čísel (x − 3)2 − 2, (x − 7)2 + 1 rovno 2.
a) Nechť (x − 3)2 − 2 = 2. Potom (x − 3)2 = 4, tj. x = 5 nebo x = 1. Pro x = 5 je
hodnota výrazu (x − 7)2 + 1 rovna 5, což je prvočíslo, pro x = 1 je hodnota tohoto
výrazu rovna 37, což je také prvočíslo.

b) Nechť (x − 7)2 + 1 = 2. Potom (x − 7)2 = 1, tj. x = 8 nebo x = 6. Pro x = 8 je
hodnota výrazu (x − 3)2 − 2 rovna 23, což je prvočíslo, pro x = 6 je hodnota tohoto
výrazu rovna 7, což je také prvočíslo.
Hledanými celými čísly x jsou všechny prvky množiny {1, 5, 6, 8}.

Za úplné řešení udělte 6 bodů. Za poznatek, že zkoumaná čísla mají různou paritu, udělte 4 body, za
diskusi každé z možností a) a b) udělte po jednom bodu.



4. Nechť ABC je ostroúhlý trojúhelník, S střed kružnice k jemu opsané a V průsečík
jeho výšek (obr. 2). Nechť U je bod souměrně sdružený s bodem A podle S. Bod U leží
na kružnici k uvnitř toho oblouku BC, který neobsahuje bod A. Úsečka AU je průměrem
kružnice k, proto podle Thaletovy věty jsou úhly UCA a UBA pravé. Jelikož výška BV je
kolmá na stranu AC trojúhelníku ABC, jsou úsečky BV a UC rovnoběžné. Z podobného
důvodu jsou rovnoběžné i úsečky CV a UB, takže BUCV je rovnoběžník. Úsečky BC
a UV mají tudíž společný střed.

A

B

C

U
V

k

S

Obr. 2

Odtud již plyne konstrukce. Sestrojíme bod B souměrně sdružený s bodem C podle
středu úsečky UV . Bod A pak určíme jako průsečík kolmice k přímce BU procházející
bodem B a kolmice k přímce CU procházející bodem C.
Ukažme nyní, že takto sestrojený trojúhelník ABC má všechny požadované vlastnosti.

Bod B je sestrojen tak, že platí BV ∥ UC a CV ∥ UB. Bod A je sestrojen tak, že platí
AB ⊥ UB a AC ⊥ UC, což znamená, že body B a C leží na Thaletově kružnici nad
průměrem AU . Body A a U jsou tudíž souměrně sdružené podle středu této kružnice,
která je opsána trojúhelníku ABC. Ze vztahů AC ⊥ UC a BV ∥ UC plyne BV ⊥ AC,
takže bod V leží na výšce z vrcholu B ke straně AC sestrojeného trojúhelníku. Podobně
ze vztahů AB ⊥ UB a CV ∥ UB plyne, že bod V leží na výšce z vrcholu C ke straně AB.
Bod V je tedy průsečík výšek trojúhelníku ABC.
Úloha má za daných podmínek právě jedno řešení.

Za úplné řešení včetně konstrukce udělte 6 bodů. Za důkaz toho, že CV BU je rovnoběžník, udělte 3 body,
2 body za popis konstrukce a 1 bod za důkaz její správnosti.



51. ročník matematické olympiády

Úlohy školní – klauzurní části I. kola kategorie C

1. Do sportovního kroužku chodí 21 chlapců. Na posledních dvou schůzkách nikdo nechy-
běl, chlapci se pokaždé rozdělili do tří družstev po sedmi hráčích. Dokažte, že někteří
tři chlapci byli obě schůzky spolu v jednom družstvu.

2. V rovině je dán pravoúhlý trojúhelník ABC takový, že kružnice k(A; |AC|) protíná
přeponu AB v jejím středu S. Dokažte, že kružnice opsaná trojúhelníkuBCS je shodná
s kružnicí k.

3. Určete všechny dvojice prvočísel (p, q) takové, že p > q a číslo p2−q2 má nejvýše čtyři
dělitele.

Školní – klauzurní část I. kola kategorie C se koná

v úterý 22. ledna 2002

tak, aby začala dopoledne a aby soutěžící měli na řešení úloh
4 hodiny čistého času. Za každou úlohu může soutěžící získat
6 bodů, úspěšným řešitelem je ten žák, který získá 10 bodů
nebo více. Tyto údaje se žákům sdělí před zahájením soutěže.



51. ročník matematické olympiády Řešení úloh školní části I. kola kategorie C

1. Uvažujme chlapce H. Šest jeho spoluhráčů z první schůzky je na druhé schůzce
rozděleno do tří družstev. Pak jsou buď tři z nich v jednom družstvu, nebo jsou v těchto
třech družstvech rozděleni po dvou. Chlapec H je však také členem některého z těchto
družstev, a tedy v tomto družstvu se opět nachází trojice spoluhráčů z první schůzky.

Jiné řešení.Označme A,B, C družstva sestavená na první schůzce, D, E, F družstva
sestavená na druhé schůzce. Podle zařazení do družstev jsou jednotliví chlapci nejvýše
devíti různých typů AD, AE, AF , BD, BE, BF , CD, CE, CF . Kdyby každého typu byli
nejvýše dva chlapci, bylo by na schůzkách nejvýše 2 · 9 = 18 chlapců, což je spor s tím,
že jich do kroužku chodí 21. Proto alespoň jednoho typu jsou alespoň tři chlapci, a to je
hledaná trojice chlapců.

Za úplné řešení je 6 bodů.

2. Střed přepony S pravoúhlého trojúhelníku ABC je podle Thaletovy věty středem
kružnice opsané tomuto trojúhelníku, platí tedy |CS| = |AS| = |BS| (obr. 1). Jelikož
body C a S leží na kružnici k, platí |AS| = |AC|, je proto trojúhelník ASC rovnostranný
a velikost úhlu CSB je rovna 120◦.

A B

C

S

M

k

Obr. 1

Je-li M střed kružnice opsané trojúhelníku BCS, platí |CM | = |SM | = |BM |, a pro-
tože |CS| = |BS|, jsou CMS a SMB shodné rovnoramenné trojúhelníky se základnami
CS a BS. Velikost úhlu CSB je součtem velikostí shodných úhlů CSM a MSB, je proto
velikost úhlu MSB rovna 12 · 120

◦ = 60◦. Trojúhelník MSB je tedy rovnostranný a platí
|MS| = |BS|.
Poloměr kružnice opsané trojúhelníku CSB je roven |MS| = |BS| = |AS|, což je

poloměr kružnice k. Kružnice opsaná trojúhelníku BCS a kružnice k mají stejné poloměry,
jsou tedy shodné. Tím je důkaz ukončen.
Poznámka: Po zjištění, že ASC je rovnostranný trojúhelník, je možné dokončit řešení

i takto: je-li D bod souměrně sdružený s bodem A podle středu C, je trojúhelník ABC
„polovinou+ rovnostranného trojúhelníku ABD, takže střed M jeho strany BD má od
bodů B, S, C stejnou vzdálenost rovnou 12 |AB|.
Za úplné řešení je 6 bodů z toho 3 body za zdůvodnění, že ASC je rovnostranný trojúhelník.



52. ročník Matematické olympiády

Úlohy domácího kola kategorie C

1. Z pěti jedniček, pěti dvojek, pěti trojek, pěti čtyřek a pěti pětek sestavte pět navzájem
různých pětimístných čísel tak, aby jejich součet byl co největší.

Řešení. Největší možný součet by vytvořila pětice čísel 54 321, 54 321, 54 321,
54 321, 54 321. Jelikož mají být ale čísla navzájem různá, pokusíme se změnit tuto pětici
tak, aby se nenarušilo trojčíslí 543, tj. aby změna součtu byla co nejmenší. Tak ale
budou ještě dvě z pěti čísel stejná, neboť z číslic 1, 2 je možné sestavit pouze čtyři různá
dvojčíslí 11, 12, 21, 22. Změníme proto jedno trojčíslí 543 na 542 tak, že zaměníme číslici
2 číslicí 3 na místě desítek. Stejně tak na místě jednotek nemůže být všech pět jedniček,
protože by poslední trojčíslí nejméně tří pětimístných čísel bylo 321. Vyměníme proto
číslici 1 z místa jednotek s číslicí 2 z místa stovek a to proto, aby změna součtu pětice
čísel byla co nejmenší. Po těchto výměnách mohou být poslední dvojčíslí pěti čísel tato:
31, 22, 21, 21, 11, nebo 31, 21, 21, 21, 12, nebo 32, 21, 21, 21, 11. Snažíme se nyní
rozmístit tato dvojčíslí za trojčíslí 543, 543, 543, 543, 542. Zjistíme, že vyhovuje pouze
první pětice dvojčíslí. Hledaná pětice pětimístných čísel s největším možným součtem
je 54 331, 54 322, 54 321, 54 311, 54 221.

Návodné úlohy:
1. Ze tří jedniček, tří dvojek a tří trojek sestavte tři navzájem různá trojmístná čísla tak,
aby jejich součet byl co největší.

2. Z pěti jedniček, pěti dvojek, pěti trojek, pěti čtyřek a pěti pětek sestavte pět navzájem
různých pětimístných čísel tak, aby se v každém čísle vyskytovala právě jedna z pěti
číslic a aby součet všech pěti čísel byl co největší.

2. Je dán trojúhelník ABC s ostrými vnitřními úhly při vrcholech A a B. Označme Q
průsečík těžnice AD s výškou CP a E patu kolmice z bodu D na stranu AB. Dále
nechť R je bod na polopřímce opačné k PC takový, že |PR| = |CQ|. Dokažte, že
přímky AD a RE jsou různoběžné a že jejich průsečík leží na kolmici k přímce AB
procházející bodem B.

Obr. 1

A B

C

D

E

F

P

Q

R

Řešení. Ze zadání víme, že |PR| = |CQ|, proto je
i |QR| = |CP | (obr. 1). Úsečka DE je střední příčkou
trojúhelníku CPB, proto je |DE| = 1

2 |CP |. Je tedy také
|DE| = 1

2 |QR|. Protože je DE ∥ QR, nemůžou být úsečky
RE a QD rovnoběžné (jinak by byl REDQ rovnoběžník
a platilo by |DE| = |QR|). Proto se přímky RE a QD
protínají v bodě, který je na obrázku označen jako F ,
a úsečkaDE je střední příčkou trojúhelníků CPB a QRF ,
jejichž strany CP a QR leží na stejné přímce. Proto je
vzdálenost bodů F a B od přímky CR stejná, neboli

1



přímky CR a FB jsou rovnoběžné, a tudíž přímka FB je (stejně jako přímka CR)
kolmá k přímce AB.

A B C

K L MNávodné úlohy:
1. Na rovnoběžných přímkách jsou dány body A, B, C, K, L, M
podle obrázku a přitom platí |AB| = |BC| ̸= |KL| = |LM |.
Vysvětlete, proč neplatí ani AL ∥ BM , ani BK ∥ CL. Označme
P průsečík přímek AL, BM a Q průsečík přímek BK, CL.
Dokažte, že PQ ∥ KM ∥ AC.

2. Je dán libovolný čtyřúhelník ABCD, jehož žádné dvě protilehlé strany nejsou rovno-
běžné. Označme E střed strany AB a F střed strany CD. Protínají se vždy přímky
AD, EF a BC v jednom bodě?

3. Předpokládejme, že každá ze dvou bank A a B bude mít po následující dva roky
stálou roční úrokovou míru. Kdybychom uložili 5/6 našich úspor u banky A a zbytek
u banky B, vzrostly by naše úspory po jednom roce na 67 000 Kč a po dvou letech
na 74 900 Kč. Kdybychom však uložili 5/6 našich úspor u banky B a zbytek u banky
A, vzrostly by naše úspory po jednom roce na 71 000 Kč. Na jakou částku by se
v takovém případě naše úspory zvýšily po dvou letech?

Řešení. Nechť naše výchozí úspory činí x Kč a nechť roční úroková míra u banky A
(banky B) je p% (q%), tj. vklad u banky A (banky B) vzroste po jednom roce a-krát
(b-krát), kde a = 1 + p

100 (b = 1 +
q
100). Podle zadání platí

(
5
6
· x

)
· a+

(
1
6
· x

)
· b = 67 000,

[(
5
6
· x

)
· a

]
· a+

[(
1
6
· x

)
· b

]
· b = 74 900,

(
1
6
· x

)
· a+

(
5
6
· x

)
· b = 71 000,

a po úpravě

5 · xa

6
+

xb

6
= 67 000,

5 · xa

6
· a+ xb

6
· b = 74 900,

xa

6
+ 5 · xb

6
= 71 000.

Označíme-li u = 1
6xa a v = 1

6xb, přejdou první a třetí rovnice v soustavu

5u+ v = 67 000,

u+ 5v = 71 000,

ze které vychází u = 11 000 a v = 12 000. Protože a = 6u/x a b = 6v/x, lze druhou
rovnici soustavy zapsat jako

5
6
· x · 36u

2

x2
+
1
6
· x · 36v

2

x2
= 74 900,

2



neboli
30u2 + 6v2

x
= 74 900,

odkud pro u = 11 000 a v = 12 000 vychází x = 60 000, tudíž

a =
6u
x
=
66 000
60 000

= 1,1,

b =
6v
x
=
72 000
60 000

= 1,2.

Hledaná částka je proto rovna
(
1
6
· x · a2 + 5

6
· x · b2

)
Kč = (10 000 · 1,12 + 50 000 · 1,22) Kč = 84 100 Kč.

Návodné úlohy:
1. Banka má stálou roční úrokovou míru p%. Uložíme-li u této banky na začátku roku
na účet částku a Kč, budeme mít na konci roku na účtu částku 25 200 Kč a na konci
třetího roku pak již částku 27 783 Kč. Jakou částku budeme mít na účtu na konci
druhého roku?

2. V oboru reálných čísel řešte soustavu rovnic

2ac2 + 3bc2 = 36,

3ac2 + 2bc2 = 9,

ac+ bc = 3.

4. Sestrojte lichoběžník ABCD s výškou 3 cm a shodnými stranami BC, CD a DA,
pro který platí: Na základně AB existuje takový bod E, že úsečka DE má délku
5 cm a dělí lichoběžník na dvě části se stejnými obsahy.

Řešení. Rozbor : Označíme-li |AB| = a, |CD| = c a výšku lichoběžníku v (obr. 2),

A B

CD

B′ Ec

a − c

v c

c

c

Obr. 2

můžeme pro jeho obsah S psát

S =
1
2
(a+ c)v.

Obsah trojúhelníku AED je podle zadání roven

|AE| · v
2

=
1
2
· S = 1

2
· 1
2
(a+ c)v,

3



odkud plyne, že |AE| = 1
2 (a+ c) (tj. úsečka AE má délku stejnou jako střední příčka

lichoběžníku ABCD). Protože bod E leží na úsečce AB, platí

|EB| = |AB|− |AE| = a − 1
2
(a+ c) =

1
2
(a − c),

takže je a > c. Označíme-liB′ bod úsečkyAB, pro který je |AB′| = c, bude |B′B| = a−c,
a protože hledaný lichoběžník ABCD je rovnoramenný, je rovnoramenný i trojúhelník
B′BC, takže střed E úsečky B′B je zároveň patou výšky z vrcholu C na základnu AB
(obr. 2). Pomocí Pythagorovy věty vypočteme, že

c =
√

|DE|2 − v2 =
√
52 − 32 cm = 4 cm.

Popis konstrukce:
1. △DEC; |DC| = 4 cm, |CE| = 3 cm, |<)ECD| = 90◦;
2. p; p ∥ CD, E ∈ p;
3. k(D, 4 cm), l(C, 4 cm);
4. A; A ∈ p ∩ k, úhel ADC je tupý;
5. B; B ∈ p ∩ l, úhel BCD je tupý.
Úloha má jediné řešení.

Návodné úlohy:
1. Sestrojte rovnoramenný lichoběžník ABCD, jehož základny AB a CD mají délky

|AB| = 4v a |CD| = 2v, kde v je výška lichoběžníku, a jeho obsah je 48 cm2.
2. Je dán lichoběžník ABCD, kde |BC| = |CD| = |DA|. Na základně AB je dán bod

E tak, že obsahy trojúhelníků AED, CDE a EBC jsou v poměru 3 : 2 : 1. Určete
velikosti vnitřních úhlů lichoběžníku ABCD.

5. K přirozenému číslu m zapsanému stejnými číslicemi jsme přičetli čtyřmístné při-
rozené číslo n. Získali jsme čtyřmístné číslo s opačným pořadím číslic, než má
číslo n. Určete všechny takové dvojice čísel m a n.

Řešení. Nechť je číslo n = abcd = 1000a + 100b + 10c + d, kde a, b, c, d ∈
∈ {0, 1, . . . , 9}, a ̸= 0. Číslo m + n je čtyřmístné, proto je číslo m nejvýše čtyřmístné.
Rozebereme jednotlivé případy podle počtu číslic m:
1. Číslo m je jednomístné, tj. m = x = x, kde x ∈ {1, 2, . . . , 9}. Podle zadání úlohy

je jednak
m+ n = 1000a+ 100b+ 10c+ d+ x,

jednak
m+ n = 1000d+ 100c+ 10b+ a.

Odtud postupně dostaneme

1 000a+ 100b+ 10c+ d+ x = 1000d+ 100c+ 10b+ a,

x = 999(d − a) + 90(c − b).

4



Zde je −16 ! 10(b − c) + 74 ! 164, odkud je buď 10(b − c) + 74 = 0, nebo
10(b− c)+ 74 = 111. Ani jedna z posledních dvou rovností však není splněna pro žádné
číslice b, c.
Nechť x = 9. Potom je:

111 = 111(d − a) + 10(c− b),

10(b − c) = 111(d − a − 1).

Zde je −90 ! 10(b − c) ! 90, odkud je jedině 10(b − c) = 0 a 111(d − a −
− 1) = 0, tj. jedině c − b = 0 a d − a = 1. Řešením dané úlohy jsou tedy čísla
n ∈

{
1 bb2, 2 bb3, 3 bb4, 4 bb5, 5 bb6, 6 bb7, 7 bb8, 8 bb9

}
pro b ∈ {0, 1, . . . , 9}, tj. celkem

80 čísel. Číslo m je rovno 999.
4.Číslom je čtyřmístné, tj.m = xxxx = 1111x, kde x ∈ {1, 2, . . . , 9}. Opět můžeme

psát
1 111x = 999(d − a) + 90(c − b).

Opět může být jedině x = 9, což dává rovnost

10(b − c) + 1 111 = 111(d − a).

Platí jednak 10(b − c) + 1 111 " 1 111 − 90 = 1 021, jednak 111(d − a) ! 999. Proto
žádné čtyřmístné číslo m není řešením dané úlohy.
Závěr : Úloha má 80 řešení, a to čísla m = 999 a

n ∈
{
1 bb2, 2 bb3, 3 bb4, 4 bb5, 5 bb6, 6 bb7, 7 bb8, 8 bb9

}
pro b ∈ {0, 1, . . . , 9}.

Návodné úlohy:
1. Najděte všechna trojmístná čísla m a n zapsaná stejnými číslicemi, avšak v opačném
pořadí, pro něž platí 6m = 5n. [m = 495]

2. Najděte všechna trojmístná čísla n taková, že poslední trojčíslí čísla n2 je shodné
s číslem n. [50–C–I–1]

6. V rovině je dána přímka p a kružnice k. Sestrojte takový trojúhelník ABC, aby k
byla kružnicí jemu vepsanou, její střed ležel ve čtvrtině jeho těžnice na stranu AB
a aby vrchol C ležel na přímce p. Proveďte diskusi o počtu řešení v závislosti na
vzájemné poloze přímky p a kružnice k.

Řešení. Rozbor : Předpokládejme, že požadovaný trojúhelník ABC je sestrojen.
Střed kružnice vepsané libovolnému trojúhelníku leží na osách jeho vnitřních úhlů. Podle
zadání leží střed kružnice k na těžnici tc trojúhelníku ABC, proto osa vnitřního úhlu
při vrcholu C splývá s těžnicí tc. Trojúhelník ABC je tedy rovnoramenný se základnou
AB (obr. 3). Leží-li střed S kružnice k s poloměrem r ve čtvrtině těžnice tc, leží tedy ve
vzdálenosti r od strany AB a ve vzdálenosti 3r od vrcholu C. (Bod S nemůže mít od
vrcholu C vzdálenost 13r, neboť by bod C ležel ve vnitřní oblasti kružnice k, která je

6



však trojúhelníku ABC vepsána, tudíž body A, B, C leží v její vnější oblasti.) Bod C
je tedy průsečíkem přímky p a kružnice l se středem S a poloměrem 3r.

S

C1

C2

A1
B1

X1

A2

B2

p

k

l

Obr. 3

Popis konstrukce:
1. dáno: k(S, r), p;
2. l(S, 3r);
3. C; C ∈ p ∩ l;
4. X; X ∈→ CS, |XC| = 4r;
5. x; x⊥XC, X ∈ x;
6. tečny a, b z bodu C ke k (např. pomocí Thaletovy kružnice nad průměrem CS);
7. A, B; A ∈ x ∩ b, B ∈ x ∩ a.
Diskuse pro případ, že pořadí vrcholů A, B, C je proti směru pohybu hodinových

ručiček:
úloha má dvě řešení ⇐⇒ |Sp| < 3r,
úloha má jedno řešení ⇐⇒ |Sp| = 3r,
úloha nemá žádné řešení ⇐⇒ |Sp| > 3r.

Návodné úlohy:
1. Jsou dány kružnice k(S, r) a l(O,ϱ), S ̸= O, r > ϱ. Sestrojte rovnoramenný trojúhelník

ABC tak, aby kružnice k mu byla opsána a kružnice l vepsána.
2. Dokažte, že v trojúhelníku ABC, který není rovnoramenný ani rovnostranný, leží osa
vnitřního úhlu vycházející z vrcholu C mezi těžnicí tc a výškou vc.

Poznámka. V letáku se zadáními úloh je bohužel úloha 6 kategorie C zadána
chybně— v textu chybí podmínka, že vrchol C má ležet na dané přímce p. Upozorněte
laskavě žáky na tento nedostatek.
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52. ročník matematické olympiády

Úlohy II. kola kategorie C

1. Najděte nejmenší přirozené číslo n, pro které je součin

2 003 · 2 004 · 2 005 · . . . · (2 003 + n)

dělitelný všemi dvojmístnými prvočísly.

2. V rovině je dána úsečka AP . Sestrojte pravidelný šestiúhelník ABCDEF tak, aby
bod P byl středem jeho strany DE.

3. Kdyby Karel půjčil jednomu známému p tisíc Kč s úrokem p% a druhému známému
q tisíc Kč s úrokem q%, kde p a q jsou celá čísla, přinesly by obě půjčky Karlovi stejný
zisk, jako kdyby jedné osobě půjčil celkovou částku s úrokem (p+2,4)%. Kdyby půjčil
jednomu známému p tisíc Kč s úrokem 2p% a druhému známému q tisíc Kč s úrokem
2q%, přinesly by mu tyto půjčky stejný zisk, jako kdyby jedné osobě půjčil celkovou
částku s úrokem (p+ 5,8)%. Určete čísla p a q.

4. Určete délku ramen rovnoramenného lichoběžníku se základnami délek 10 a 12 tak,
aby délky všech jeho stran i úhlopříček byly vyjádřeny celými čísly.

II. kolo kategorie C se koná

v úterý 25. března 2003

tak, aby začalo dopoledne a aby soutěžící měli na řešení úloh
4 hodiny čistého času. Za každou úlohu může soutěžící získat
6 bodů, úspěšným řešitelem je ten žák, který získá 10 bodů
nebo více. Tyto údaje se žákům sdělí před zahájením soutěže.



52. ročník matematické olympiády Řešení úloh II. kola kategorie C

1. Pro každé z dvojmístných prvočísel 97, 89, 83, 79, 73, . . . hledáme jeho nejmenší
násobek, který převyšuje číslo 2 003. Vzhledem k tomu, že mezi k po sobě jdoucími celými
čísly je právě jedno dělitelné k, a protože je 97 · 21 = 2 037, 89 · 23 = 2 047, 83 · 25 = 2 075,
79 · 26 = 2 054, musí být 2 003 + n ! 2 075, tedy n ! 72. Pro takové n máme zaručeno, že
pro každé z prvočísel 97, 89, 83, 79 je mezi čísly 2 003, 2 004, 2 005, . . ., 2 003 + n aspoň
jedno jím dělitelné.
Mezi uvedenými 73 čísly 2 003 až 2 075 je vždy aspoň jedno dělitelné prvočíslem 73,

aspoň jedno dělitelné prvočíslem 71 atd.
Hledané číslo n je tedy 72.

Za úplné řešení udělte 6 bodů, z toho 3 body za stanovení podmínky, že n je aspoň 72, a 3 body za
podmínku, že n je nejvýše 72.

2. V pravidelném šestiúhelníku ABCDEF se středem S, v němž Q je střed strany AB
a P je střed strany DE, známe velikost úhlu PAQ (obr. 1), neboť všechny pravidelné

A B

C

DE

F

P

Q

S

X

Obr. 1

šestiúhelníky jsou navzájem podobné. V pravoúhlém trojúhelníku APQ tedy známe délku
přepony AP a velikosti dvou úhlů (AQP je pravý úhel). Odtud vyplývá postup konstrukce:
1. úsečka AP ,
2. Thaletova kružnice k nad průměrem AP ,
3. polopřímka AX , jež svírá s úsečkou AP úhel velikosti PAQ (ten sestrojíme pomocí
libovolného pravidelného šestiúhelníku),

4. bod Q jako průsečík kružnice k s polopřímkou AX ,
5. střed S úsečky PQ,
6. kružnice se středem S a poloměrem |SQ|,
7. pravidelný šestiúhelník ABCDEF .
Úloha má dvě řešení souměrně sdružená podle osy AP podle toho, v které polorovině

s hraniční přímkou AP sestrojíme polopřímku AX (bod 3 konstrukce).

Za úplné řešení je 6 bodů, z toho 2 body za rozbor, 2 body za popis konstrukce, 2 body za diskusi.



3. V prvním případě platí

1 000p · p

100
+ 1 000q · q

100
= 1 000(p+ q) · p+ 2,4

100
,

v druhém případě platí

1 000p · 2p
100
+ 1 000q · 2q

100
= 1 000(p+ q) · p+ 5,8

100
.

Úpravou obou rovnic získáme soustavu

p2 + q2 = (p+ 2,4)(p+ q), (1)

2p2 + 2q2 = (p+ 5,8)(p+ q).

Protože levá strana druhé rovnice je dvojnásobkem levé strany první rovnice, musí platit

2(p+ 2,4)(p+ q) = (p+ 5,8)(p+ q).

Odtud po vykrácení nenulovým výrazem p + q vychází p = 1. Dosazením této hodnoty
např. do rovnice (1) a po úpravě získáme kvadratickou rovnici

q2 − 3,4q − 2,4 = 0.

Protože hledáme celočíselné kořeny, přepíšeme rovnici do tvaru

q(5q − 17) = 12

a snadno zjistíme, že mezi děliteli čísla 12 rovnici vyhovuje jedině q = 4.

Za úplné řešení je 6 bodů, z toho 2 body za sestavení rovnic podle podmínek úlohy.

4. Označme E patu kolmice spuštěné z vrcholu C na základnu AB rovnoramenného
lichoběžníku ABCD a jednotlivé délky úseček označme takto (obr. 2): |AB| = a = 12,
|BC| = b, |CD| = c = 10, |AC| = u, |CE| = v. Potom je |BE| = 1

2 (a − c) = 1, |AE| =
= 1
2 (a+ c) = 11.

A B

CD

E1
2(a+ c)

c

bvu

Obr. 2



Podle Pythagorovy věty pro trojúhelníky AEC a EBC můžeme tedy psát

v2 = u2 − 112 = b2 − 12, (1)

neboli

u2 − b2 = 112 − 12 = 120.

Odtud je vidět, že čísla u a b jsou zároveň obě sudá, nebo obě lichá, proto v rozkladu

(u − b)(u+ b) = 120 = 2 · 60 = 4 · 30 = 6 · 20 = 10 · 12

přicházejí v úvahu jen uvedené rozklady čísla 120 na sudé činitele.
Uvedeným rozkladům pak odpovídají čtyři soustavy rovnic pro neznámé u a b:

u − b = 2,

u+ b = 60;

u − b = 4,

u+ b = 30;

u − b = 6,

u+ b = 20;

u − b = 10,

u+ b = 12.

Jejich řešením (nejlépe tak, že vždy odečteme druhou rovnici od prvé) dostaneme pro
délku ramene b lichoběžníku ABCD čtyři možnosti, b ∈ {29, 13, 7, 1}. Z rovnosti (1) ovšem
vidíme, že musí být b > 1, úloze tedy vyhovují jen první tři hodnoty.

Odpověď. Možná délka ramene lichoběžníku je buď 7, nebo 13, nebo 29.

Za úplné řešení udělte 6 bodů. Za každé chybějící řešení odečtěte dva body. Ty odečtěte i za chybně
uvedené řešení b = 1.



52. ročník matematické olympiády

Úlohy školní – klauzurní části I. kola kategorie C

1. Odtrhneme-li od libovolného alespoň dvojmístného přirozeného čísla číslici na místě
jednotek, dostaneme číslo o jednu číslici „kratší&. Najděte všechna původní čísla, která
se rovnají absolutní hodnotě rozdílu druhé mocniny „kratšího& čísla a druhé mocniny
odtržené číslice.

2. Na straně CD čtverce ABCD je zvolen bod E tak, že úhel DAE má velikost 30◦.
Bod P je patou kolmice vedené bodem B na přímku AE, bod Q patou kolmice vedené
bodem C na přímku BP . Rozhodněte, zda je obsah lichoběžníku PQCE menší než
třetina obsahu čtverce ABCD.

3. Z pěti jedniček, pěti dvojek, pěti trojek, pěti čtyřek a pěti pětek sestavíme pět pěti)
místných čísel, která se čtou zepředu stejně jako zezadu (např. 32 223), a pak tato čísla
sečteme. Jakou nejmenší a jakou největší hodnotu může mít výsledný součet?

Školní – klauzurní část I. kola kategorie C se koná

v úterý 28. ledna 2003

tak, aby začala dopoledne a aby soutěžící měli na řešení úloh
4 hodiny čistého času. Za každou úlohu může soutěžící získat
6 bodů, úspěšným řešitelem je ten žák, který získá 10 bodů
nebo více. Tyto údaje se žákům sdělí před zahájením soutěže.



52. ročník matematické olympiády Řešení úloh školní části I. kola kategorie C

1. Označme hledané číslo 10a + b, kde a, b jsou celá čísla, a ! 1, 0 " b " 9. Podle
zadání má platit

10a+ b = |a2 − b2|.

Předpokládejme nejprve, že a ! b. V tom případě jednoduchými úpravami dostáváme

10a+ b = a2 − b2,

a2 − 10a+ 25 = b2 + b+ 25,

(a − 5)2 = b2 + b+ 25.

Do poslední rovnosti pak postupně dosazujeme b = 0, b = 1, . . ., b = 9 a zjišťujeme, zda
výraz b2+ b+25 je druhou mocninou nějakého nezáporného celého čísla. Rovnici vyhovují
dvojice b = 0, a = 0; b = 0, a = 10; b = 7, a = 14.
V případě, kdy a < b, obdobnými úpravami dostaneme

10a+ b = b2 − a2,

a2 + 10a+ 25 = b2 − b+ 25,

(a+ 5)2 = b2 − b+ 25

a podobně jako v prvním případě získáme dvojice b = 0, a = 0; b = 1, a = 0; b = 8, a = 4.
Závěr : S přihlédnutím k podmínkám zadání jsou řešením úlohy tři čísla 48, 100, 147.

Za úplné řešení udělte 6 bodů, 1 bod za náhodné nalezení jednoho nebo dvou čísel, 2 body za náhodné
nalezení všech tří čísel. Za neúplnou diskusi strhněte 2 až 4 body.

2. Označme a délku strany čtverce ABCD. Trojúhelníky AED, BAP a CBQ jsou
podobné podle věty uu, přičemž trojúhelníky BAP a CBQ jsou dokonce shodné (obr. 1).
Trojúhelník AED je polovinou rovnostranného trojúhelníku o straně AE. Označíme-li
|ED| = x, je |AE| = 2x.

A B

CD

P
Q

E

30◦60◦

30◦

60◦

30◦

60◦

a

a a

x

2x

Obr. 1



V pravoúhlém trojúhelníku AED platí a = |AD| =
√

|AE|2 − |ED|2 =
√
4x2 − x2 =

= x
√
3, odkud x =

√
3
3 a. (Velikost x můžeme také spočítat užitím goniometrického vzorce

x : a = |ED| : |AD| = tg 30◦ =
√
3
3 .)

Trojúhelníky BAP a CBQ jsou polovinami rovnostranného trojúhelníku o straně a.
Rovnostranný trojúhelník o straně délky a má výšku

√
3
2 a a jeho obsah je

√
3
4 a2. Součet

obsahů trojúhelníků AED, BAP a CBQ je tudíž

1
2
·
√
3
3

a · a+
√
3
4

a2 =
5
√
3
12

a2.

Jelikož obsah čtverce ABCD je a2, je poměr obsahů lichoběžníku PQCE a čtverce ABCD
roven

a2 − 5
12

√
3a2

a2
=
12− 5

√
3

12
,

což je číslo menší než 0,29.
Závěr : Obsah lichoběžníku PQCE je menší než třetina obsahu čtverce ABCD.

Pro zajímavost uvedeme ještě jedno řešení, ve kterém ukážeme, že zkoumaný obsah lze
odhadnout pomocí úvah o vzájemné poloze vhodných bodů (bez výpočtu délek a obsahu).

Jiné řešení. Protože nás zajímají jen poměry obsahů, můžeme předpokládat, že
ABCD je čtverec o straně 1. Ve středové souměrnosti podle středu O čtverce přejdou
body E, P a Q v body, které označíme G, R a S (obr. 2). Z pravoúhlého trojúhelníku
AED s úhlem 60◦ při vrcholu E plyne

|DE| = 1
2
|AE| >

1
2
|AD| = 1

2
,

takže pro obsah rovnoběžníku AGCE platí nerovnost

S(AGCE) <
1
2
.

Zároveň se zdá, že shodné lichoběžníky RCES a AGQP mají větší obsah než čtverec
PQRS. Pokud tomu tak opravdu je, musí být S(RCES) > 1

3S(AGCE), takže nutně platí

S(PQCE) = S(AGCE)− S(AGQP ) = S(AGCE)− S(RCES) <

<
2
3
S(AGCE) <

2
3
· 1
2
=
1
3
.

Tím bude úloha vyřešena.
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Q

E
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R

Obr. 2
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Obr. 3



Strana SR čtverce PQRS je současně výškou lichoběžníku RCES. Proto bude ne)
rovnost S(PQRS) < S(RCES) dokázána, když ověříme, že strana čtverce je kratší než
střední příčka lichoběžníku. Tou je úsečka XZ, kde Z označuje střed úsečky SR, což je
zároveň pata výšky rovnostranného trojúhelníku XY D (obr. 3). Označme U průsečík úhlo)
příčky AC daného čtverce s úsečkou PQ. Tímto bodem prochází i přímka DY , která je
souměrně sdružená s přímkou BP právě podle osy AC, neboť | Y DA| = | ABP | = 30◦.
To ovšem znamená, že bod Y , který je průsečíkem DU a XZ, leží vně čtverce PQRS! Proto
je opravdu |XZ| = |ZY | > |QR|.
Obsah lichoběžníku PQCE je tudíž menší než třetina obsahu čtverce ABCD.

Za úplné řešení je 6 bodů, z toho 5 bodů buď za správné určení obsahu lichoběžníku PQCE, nebo za
vhodný odhad, který postačí k rozhodnutí, která nerovnost je správná.

3. Označme a zapišme v desítkové soustavě pět pětimístných čísel, která se čtou
zepředu stejně jako zezadu a jsou sestavena z daných číslic:

a1b1c1b1a1 = a1 · 104 + b1 · 103 + c1 · 102 + b1 · 10 + a1,

a2b2c2b2a2 = a2 · 104 + b2 · 103 + c2 · 102 + b2 · 10 + a2,

a3b3c3b3a3 = a3 · 104 + b3 · 103 + c3 · 102 + b3 · 10 + a3,

a4b4c4b4a4 = a4 · 104 + b4 · 103 + c4 · 102 + b4 · 10 + a4,

a5b5c5b5a5 = a5 · 104 + b5 · 103 + c5 · 102 + b5 · 10 + a5.

Mezi číslicemi c1, c2, c3, c4, c5 je právě jedna jednička, právě jedna dvojka, právě jedna
trojka, právě jedna čtyřka a právě jedna pětka. Kdyby totiž na místě stovek uvažovaných
pěti čísel chyběla např. jednička, musela by se na místech ostatních řádů vyskytovat v li)
chém počtu (pětkrát), což vzhledem k symetrii uvažovaných čísel není možné.
Pro součet S uvažovaných čísel tedy platí

S = a1b1c1b1a1 + a2b2c2b2a2 + a3b3c3b3a3 + a4b4c4b4a4 + a5b5c5b5a5 =

= (a1 + a2 + a3 + a4 + a5) · (104 + 1) + (b1 + b2 + b3 + b4 + b5) · (103 + 10) +
+ (c1 + c2 + c3 + c4 + c5) · 102 =

= 10 001 · (a1 + a2 + a3 + a4 + a5) + 1 010 · (b1 + b2 + b3 + b4 + b5) +

+ 100 · (1 + 2 + 3 + 4 + 5) =
= 10 001 · (a1 + a2 + a3 + a4 + a5) + 1 010 · (b1 + b2 + b3 + b4 + b5) + 1 500.

S ohledem na číslice, jež máme k dispozici, bude součet S nejmenší, jestliže bude

a1 + a2 + a3 + a4 + a5 = 1 + 1 + 2 + 2 + 3 = 9,

b1 + b2 + b3 + b4 + b5 = 5 + 5 + 4 + 4 + 3 = 21.

Nejmenší možný součet má tudíž hodnotu

Smin = 10 001 · 9 + 1 010 · 21 + 1 500 = 112 719

a vznikne např. jako součet

Smin = 13 131 + 14 241 + 24 342 + 25 452 + 35 553.



Obr. 2 Obr. 3

Dodejme, že při řešení dané úlohy jsme nebrali v úvahu obarvení polí šachovnice.
Barvy polí se uplatňují v jiných situacích, zejména tehdy, když potřebujeme dokázat, že
rozřezání šachovnice na díly předepsaného tvaru není možné (doplňující úlohy 4 a 5).

Návodné úlohy:
1. Určete rozměry šachovnic m×n, m ! n > 1, které lze rozřezat na 35 dílů 3×1. [35×3,
21× 5, 15× 7]

2. Dokažte, že šachovnici 2 000 × 2 001 lze rozřezat na obdélníky 5 × 1, ale šachovnici
2 003× 2 004 na obdélníky 5× 1 rozřezat nelze. Zobecněte. [Zobecnění: Je-li p prvočíslo
a m, n čísla přirozená, pak šachovnici m × n lze rozřezat na obdélníky p × 1, právě
když p dělí aspoň jedno z čísel m, n. (Uvažte, že poslední podmínka znamená totéž, co
p | mn.)]

3. Z šachovnice 7 × 7 jsme odřízli jedno rohové pole. Lze zbylou šachovnici rozřezat na
16 obdélníků 3× 1? [Ano. Rozdělte zbylou šachovnici na pásy 6× 7 a 6× 1.]

4. Z šachovnice 8×8 jsme odřízli dvě protilehlá rohová pole. Dokažte, že zbytek šachovnice
nelze rozřezat na 31 obdélníků 2×1. [Každý obdélník 2×1 obsahuje jedno černé a jedno
bílé pole; daný zbytek šachovnice má různé počty bílých a černých polí.]

5.
A B C D A B C
B C D A B C D
C D A B C D A
D A B C D A B
A B C D A B C
B C D A B C D
C D A B C D

Obr. 4

Z šachovnice 7 × 7 jsme odřízli jedno rohové pole. Lze zbylou
šachovnici rozřezat na 12 obdélníků 4× 1? [Ne. Označte pole ša-
chovnice čtyřmi písmeny A, B, C, D v uvedeném pořadí zleva
doprava v každém řádku a shora dolů v každém sloupci. Po od-
říznutí rohového pole zůstane 11 polí A, 12 polí B, 13 polí C
a 12 polí D (obr. 4), každý obdélník 4× 1 však obsahuje po 1 poli
každého písmena.]

2. Je dán obdélník ABCD. Nechť přímky p a q, které procházejí vrcholem A, protínají
polokružnice vně připsané stranám BC a CD daného obdélníku po řadě v bodech K
a L (B ̸= K ̸= C ̸= L ̸= D) a rovněž strany BC a CD po řadě v bodech P a Q tak,
že trojúhelník ABP má stejný obsah jako trojúhelník KCP a zároveň trojúhelník
AQD má stejný obsah jako trojúhelník CLQ. Dokažte, že body K, L, C leží na téže
přímce.

Řešení. Trojúhelníky ABP a KCP mají podle zadání stejné obsahy; připojíme-li
ke každému z nich trojúhelník ACP (obr. 5), usoudíme, že stejné obsahy mají i trojúhel&
níky ABC a AKC. Protože strana AC je oběma těmto trojúhelníkům společná, obě k ní
příslušné výšky musí být shodné. Body B a K tudíž mají stejnou vzdálenost od přímky
AC (a leží ve stejné polorovině touto přímkou určené). To znamená, že BK ∥ AC. Podle
Thaletovy věty ovšem platí BK ⊥ CK, takže platí rovněž AC ⊥ CK.
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Obr. 5

Podobně z rovnosti obsahů trojúhelníků AQD, CLQ a kolmosti přímek CL a DL
odvodíme, že AC ⊥ CL. Dohromady to znamená, že úhelKCL je složen ze dvou pravých
úhlů ACK a ACL. Body K a L tudíž leží na přímce, která prochází bodem C kolmo
k úhlopříčce AC.

Návodné úlohy:
1. Nechť P značí průsečík úhlopříček obecného konvexního čtyřúhelníkuABCD. Dokažte,
že přímky AB a CD jsou rovnoběžné, právě když trojúhelníkyADP a BCP mají stejný
obsah. [Rovnost obsahů trojúhelníků ADP a BCP je ekvivalentní s rovností obsahů
trojúhelníků ABC a ABD se společnou stranou AB.]

2. Sestrojte přímku, která prochází vrcholem A daného obdélníku ABCD, protíná stra-
nu BC ve vnitřním bodě P a polokružnici vně připsanou straně BC v bodě K tak, že
trojúhelníky ABP a KCP mají stejný obsah. [Podle první části řešení soutěžní úlohy
odvoďte, že CK ⊥ AC.]

3. Žák měl vypočítat příklad X · Y : Z, kde X je dvojmístné číslo, Y trojmístné číslo
a Z trojmístné číslo s číslicí 2 na místě jednotek. Výsledkem příkladu mělo být
přirozené číslo. Žák však tečku přehlédl a součin X ·Y chápal jako pětimístné číslo.
Získal tak sedmkrát větší výsledek, než měl vyjít. Jaký příklad měl žák počítat?

Řešení. Protože Y je trojmístné číslo, pětimístné číslo se zápisem XY je číslo
1 000X + Y . Žák tedy počítal příklad (1 000X + Y ) : Z a podle textu úlohy mu v po&
rovnání s původním příkladem vyšel sedmkrát větší výsledek, tedy

1 000X + Y

Z
= 7 · X · Y

Z
.

Odtud po násobení číslem Z dostaneme rovnici 1 000X + Y = 7XY , kterou vyřešíme
vzhledem k neznámé Y :

Y =
1 000X
7X − 1 .

Pro která X je poslední zlomek celočíselný? Jinak vyjádřeno: kdy je číslo 1 000X děli&
telné číslem 7X − 1? Protože čísla X a 7X − 1 jsou nesoudělná (nesoudělná jsou totiž
dvě po sobě jdoucí čísla 7X − 1 a 7X), hledáme ta X , pro která číslo 7X − 1 dělí číslo
1 000. Abychom nemuseli vypisovat všechny dělitele čísla 1 000, uvědomíme si, že X je
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Levý zlomek je roven 44/692, pravý je roven 133/69, takže jediná možná celočíselná
hodnota prostředního zlomku je rovna 1. Musí tedy být Y = 144. Rovnice

143− X

7X − 1 = 1

pak má jediné řešení X = 18. Dále už postupujeme jako v prvním řešení.

Další řešení. Dříve získanou rovnici 1 000X+Y = 7XY upravíme do součinového
tvaru Y = X · (7Y − 1 000). Musí proto platit 7Y − 1 000 > 0, odkud

Y >
1 000
7

> 142, neboli Y ! 143.

Číslo X je dvojmístné, proto z rovnosti Y = X · (7Y − 1 000) vychází odhad

Y ! 10 · (7Y − 1 000), neboli Y " 10 000
69

< 145.

Dohromady dostáváme, že číslo Y je rovno jednomu z čísel 143 nebo 144. Rovnice
143 = X · (7 · 143− 1 000) má řešení X = 143, což ovšem není dvojmístné číslo; rovnice
144 = X · (7 · 144 − 1 000) má řešení X = 18. Tak jsme znovu ukázali, že X = 18
a Y = 144; číslo Z určíme jako v prvním řešení.

Návodné úlohy:
1. Michal zvolil dvě dvojmístná čísla. Když je napsal za sebe, dostal čtyřmístné číslo,
které bylo dvakrát větší než součin obou zvolených čísel. Která čísla to byla? [13 a 52.
Rovnici 100X + Y = 2XY lze řešit libovolným ze tři postupů vyložených v řešení
soutěžní úlohy.]

2. Najděte všechna přirozená čísla n, pro která je zlomek (n2 + 2 003)/(n + 2003) roven
celému číslu. [n = 1 a n = 2 003k, kde k+1 je libovolný dělitel čísla 2 004. Daný zlomek
upravte na tvar n − 2 003 + (2 003 · 2 004)/(n + 2 003) a pak využijte toho, že 2 003 je
prvočíslo.]

4. Nechť P je libovolný vnitřní bod rovnostranného trojúhelníku ABC. Uvažujme ob-
razy K, L a M bodu P v osových souměrnostech s osami AB, BC a CA. Určete
množinu všech bodů P takových, že trojúhelník KLM je rovnoramenný.

Řešení. Označme α = | BAP |, 0◦ < α < 60◦ (obr. 6). Protože úhly BAP

A B

C

K

L

M

P

α

Obr. 6
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a BAK jsou souměrně sdružené podle osy AB, platí rovněž | BAK| = α. Protože
| CAP | = | CAB|− | BAP | = 60◦−α, ze souměrnosti podle osy CA plyne rovnost
| CAM | = 60◦ − α. Pro velikost úhlu KAM tudíž platí

| KAM | = | BAK|+ | BAC|+ | CAM | = α+ 60◦ + (60◦ − α) = 120◦.

Ze souměrností podle os AB a CA rovněž plynou rovnosti |AK| = |AP | = |AM |. Proto
je trojúhelník KAM rovnoramenný a jeho úhel při hlavním vrcholu A má velikost 120◦.
Podobně se zdůvodní, proč i trojúhelníky LBK a MCL jsou rovnoramenné a jejich
vnitřní úhly při hlavních vrcholech B a C mají velikost 120◦.
Při posuzování podmínky, že trojúhelník KLM je rovnoramenný, musíme rozlišit,

které z jeho stran KL, LM , MK jsou shodné. S ohledem na symetrii rozebereme po&
drobně pouze případ, kdy |KL| = |MK|. Z podobných rovnoramenných trojúhelníků
KAM a LBK vyplývá, že jejich základny MK a KL jsou shodné, právě když jsou
shodná jejich ramena AK a BK. Zapišme to pomocí délek úseček: rovnost |KL| = |MK|
platí, právě když platí rovnost |AK| = |BK|, neboli rovnost |AP | = |BP |. Poslední
rovnost ovšem nastane, právě když bod P leží na ose strany AB. Obdobně se zjistí
podmínky ekvivalentní rovnostem |MK| = |LM | a |KL| = |LM |.
Odpověď : Trojúhelník KLM je rovnoramenný, právě když bod P leží na aspoň

jedné z os stran daného rovnostranného trojúhelníku ABC. Hledaná množina je proto
sjednocením tří úseček – výšek trojúhelníku ABC (bez jejich krajních bodů).

Návodné úlohy:
1. Nechť P je vnitřní bod konvexního úhlu BAC. Označme K a M obrazy bodu P
v osových souměrnostech podle přímek AB a AC. Určete možné velikosti úhlu KAM
v případech, kdy je úhel BAC a) ostrý, b) tupý. [a) | KAM | = 2 · | BAC|,
b) | KAM | = 360◦ − 2 · | BAC|.]

2. Nechť P je vnitřní bod ostroúhlého trojúhelníku ABC s daným obsahem S. Označme
K, L a M obrazy bodu P v osových souměrnostech podle přímek AB, BC a CA. Vy-
počtěte obsah šestiúhelníku AKBLCM a zjistěte, kdy je tento šestiúhelník pravidelný.
[Obsah je vždy 2S, šestiúhelník je pravidelný pouze v případě, kdy je trojúhelník ABC
rovnostranný a bod P je jeho těžiště.]

5. Přirozené číslo nazveme magickým, právě když je lze rozložit na součet dvou
trojmístných čísel zapsaných stejnými číslicemi, ale v opačném pořadí. Například
číslo 1 413 je magické, neboť platí 1 413 = 756+657; nejmenší magické číslo je 202.
a) Určete počet všech magických čísel.
b) Ukažte, že součet všech magických čísel je roven 187 000.

Řešení. Na příkladu čísla 1 413 vidíme, že někdy není snadné poznat, zda dané
troj- či čtyřmístné číslo je magické či nikoliv. Podíváme se proto nejdříve, jak se magické
číslo x vyjádří pomocí číslic těch trojmístných čísel abc a cba, jejichž je součtem:

x = abc+ cba = (100a+ 10b+ c) + (100c+ 10b+ a) = 101(a+ c) + 20b.

Vidíme, že číslo x je určeno číslicemi a, b, c tak, že závisí jen na b a na součtu a + c.
Znamená to, že různé trojice číslic a, b, cmohou určovat totéžmagické číslo x (nemyslíme
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ve druhém sloupci je součet 101 · 170+ 17 · 20 · 1, ve třetím 101 · 170+ 17 · 20 · 2, atd. až
v posledním (desátém) sloupci je součet čísel roven 101 · 170 + 17 · 20 · 9. Součet všech
magických čísel je tedy roven

10 · 101 · 170 + 17 · 20 · (1 + 2 + . . .+ 9) = 187 000.

Návodné úlohy:
1. Najděte nejmenší a největší magické číslo dělitelné třinácti. [403, 1 898.]
2. Určete počet čísel, která lze rozložit na součet dvou dvojmístných čísel zapsaných stej-
nými číslicemi, ale v opačném pořadí. [17. Jedná se o čísla 11s, kde s ∈ {2, 3, 4, . . . , 18}.]

3. Nechť x, y a z jsou dvojmístná čísla. Napišme je za sebe a potom ještě jednou, ale
v opačném pořadí. Vzniknou tak dvě šestimístná čísla (např. z čísel 25, 36 a 47 vzniknou
čísla 253 647 a 473 625); dokažte, že jejich rozdíl je dělitelný číslem 101. [(10 000x +
+ 100y + z)− (10 000z + 100y + x) = 9 999(x − z) = 101 · 99 · (x − z).]

6. Ze všech čtyřúhelníků, jež lze vepsat do kružnice o daném poloměru r a které mají
dvě strany dané délky m, určete ten, který má největší obsah.

Řešení. V celém řešení budeme předpokládat, že dané délky m a r splňují ne&
rovnost m < 2r, jinak žádný čtyřúhelník požadovaných vlastností neexistuje. Strany
délky m každého takového čtyřúhelníku jsou totiž tětivami kružnice o poloměru r a nej&
výše jedna z nich může být jejím průměrem.
Zkoumané čtyřúhelníky rozdělíme do dvou skupin podle toho, zda jsou jejich strany

dané délky m sousední, nebo protilehlé.
Libovolný čtyřúhelník z první skupiny označíme ABCD tak, aby platilo |AB| =

= |BC| = m. Úhlopříčka rozdělí tento tětivový čtyřúhelník na dva trojúhelníky ABC
a ACD (obr. 7), přitom je jasné, že první z nich, trojúhelník ABC, je poloměrem r

A

B

C

D

D′

m m

vD

vD′

k

t

vD′ < vD

Obr. 7

opsané kružnice k a délkoum dvou jeho stran určen (až na shodnost) jednoznačně, takže
má pevně určený obsah. Proto bude obsah takového čtyřúhelníku ABCD maximální,
právě když bude maximální obsah trojúhelníku ACD. Tento trojúhelník má určenou
délku strany AC, takže jeho obsah bude maximální, právě když bude maximální jeho
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výška vD z vrcholuD. Při pevné poloze trojúhelníku ABC bodD probíhá ten obloukAC
kružnice k, jenž neobsahuje bod B, takže výška vD je zřejmě největší, právě když bod D
je středem tohoto oblouku, leží tedy (stejně jako bod B) na ose úsečky AC. (Tvrzení
zdůvodníme pomocí tečny t ke kružnici k, jež prochází nalezeným bodem D rovnoběžně
s přímkou AC, obr. 7). Tak docházíme k závěru, že v první skupině má maximální obsah
ten čtyřúhelník, který je deltoid (je-li m ̸= r

√
2), respektive čtverec (je-li m = r

√
2).

Přejděme nyní ke čtyřúhelníkům druhé skupiny. Libovolný z nich označme ABCD
tak, aby platilo |AB| = |CD| = m (obr. 8).

A
B

C
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S

m

m
o

k

·
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k

Obr. 8

Obrázek ukazuje, jak k takovému čtyřúhelníku ABCD sestrojit pomocný čtyřúhel&
ník ABC ′D, který má stejný obsah jako ABCD, je vepsán do téže kružnice k a má
sousední strany AB a BC ′ dané délky m. Konstrukci teď popíšeme a zmíněné vlast&
nosti čtyřúhelníku ABC ′D podrobně zdůvodníme. Bod C ′ sestrojíme jako obraz bodu C
v souměrnosti podle osy o úsečky BD; protože je kružnice k souměrná podle osy každé
své tětivy, platí C ′ ∈ k. Trojúhelníky BCD a DC ′B jsou souměrně sdružené podle osy o,
takže mají stejný obsah, tudíž stejný obsah mají i čtyřúhelníky ABCD a ABC ′D. Ze
zmíněné souměrnosti rovněž plynou rovnosti |CD| = |BC ′| a |BC| = |DC ′|, takže
čtyřúhelníky ABCD a ABC ′D se liší pouze „prohozením- dvou sousedních stran. Tím
jsou potřebné vlastnosti čtyřúhelníku ABC ′D zdůvodněny. Jak už víme z předcho&
zího odstavce, čtyřúhelník ABC ′D má největší možný obsah, právě když platí rov&
nost |C ′D| = |AD|, kterou můžeme přepsat jako rovnost |BC| = |AD|. Ta nastane,
právě když je čtyřúhelník ABCD rovnoběžník (neboť od počátku předpokládáme, že
|AB| = |CD|). Každý rovnoběžník vepsaný do kružnice je ale pravoúhelník (součet pro&
tilehlých vnitřních úhlů tětivového čtyřúhelníku je 180◦, takové úhly jsou ale v případě
rovnoběžníku shodné, a tedy pravé). Shrňme výsledek tohoto odstavce: ve druhé skupině
čtyřúhelníků má maximální obsah ten čtyřúhelník, který je obdélník (je-li m ̸= r

√
2),

respektive čtverec (je-li m = r
√
2.)

Celkový závěr : Hledané čtyřúhelníky s maximálním obsahem tvoří v případě m <
< 2r,m ̸= r

√
2, dvě skupiny: skupinu shodných deltoidů a skupinu shodných obdélníků;

v případě m = r
√
2 jsou všechny hledané čtyřúhelníky shodné čtverce (obr. 9). (V pří&

padě m ! 2r je množina uvažovaných čtyřúhelníků prázdná).

9
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Návodné úlohy:
1. V kružnici k o poloměru 7 je dána tětiva AB délky 13. Zjistěte, jaký největší obsah
může mít čtyřúhelník AXBY , leží-li jeho vrcholy X, Y na kružnici k. [Největší obsah
91 má deltoid, jehož úhlopříčka XY je průměrem kružnice k.]

2. Do jedné kružnice jsou vepsány dva pětiúhelníky ABCDE a ABFGH, přičemž platí
|AB| = 4, |BC| = |GH| = 5, |CD| = |BF | = 6, |DE| = |HA| = 7 a |EA| = |FG| = 8.
Dokažte, že oba pětiúhelníky mají stejný obsah. [Rozložte pětiúhelníky na rovnora-
menné trojúhelníky pomocí úseček spojujících jejich vrcholy se středem opsané kruž-
nice.]
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53. ročník matematické olympiády

1. V rovině je dán obdélník ABCD, kde |AB| = a < b = |BC|. Na jeho straně BC
existuje bod K a na straně CD bod L tak, že daný obdélník je úsečkami AK, KL
a LA rozdělen na čtyři navzájem podobné trojúhelníky. Určete hodnotu poměru a : b.

2. Najděte všechny trojice prvočísel p, q a r, pro které platí

14
p
+
51
q
=
65
r

.

3. Do kružnice o poloměru r = 6 vepište osmiúhelník ABCDEFGH, jehož strany AB,
CD, EF a GH mají po řadě délky 3, 4, 5 a 6 a strany BC, DE, FG a HA jsou
shodné.

4. Žáci měli vypočítat příklad x + y · z pro trojmístné číslo x a dvojmístná čísla y a z.
Martin umí násobit a sčítat čísla zapsaná v desítkové soustavě, zapomněl však na
pravidlo o přednosti násobení před sčítáním. Proto mu sice vyšlo zajímavé číslo, které
se čte stejně zleva doprava jako zprava doleva, správný výsledek byl ale o 2 004 menší.
Určete čísla x, y a z.

II. kolo kategorie C se koná

v úterý 23. března 2004

tak, aby začalo dopoledne a aby soutěžící měli na řešení úloh
4 hodiny čistého času. Za každou úlohu může soutěžící získat
6 bodů, úspěšným řešitelem je ten žák, který získá 10 bodů
nebo více. Tyto údaje se žákům sdělí před zahájením soutěže.



53. ročník matematické olympiády Řešení úloh II. kola kategorie C

1. V pravoúhlém trojúhelníku ABK označme α = | BAK|, β = | AKB| = 90◦ −α
(obr. 1). Stejné vnitřní úhly 90◦,α, β mají i trojúhelníkyAKL a ADL, neboť jsou dle zadání

A B

CD

K

L

a

b

α

β

Obr. 1

trojúhelníku ABK podobné. Všimněme si jejich (ostrých) úhlů u společného vrcholu A.
Protože | KAD| = 90◦ − α = β, jsou oba úhly KAL a LAD menší než β, takže se
rovnají úhlu α. Pravý úhel BAD je tedy polopřímkami AK, AL rozdělen na tři shodné
úhly velikosti α, odkud α = 30◦ (a β = 60◦). Z pravoúhlých trojúhelníků ADL a ABK
pak vyplývá, že |AK| = |AB|/ cos 30◦ = 2a/

√
3 a |AL| = |AD|/ cos 30◦ = 2b/

√
3. Odtud

s ohledem na podmínku a < b plyne nerovnost |AK| < |AL|, tudíž přeponou v trojúhelníku
AKL je AL (delší z obou stran AK, AL). Pro poměr délek odvěsny AK a přepony AL
pak platí cos 30◦ = |AK| : |AL| = a : b, takže a : b =

√
3 : 2.

Úlohu lze řešit mnoha obměněnými postupy, například rozlišit dva případy, kdy troj*
úhelník KAL má pravý úhel při vrcholu K respektive L, a v každém z nich vyjád*
řit vnitřní úhly všech čtyř podobných trojúhelníků (ve druhém případě pak ale vyjde
a : b = 2 :

√
3 > 1, což odporuje zadání úlohy).

Za úplné řešení udělte 6 bodů; 2 body za určení úhlů α, β, 2 body za výpočet poměru a : b, 2 body za
výpočet či úvahu vylučující opačný poměr (tedy možnost | ALK| = 90◦).

2. Všimněme si nejdříve, že pro čitatele zlomků z dané rovnice platí vztah 14+51 = 65.
Proto je řešením každá trojice stejných prvočísel p = q = r a navíc pro libovolné řešení
platí: jsou-li některá dvě z čísel p, q, r stejná, je stejné i třetí číslo. Budeme tedy dále
předpokládat, že prvočísla p, q, r splňující danou rovnici jsou navzájem různá (a tedy
navzájem nesoudělná).
Po vynásobení rovnice součinem pqr dostaneme

14qr + 51pr = 65pq,

odkud vzhledem ke zmíněné nesoudělnosti plyne

p | 14 = 2 · 7, q | 51 = 3 · 17 a r | 65 = 5 · 13.

To znamená, že p ∈ {2, 7}, q ∈ {3, 17} a r ∈ {5, 13}. Nyní můžeme sestavit a do rovnice
dosadit všech osmmožných trojic (p, q, r); zjistíme tak, že vyhovuje jedině trojice (7, 17, 13).



3. Rozbor : Kromě hledaného osmiúhelníku ABCDEFGH uvážíme ještě pomocný
osmiúhelník KLMNOPQR, který je rovněž vepsán do kružnice o poloměru r = 6 a jehož
strany splňují podmínky: |KL| = 3, |LM | = 4, |MN | = 5, |NO| = 6, |OP | = |PQ| =
= |QR| = |RK| (obr. 2). Označme S, resp. T střed kružnice s vepsaným osmiúhelníkem
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Obr. 2

ABCDEFGH, resp. KLMNOPQR. Podle věty sss platí shodnosti ∆ABS ≃ ∆KLT ,
∆CDS ≃ ∆LMT , ∆EFS ≃ ∆MNT , ∆GHS ≃ ∆NOT , a proto jsou shodné středové
úhly ASB a KTL, CSD a LTM , ESF a MTN , GSH a NTO. Dále podle věty sss jsou
shodné trojúhelníky BCS,DES, FGS a HAS, stejně jako trojúhelníky OPT , PQT , QRT
a RKT . Ze shodnosti jejich úhlů při hlavním vrcholu S, resp. T proto plyne

| BSC| = 360
◦ − | ASB|− | CSD| − | ESF |− | GSH|

4
=

=
360◦ − | KTL|− | LTM |− | MTN |− | NTO|

4
= | OTP |.

Využili jsme toho, že středy S a T jsou vnitřními body obou osmiúhelníků (tudíž
součet všech osmi středových úhlů je v obou případech 360◦), neboť v opačném případě
by jeden z osmi středových úhlů byl roven součtu sedmi ostatních; musel by to být úhel
příslušný tětivě délky 6, ten je však zřejmě menší než součet úhlů příslušných tětivám
délek 3, 4 a 5. Trojúhelníky BCS a OPT jsou proto shodné podle věty sus, tudíž čtveřice
shodných stran obou osmiúhelníků mají jednu společnou délku. Dokážeme-li proto sestrojit
pomocný osmiúhelníkKLMNOPQR, je konstrukce osmiúhelníku ABCDEFGH nasnadě.

Konstrukce: Na libovolné kružnici t(T ; 6) sestrojíme v jednom směru body K, L,
M , N a O tak, aby |KL| = 3, |LM | = 4, |MN | = 5 a |NO| = 6. Úhel KTO (ten,
který neobsahuje body L, M , N) pak rozdělíme na čtyři shodné díly: nejprve sestrojíme
průsečík Q kružnice t s osou úhlu KTO, pak průsečíky P , R kružnice t s osami úhlů OTQ
resp. QTK. Poté přistoupíme ke konstrukci hledaného osmiúhelníku ABCDEFGH: na
kružnici k(S, 6) zvolíme bod A a pak na ní v jednom směru sestrojíme postupně body
B, C, . . . , H tak, aby |AB| = 3, |BC| = |OP |, |CD| = 4, |DE| = |OP |, |EF | = 5,
|FG| = |OP |, |GH| = 6.



Důkaz správnosti : Ze shodnosti sedmi dvojic trojúhelníků ∆ABS ≃ ∆KLT ,∆BCS ≃
≃ ∆OPT , . . . ,∆GHS ≃ ∆NOT plyne shodnost úhlůHSA aRTK, a tedy i shodnost osmé
dvojice trojúhelníků ∆HAS ≃ ∆RKT . Proto mají délky stran sestrojeného osmiúhelníku
ABCDEFGH (shodné se stranami KLMNOPQR) všechny potřebné vlastnosti.

Poznámka: O čtyřúhelníku KLMNOPQR jsme nemuseli v celém řešení vůbec mluvit
a vést úvahy takto: úhly shodné se středovými úhly ASB, CSD, ESF , GSH dokážeme
sestrojit, pro společnou velikost ω shodných středových úhlů BSC, DSE, FSG a HSA
pak platí rovnice

4ω + | ASB|+ | CSD|+ | ESF |+ | GSH| = 360◦, (1)

kterou lze snadno konstrukčně vyřešit; osmiúhelník KLMNOPQR je ovšem k tomuto
účelu ideální pomůckou.

Za sestavení rovnice (1) nebo nápad s pomocným osmiúhelníkem udělte 3 body (z toho 1 bod za správná
odůvodnění potřebných shodností úhlů a trojúhelníků pomocí vět sss či sus), další 2 body za popis
konstrukce řešení. Pokud v jinak úplném řešení chybí jakékoli zdůvodnění, že bod S je vnitřním bodem
osmiúhelníku ABCDEFGH, strhněte 1 bod. Důkaz správnosti konstrukce (jež je zřejmá) není nutné
uvádět.

4. Martin vypočítal hodnotu (x+ y)z místo x+ yz, takže podle zadání platí

(x+ y)z − (x+ yz) = 2 004, neboli x · (z − 1) = 2 004 = 12 · 167,

přičemž 167 je prvočíslo. Činitele x a z − 1 určíme, když si uvědomíme, že z je dvojmístné
číslo, takže 9 ! z − 1 ! 98. Vidíme, že nutně z − 1 = 12 a x = 167, odkud z = 13.
Martin tedy vypočítal číslo V = (167 + y) · 13. Číslo V je tedy čtyřmístné, a poněvadž se
čte odpředu stejně jako odzadu, má tvar abba = 1 001a + 110b. Protože 1 001 = 13 · 77,
musí platit rovnost (167 + y) · 13 = 13 · 77a + 110b, z níž plyne, že číslice b je dělitelná
třinácti, takže b = 0. Po dosazení dostaneme (po dělení třinácti) rovnost 167 + y = 77a,
která s ohledem na nerovnosti 10 ! y ! 99 znamená, že číslice a se rovná 3, tudíž y = 64.
V druhé části řešení jsme mohli postupovat rovněž následovně. Pro číslo V = (167 +

+ y) · 13 vycházejí z nerovností 10 ! y ! 99 odhady 2 301 ! V ! 3 458. Zjistíme proto,
která z čísel 2bb2, kde b ∈ {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, a čísel 3bb3, kde b ∈ {0, 1, 2, 3, 4}, jsou dělitelná
třinácti. I když lze těchto dvanáct čísel rychle otestovat na kalkulačce, udělejme to obecně
jejich částečným vydělením třinácti:

2bb2 = 2 002 + 110b = 13 · (154 + 8b) + 6b,
3bb3 = 3 003 + 110b = 13 · (231 + 8b) + 6b.

Vidíme, že vyhovuje jedině číslo 3bb3 pro b = 0, kdy 167 + y = 231, takže y = 64.

Odpověď : Žáci měli počítat příklad 167 + 64 · 13, tedy x = 167, y = 64 a z = 13.

Za úplné řešení udělte 6 bodů, z toho 1 bod za sestavení rovnice (x+ y)z − (x+ yz) = 2 004, 1 bod za její
úpravu do součinového tvaru x(z − 1) = 2 004, 2 body za nalezení činitelů x a z − 1 a 2 body za diskusi
o dělitelnosti čísel abba číslem 13.



53. ročník matematické olympiády

Úlohy školní – klauzurní části I. kola kategorie C

1. Určete počet všech trojmístných čísel, která jsou devatenáctkrát větší než součet jejich
číslic.

2. Je dán čtverec o straně délky 5 cm. Mezi všemi čtyřúhelníky, které leží v tomto čtverci
tak, že dvě jejich strany mají délku 2 cm a leží na hranici čtverce, určete všechny ty,
které mají maximální obsah.

3. Dlaždičky A složené ze tří jednotkových čtverců mají tvar , dlaždičky B složené ze
čtyř jednotkových čtverců mají tvar . Kolik dlaždiček jednotlivých typů potřebu(
jeme na vydlaždičkování čtverce o straně 6 jednotek? Pro každýmožný počet dlaždiček
uveďte příklad takového pokrytí.

Školní – klauzurní část I. kola kategorie C se koná

v úterý 27. ledna 2004

tak, aby začala dopoledne a aby soutěžící měli na řešení úloh
4 hodiny čistého času. Za každou úlohu může soutěžící získat
6 bodů, úspěšným řešitelem je ten žák, který získá 10 bodů
nebo více. Tyto údaje se žákům sdělí před zahájením soutěže.



53. ročník matematické olympiády Řešení úloh školní části I. kola kategorie C

1. Trojmístné číslo se zápisem abc má požadovanou vlastnost, právě když jeho číslice
a, b, c splňují rovnost

100a+ 10b+ c = 19(a+ b+ c), neboli 9a = b+ 2c.

Protože b ! 9 a c ! 9, platí nerovnost b + 2c ! 27. Z rovnosti 9a = b + 2c proto plyne
odhad a ! 3, takže platí a ∈ {1, 2, 3} (číslice a = 0 není na začátku zápisu povolena). Pro
a = 1 dostáváme rovnici 9 = b+2c, ze které plyne c ! 4; pro každé takové c ∈ {0, 1, 2, 3, 4}
je číslice b určena rovností b = 9 − 2c. Proto s číslicí a = 1 existuje právě 5 vyhovujících
čísel. Právě tolik je i vyhovujících čísel s číslicí a = 2: z rovnice 18 = b + 2c totiž plyne
c ∈ {5, 6, 7, 8, 9} a b = 18− 2c. Konečně pro a = 3 z rovnice 27 = b+ 2c plyne b = c = 9.
Hledaný počet čísel je tedy 5 + 5 + 1 = 11.

Jiné řešení. Součet číslic libovolného trojmístného čísla nepřevyšuje číslo 27, jehož
devatenáctinásobek je 513. Proto každé vyhovující číslo nepřevyšuje 513, takže součet jeho
číslic je nejvýše 4+9+9 = 22. Protože nejmenší trojmístný násobek čísla 19 je číslo 114 =
= 19 · 6, bude úloha vyřešena, když zjistíme, kolik čísel tvaru 19s, kde s ∈ {6, 7, 8, . . . , 22},
má součet číslic rovný právě číslu s. Rutinní prověrkou zjistíme, že ze zmíněných 17 čísel
vyhovují právě čísla 114, 133, 152, 171, 190, 209, 228, 247, 266, 285 a 399. Těchto čísel
je 11.
Za úplné řešení udělte 6 bodů, z toho při prvním postupu 1 bod za sestavení výchozí rovnice a 1 bod za
úpravu do tvaru 9a = b + 2c, zbylé body podle úplnosti dalšího rozboru. Úplným řešením je i testování
všech 47 trojmístných násobků devatenácti (řešitel by pak ale měl do řešení vypsat alespoň testovaná čísla,
která podmínce úlohy vyhovují).

2. Čtyřúhelník EFGH můžeme do daného čtverce ABCD umístit třemi způsoby:
1. Dvě strany délky 2 cm leží na protilehlých stranách daného čtverce (obr. 1). Obsah

každého takového čtyřúhelníku (rovnoběžníku) je S = 5 · 2 cm2 = 10 cm2.
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2. Obě strany délky 2 cm leží na sousedních stranách daného čtverce a přitom jsou
protilehlými stranami čtyřúhelníku EFGH (obr. 2). Obsah takového čtyřúhelníku je

S =
1
2
|EF | · |AG|+ 1

2
|GH| · |AE| =

=
1
2
· 2 cm · |AG|+ 1

2
· 2 cm · |AE| !

(
5 + (5− 2)

)
cm2 = 8 cm2 < 10 cm2.



3. Obě strany délky 2 cm leží na sousedních stranách daného čtverce a přitom jsou
sousedními stranami čtyřúhelníku EFGH (obr. 3). Označíme-li po řadě x a y vzdálenosti
bodu G od stran AB a AD (tedy výšku trojúhelníku EFG na stranu EF a výšku troj(
úhelníku EHG na stranu EH), je obsah takového čtyřúhelníku

S =
1
2
|EF | · x+ 1

2
|AH| · y ! 2 · 1

2
· 2 · 5 = 10 cm2.

Přitom rovnost nastane, právě když x = y = 5cm, tj. právě když G = C.

Závěr: Největší možný obsah (10 cm2) mají všechny rovnoběžníky, jejichž dvě strany
délky 2 cm leží na protějších stranách daného čtverce, a čtyři deltoidy, jejichž jedna úhlo(
příčka je zároveň úhlopříčkou daného čtverce.
Za úplné řešení udělte 6 bodů. Při postupu řešení analogickém uvedenému oceňte každou ze tří možností
2 body. Bod strhněte při absenci jasného závěru.

3. Předpokládejme, že čtverec o straně 6 jednotek je vydlaždičkován a dlaždičkami A
a b dlaždičkami B (nevylučujeme případ, že a = 0 nebo b = 0). Pro obsah vydlaždičkované
plochy pak platí rovnost 36 = 3a+4b, ze které plyne, že číslo a je násobkem čtyř (a číslo b
násobkem tří). Proto má rovnice 36 = 3a+ 4b v oboru celých nezáporných čísel za řešení
pouze tyto dvojice (a, b): (0, 9), (4, 6), (8, 3) a (12, 0). Posoudíme dále, zda pro jednotlivé
dvojice (a, b) je příslušné vydlaždičkování daného čtverce možné.
(i) 9 dlaždiček B. Vysvětlíme, proč takové vydlaždičkování neexistuje. Obarvěme jednot(
kové čtverečky celého čtverce jako obvyklou šachovnici; získáme 18 černých a 18 bílých
„polí-. Každá dlaždička B pokrývá tři pole jedné barvy a jedno pole druhé barvy. Při(
pusťme, že celý čtverec pokrývá 9 dlaždiček B, přitom právě x z nich má tu vlastnost,
že pokrývají po 3 černých polích, takže 9− x z nich má tu vlastnost, že pokrývají po
1 černém poli. Pro celkový počet černých polí pak platí rovnost 18 = 3x + (9 − x),
odkud x = 9/2, což je spor.

(ii) 4 dlaždičky A a 6 dlaždiček B. Možné řešení vidíte na obr. 4.
(iii) 8 dlaždiček A a 3 dlaždičky B. Možné řešení vidíte na obr. 5.
(iv) 12 dlaždiček A. Možné řešení vidíte na obr. 6.

Obr. 4 Obr. 5 Obr. 6

Poznámka. Uveďme ještě jiný argument, proč nelze devíti dlaždičkami B vyplnit uvažo(
vaný čtverec. Dlaždička, která pokrývá rohové pole, může být umístěna (až na souměrnost
podle úhlopříčky čtverce) jediným způsobem, např. tak jako dlaždička B v levém dolním
rohu čtverce na obr. 5, pak ale dlaždička B, která v takovém případě pokrývá druhé pole
zleva v dolní řadě, musí byt v poloze jako na obrázku. Poslední dvě pole dolní řady pak
už jednou ani dvěma dlaždičkami B pokrýt nelze.
Za úplné řešení udělte 6 bodů, z toho 1 bod za sestavení rovnice 36 = 3a + 4b, 1 bod za nalezení všech
čtyř jejích řešení (a, b), konečně po 1 bodu udělte za správné posouzení jednotlivých případů.



2. Zjistěte, pro která přirozená čísla n (n ! 2) je možno z množiny {1, 2, . . . , n − 1}
vybrat aspoň dvě navzájem různá sudá čísla tak, aby jejich součet byl dělitelný
číslem n.

Řešení. Je-li n sudé a v dané množině jsou sudá čísla 2 a n−2, přičemž 2 < n−2,
je jejich součet 2+ (n− 2) = n dělitelný číslem n. Z podmínky 2 < n− 2 tedy plyne, že
všechna sudá čísla n > 4 vyhovují podmínce úlohy.
Z množin {1} (pro n = 2) a {1, 2, 3} (pro n = 4) zřejmě nelze požadovaný výběr

provést.
Je-li n liché, můžeme pro n > 7 z dané množiny analogicky vybrat tři sudá čísla 4,

n− 3, n− 1, přičemž 4 < n− 3 < n− 1, se součtem 4+ (n− 3) + (n− 1) = 2n, který je
dělitelný číslem n.
Z množin {1, 2} (pro n = 3), {1, 2, 3, 4} (pro n = 5) a {1, 2, 3, 4, 5, 6} (pro n = 7)

zřejmě nelze vybrat ani dvě, ani tři různá sudá čísla s požadovanou vlastností.
Podmínce úlohy vyhovují číslo n = 6 a všechna přirozená čísla n ! 8.
Návodné úlohy:

1. Najděte všechna přirozená čísla n, pro která lze z množiny {1, 2, . . . , n} vybrat několik
navzájem různých čísel, jejichž součet je dělitelný číslem 2n. [n ! 3]

2. Pro která přirozená čísla n lze z množiny {1, 2, . . . , n} vybrat několik navzájem různých
čísel, jejichž součin je dělitelný číslem n2? [Všechna složená čísla n > 4.]

3. V libovolném konvexním čtyřúhelníku ABCD označme E střed strany BC a F střed
strany AD. Dokažte, že trojúhelníky AED a BFC mají stejný obsah, právě když
jsou strany AB a CD rovnoběžné.

Řešení. Příčka EF daného čtyřúhelníku ABCD je v každém z trojúhelníků AED
i BFC těžnicí (obr. 1), což znamená, že pro jejich obsahy platí

S(AED) = 2S(FED) = 2S(FEA),

S(BFC) = 2S(FEC) = 2S(FEB).
(1)

A

B

CD

E
F

Obr. 1

Oba trojúhelníky FED,FEC mají společnou stranu FE a jejich obsahy jsou stejné,
právě když CD ∥ FE. Podobně i trojúhelníky FEA, FEB mají společnou stranu FE
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a jejich obsahy jsou stejné, právě když AB ∥ FE. Proto mají-li trojúhelníky AED
a BFC stejný obsah, je CD ∥ FE a AB ∥ FE, tedy AB ∥ CD.
Je-li obráceně AB ∥ CD, je střední příčka EF lichoběžníku ABCD rovnoběžná

s oběma základnami AB a CD, takže dle předchozí úvahy S(FED) = S(FEC) a po(
dle (1) také S(AED) = S(BFC). Tím je tvrzení úlohy dokázáno.

Návodné úlohy:
1. Dokažte, že v každém lichoběžníku ABCD se základnami AB a CD jsou si rovny
obsahy trojúhelníků ADP a BCP , kde P je průsečík úhlopříček lichoběžníku. [Uvažte,
že právě o zmíněné trojúhelníky se liší trojúhelníky ABC a ABD.]

2. Dokažte, že v každém trojúhelníku ABC je obsah trojúhelníků ABP , BCP a CAP
stejný, právě když P je těžištěm trojúhelníku ABC. [S(APC) = S(BPC), právě když
bod P leží na těžnici z vrcholu C.]

4. Tři čtyřmístná čísla k, l,m jsou stejného tvaru ABAB (tj. číslice na místě jednotek
je stejná jako číslice na místě stovek a číslice na místě desítek je stejná jako číslice
na místě tisíců). Číslo l má číslici na místě jednotek o 2 větší a číslici na místě
desítek o 1 menší než číslo k. Číslo m je součtem čísel k a l a je dělitelné devíti.
Určete všechna taková čísla k.

Řešení. Aby bylo číslo m = CDCD dělitelné devíti, musí být součet 2(C + D)
jeho číslic dělitelný devíti, tudíž i součet C + D musí být dělitelný devíti, neboli číslo
CD musí být dělitelné devíti.
Má-li číslo k číslice A, B, A, B, má číslo l číslice A− 1, B+2, A− 1, B+2. Jelikož

číslo B + (B + 2) = 2B + 2 je sudé, je číslice D čísla m = k + l sudá. Proto připadají
vzhledem k dělitelnosti devíti v úvahu jen tato čísla m: 1 818, 3 636, 5 454, 7 272, 9 090.
Protože číslice C je ve všech případech lichá a součet číslic A + (A − 1) = 2A − 1 je
rovněž lichý, nemůže být B + (B + 2) > 10, tedy B + (B + 2) = D a A+ (A − 1) = C.
Odtud už snadno určíme odpovídající číslice C, D a čísla k, l zapíšeme do následující
tabulky:

m 1 818 3 636 5 454 7 272 9 090
k 1 313 2 222 3 131 4 040 neexistuje
l 0 505 1 414 2 323 3 232 neexistuje

Číslo 0505 není čtyřmístné, proto jsou řešením úlohy pouze čísla k ∈ {2 222, 3 131,
4 040}

Návodné úlohy:
1. Trojmístné číslo m je dělitelné číslem 18 a lze je napsat jako součet čísla dvojmístného
a jeho padesátinásobku. Určete všechna čísla m této vlastnosti. [m = 51 · 18]

2. Najděte všechna trojmístná čísla, která mají tu vlastnost, že součet druhých mocnin
jejich číslic je 118 a součet jejich číslic se rovná poslednímu dvojčíslí uvažovaného
trojmístného čísla. [916]

3. K přirozenému číslu m zapsanému stejnými číslicemi jsme přičetli čtyřmístné přirozené
číslo n. Získali jsme čtyřmístné číslo s opačným pořadím číslic, než má číslo n. Určete
všechny takové dvojice čísel m a n. [MO C 52–I–5]
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5. Určete počet všech trojic dvojmístných přirozených čísel a, b, c, jejichž součin abc
má zápis, ve kterém jsou všechny číslice stejné. Trojice lišící se pouze pořadím čísel
považujeme za stejné, tj. započítáváme je pouze jednou.

Řešení. Pro dvojmístná čísla a, b, c je součin abc číslo čtyřmístné, nebo pětimístné,
nebo šestimístné. Jsou-li proto všechny číslice čísla abc rovny téže číslici k, platí jedna
z rovností abc = k · 1 111, abc = k · 11 111 či abc = k · 111 111, k ∈ {1, 2, . . . , 9}.
Čísla 1 111 = 11 · 101 a 11 · 111 = 41 · 271 mají ovšem ve svém rozkladu trojmístná

prvočísla, takže nemohou být součinem dvojmístných čísel. Zbývá proto jediná možnost:

abc = k · 111 111 = k · 3 · 7 · 11 · 13 · 37.

Podívejme se, jak mohou být prvočísla 3, 7, 11, 13, 37 rozdělena do jednotlivých
činitelů a, b, c. Protože součiny 37 · 3 a 3 · 7 · 11 jsou větší než 100, musí být prvočíslo 37
samo jako jeden činitel a zbylá čtyři prvočísla 3, 7, 11, 13 musí být rozdělena do dvojic.
Jelikož i součin 11 · 13 je větší než 100, připadají do úvahy pouze rozdělení na činitele
3 · 11, 7 · 13 a 37, nebo na činitele 3 · 13, 7 · 11 a 37. K těmto činitelům ještě připojíme
možné činitele z rozkladu číslice k a dostaneme řešení dvou typů:

a = 33k1, b = 91, c = 37k2, kde k1 ∈ {1, 2, 3}, k2 ∈ {1, 2},
a = 39k1, b = 77, c = 37k2, kde k1 ∈ {1, 2}, k2 ∈ {1, 2},

Hledaný počet trojic čísel a, b, c je tedy 3 · 2 + 2 · 2 = 10.
Návodné úlohy:

1. Určete počet všech dvojic dvojmístných přirozených čísel a, b, jejichž součin ab má
zápis, ve kterém jsou všechny číslice sudé a stejné. Dvojice lišící se pouze pořadím čísel
považujeme za stejné, tj. započítáváme je pouze jednou. [6]

2. Určete počet všech dvojic trojmístných přirozených čísel a, b, jejichž součin abmá zápis,
ve kterém jsou všechny číslice stejné. Dvojice lišící se pouze pořadím čísel považujeme
za stejné, tj. započítáváme je pouze jednou. [26]

6. V trojúhelníku ABC se stranou BC délky 2 cm je bod K středem strany AB. Body L
a M rozdělují stranu AC na tři shodné úsečky. Trojúhelník KLM je rovnoramenný
a pravoúhlý. Určete délky stran AB, AC všech takových trojúhelníků ABC.

Řešení. Body L aM na straně AC zvolíme tak, aby |AM | = |ML| = |LC|. Těžnice
KO trojúhelníku KLM je střední příčkou trojúhelníku ABC, platí tedy |KO| = 1

2 |BC|,
|AC| = 6|MO| a |AB| = 2|AK|. Rozlišíme tři možnosti:
(a) Nechť |KL| = |KM | (obr. 2). Pak je | MKL| = | MOK| = 90◦ a |MO| =

A B

C

K

L

M
O

Obr. 2
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= |KO|. Z Pythagorovy věty pro trojúhelník AKO plyne

|AK| =
√
(3|MO|)2 + |KO|2 =

√
10|KO|2 =

√
10|KO| = 1

2

√
10|BC|,

takže

|AB| = 2|AK| =
√
10|BC| = 2

√
10 cm,

|AC| = 6|MO| = 6|KO| = 3|BC| = 6 cm.

(b) Nechť |ML| = |MK| (obr. 3). Pak je | KML| = 90◦ a |AM | = |ML| =

A

B

C

K

L
M

O

Obr. 3

= |MK| = 2|MO|. Z Pythagorovy věty pro trojúhelník KMO plyne

|KO| =
√

|MO|2 + (2|MO|)2 =
√
5|MO|,

takže

|AC| = 6|MO| = 3√
5
|BC| = 6

√
5
5
cm.

Z Pythagorovy věty pro trojúhelník AKM plyne

|AK| =
√
|AM |2 + |MK|2 =

√
2|MK| = 2

√
2|MO| = 2

√
10
5

|KO| =
√
10
5

|BC|,

takže

|AB| = 2|AK| = 2
√
10
5

|BC| = 4
√
10
5
cm.

(c) Nechť |ML| = |KL| (obr. 4). Pak je | MLK| = 90◦. Je tedy |KL| = |ML| =

A B

C

K

L
M

O

Obr. 4

= 2|LO| = 2|MO| a |AL| = |AM |+|ML| = 4|MO|. Z Pythagorovy věty pro trojúhelník
KLO tak plyne

|KO| =
√
|LO|2 + (2|LO|)2 =

√
5|LO|,
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takže

|AC| = 6|MO| = 6|LO| = 3√
5
|BC| = 6

√
5
5
cm.

Z Pythagorovy věty pro trojúhelník AKL plyne

|AK| =
√

|AL|2 + |LK|2 =
√
(4|LO|)2 + (2|LO|)2 =

= 2
√
5|LO| = 2|KO| = |BC| = 2 cm,

takže
|AB| = 2|AK| = 2|BC| = 4 cm.

Návodné úlohy:
1. Trojúhelník má délky stran 4 cm, 5 cm, 6 cm. Určete velikosti výšek a těžnic tohoto
trojúhelníku. [Návod: Označme x vzdálenost paty výšky od středu strany délky 4, pak
podle Pythagorovy věty (2 + x)2 + 62 = (2− x)2 + 52, atd.]

2. Obdélník ABCD má strany délek a, b. Bod M je patou kolmice vedené vrcholem B
k úhlopříčce AC. Vypočtěte délky úseček AM , CM , BM . [|MB| = ab/

√
a2 + b2,

|AM | =
√

a2 − |MB|2.]
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54. ročník matematické olympiády

1. Určete číslice x, y, z tak, aby platila rovnost

x+ y

z
= z,yx,

kde z,yx značí číslo složené ze z jednotek, y desetin a x setin.

2. Ke každému přirozenému číslu n > 2 najděte aspoň jednu dvojici různých přirozených

čísel p, q tak, aby číslo
1
n
bylo aritmetickým průměrem čísel

1
p
a
1
q
.

3. Libovolným vnitřním bodem P úhlopříčky AC daného obdélníku ABCD jsou ve(
deny rovnoběžky s jeho stranami, které protínají úsečky AB, BC, CD a DA po řadě
v bodech K, L, M a N . Dokažte, že
a) přímky LM a KN jsou rovnoběžky,
b) vzdálenost rovnoběžek LM a KN je konstantní (nezávisí na volbě bodu P ),
c) pro obvod o čtyřúhelníku KLMN platí nerovnost o ! 2|AC|.

4. Popište konstrukci lichoběžníku ABCD se základnami AB a CD, kterému je možno
opsat kružnici s poloměrem r = 5 cm, je-li dána vzdálenost d = 2 cm jejího středu od
průsečíku úhlopříček a | BAC| = 70◦.

II. kolo kategorie C se koná

v úterý 22. března 2005

tak, aby začalo dopoledne a aby soutěžící měli na řešení úloh
4 hodiny čistého času. Za každou úlohu může soutěžící získat
6 bodů, úspěšným řešitelem je ten žák, který získá 10 bodů
nebo více. Povolené pomůcky jsou psací a rýsovací potřeby,
školní MF tabulky a kalkulátory bez grafického displeje. Tyto
údaje se žákům sdělí před zahájením soutěže.



2. K libovolně zvolenému přirozenému číslu n > 2 hledáme příklad různých přiroze(
ných čísel p, q závislých na čísle n tak, aby platilo

1
n
=
1
2

(1
p
+
1
q

)
.

Po úpravách má tato rovnost tvar

2pq = n(p+ q), neboli p(2q − n) = nq.

Jelikož stačí nalézt jedinou dvojici čísel p, q, je možné ji hledat zkoušením několika jedno(
duchých možností v poslední rovnici.
Zkusme položit 2q−n = 1. Získáme tak q = 1

2(n+1) a p = 1
2n(n+1). Tato čísla jsou

přirozená a vzájemně různá pro libovolné liché číslo n > 2.
Dále zkusme položit 2q−n = 2. Získáme tak q = 1

2(n+2) a p = 1
4n(n+2). Tato čísla

jsou přirozená a vzájemně různá pro libovolné sudé číslo n > 2.
Můžeme tedy pro liché číslo n > 2 položit q = 1

2 (n + 1) a p = 1
2n(n+ 1) a pro sudé

číslo n > 2 zas q = 1
2 (n+ 2) a p = 1

4n(n+ 2).

Za úplné řešení udělte 6 bodů, z toho za vytvoření rovnosti p(2q − n) = nq nebo jiné vhodné rovnosti,
která poslouží ke konstrukci čísel p a q, udělte 2 body.

3. a) AC a BD jsou úhlopříčky obdélníku ABCD, proto jsou úhly ABD a BAC
shodné. AP a KN jsou úhlopříčky pravoúhelníku AKPN , proto jsou úhly AKN , KAP
a APN shodné (obr. 1). PC a LM jsou úhlopříčky pravoúhelníku PLCM , proto jsou úhly
PLM a LPC shodné. Úhly APN a LPC jsou shodné (vrcholové úhly), proto jsou shodné
i úhly AKN , PLM a ABD, přímky LM a KN jsou tudíž rovnoběžné s úhlopříčkou BD
daného obdélníku, a jsou tedy rovnoběžné navzájem.

A B

CD

K

L

M

N P
X

Y

Obr. 1

b) Jsou-li X a Y průsečíky přímek LM a KN s úhlopříčkou AC, je |XY | = |XP |+
+|PY | = 1

2 |CP |+ 12 |PA| = 1
2 (|CP |+|PA|) = 1

2 |CA|. Úsečka XY má tedy délku nezávislou
na poloze bodu P . Podle a) svírá přímka XY s přímkami KN a LM stejný úhel jako
s přímkou BD, takže tento úhel rovněž nezávisí na poloze bodu P . Proto je i vzdálenost
přímek LM a KN nezávislá na poloze bodu P (a je jednozačně určena velikostí |XY |
a úhlem MXP , přičemž | MXP | = 2| ABD|).



c) KL a BP jsou úhlopříčky pravoúhelníku KBLP , jsou proto shodné. Podobně jsou
MN a PD shodné úhlopříčky pravoúhelníku NPMD, LM a PC shodné úhlopříčky pra(
voúhelníku PLCM a NK a AP shodné úhlopříčky pravoúhelníku AKPN . Pro obvod
čtyřúhelníku KLMN tak platí

o = |KL|+ |LM |+ |MN |+ |NK| = (|KL|+ |MN |) + (|LM |+ |NK|) =
= (|BP |+ |PD|) + (|PC|+ |AP |) ! |BD|+ |AC| = 2|AC|,

kde jsme využili trojúhelníkovou nerovnost |BP |+ |PD| ! |BD| pro trojici bodů B, D, P .

Za úplné řešení je 6 bodů, z toho 2 body za důkaz tvrzení a), 2 body za důkaz tvrzení b) a 2 body za
důkaz tvrzení c).

4. Všimněme si lichoběžníku ABCD, jemuž lze opsat kružnici. Přímka jdoucí jejím
středem S kolmo k oběma základnám AB a CD je osou souměrnosti obou tětiv AB a CD,
tedy i osou souměrnosti celého lichoběžníku ABCD. Jeho ramena AD a BC jsou tudíž
shodná a průsečík P úhlopříček AC a BD leží též na ose úseček AB a CD. Jelikož je podle
zadání | BAC| = 70◦, je | APS| = 20◦ (obr. 2).

A B

CD

P

S

k

70◦

20◦

Obr. 2

Popis konstrukce: Sestrojíme úsečku SP , kde |SP | = d = 2 cm, a kružnici k(S; 5 cm).
Bodem P vedeme polopřímky PX a PY tak, aby | SPX | = | SPY | = 20◦. Průsečíky
polopřímek PX a PY s kružnicí k jsou body A a B. Potom průsečíky vnitřků polopřímek
AP a BP s kružnicí k jsou body C a D.
Úloha má jediné řešení.

Za úplné řešení je 6 bodů, z toho 2 body za zdůvodnění toho, že body S a P leží na ose strany AB, 3 body
za popis konstrukce a 1 bod za určení počtu řešení.



54. ročník matematické olympiády

1. Najděte všechny trojice celých čísel x, y, z, pro které platí

x+ yz = 2 005,

y + xz = 2 006.

2. Pro která přirozená čísla n lze z množiny {n, n+1, n+2, . . . , n2} vybrat čtyři navzájem
různá čísla a, b, c, d tak, že platí ab = cd?

3. Je dána úsečka AB. Sestrojte bod C tak, aby se obsah trojúhelníku ABC rovnal
1/8 obsahu S čtverce o straně AB a součet obsahů čtverců o stranách AC a BC se
rovnal S. Kolik má úloha řešení pro dané umístění úsečky AB v rovině?

Školní – klauzurní část I. kola kategorie C se koná

v úterý 25. ledna 2005

tak, aby začala dopoledne a aby soutěžící měli na řešení úloh
4 hodiny čistého času. Za každou úlohu může soutěžící získat
6 bodů, úspěšným řešitelem je ten žák, který získá 10 bodů
nebo více. Tyto údaje se žákům sdělí před zahájením soutěže.
Povolené pomůcky jsou psací a rýsovací potřeby, školní MF
tabulky a kalkulátory bez grafického displeje.



mohli bychom zvolit a = n, b = 6n, c = 2n, d = 3n. Tato čísla jsou vzájemně různá pro
každé n, neboť n < 2n < 3n < 6n. Ještě zbývá ověřit, pro která čísla n je 6n ! n2, aby
zvolená čtyři čísla a, b, c, d byla z dané množiny. Je vidět, že tato poslední nerovnost platí
pro každé n > 5.
Pro n = 3 vybereme a = 3, b = 8, c = 6, d = 4 (viz předchozí řešení), pro n = 4

vybereme a = 4, b = 10, c = 8, d = 5 (viz předchozí řešení), nebo a = 5, b = 12, c = 6,
d = 10 (viz následující poznámku), pro n = 5 vybereme a = 5, b = 12, c = 10, d = 6 (viz
předchozí řešení).
Můžeme tedy shrnout, že požadovaná čísla a, b, c, d lze z dané množiny vybrat pro

každé přirozené číslo n > 2.

Poznámka. Čtveřic vzájemně různých čísel a, b, c, d, která splňují dané podmínky, je
mnoho. Pokaždé je ale třeba u takové čtveřice určit, od kterého nejmenšího čísla n dané
podmínky platí, a pro zbylá přirozená čísla n je třeba určit konkrétní hodnoty čísel a, b,
c, d.
Tak např. je možné volit a = n, b = 3n + 3, c = 3n, d = n + 1 pro n > 3, nebo

a = n+1, b = 2n+4, c = 2(n+1), d = n+2 pro n > 3 (viz druhé řešení pro n = 4) apod.
Za úplné řešení udělte 6 bodů. Za nezdůvodnění různosti čísel a, b, c, d strhněte 1 bod. Za nezdůvodnění,
že čísla a, b, c, d patří do dané množiny, strhněte 1 bod. Při volbě takové obecné čtveřice čísel a, b, c, d, kdy
je třeba najít konkrétní čísla a, b, c, d pro několik prvních čísel n, strhněte 2 body, pokud tato počáteční
konkrétní čísla chybí.

3. Podmínka, že obsah trojúhelníku ABC se má rovnat 18 obsahu S čtverce o stra,
ně AB, znamená, že výška trojúhelníku ABC na stranu AB má délku 14 |AB|, takže bod C
musí ležet na jedné ze dvou rovnoběžek s přímkou AB vzdálených 14 |AB| od přímky AB.
Podmínka, že součet obsahů čtverců o stranách AC a BC se má rovnat obsahu čtverce

o straně AB, znamená podle Pythagorovy věty pro trojúhelník ABC, že je tento trojúhel,
ník pravoúhlý s přeponou AB, takže bod C musí ležet na kružnici se středem ve středu
přepony AB a poloměrem 1

2 |AB|.
Konstrukce bodu C je tedy jednoduchá. Obě zmíněné rovnoběžky zřejmě protnou

kružnici nad průměrem AB ve čtyřech bodech (obr. 1). Vzhledem k tomu, že se jedná
o polohovou úlohu, má úloha čtyři řešení.

A B

CC′

C′′ C′′′

Obr. 1

Za úplné řešení je 6 bodů, z toho 2 body za správné určení počtu řešení. Za zjištění, že bod C leží na
určených rovnoběžkách s přímkou AB, udělte 2 body. Za důkaz, že bod C leží na Thaletově kružnici nad
průměrem AB, udělte 2 body. Za uvedení, že úloha má dvě řešení, udělte 1 bod, za uvedení, že úloha má
čtyři řešení, udělte 2 body. Pokud nebude uveden žádný počet řešení, neudělte žádný z 2 bodů určených
k tomuto účelu.



55. ročník Matematické olympiády

Úlohy domácího kola kategorie C

1. a) Dokažte, že pro každé přirozené číslo m je rozdíl m6 −m2 dělitelný číslem 60.
b) Určete všechna přirozená čísla m, pro která je rozdíl m6 − m2 dělitelný čís-
lem 120.

Řešení. a) Číslo n = m6 − m2 = m2(m2 − 1)(m2 + 1) je vždy dělitelné čtyřmi,
protože při sudém m je m2 dělitelné čtyřmi a při lichém m jsou čísla m2−1, m2+1 obě
sudá, jedno z nich je dokonce dělitelné čtyřmi a jejich součin je tedy dělitelný osmi. Ze
tří po sobě jdoucích přirozených čísel m2− 1, m2, m2+1 je právě jedno dělitelné třemi,
a proto je i číslo n dělitelné třemi. Je-li m dělitelné pěti, je m2 dělitelné pěti, dokonce
dvaceti pěti. V opačném případě je m tvaru 5k+r, kde r je rovno některému z čísel 1, 2,
3, 4 a k je přirozené nebo 0. Pak je m2 = 25k2+10kr+r2 a r2 se rovná některému z čísel
1, 4, 9, 16. V prvním a v posledním případě je číslo m2 − 1 dělitelné pěti, v ostatních
dvou případech je číslo m2+1 dělitelné pěti. Je tedy číslo n vždy dělitelné nesoudělnými
čísly 4, 3 a 5, a tedy i jejich součinem 60.
b) Už jsme ukázali, že v případě lichého m je součin (m2 − 1)(m2 + 1) dělitelný

osmi, a číslo n = m6 − m2 je tedy dělitelné číslem 120 = 8 · 3 · 5. Je-li však číslo m
sudé, jsou čísla m2−1, m2+1 lichá, žádné není dělitelné dvěma. Číslo n je pak dělitelné
osmi pouze v případě, že m2 je dělitelné osmi, tedy m je dělitelné čtyřmi. Číslo n je pak
dělitelné šestnácti, třemi a pěti, a proto dokonce číslem 240.
Naše výsledky můžeme shrnout: Číslo n = m6 − m2 je dělitelné číslem 120, právě

když m je liché nebo dělitelné čtyřmi.

Návodné úlohy:
1. Dokažte, že číslo n3 − n je pro každé přirozené číslo n dělitelné šesti.
2. Najděte všechna dvojciferná čísla n, pro která je číslo n3 − n dělitelné číslem 100.
[Řešením jsou právě čísla 24, 25, 49, 51, 75, 76 a 99, viz úlohu 50–C–S–3.]

3. Najděte všechna přirozená čísla n, pro která číslo n2+1 dělí číslo n3−8n2+2n. [Návod:
n3−8n2+2n = (n−8)(n2+1)+n+8, pro n = 1, 3 nedělí n2+1 číslo n+8, pro n > 3
je n2 + 1 větší než n+ 8, a tedy nedělí n+ 8. Jediné řešení je n = 2, viz 40–C–S–2.]

2. Kružnice k, l, m se po dvou vně dotýkají a všechny tři mají společnou tečnu. Po-
loměry kružnic k, l jsou 3 cm a 12 cm. Vypočtěte poloměr kružnice m. Najděte
všechna řešení.

Řešení. Označme po řadě R, S, T středy a A, B, C body dotyku kružnic k, l,m na
společné tečně a r = 3, s = 12 a t jejich poloměry (délky a obsahy budeme počítat bez
jednotek kvůli jednoduššímu dosazování). V lichoběžníku (který v případě rovnosti r = t
je ovšem obdélníkem) ARTC (obr. 1) je |RT | = r+t. Označíme-li U průsečík přímky AR
a přímky vedené bodem T rovnoběžně sAC, je |RU | = |r−t|. Z pravoúhlého trojúhelníku
RUT plyne |UT | = |AC| =

√
(r + t)2 − (r − t)2 = 2

√
rt = 2

√
3t. Analogicky bychom

z lichoběžníků CTSB a ARSB dostali vztahy |BC| = 2
√

st = 4
√
3t a |AB| = 2

√
rs =

= 2
√
3 · 12 = 12.
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Obr. 2

Uvažujme nejdříve případ, kdy bod C leží mezi body A a B. Je pak 2
√
3t+4

√
3t =

= 12, odkud t = 4
3 . Jestliže bod A leží mezi body C a B, dostaneme obdobně rovnici

2
√
3t + 12 = 4

√
3t, odkud t = 12. Rovnice 12 + 4

√
3t = 2

√
3t, kterou dostaneme pro

polohu bodu B mezi body A a C, nemá zjevně žádné řešení. Že takový případ není
možný, je vidět i z obr. 2, protože každá kružnice, která se dotýká kružnice k v bodě X
různém od A a přitom obsahuje bod C polopřímky opačné k polopřímce BA, musí ve
svém vnitřku obsahovat i tětivu kružnice l (vyznačenou na obrázku), takže se jí nemůže
dotýkat.
Poloměr kružnice m je tedy 43 cm nebo 12 cm.

Návodné úlohy:
1. Určete poloměry tří kružnic, jejichž středy tvoří vrcholy trojúhelníku se stranami délek

a, b, c, a každé dvě mají vnější dotyk.
2. Kružnice k, l se středyK,L a poloměry r, smají vnější dotyk v bodě T a kromě společné
tečny t v tomto bodě se dotýkají ještě další společné tečny: kružnice k v bodě A,
kružnice l v bodě B. Bod C je průsečíkem přímek AB, t. Dokažte, že trojúhelníkyKCL,
ATB jsou pravoúhlé. [Ukažte pomocí Pythagorovy věty, že |CA| = |CT | = |CB| =

√
rs,

viz úlohu 50–C–II–2.]

3. Určete počet všech trojic navzájem různých trojmístných přirozených čísel, jejichž
součet je dělitelný každým ze tří sčítaných čísel.

Řešení. Nechť x, y, z je taková trojice navzájem různých přirozených čísel, pro
kterou platí: Každé z nich dělí jejich součet x+ y+ z, takže x dělí y+ z, y dělí x+ z a z
dělí x+ y. Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat x < y < z. Je tedy x+ y = kz
pro vhodné přirozené k. Protože je zároveň x+y < 2z, je nutně k = 1, x+y = z. Dále y
dělí x+z = 2x+y < 3y, takže 2x+y = 2y, y = 2x. Tři přirozená čísla daných vlastností
mají tedy tvar x, y = 2x, z = 3x, kde x je přirozené. Protože mají být trojmístná, musí
být x ! 100, 3x " 999, takže 100 " x " 333. Hledaný počet trojic je 333− 99 = 234.

Návodné úlohy:
1. Najděte všechny dvojice přirozených čísel k, l, pro které platí kl− k− 2l = 8. [Rovnost
napíšeme ve tvaru l(k− 2) = k+8, k− 2 tedy dělí k+8 = (k− 2)+10, takže k− 2 dělí
číslo 10, takže k = 3, l = 11, nebo k = 4, l = 6, nebo k = 7, l = 3, nebo k = 12, l = 2.]

2. Najděte všechny trojice přirozených čísel x, y, z, které splňují soustavu rovnic y+z = 5x,
z + x = 2y, x+ y = z. [Výsledek: y = 2x, z = 3x.]
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4. Je dáno přirozené číslo n (n ! 2) a reálná čísla x1, x2, . . . , xn, pro která platí

x1x2 = x2x3 = . . . = xn−1xn = xnx1 = 1.

Dokažte, že
x21 + x22 + . . .+ x2n ! n.

Řešení. Čísla x1, x2, . . . , xn jsou podle podmínek úlohy nenulová a všechna s lichý,
mi indexy jsou si rovna, rovnají se nenulovému číslu a; všechna čísla se sudými indexy
jsou si také rovna, rovnají se 1/a, převrácené hodnotě a. Je-li n liché, plyne z rovnice
x1x2 = xnx1 rovnost xn = x2, takže všechna xi jsou stejná, rovnají se 1 nebo −1, neboť
to jsou jediné hodnoty a, pro něž a = 1/a, takže součet jejich druhých mocnin je n. Je-li
n sudé, rovná se součet druhých mocnin všech hodnot xi součtu n/2 hodnot a2 a n/2
hodnot 1/a2. Avšak a2 + 1/a2 ! 2 pro každé nenulové číslo a, což plyne z nerovnosti
(a2 − 1)2 ! 0. Proto je součet druhých mocnin všech čísel xi větší nebo roven n.

Návodné úlohy:
1. Jestliže pro kladná čísla a, b platí ab = 1, pak je a+b ! 2. Dokažte. [Vyjdeme ze vztahu
(
√

a −
√

b)2 ! 0.]
2. Jestliže pro reálná čísla x, y, z platí 3(x2 + y2 + z2) = (x + y + z)2, je x = y = z.
Dokažte. [Danou rovnost upravte na tvar (x − y)2 + (y − z)2 + (z − x)2 = 0.]

3. Najděte všechny trojice kladných čísel a, b, c, pro které platí a+2b+3c+1/a+2/b+
+ 3/c = 12. [Ukažte, že součet kladného čísla a jeho převrácené hodnoty je větší nebo
roven 2, vyhovuje pouze trojice a = b = c = 1, viz 33–C–I–1.]

4. Určete všechny uspořádané čtveřice reálných čísel a, b, c, d, pro které platí a2 + c2 =
= b2 + d2 = ab + cd. [Z daných vztahů plyne a2 + c2 + b2 + d2 = 2ab + 2cd, tedy
(a − b)2 + (c − d)2 = 0, odkud b = a, d = c. Řešením jsou všechny čtveřice tvaru
(a, a, b, b).]

5. V ostroúhlém trojúhelníku ABC označme D patu výšky z vrcholu C a P , Q odpo-
vídající paty kolmic vedených bodem D na strany AC a BC. Obsahy trojúhelníků
ADP , DCP , DBQ, CDQ označme postupně S1, S2, S3, S4. Vypočtěte S1 : S3,
jestliže S1 : S2 = 2 : 3, S3 : S4 = 3 : 8.

A B

C

D

P

Q

x y

v

z2r

3r

3s

8s

S1

S2

S3

S4

Obr. 3

Řešení. Označme x = |AD|, y = |BD|, v =
= |CD| (obr. 3). Z podobnosti trojúhelníků ADP
a DCP plyne x2 : v2 = S1 : S2 = 2 : 3. Podobně
z podobnosti trojúhelníků DBQ, CDQ plyne y2 :
: v2 = S3 : S4 = 3 : 8. Odtud x2 : y2 = (2 ·
· 8) : (3 · 3) = 16 : 9, x : y = 4 : 3. Trojúhelníky
ADC, DBC mají společnou výšku, proto (S1 +
+ S2) : (S3 + S4) = x : y = 4 : 3. Za S2 sem
dosadíme 32S1, za S4 dosadíme 83S3 a po úpravě
dostaneme S1 : S3 = 88 : 45.

Jiné řešení. Z poměru obsahů trojúhelní,
ku ADP a trojúhelníku CDP se společnou výš,
kou DP plyne, že je |AP | : |CP | = 2 : 3, takže můžeme psát |AP | = 2r, |CP | = 3r,
podobně |BQ| = 3s, |CQ| = 8s. Označme x = |AD|, y = |BD|, v = |CD| a z = |PD|
(obr. 3). Z pravoúhlých trojúhelníků ADP , ADC, PDC plyne x2 = 4r2+z2, z2+9r2 =
= v2 = 25r2 − x2. Odtud z2 = 16r2 − x2 = 16r2 − (4r2 + z2), neboli 2z2 = 12r2,
z = r

√
6, x = r

√
10, v = r

√
15, S1 = r2

√
6. Analogicky bychom dostali z trojúhel,

níků BDQ, BDC, QDC, že v = 2s
√
22, y = s

√
33, S3 = 3s2

√
6, tedy užitím vztahu

v2 = 15r2 = 88s2 dostaneme výsledek S1 : S3 = 88 : 45.
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Návodné úlohy:
1. Lichoběžník ABCD se základnami AB, CD délek 12 cm a 6 cm je svými úhlopříčkami
rozdělen na 4 trojúhelníky. Určete jejich obsahy, jestliže se obsah lichoběžníku rovná
45 cm2. [Obsahy jsou 5, 10, 10 a 20 cm2.]

2. Konvexní čtyřúhelník je úhlopříčkami rozdělen na čtyři trojúhelníky, tři z nich mají
obsahy 2 cm2, 3 cm2 a 4 cm2. Určete obsah čtvrtého. [Výsledek je 6 cm2, 83 cm

2 nebo
3
2 cm

2. Označíme-li S1, S2, S3, S4 obsahy trojúhelníků v pořadí, v jakém spolu sousedí,
platí S1 · S3 = S2 · S4.]

6. Rozhodněte, které z čísel
√

p+
√

q +
√

q +
√

p,
√

p+
√

p+
√

q +
√

q

je větší, jsou-li p a q různá kladná čísla.

Řešení. Daná čísla, která označíme po řadě A a B, nebudeme porovnávat přímo.
Místo toho porovnáme jejich druhé mocniny a využijeme poznatku, že pro libovolná
kladná čísla u, v platí u > v, právě když platí u2 > v2. Pro daná čísla máme

A2 = p+
√

q + 2
√
(p+

√
q) (q +

√
p) + q +

√
p,

B2 = p+
√

p+ 2
√
(p+

√
p) (q +

√
q) + q +

√
q

a vidíme, že mimo „dlouhých- odmocnin jsou na pravých stranách obou vyjádření čty,
ři stejní sčítanci (v odlišných pořadích). Proto nerovnost A2 > B2 platí, právě když
je „dlouhá odmocnina- v prvním řádku větší než ve druhém řádku, neboli když pro
odmocňované součiny platí nerovnost

(p+
√

q) (q +
√

p) > (p+
√

p) (q +
√

q) .

Roznásobením a dalšími algebraickými úpravami dostaneme postupně ekvivalentní ne,
rovnosti

pq +
√

pq + p
√

p+ q
√

q > pq +
√

pq + p
√

q + q
√

p,

(p − q)
√

p − (p − q)
√

q > 0,

(p − q)(
√

p −√
q) > 0.

Vysvětlíme, proč poslední nerovnost (a tedy i výchozí nerovnost A > B) v případě p ̸= q
vždy platí. Je-li totiž p > q, je i

√
p >

√
q, takže oba činitelé součinu (p − q)(

√
p −√

q)
jsou kladní; je-li p < q, jsou oba činitelé naopak záporní, v obou případech je proto daný
součin kladný.

Odpověď : Větší je první z daných dvou čísel.

Návodné úlohy:
1. Které z čísel

√
3 +

√
2,
√
6−

√
2 je větší? [Větší je druhé číslo. Odpovídající nerovnost

po umocnění upravte na 2
√
2 < 3.]

2. Najděte všechny dvojice kladných čísel a, b, pro které platí
√

a2 + b+
√

b2 + a =
√

a2 + b2 +
√

a+ b.

[Po umocnění upravte. Výsledkem jsou všechny dvojice a, b, v nichž je a = 1 nebo
b = 1, tedy i dvojice a = b = 1.]
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55. ročník matematické olympiády

Úlohy krajského kola kategorie C

1. Základna AB lichoběžníku ABCD je třikrát delší než základna CD. Označme M
střed strany AB a P průsečík úsečky DM s úhlopříčkou AC. Vypočítejte poměr
obsahů trojúhelníku CDP a čtyřúhelníku MBCP .

2. Splňují-li reálná čísla a, b, c, d rovnosti

a2 + b2 = b2 + c2 = c2 + d2 = 1,

platí nerovnost
ab+ ac+ ad+ bc+ bd+ cd ! 3.

Dokažte a zjistěte, kdy přitom nastane rovnost.
3. Kružnice k, l s vnějším dotykem leží obě v obdélníku ABCD, jehož obsah je 72 cm2.
Kružnice k se přitom dotýká stran CD, DA a AB, zatímco kružnice l se dotýká stran
AB a BC. Určete poloměry kružnic k a l, jestliže poloměr kružnice k je v centimetrech
vyjádřen celým číslem.

4. Najděte všechny dvojice prvočísel p a q, pro které platí

p+ q2 = q + 145p2.

Krajské kolo kategorie C se koná

v úterý 21. března 2006

tak, aby začalo dopoledne a aby soutěžící měli na řešení úloh
4 hodiny čistého času. Za každou úlohu může soutěžící získat
6 bodů, úspěšným řešitelem je ten žák, který získá 10 bodů
nebo více. Povolené pomůcky jsou psací a rýsovací potřeby,
školní MF tabulky a kalkulátory bez grafického displeje. Tyto
údaje se žákům sdělí před zahájením soutěže.



55. ročník matematické olympiády Řešení úloh krajského kola kategorie C

1. Výpočet založíme na dvou známých pravidlech: (1) Jsou-li dva trojúhelníky po)
dobné s koeficientem podobnosti k, je poměr jejich obsahů roven k2. (2) Leží-li nějaké tři
body X , Y , Z v jedné přímce a bod V mimo ni, je poměr obsahů trojúhelníků XY V
a Y ZV roven poměru |XY | : |Y Z|.
Ze shodnosti střídavých úhlů mezi rovnoběžkami AB a CD plyne, že trojúhelníky

AMP a CDP jsou podle věty uu podobné, a to s koeficientem |AM | : |CD| = 3
2 . Ozna)

číme-li S obsah trojúhelníku CDP , je obsah trojúhelníku AMP roven
(
3
2

)2
S = 9

4S a z rov)
ností |AP | : |CP | = |MP | : |DP | = 3

2 plyne, že obsah každého z trojúhelníků APD aMPC
je roven 32 obsahu trojúhelníku CDP , tedy 32S. Obsahy trojúhelníků AMC a BMC jsou
stejné, a rovnají se tedy 94S +

3
2S =

15
4 S (obr. 1). Odtud plyne, že obsah čtyřúhelníku

MBCP je 32S +
15
4 S = 21

4 S, hledaný poměr je proto 4 : 21.

S

3
2S

9
4S

15
4 S

A B

CD

M

P

Obr. 1

Za úplné řešení udělte 6 bodů, z toho 3 body za určení poměru obsahů trojúhelníků AMP a CDP .
Výpočty obsahů se mohou samozřejmě lišit podle volby základního obsahu, pomocí něhož vyjadřujeme
obsahy ostatních trojúhelníků v obrázku. (Pravidla, uvedená v úvodu našeho řešení, budou řešitelé pro
konkrétní dvojice trojúhelníků odvozovat vyjadřováním jejich obsahů pomocí základen a výšek.)

2. Z předpokladů plyne c2 = a2, d2 = b2, tedy |c| = |a|, |d| = |b|.
Je-li c = a a současně d = b, dostaneme postupně pro levou stranu L dokazované

nerovnosti
L = ab+ ac+ ad+ bc+ bd+ cd =

= ab+ a2 + ab+ ab+ b2 + ab = 1 + 4ab !
! 1 + 2(a2 + b2) = 3,

neboť pro libovolná dvě čísla a, b je 2ab ! a2+b2, což plyne ze zřejmé nerovnosti (a−b)2 " 0.
Rovnost pak nastane pouze pro dvě čtveřice a = b = c = d = ± 12

√
2, neboť z podmínky

a = b a rovnosti a2 + b2 = 1 plyne a2 = 1
2 , tj. a = ±12

√
2.

Je-li c = −a, d = b, je L = −a2 + b2 ! a2 + b2 = 1 < 3. Podobně v případě c = a,
d = −b vyjde L = a2 − b2 ! 1, v případě c = −a, d = −b dokonce L = −a2 − b2 ! 0.

Jiné řešení. Hodnota součtu

S = (a − b)2 + (a − c)2 + (a − d)2 + (b − c)2 + (b − d)2 + (c − d)2



je zřejmě nezáporná. Pro dvojnásobek levé strany L dokazované nerovnosti proto platí

2L = 3(a2 + b2 + c2 + d2)− S ! 3(a2 + b2 + c2 + d2) = 6,

odkud L ! 3. Rovnost L = 3 pak nastane, právě když S = 0, tedy právě když čísla a, b,
c, d mají tutéž hodnotu, která se ovšem musí rovnat ± 12

√
2 (viz původní řešení).

Za úplné řešení udělte 6 bodů, 4 body za správné řešení základního případu c = a, d = b (z toho 2 body
za vyšetření rovnosti). Zbývající 2 body za vyšetření zbývajících případů c = −a nebo d = −b.

3. Označme r, s poloměry kružnic k, l (v centimetrech) a K, L jejich body dotyku
se stranou AB (obr. 2). Je pak |AK| = r, |LB| = s, a jak snadno spočteme z Pythagorovy
věty (viz též 3. úlohu školního kola kategorie C)

|KL| =
√
(r + s)2 − (r − s)2 = 2

√
rs.

A B

CD

K L

r r
s sr − s

r
k

l

Obr. 2

Pro délky stran obdélníku ABCD platí |AD| = 2r, |AB| = r+2
√

rs+s = (
√

r+
√

s)2.
Podle předpokladu má být

2r
(√

r +
√

s
)2
= 72,

neboli po zkrácení dvěma a odmocnění

r +
√

rs = 6.

Odtud plyne, že r < 6, a pro velikost poloměru s dostáváme vyjádření

rs = (6− r)2,

s =
(6− r)2

r
. (1)

Z podmínek úlohy dále plyne, že s nemůže být větší než r, protože jinak by kružnice l
neležela v daném obdélníku, a protože i kružnice k musí ležet v daném obdélníku, musí být
|AB| " |AD| = 2r. Z nerovnosti s ! r podle (1) dostaneme podmínku 36− 12r+ r2 ! r2,
tj. r " 3. Z nerovnosti |AB| " 2r pak plyne 72 = |AB| · |AD| " 4r2, neboli r2 ! 18, což
pro celočíselné r znamená, že r ! 4. Pro poloměr r nám tak vycházejí jen dvě možnosti,
r ∈ {3, 4}, odpovídající hodnoty poloměru s vypočteme ze vztahu (1).
Úloha má právě dvě řešení: r = s = 3 cm a r = 4cm, s = 1cm.

Za úplné řešení udělte 6 bodů bez ohledu na to, zda řešitel vymezil jediné dvě možnosti výpočtem, nebo
z pěti možností vyloučil postupně ty, které nevyhovují daným podmínkám. Za každé nesprávné řešení
(třeba když žák uvede jako možný výsledek r = 5, s = 1

5 ) strhněte bod.



55. ročník matematické olympiády

1. Hokejového turnaje se zúčastnila čtyři družstva, přičemž každé sehrálo s každým právě
jedno utkání. Počet branek vstřelených v každém utkání dělí celkový počet branek
vstřelených v turnaji, přitom v žádných dvou utkáních jich nepadl stejný počet. Kolik
nejméně mohlo v turnaji padnout branek?

2. Vrchol C čtverců ABCD a CJKL je vnitřním bodem úsečky AK i úsečkyDJ , body E,
F , G a H jsou po řadě středy úseček BC, BK, DK a DC. Určete obsah čtyřúhelníku
EFGH pomocí obsahů S a T čtverců ABCD a CJKL.

3. Kružnice k, l,m se dotýkají společné tečny ve třech různých bodech a jejich středy leží
v přímce. Kružnice k a l stejně jako kružnice l a m mají vnější dotyk. Určete poloměr
kružnice l, jestliže poloměry kružnic k a m jsou 3 cm a 12 cm.

Klauzurní část školního kola kategorie C se koná

ve čtvrtek 26. ledna 2006

tak, aby začala dopoledne a aby soutěžící měli na řešení úloh
4 hodiny čistého času. Za každou úlohu může soutěžící získat
6 bodů, úspěšným řešitelem je ten žák, který získá 10 bodů
nebo více. Povolené pomůcky jsou psací a rýsovací potřeby,
školní MF tabulky a kalkulátory bez grafického displeje. Tyto
údaje se žákům sdělí před zahájením soutěže.



55. ročník matematické olympiády Řešení klauzurní části školního kola kategorie C

1. Jestliže každé družstvo sehraje s každým jedno utkání, sehraje každé družstvo
v turnaji celkem tři utkání a počet všech utkání bude 12 · 4 · 3 = 6. Máme tedy najít
šest různých přirozených čísel (nula nedělí žádné číslo) s nejmenším možným součtem
tak, aby byl tento součet dělitelný každým z šesti sčítanců. Nejmenší součet šesti různých
přirozených čísel je 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 = 21, ten však není dělitelný např. dvěma nebo
šesti. Další možností je nahradit číslo 6 číslem 7, součet bude 22. Ten však není dělitelný
např. třemi. Součet 23 nemůže vyhovovat, protože číslo 23 je prvočíslo, je dělitelné pouze
dvěma přirozenými čísly. Konečně číslo 24 je součtem čísel 1, 2, 3, 4, 6 a 8, přitom je číslo 24
dělitelné každým z čísel 1, 2, 3, 4, 6, 8. V turnaji proto mohlo padnout 24 branek, ne však
méně.

Za určení počtu 6 utkání a odhad, že 1+ 2+ 3+ 4+ 5+ 6 je nejvýše rovno počtu branek, udělte 1 bod, za
vyloučení součtů 21, 22 a 23 udělte 2 body, za určení vyhovující šestice 1, 2, 3, 4, 6, 8 se součtem 24 další
tři body, tedy 6 bodů za úplné řešení.

2. Označme a =
√

S, b =
√

T strany čtverců ABCD, CJKL. Úsečka EH je střední
příčkou trojúhelníku BCD (obr. 1), úsečka FG je střední příčkou v trojúhelníku BKD,

A B

C
D

J

KL

E

F

G

H

a

b

Obr. 1

proto je 2|EH| = 2|FG| = |BD| a úsečky EH, FG jsou rovnoběžné s BD. Podobně je
úsečka HG střední příčkou v trojúhelníku DCK a úsečka EF je střední příčkou v trojúhel(
níku BCK. Proto je 2|HG| = 2|EF | = |CK| a úsečky HG, EF jsou rovnoběžné s CK,
a tedy kolmé na JL a BD. Rovnoběžník EFGH je tudíž obdélník s obsahem

|EF | · |FG| = a
1
2

√
2 · b 1
2

√
2 =
1
2
ab =

1
2

√
ST .

Za úplné řešení udělte 6 bodů. Za objev, že čtyřúhelník EFGH je obdélník, udělte 3 body, další 3 body
za určení jeho obsahu.



3. Vzájemná poloha kružnic a jejich společné tečny musejí vypadat jako na obr. 2,
kde jsme písmeny K, L, M označili body dotyku kružnic k, l, m na společné tečně, U ,

K L M

U

V

W

k

l

m

Obr. 2

V , W jejich středy a r poloměr kružnice l (v centimetrech). Z pravoúhlých lichoběžníků
KLV U , LMWV , KMWU plyne podle Pythagorovy věty

|KL|2 = (r + 3)2 − (r − 3)2 = 12r,
|LM |2 = (12 + r)2 − (12− r)2 = 48r

a

|KM |2 = (3 + 2r + 12)2 − (12− 3)2 = 4r2 + 60r + 144.

Jelikož |KL|+ |LM | = |KM |, dostaneme z prvních dvou vztahů

|KM |2 = (|KL|+ |LM |)2 = |KL|2 + 2|KL||LM |+ |LM |2 = 60r + 2
√
12 · 48 r,

což spolu s třetím vztahem dává po úpravě pro r rovnici

4r2 − 48r + 144 = 0.

Protože 4r2−48r+144 = 4(r2−12r+36) = 4(r−6)2, má tato rovnice jediné řešení r = 6
a poloměr kružnice l je tedy 6 cm.

Za úplné řešení udělte 6 bodů. Za vyjádření délek úseček KL, LM , KM pomocí r udělte 3 body, další
3 body za správný výpočet poloměru r.



2. Najděte všechny trojúhelníky, které lze rozřezat na lichoběžníky se stranami délek
1 cm, 1 cm, 1 cm a 2 cm.

Řešení. Lichoběžníky se stranami délek 1 cm, 1 cm, 1 cm a 2 cm jsou všechny na$
vzájem shodné a skládají se ze tří rovnostranných trojúhelníků (obr. 1a). (Základny
každého lichoběžníku mají dvě různé délky, v našem případě to musí být 2 cm a 1 cm.)
Budeme je nazývat základní lichoběžníky. Rovnostranný trojúhelník s délkou strany 1 cm
nazveme základní trojúhelník.

1 1
1 1

1

11

Obr. 1a

a

a

Obr. 1b

1

1

3 3 3

3

3

3

3

3

3

Obr. 2

Vidíme, že každý z hledaných trojúhelníků lze rozřezat na konečný počet základních
trojúhelníků. Proto jsou velikosti jeho vnitřních úhlů násobky šedesáti stupňů. Vnitřní
úhly každého trojúhelníku jsou tři a součet jejich velikostí je 180◦, má tedy smysl hledat
jen trojúhelníky rovnostranné. Z podmínky rozřezání na konečný počet základních troj$
úhelníků dále plyne, že délka strany hledaného trojúhelníku vyjádřená v centimetrech
je přirozené číslo. Označíme-li ji a, lze náš trojúhelník rozřezat právě na a2 základních
trojúhelníků. To lze odvodit například vydělením jeho obsahu Sa = 1

4a
2
√
3 a obsahu

S1 = 1
4

√
3 základního trojúhelníku. Obecněji platí: dva trojúhelníky, které jsou podobné

s koeficientem k, mají obsahy v poměru k2.
Jiné odvození počtu základních trojúhelníků v rovnostranném trojúhelníku se stra$

nou a cm plyne z doplnění trojúhelníku na kosočtverec podle obr. 1b, kde bylo zvoleno
a = 3. Kosočtverec je složen ze dvou rovnostranných trojúhelníků se stranou délky a cm.
Lze jej tedy rozřezat na a2 kosočtverců (jeden je zobrazen v pravé dolní části obrázku),
z nichž každý je složen ze dvou základních trojúhelníků a kterým rovněž budeme říkat
základní. Odtud plyne, že rovnostranný trojúhelník obsahuje stejný počet základních
trojúhelníků, jako jemu příslušný kosočtverec obsahuje základních kosočtverců.
Zjistili jsme, že každý z hledaných trojúhelníků je rovnostranný se stranou délky

a cm (a ∈ ) a že je složen z a2 základních trojúhelníků. Protože každý základní li$
choběžník obsahuje právě tři základní trojúhelníky, musí být číslo a2, a tedy i číslo a
dělitelné třemi. Z obr. 2 pak plyne, že každý rovnostranný trojúhelník se stranou délky
3n cm, kde n = 1, 2, . . ., lze rozřezat na základní lichoběžníky.
Závěr : Podmínkám úlohy vyhovují jen rovnostranné trojúhelníky s délkou strany

a = 3n cm, kde n je přirozené číslo.

Úlohy k procvičení:
1. Daný rovnostranný trojúhelník rozdělte na: a) 18, b) 19, c) 20 rovnostranných, ne nutně
shodných trojúhelníků. [41–Z7–II–1]

2. Rozdělte čtverec se stranou délky 12 cm na tři obdélníky s co nejmenšími stejnými
obvody. [49–Z6–I–2]

2



3. Určete všechny čtverce, které se dají beze zbytku rozřezat na T-tetramina (obrazce
složené ze čtyř jednotkových čtverců). [41–Z8–I–6]

3. Najděte všechna přirozená čísla, jejichž zápis neobsahuje nulu a má následující
vlastnost: vynecháme-li v něm libovolnou číslici, dostaneme číslo, které je dělitelem
původního čísla.

Řešení. Hledané číslo n obsahuje aspoň dvě cifry. Zapišme je ve tvaru n = 10a+
+ b, kde a je číslo, jež vznikne škrtnutím poslední číslice b čísla n. Podle zadání platí
a | 10a+ b. Odtud a | b. Uvážíme-li navíc, že b ̸= 0, musí být a jednociferné číslo, takže
n je dvojciferné s nenulovými číslicemi a, b, přičemž b = ka, k ∈ .
Škrtneme-li číslici a v čísle n, zůstane číslo b, které musí dělit původní číslo n =

= 10a + b, z čehož postupně dostáváme b | 10a, ka | 10a, k | 10 a odtud k ∈ {1, 2, 5}.
Dosazením do b = ka dostaneme tři možné případy b = a, b = 2a a b = 5a a v každém
z nich snadno určíme vyhovující dvojice číslic a, b. Tak zjistíme, jak musejí hledaná čísla
n = 10a+ b vypadat.
Závěr: Řešením úlohy jsou čísla: 11, 12, 15, 22, 24, 33, 36, 44, 48, 55, 66, 77, 88 a 99.

Zkouškou se přesvědčíme, že všechna vyhovují podmínkám úlohy.

Úlohy k procvičení:
1. Najděte všechna celá čísla od 1 do 1 000 000, které se škrtnutím první číslice 73krát
zmenší. [Vyhovují čísla 9 125, 91 250, 912 500; 45–Z7–I–3]

2. Před dané trojciferné číslo napíšeme jeho osminásobek. Vznikne šesticiferné nebo os-
miciferné číslo. (Například pro číslo 103 vznikne číslo 824 103.) Ukažte, že vzniklé číslo
je ve všech případech dělitelné aspoň třemi různými prvočísly. [41–Z8–III–3]

4. Je dán lichoběžník ABCD se základnami AB a CD. Označme E střed strany AB,
F střed úsečky DE a G průsečík úseček BD a CE. Vyjádřete obsah lichoběžníku
ABCD pomocí jeho výšky v a délky d úsečky FG za předpokladu, že body A, F , C
leží v přímce.

A B

CD

E

F Gd

Obr. 3

Řešení. Podle zadání jsou úhly EFD a AFC přímé, takže platí (obr. 3)

| CDF | = | AEF | (úhly střídavé),
| CFD| = | AFE| (úhly vrcholové).

Navíc bod F půlí úsečku DE, proto |DF | = |EF | a trojúhelníky CDF a AEF jsou
shodné podle věty usu. Odtud plyne |CD| = |AE|, což spolu s rovností |AE| = |EB|

3



6. Je dán ostroúhlý trojúhelník ABC, v němž D je pata výšky z vrcholu C a V průsečík
výšek. Dokažte, že |AD| · |BD| = |AB| · |V D|, právě když |CD| = |AB|.

Řešení. Při označení podle obr. 4 platí:

| ADV | = | CDB| = 90◦,
| VAD| = | BAE| = 90◦ − β = | BCD|.

A B

C

D

E
V

β

Obr. 4

Jsou tedy trojúhelníky ADV a CDB podobné podle věty uu. Z této podobnosti
plyne

|AD|
|CD| =

|V D|
|BD|

a odtud |AD|·|BD| = |CD|·|V D|. Zdůrazněme, že tato rovnost platí pro každý ostroúhlý
trojúhelník ABC. Vztah |AD| · |BD| = |AB| · |V D| ze zadání úlohy tedy platí, právě
když |CD| = |AB|.

Úlohy k procvičení:
1. Úhlopříčky konvexního čtyřúhelníku ABCD se protínají v bodě F . Dokažte, že strany

BC a AD jsou rovnoběžné, právě když |AE| · |BE| = |CE| · |DE|.
2. Nechť V je průsečík výšek trojúhelníku ABC a A′, B′, C′ paty jeho výšek z vrcholů

A, B, C. Dokažte, že platí: |AV | · |A′V | = |BV | · |B′V | = |CV | · |C′V |.
3. Nechť AC je delší úhlopříčka rovnoběžníku ABCD a body E a F jsou paty kolmic
z vrcholu C na přímky AB a AD. Dokažte, že platí |AB| · |AE|+ |AD| · |AF | = |AC|2.
[Návod: Označte G patu kolmice z bodu B na úsečku AC a dokažte nejprve podobnost
trojúhelníků ABG, ACE a podobnost trojúhelníků CBG, ACF .]
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56. ročník matematické olympiády

Úlohy krajského kola kategorie C

1. V rovině jsou dány dva různé body L, M a kružnice k. Sestrojte trojúhelník ABC co
největšího obsahu tak, aby jeho vrchol C ležel na kružnici k, bod L byl středem strany
AC a bod M středem strany BC.

2. Nechť p, q, r jsou přirozená čísla, pro něž platí p+ r
√

p+ q + q = 2 007.
a) Určete, jakých hodnot může nabývat součet p+ q + r.
b) Určete počet všech trojic (p, q, r) přirozených čísel, které vyhovují dané rovnici.

3. Rovnoramennému lichoběžníku ABCD se základnami AB, CD lze vepsat kružnici se
středem O. Určete obsah S lichoběžníku, jsou-li dány délky úseček OB a OC.

4. Určete největší dvojmístné číslo k s následující vlastností: existuje přirozené číslo N ,
z něhož po škrtnutí první číslice zleva dostaneme číslo k-krát menší. (Po vyškrtnutí
číslice může zápis čísla začínat jednou či několika nulami.) K určenému číslu k pak
najděte nejmenší vyhovující číslo N .

Krajské kolo kategorie C se koná

v úterý 27. března 2007

tak, aby začalo dopoledne a aby soutěžící měli na řešení úloh
4 hodiny čistého času. Za každou úlohu může soutěžící získat
6 bodů, úspěšným řešitelem je ten žák, který získá 10 bodů
nebo více. Povolené pomůcky jsou psací a rýsovací potřeby,
školní MF tabulky a kalkulátory bez grafického displeje. Tyto
údaje se žákům sdělí před zahájením soutěže.



56. ročník matematické olympiády
Řešení úloh krajského kola kategorie C

1. Při rozboru uvažme libovolný trojúhelník ABC s vrcholem C na kružnici k, jehož
strany AC, BC mají středy po řadě v bodech L,M (obr. 1). Protože LM je střední příčkou
takového trojúhelníku, je jeho obsah roven čtyřnásobku obsahu trojúhelníku LMC. Tento
trojúhelník má pevnou stranu LM , takže jeho obsah je největší, právě když je největší jeho
výška z vrcholu C, tedy vzdálenost d bodu C od přímky p určené body L, M .
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Obr. 1

Dodejme, že místo srovnání obsahů trojúhelníků ABC a LMC dojdeme ke stejné
podmínce také takto: trojúhelník ABC má stranu AB pevné délky c = 2|LM | a výšku
vc = 2d. Proto je jeho obsah 12cvc roven 2|LM | · d, takže je největší možný, když je taková
vzdálenost d.
Pro který bod C ∈ k je vzdálenost d největší? Veďme bodem C přímku t rovnoběžnou

s přímkou p. Je-li vzdálenost d největší možná, musí celá kružnice k ležet ve stejné polo*
rovině s hraniční přímkou t jako přímka p (volbou bodu C ∈ k uvnitř opačné poloroviny
bychom vzdálenost d zvětšili). Přímka t je proto nutně tečnou kružnice k (rovnoběžnou
s danou přímkou p) a bod C je jejím dotykovým bodem.
Odtud již plyne konstrukce: bod C určíme jako ten ze dvou průsečíků kružnice k

s kolmicí na přímku p vedenou středem S kružnice k, kterýmá od přímky p větší vzdálenost
(mají-li ji oba průsečíky stejnou, vybereme kterýkoliv z nich). Body A, B pak sestrojíme
jako obrazy bodu C v souměrnosti podle středu L, resp. M .
Diskuse: Tečny kružnice k rovnoběžné s přímkou LM mají od této přímky dvě různé

vzdálenosti, právě když střed S kružnice k na přímce LM neleží ; tehdy má úloha jediné
řešení. V opačném případě, kdy střed S na přímce LM leží, má úloha dvě řešení.

Za úplné řešení udělte 6 bodů, z toho 3 body za nalezení podmínky maximální vzdálenosti C od LM ,
2 body za postup konstrukce a 1 bod za správně určení obou možných počtů řešení. Intuitivně jasné určení
nejvzdálenějšího bodu kružnice k od přímky LM není nutné zdůvodňovat (třetí odstavec řešení).

2. a) Splňují-li přirozená čísla p, q, r danou rovnici, dostaneme z ní vyjádření

√
p+ q =

2 007− p − q

r
,



takže číslo
√

p+ q je racionální, a tedy celé (odmocnina z přirozeného čísla je totiž buď
číslo celé, nebo číslo iracionální). Proto z rovností

2 007 = p+ r
√

p+ q + q = (p+ q) + r
√

p+ q =
√

p+ q
(√

p+ q + r
)

dostáváme rozklad čísla 2 007 na dva celočíselné činitele
√

p+ q a
√

p+ q + r, pro které
zřejmě platí

1 <
√

p+ q <
√

p+ q + r.

Z rozkladu na prvočinitele 2 007 = 32 · 223 tudíž vidíme, že jsou možné pouze dva případy,
které přehledně zapíšeme do tabulky:

√
p+ q

√
p+ q + r

3 669
9 223

⇐⇒
p+ q r
9 666
81 214

=⇒
p+ q + r
675
295

Možné hodnoty součtu p+ q + r tedy jsou pouze dvě čísla: 675 a 295. (Konkrétní trojice
(p, q, r), které to prokazují, nebudeme uvádět, protože rovnou určíme v části b) jejich
počet.)
b) Rovnost p+q+r = 675 nastane, právě když bude trojice (p, q, r) splňovat podmínky

p+q = 9 a r = 666; takových trojic je právě tolik co dvojic (p, q), pro něž p+q = 9, tedy 8.
Rovnost p+ q+ r = 295 nastane, právě když bude trojice (p, q, r) splňovat podmínky

p + q = 81 a r = 214; takových trojic je právě tolik co dvojic (p, q), pro něž p + q = 81,
tedy 80.

Za úplné řešení udělte 6 bodů, z toho 5 bodů za část a) a 1 bod za část b). Za část a) řešení udělte pouze
3 body, chybí-li v jinak úplném postupu zdůvodnění, proč je hodnota

√
p+ q celé číslo.

3. Označme postupně K, L,M ,N body dotyku vepsané kružnice po řadě se stranami
AB, BC, CD,DA (obr. 2). Protože ABCD je rovnoramenný lichoběžník, jeho vnitřní úhly
u vrcholů A, B, C, D mají po řadě velikosti α, α, 180◦ − α a 180◦ − α. Úsečky OA, OB,

O

A B

CD
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N

r

r

r

r

Obr. 2

OC, OD ležící na osách těchto úhlů proto spolu se čtyřmi navzájem shodnými úsečkami
OK, OL, OM , ON rozdělují celý lichoběžník na osm pravoúhlých trojúhelníků, které se
shodují v jedné odvěsně a mají ostré vnitřní úhly 12α a 90

◦ − 1
2α. Těchto osm trojúhelníků

lze tudíž rozdělit do dvou čtveřic shodných trojúhelníků: jednu z nich tvoří trojúhelníky



OAK, OAN , OBK, OBL a druhou trojúhelníky OCL, OCM , ODM a ODN . Odtud
plyne, že obsah S lichoběžníku ABCD je roven čtyřnásobku součtu obsahů trojúhelníků
OBL a OCL, tedy čtyřnásobku obsahu trojúhelníku OBC. Podle vnitřních úhlů u vrcholů
B a C vidíme, že trojúhelník OBC je pravoúhlý s odvěsnami OB a OC, takže má obsah
1
2 |OB| · |OC| a hledaný celkový obsah S je tudíž S = 2|OB| · |OC|.
Poznámka. Malá obměna části předchozího postupu: je-li O střed kružnice vepsané

tečnovému čtyřúhelníku ABCD, je snadné ukázat, že jeho obsah je roven dvojnásobku
součtu obsahů trojúhelníků OAB a OCD stejně jako trojúhelníků OBC a ODA. Poslední
dva trojúhelníky jsou u našeho rovnoramenného lichoběžníku ABCD shodné.

Jiné řešení. Pro výšku v a strany a, b, c, d lichoběžníku ABCD s vepsanou kružnicí
k(O, r) platí rovnosti v = 2r a a+c = b+d. Z první z nich plyne, že střed O leží na střední
příčce lichoběžníku, jejíž délka 12 (a+ c) je podle druhé rovnosti rovna 12(b+ d). V našem
případě ovšem platí b = d, takže střední příčka je shodná s oběma rameny a bod O je jejím
středem, neboť rovnoramenný lichoběžník je osově souměrný. Dohromady dostáváme, že
bod O leží na kružnici sestrojené nad průměrem BC, a proto je OBC pravoúhlý trojúhelník
o obsahu 12 |OB|·|OC|. Jeho výška na přeponu BC je však poloměrem r vepsané kružnice k,
tudíž obsah trojúhelníkuOBC je rovněž roven 12b·r. Porovnáním obou vyjádření dostaneme
rovnost |OB| · |OC| = b · r. Pro hledaný obsah S našeho lichoběžníku proto platí

S =
a+ c

2
· v = b · 2r = 2 · |OB| · |OC|.

Za úplné řešení udělte 6 bodů, z toho při prvním postupu 3 body za zdůvodnění, že daný lichoběžník je
složen ze dvou čtveřic shodných trojúhelníků, nebo za rovnost typu SOAB + SOCD = SOBC + SODA. Za
hlubší poznatek S = 4 ·SOBC už udělte 4 body. 1 bodem oceňte zjištění, že OBC je pravoúhlý trojúhelník,
stejně jako postup, kdy řešitel pouze rozdělí daný lichoběžník na čtyři dvojice shodných trojúhelníků
a dalšího pokroku v úvahách o jejich obsahu nedosáhne.

4. Libovolné (m + 1)-místné přirozené číslo N s první číslicí c má vyjádření N =
= c · 10m + x, kde x je právě to číslo, které dostaneme z čísla N po škrtnutí první číslice c.
Podle zadání má platit N = c · 10m + x = kx neboli c · 10m = (k − 1)x. Číslo k − 1 tedy
musí být dělitelem čísla c · 10m, které má ovšem pouze jednociferné prvočinitele: prvočísla
2, 5 a prvočinitele z rozkladu číslice c. Budeme proto postupně testovat na prvočinitele
čísla k − 1 pro největší dvojmístná k:

◃ k = 99: k − 1 = 98 = 2 · 72 nevyhovuje, neboť 72 c · 10m.
◃ k = 98: k − 1 = 97 nevyhovuje, neboť 97 je dvojmístné prvočíslo.
◃ k = 97: k−1 = 96 = 25 ·3 vyhovuje, neboť například 25 ·3 | c ·10m pro c = 3 a m = 5;
abychom dostali menší N , můžeme ovšem zvolit menší m = 4 a c = 3 ·2 = 6 (jiné c pro
m = 4 nevyhovuje). Pro m ! 3 už vztah 25 · 3 | c · 10m neplatí pro žádnou nenulovou
číslici c.
Hledané největší dvojmístné k je tedy 97. Podle předchozí diskuse určíme nejmenší

vyhovující N , kterému odpovídá m = 4, c = 6 a x = 6 · 104 : 96 = 625, takže N = 6 · 104+
+ 625 = 60 625.
Odpověď : Hledané k je rovno 97 a nejmenší vyhovující N je 60 625.

Za úplné řešení udělte 6 bodů, z toho 3 body za obecné zjištění, že číslo k − 1 musí být dělitelem součinu
nenulové číslice a mocniny čísla 10. Za úplné je třeba považovat i řešení, kdy jsou vyloučeny hodnoty k = 99,
k = 98 oddělenými postupy a pro hodnotu k = 97 je určeno (nikoliv uhodnuto) nejmenší vyhovující N . Při
jinak úplném řešení, kdy je pro k = 97 uvedeno sice vyhovující, nikoliv však nejmenší možné N (například
N = 303 125), udělte 5 bodů.



56. ročník matematické olympiády

Úlohy klauzurní části školního kola kategorie C

1. Určete počet všech čtyřmístných přirozených čísel, která jsou dělitelná šesti a v jejichž
zápisu se vyskytují právě dvě jedničky.

2. Kružnice k se středem S je opsána pravidelnému šestiúhelníku ABCDEF . Tečna
v bodě A ke kružnici k protne přímku SB v bodě K a tečna v bodě B protne přímku
SC v bodě L. Dokažte, že čtyřúhelníku KLCB lze opsat kružnici, která je shodná
s kružnicí k.

3. Určete všechny dvojice (a, b) přirozených čísel, jejichž rozdíl a − b je pátou mocninou
některého prvočísla a pro něž platí a − 4

√
b = b+ 4

√
a.

Klauzurní část školního kola kategorie C se koná

ve čtvrtek 25. ledna 2007

tak, aby začala dopoledne a aby soutěžící měli na řešení úloh
4 hodiny čistého času. Za každou úlohu může soutěžící získat
6 bodů, úspěšným řešitelem je ten žák, který získá 10 bodů
nebo více. Povolené pomůcky jsou psací a rýsovací potřeby,
školní MF tabulky a kalkulátory bez grafického displeje. Tyto
údaje se žákům sdělí před zahájením soutěže.



56. ročník matematické olympiády
Řešení úloh klauzurní části školního kola kategorie C

1. Aby číslo bylo dělitelné šesti, musí být sudé a mít ciferný součet dělitelný třemi.
Označme tedy b číslici na místě jednotek (ta musí být sudá, b ∈ {0, 2, 4, 6, 8}) a a tu číslici,
která je spolu s číslicemi 1, 1 (a ̸= 1) na prvních třech místech čtyřmístného čísla, jež
splňuje požadavky úlohy.
Aby byl součet číslic a+1+1+ b takového čísla dělitelný třemi, musí číslo a+ b dávat

při dělení třemi zbytek 1. Pro b ∈ {0, 6} tak máme pro a možnosti a ∈ {4, 7} (a ̸= 1),
pro b ∈ {2, 8} je a ∈ {2, 5, 8} a konečně pro b = 4 je a ∈ {0, 3, 6, 9}. Pro každé zvolené b
a odpovídající a ̸= 0 jsou zřejmě tři možnosti, jak číslice 1, 1 a a na prvních třech místech
uspořádat, to je dohromady (2 · 2+2 · 3+ 3) · 3 = 39 možností, pro a = 0 (když b = 4) pak
jsou jen dvě možnosti (číslice nula nemůže být první číslicí čtyřmístného čísla).
Celkem existuje 41 čtyřmístných přirozených čísel, jež splňují podmínky úlohy.

Za úplné řešení udělte 6 bodů, z toho 3 body za využití poznatku, že poslední číslice musí být sudá. Pokud
ovšem někdo rozebere všech 81 případů zbývajících dvou číslic a k nim správně určí počet vyhovujících
čísel, má rovněž nárok na 6 bodů. Při popsání efektivního postupu za případné aritmetické chyby při určení
konečného počtu nestrhávejte více než 2 body.

2. Tečna ke kružnici k v bodě A je kolmá na průměr AD, a tedy i na stranu BC
daného šestiúhelníku (obr. 1). Zároveň přímky SB a AB svírají s BC šedesátistupňový
úhel, takže jsou souměrně sdružené podle osy BC. Bod K je tudíž souměrně sdružený
s bodem A podle osy BC.

S
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B

C

D

K

L

k

Obr. 1

Podobně tečna BL je kolmá na BS, takže svírá s přímkou BC úhel 30◦ stejně jako
přímka BD. Přímka BL je tudíž souměrně sdružená s přímkou BD podle osy BC. Také
přímky SC a CD jsou souměrně sdružené dle osy BC, takže bod L je podle téže osy
souměrně sdružený s bodem D.
Dostali jsem tak, že čtyřúhelníkKLCB je souměrně sdružený s lichoběžníkem ADCB,

kterému je opsána kružnice k. Vrcholy čtyřúhelníkuKLCB proto leží na kružnici souměrně
sdružené s kružnicí k podle osy BC. Tím je tvrzení úlohy dokázáno.

Za úplné řešení udělte 6 bodů, z toho 2 body za rozhodnutí řešitele dokazovat hypotézu o shodnosti
čtyřúhelníků ABCD a KLCB. Při využití osové souměrnosti udělte 2 body za důkaz sdruženosti bodů A,



K a 2 body za sdruženost bodů D, L. Místo souměrnosti lze dokazovat shodnost příslušných trojúhelníků.
Lze také nejdříve sestrojit obrazy A′, D′ vrcholů A a D v souměrnosti podle osy BC a pak ukázat, že
A′ = K a D′ = L.

3. Z rovnosti a − 4
√

b = b + 4
√

a plyne rovnost a − b = 4
(√

a +
√

b
)
. Protože

a − b =
(√

a −
√

b
)(√

a+
√

b
)
, dostáváme po vydělení kladným číslem

√
a+

√
b rovnost

√
a −

√
b = 4, (1)

neboli √
a =

√
b+ 4. (2)

Jejím umocněním vyjde a = b + 16 + 8
√

b. Protože číslo r = 8
√

b musí být celé, je
√

b
racionální odmocnina přirozeného čísla, takže b = n2 pro vhodné přirozené číslo n. Z rov)
nosti (2) tak máme a = (n+ 4)2 a a − b = (n+ 4)2 − n2 = 23(n+ 2). Číslo a − b je tudíž
pátou mocninou prvočísla, jen když n+ 2 = 22 neboli n = 2.
Jedinou vyhovující dvojicí (a, b) je dvojice (36, 4).

Poznámka. Když si po odvození vztahu (1) uvědomíme, že v závorce na pravé straně
rovnosti a − b = 4

(√
a+

√
b
)
je kladné racionální, a tedy přirozené číslo, vidíme, že musí

platit a − b = 25. Pro odmocniny
√

a,
√

b tak dostaneme soustavu dvou rovnic

√
a+

√
b = 8,√

a −
√

b = 4,

jejichž sečtením vyjde
√

a = 6 a odečtením
√

b = 2.

Za úplné řešení udělte 6 bodů. Poznatek, že odmocnina z přirozeného čísla je buď iracionální, nebo číslo
přirozené, není nutno dokazovat (viz též první pomocnou úlohu k 1. úloze domácího kola).



57. ročník Matematické olympiády

Úlohy domácí části I. kola kategorie C

1. Určete nejmenší přirozené číslo n, pro něž i čísla
√
2n, 3

√
3n, 5

√
5n jsou přirozená.

Řešení. Vysvětlíme, proč prvočíselný rozklad hledaného čísla musí obsahovat jen
vhodné mocniny prvočísel 2, 3 a 5. Každé případné další prvočíslo by se v rozkladu
čísla n muselo vyskytovat v mocnině, jejíž mocnitel je dělitelný dvěma, třemi i pěti
zároveň (viz návodnou úlohu 1). Po vyškrtnutí takového prvočísla by se číslo n zmenšilo
a zkoumané odmocniny by přitom zůstaly celočíselné.
Položme proto n = 2a3b5c, kde a, b, c jsou přirozená čísla. Čísla 3

√
3n a 5

√
5n jsou ce-

lá, proto je exponent a násobkem tří a pěti. Také
√
2n je celé číslo, proto musí být číslo a

liché. Je tedy lichým násobkem patnácti: a ∈ {15, 45, 75, . . .}. Analogicky je mocnitel b
takový násobek deseti, který při dělení třemi dává zbytek 2: b ∈ {20, 50, 80, . . .}. Číslo c
je pak tím násobkem šesti, který při dělení pěti dává zbytek 4: c ∈ {24, 54, 84, . . .}.
Z podmínky, že n je nejmenší, nakonec plyne n = 215320524.
Přesvědčíme se ještě, že dané odmocniny jsou přirozená čísla:

√
2n = 28310512, 3

√
3n = 253758, 5

√
5n = 233255.

Závěr : n = 215320524.

Úlohy k procvičení:
1. Jsou-li m, k a k

√
m celá čísla větší než 1, pak v rozkladu číslam na prvočinitele se každé

prvočíslo vyskytuje v mocnině, jejíž mocnitel je násobkem čísla k. Dokažte. [Rozklad
čísla m dostaneme, když rozklad čísla k

√
m umocníme na k-tou.]

2. Najděte všechny trojice přirozených čísel a, b, c, pro které současně platí

n(ab, c) = 28, n(bc, a) = 29, n(ca, b) = 211,

kde n(x, y) značí nejmenší společný násobek přirozených čísel x, y. [50–C–S–1]
3. Pro kolik uspořádaných trojic přirozených čísel x, y, z platí xyz = 1 000 000? [Návod:
1 000 000 = 2656. Položme x = 2a5p, y = 2b5q, z = 2c5r a prozkoumejme všechny
možnosti pro a + b + c = 6 a pro p + q + r = 6. Nakonec zjistíme hledaný počet:
28 · 28 = 784.]

2. Čtyřúhelníku ABCD je vepsána kružnice se středem S. Určete rozdíl | ASD| −
− | CSD|, jestliže | ASB|− | BSC| = 40◦.

Řešení. Paty kolmic ze středu S vepsané kružnice ke stranám AB, BC, CD a DA
označme po řadě písmeny K, L, M a N (obr. 1). Pravoúhlé trojúhelníky ASK a ASN
jsou shodné podle věty Ssu. Mají totiž společnou přeponu AS a shodné odvěsny SK
a SL, jejichž délka je rovna poloměru vepsané kružnice. Ze shodnosti těchto trojúhelníků
plyne jednak známé tvrzení o délkách tečen (|AK| = |AN |), jednak shodnost úhlů ASK
a ASN , jejichž společnou velikost označíme α:

| ASK| = | ASN | = α.

1
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Obr. 1

Analogicky zjistíme shodnost trojúhelníků SBK a SBL, dále pak SCL a SCM ,
nakonec SDM a SDN . Na základě uvedených shodností zjistíme, že lze položit

| BSK| = | BSL| = β, | CSL| = | CSM | = γ, | DSM | = | DSN | = δ.

Odtud a z obr. 1 pak plyne

| ASD|− | CSD| = (α+ δ)− (γ + δ) = α − γ =

= (α+ β)− (γ + β) = | ASB|− | BSC| = 40◦.

Závěr : | ASD|− | CSD| = 40◦.

Úlohy k procvičení:
1. Tečny vedené ke kružnici k(O, r) z bodu A se dotýkají kružnice k v bodech T a U .
Dokažte: a) |AT | = |AU |, b) | AOT | = | AOU |.

2. Čtyřúhelníku ABCD je vepsána kružnice se středem O. Dokažte, že a) | DOC| =
= | DAO| + | ABO|, b) AB ∥ CD ⇒ | AOD| = 90◦.

3. Tečny vedené ke kružnici k(O, r) z bodu A se dotýkají kružnice k v bodech T a U . Třetí
tečna protíná úsečky AT a AU po řadě v bodech B a C. Určete obvod trojúhelníku
ABC, je-li |AT | = 12 cm. [24 cm: pro bod V dotyku tečny BC platí |CV | = |CU |
a |BV | = |BT |, takže |BC| = |CU |+ |BT |.]

3. Máme určitý počet krabiček a určitý počet kuliček. Dáme-li do každé krabičky právě
jednu kuličku, zbyde nám n kuliček. Když však dáme právě n krabiček stranou, mů-
žeme všechny kuličky rozmístit tak, aby jich v každé zbývající krabičce bylo právě n.
Kolik máme krabiček a kolik kuliček?

Řešení. Označíme-li x počet krabiček a y počet kuliček, vede zadání na soustavu
rovnic

x+ n = y a (x − n) · n = y (1)

s neznámými x, y a n z oboru přirozených čísel. Vyloučením neznámé y dostaneme
rovnici x+ n = (x − n) · n, která nemá řešení pro n = 1. Pro n ! 2 dostaneme

x =
n2 + n

n − 1
= n+ 2 +

2
n − 1

,

2



odkud vidíme, že (přirozené) číslo n − 1 musí být dělitelem čísla 2. Tedy n ∈ {2, 3}.
Přípustné hodnoty n dosadíme do (1) a soustavu vyřešíme (lze též využít poslední
vztah). Pro n = 2 dostaneme x = 6, y = 8 a pro n = 3 určíme x = 6 a y = 9.
Zkouška: Mějme šest krabiček a osm kuliček. Když do každé krabičky dáme právě

jednu kuličku, zbyde n = 2 kuliček. Když však odebereme dvě krabičky, můžeme do
zbývajících čtyř rozdělit kuličky právě po dvou. Podmínky úlohy jsou tedy splněny. Pro
šest krabiček a devět kuliček provedeme zkoušku stejně snadno.
Závěr : Buď máme šest krabiček a osm kuliček, nebo šest krabiček a devět kuliček.

Úlohy k procvičení:
1. Určete všechna celá čísla n, pro která nabývá zlomek

4n+ 27

n+ 3
celočíselné hodnoty.

[n ∈ {−18,−8,−6,−4,−2, 0, 2, 12}, číslo n+ 3 je dělitelem čísla 15.]
2. Nováková, Vaňková a Sudková vyhrály štafetu a kromě diplomů dostaly i bonboniéru,
kterou hned po závodech sluply. Kdyby snědla Petra o 3 bonbóny více, snědla by jich
právě tolik, co Míša s Janou dohromady. A kdyby si Jana pochutnala ještě na sedmi
bonbónech, také by jich měla tolik, co druhé dvě dohromady. Ještě víme, že počet
bonbónů, které snědla Vaňková, je dělitelný třemi a že Sudková si smlsla na sedmi
bonbónech. Jak se děvčata jmenovala? Kolik bonbónů snědla každá z nich? [56–Z9–II–3]

4. Tangram je skládačka, kterou lze vyrobit z papíru rozřezáním vystřiženého čtverce
na sedm dílů podle čar vyznačených na obrázku. Předpokládejme, že délka strany

1

1

1

1

1

1 1

1

√
2

√
2

√
2

√
2

2
√
2

čtverce je 2
√
2 cm. Rozhodněte, zda lze z dílů tangramu složit:

a) obdélník 2 cm× 4 cm,
b) obdélník

√
2 cm× 4

√
2 cm.

Řešení. a) Obdélník složit lze (obr. 2).

4

2

Obr. 2

b) Celková délka „iracionálních+ stran všech dílů tangramu je 10
√
2 cm. Je tedy

rovna obvodu obdélníku, který máme složit. Odtud a z textu pomocné úlohy 1 plyne, že
všechny „iracionální+ strany dílů tangramu musejí být umístěny na hranici skládaného

3



obdélníku. To však není možné, neboť protilehlé „iracionální+ strany kosodélníkového
dílu mají vzdálenost menší než 1 cm, kdežto nejmenší vzdálenost protilehlých stran
obdélníku je

√
2 cm.

Závěr : Obdélník 2 cm × 4 cm lze z tangramu složit, ale obdélník
√
2 cm × 4

√
2 cm

složit nelze.

Úlohy k procvičení:
1. Dokažte, že pro celá nezáporná čísla a, b, c, d platí: Délku úsečky lze vyjádřit ve tvaru

a + b
√
2 a současně ve tvaru c + d

√
2, právě když a = c a b = d. [Rovnost a + b

√
2 =

= c+ d
√
2 je ekvivalentní se vztahem a− c = (d− b)

√
2, jehož levá strana je celé číslo,

kdežto pravá strana je pro d ̸= b iracionální. Rovnost nastává, jen když platí a = c
a b = d.]

2. Dokažte, že z tangramu nelze složit kosodélník se základnou délky 2 cm a výškou 4 cm.
[Z dílů tangramu lze sestavit pouze ty úhly, jejichž velikost je násobkem 45◦. Proto
má kosodélník velikosti vnitřních úhlů 45◦ a 135◦. Má-li výšku 4 cm, má jeho delší
strana délku 4

√
2 cm. Tangram má sedm dílů, z nichž jedině čtverec má všechny strany

celočíselné délky. Podél obou delších stran kosodélníku je proto nutno umístit po jedné
„iracionální* straně každého ze šesti zbývajících „iracionálních* dílů. Zbydou tak právě
dvě strany délky

√
2 cm, jež musejí být uvnitř skládaného kosodélníku. Jedna z nich

zřejmě patří dílu tvaru kosodélníku (neboť ten nemůže mít pro svou malou výšku
obě protilehlé „iracionální* strany na hranici skládaného obrazce), druhá dílu tvaru
trojúhelníku s „iracionálními* odvěsnami. V důsledku věty z předchozí úlohy musí
být tyto strany umístěny podél téže přímky. To však není možné, protože mohou být
umístěny jedině ve směrech navzájem kolmých.]

3. Určete všechny dvojice (a, b) přirozených čísel, pro něž platí a + b
√
5 = b + a

√
5.

[56–C–I–1]
4. Určete všechny dvojice (a, b) přirozených čísel, jejichž rozdíl a − b je pátou mocninou
některého prvočísla a pro něž platí a − 4

√
b = b+ 4

√
a. [56–C–S–3]

5. Najděte všechny dvojice (a, b) nezáporných reálných čísel, pro které platí

√

a2 + b+
√

b2 + a =
√

a2 + b2 +
√

a+ b.

[48–C–S–1]

5. Ve skupině n lidí (n ! 4) se někteří znají. Vztah „znát se) je vzájemný: jestliže
osoba A zná osobu B, pak také B zná A a nazýváme je dvojicí známých.
a) Jestliže mezi každými čtyřmi osobami jsou aspoň čtyři dvojice známých, pak
každé dvě osoby, které se neznají, mají společného známého. Dokažte.

b) Zjistěte, pro která n ! 4 existuje skupina osob, v níž jsou mezi každými čtyřmi
osobami aspoň tři dvojice známých a současně se některé dvě osoby neznají
ani nemají společného známého.

c) Rozhodněte, zda ve skupině šesti osob mohou být v každé čtveřici právě tři
dvojice známých a právě tři dvojice neznámých.

Řešení. a) Označme A, B dvě osoby, jež se neznají, a přidejme k nim libovolné
další dvě osoby X a Y . Kdyby ani osoba X , ani osoba Y nebyla společným známým
osob A a B, měli bychom ze všech šesti dvojic ve čtveřici ABXY aspoň tři dvojice
neznámých: dvojici AB, dvojici AX nebo BX a dvojici AY nebo BY . Dvojice známých
ve čtveřici ABXY by tak byly nejvýše tři, což odporuje předpokladu ze zadání části a).
Tím je část a) dokázána.
b) Skupina požadovaných vlastností existuje pro všechna n ! 4. Jako příklad stačí

zvolit skupinu, v níž se osoba A nezná s nikým a ostatní se znají navzájem. Pak existuje
dokonce n− 1 dvojic osob, které se ani neznají, ani nemají společného známého, a mezi
každými čtyřmi osobami jsou aspoň tři dvojice známých.

4



57. ročník matematické olympiády

Úlohy krajského kola kategorie C

1. Trojúhelník ABC splňuje při obvyklém značení délek stran podmínku a ! b ! c.
Vepsaná kružnice se dotýká stran AB,BC a AC po řadě v bodech K, L aM . Dokažte,
že z úseček AK, BL a CM lze sestrojit trojúhelník, právě když platí b+ c < 3a.

2. Klárka udělala chybu při písemném násobení dvou dvojmístných čísel, a tak jí vyšlo
číslo o 400 menší, než byl správný výsledek. Pro kontrolu vydělila číslo, které dostala,
menším z násobených čísel. Tentokrát počítala správně a vyšel jí neúplný podíl 67
a zbytek 56. Která čísla Klárka násobila?

3. Dokažte, že pokud ve skupině šesti osob existuje aspoň deset dvojic známých, pak v ní
lze nalézt tři osoby, které se znají navzájem. Vztah „znát se( je vzájemný, tzn. jestliže
osoba A zná osobu B, pak také B zná A. Ukažte, že taková trojice existovat nemusí,
jestliže ve skupině šesti osob je méně než deset dvojic známých.

4. Najděte všechny trojice celých čísel x, y, z, pro něž platí

x+ y
√
3 + z

√
7 = y + z

√
3 + x

√
7.

Krajské kolo kategorie C se koná

v úterý 1. dubna 2008

tak, aby začalo dopoledne a aby soutěžící měli na řešení úloh
4 hodiny čistého času. Za každou úlohu může soutěžící získat
6 bodů, úspěšným řešitelem je ten žák, který získá 10 bodů
nebo více. Povolené pomůcky jsou psací a rýsovací potřeby,
školní MF tabulky a kalkulátory bez grafického displeje. Tyto
údaje se žákům sdělí před zahájením soutěže.



57. ročník matematické olympiády

Řešení úloh krajského kola kategorie C

1. Označme x = |AK| = |AM |, y = |BL| = |BK|, z = |CM | = |CL| (obr. 1) shodné

A B

C

x

x

y

y

zz

K

LM

Obr. 1

úseky tečen z jednotlivých vrcholů trojúhelníku k vepsané kružnici. Zřejmě platí:

a = y + z, b = z + x, c = x+ y. (1)

Z uvedených rovností vidíme, že daná podmínka

b+ c < 3a (2)

je ekvivalentní nerovnosti
x < y + z, (3)

což je nutná podmínka existence trojúhelníku se stranami délek x, y a z.
Dosazením z (1) do podmínek b ! c a a ! b zjistíme, že z ! y a y ! x. To znamená,

že další dvě trojúhelníkové nerovnosti y < z + x a z < x + y jsou automaticky splněny,
takže nerovnost (3), a tím i (2) je podmínkou postačující. Tím je tvrzení úlohy dokázáno.

Za úplné řešení udělte 6 bodů, z toho 1 bod za nalezení rovností (1), 2 body za zjištění ekvivalence vztahů
(2) a (3) a 3 body za důkaz, že podmínka (3) je nejen nutná, ale i postačující.

2. Označme x menší a y větší z násobených čísel. Podle zadání platí xy−400 = 67x+
+ 56, neboli

x(y − 67) = 456. (1)

Číslo x je tedy dvojmístný dělitel čísla 456 = 23 · 3 · 19. Ze zadání navíc plyne, že číslo x je
větší než příslušný zbytek 56. Nejmenší takové x je x = 3 · 19 = 57. Pro každý další takový
dělitel platí x " 4 · 19 = 76 a y − 67 ! 2 · 3 = 6, takže y ! 73 < x, což odporuje zvolenému
označení x < y. Je tedy x = 57 a y = 75. Snadno ověříme, že tato čísla vyhovují zadání
úlohy.
Závěr. Klárka násobila čísla 57 a 75.

Za úplné řešení udělte 6 bodů. Takové je samozřejmě i řešení, jež prověří všech 16 dělitelů čísla 456 v (1).
Za nalezení rovnice (1) či jiného ekvivalentního vztahu udělte 3 body, 2 body za analýzu jejích řešení
a 1 bod za zkoušku, tj. ověření, že dvojice (x, y) = (57, 75) splňuje všechny podmínky úlohy. Za pouhé
uhodnutí hledaných čísel (bez sestavování rovnice) a provedení zkoušky udělte celkem 2 body.



57. ročník matematické olympiády

Úlohy klauzurní části školního kola kategorie C

1. Najděte všechny dvojice přirozených čísel a, b větších než 1 tak, aby jejich součet
i součin byly mocniny prvočísel (s kladnými celočíselnými mocniteli).

2. V daném rovnoběžníku ABCD je bod E střed strany BC a bod F leží uvnitř strany
AB. Obsah trojúhelníku AFD je 15 cm2 a obsah trojúhelníku FBE je 14 cm2. Určete
obsah čtyřúhelníku FECD.

3. Ve skupině šesti lidí existuje právě 11 dvojic známých. Vztah „znát se' je vzájemný,
tzn. jestliže osoba A zná osobu B, pak také B zná A. Pokud se kdokoli ze skupiny
dozví nějakou zprávu, řekne ji všem svým známým. Dokažte, že se tímto způsobem
zprávu dozví nakonec všichni.

Klauzurní část školního kola kategorie C se koná

ve čtvrtek 24. ledna 2008

tak, aby začala dopoledne a aby soutěžící měli na řešení úloh
4 hodiny čistého času. Za každou úlohu může soutěžící získat
6 bodů, úspěšným řešitelem je ten žák, který získá 10 bodů
nebo více. Povolené pomůcky jsou psací a rýsovací potřeby,
školní MF tabulky a kalkulátory bez grafického displeje. Tyto
údaje se žákům sdělí před zahájením soutěže.



57. ročník matematické olympiády

Řešení úloh klauzurní části školního kola kategorie C

1. Z podmínky pro součin plyne, že a i b jsou mocninami téhož prvočísla p: a = pr,
b = ps, kde r, s jsou celá kladná čísla. Kdyby bylo p liché, byl by součet a + b dělitelný
kromě čísla p i číslem 2, takže by nebyl mocninou prvočísla. Je-li p = 2 a r < s, je součet
a + b = 2r(1 + 2s−r) opět číslo sudé dělitelné lichým číslem větším než 1, není tudíž
mocninou prvočísla. Analogicky dojdeme ke stejnému závěru i v případě, kdy r > s. Zbývá
proto jediná možnost: a = b = 2r, kde r je celé kladné číslo. Zkouška a+b = 2r+2r = 2r+1

a ab = 22r potvrzuje, že řešením jsou všechny dvojice (a, b) = (2r, 2r), kde r je celé kladné
číslo.

Za úplné řešení udělte 6 bodů. Za zjištění, že a, b jsou mocniny téhož prvočísla udělte bod, další bod za
zdůvodnění, že p = 2. Dále pak 2 body za důkaz r = s (vzhledem k symetrii lze rovnou předpokládat
r ! s) a 1 bod za zkoušku.

2. Označme v vzdálenost bodu C od přímky AB, a = |AB| a x = |AF |. Pro obsahy
trojúhelníků AFD a FBE (obr. 1) platí: 1

2
x · v = 15, 1

2
(a − x) · 1

2
v = 14. Odtud xv = 30,

av − xv = 56. Sečtením obou rovnic nalezneme obsah rovnoběžníku ABCD: SABCD =
= av = 86 cm2. Obsah čtyřúhelníku FECD je tedy SFECD = SABCD −(SAFD+SFBE) =
= 57 cm2.

A B

CD

E

F

a − xx

v
15

14

Obr. 1

A B

CD

E

F

S1
S2

S2
S1 + 2S2

Obr. 2

Jiné řešení. Trojúhelníky BEF a ECF mají stejnou výšku z vrcholu F a shodné
základny BE a EC. Proto jsou obsahy obou trojúhelníků stejné. Z obr. 2 vidíme, že obsah
trojúhelníku CDF je polovinou obsahu rovnoběžníku ABCD (oba útvary mají společnou
základnu CD a stejnou výšku), druhou polovinu tvoří součet obsahů trojúhelníků AFD
a BCF . Odtud SFECD = SECF + SCDF = SECF + (SAFD + SBCF ) = SAFD + 3SFBE =
= 57 cm2.

Jiné řešení. Do rovnoběžníku přikreslíme úsečky FG a EH rovnoběžné se stranami
BC a AB tak, jak znázorňuje obr. 3. Rovnoběžníky AFGD a FBEH jsou svými úhlopříč-

A B

CD

E

F

G

H
S1

S2
S2

S2
S2

S1

Obr. 3



kami DF a EF rozděleny na dvojice shodných trojúhelníků. Je tedy SGDF = SAFD =
= 15 cm2 a SHFE = SBEF = 14 cm2. Ze shodnosti rovnoběžníků HECG a FBEH navíc
snadno nahlédneme, že všechny čtyři trojúhelníky FBE,EHF ,HEC a CGH jsou shodné,
takže obsah čtyřúhelníku FECD je SAFD + 3SFBE = 57 cm2.

Za úplné řešení udělte 6 bodů. Za každou číselnou chybu nebo nepodstatnou chybu při zdůvodňování
výpočtu některého obsahu strhněte bod, za hrubou chybu při zdůvodnění strhněte dva body. Je-li úloha
nedořešena, udělte dva body za každou správně vypočtenou část obsahu čtyřúhelníku FECD.

3. Jednotlivé osoby označíme písmeny A,B,C,D,E a F . Aspoň jedna z nich (označme
ji A) má aspoň čtyři známé (pokud by měla každá osoba nejvýše tři známé, bylo by známých
dvojic méně než deset). Kdyby měla dokonce pět známých, dozví se zprávu od každého ve
skupině a může ji komukoli ve skupině sdělit.
Pokud má osoba A právě čtyři známé, například osoby B,C,D a E, existuje ve skupině

osob A, B, C, D, E nejvýše 10 známostí (obr. 4, dvojice známých znázorňují úsečky), a tak
se osoba F musí znát s některou osobou X ∈ {B, C, D, E}. Možnost šíření zprávy od
libovolné osoby ke kterékoli jiné snadno ověříme podle obr. 5.

D

E

A B

C

Obr. 4

A

X

F

Obr. 5

Jiné řešení. Znázornění kterékoli množiny právě jedenácti dvojic známých ve skupině
šesti osob obdržíme odstraněním čtyř z patnácti hran úplného grafu (obr. 6, v něm z kaž-
dého uzlu vychází právě pět hran). Po odstranění pouze čtyř hran z grafu na obr. 6 musí
tedy z každého vrcholu vycházet aspoň jedna hrana. Ve skupině tedy neexistuje člověk,
který by nikoho neznal. Aby se proto zpráva nemohla od některé z osob rozšířit ke všem
ostatním, musela by v příslušném grafu existovat buď aspoň jedna oddělená dvojice, nebo
dvě oddělené trojice, v nichž se osoby znají navzájem. V žádné z těchto situací však počet
dvojic známých nepřevyšuje sedm, jak vidíme z obr. 7. Tím je tvrzení úlohy dokázáno.

Obr. 6 Obr. 7

Za úplné řešení udělte 6 bodů, z toho 2 body za důkaz tvrzení, že některá osoba má aspoň čtyři známé,
a 1 bod za vysvětlení, že neexistuje osoba, která by neměla známého.



2. Dokažte, že libovolné přirozené číslo n ! 3, které není mocninou čísla 2, lze vyjádřit
jako součet několika po sobě jdoucích přirozených čísel. [n = n−1

2
+ n+1

2
pro n liché,

n = (n

p
− p−1

2
) + (n

p
− p−1

2
+ 1) + . . . + (n

p
+ p−1

2
) pro n = p · q, kde p > 1 je lichý

dělitel]
3. V klobouku je pět koulí a na každé z nich je napsáno jedno přirozené číslo. Součet čísel
na koulích v klobouku je 27 a čísla na libovolných dvou koulích se liší alespoň o dvě.
Dokažte, že v klobouku není koule s číslem 6. [V klobouku mohou být buď koule s čísly
1, 3, 5, 7, 11, nebo 1, 3, 5, 8, 10.]

2. Pravoúhlému trojúhelníku ABC s přeponou AB je opsána kružnice. Paty kolmic
z bodů A, B na tečnu k této kružnici v bodě C označme D, E. Vyjádřete délku
úsečky DE pomocí délek odvěsen trojúhelníku ABC.

Řešení. Označme odvěsny trojúhelníku ABC obvyklým způsobem a, b a protilehlé
úhly α, β. Střed přepony AB (střed opsané kružnice) označíme O (obr. 1).
Výška v = CP rozděluje trojúhelník ABC na trojúhelníky ACP a CBP podobné

trojúhelníku ABC podle věty uu (α + β = 90◦), úsečka OC je kolmá na DE a na-
víc |OC| = |OA| = r (poloměr opsané kružnice). Odtud | OCA| = | OAC| = α
a | DCA| = 90◦ − | OCA| = β.
Pravoúhlé trojúhelníky ACP a ACD se společnou přeponou AC se tudíž sho-

dují i v úhlech při vrcholu C. Jsou proto shodné, dokonce souměrně sdružené podle
přímky AC. Analogicky jsou trojúhelníky CBP a CBE souměrně sdružené podle BC.
Je tedy |CD| = |CE| = v, tudíž |DE| = 2v = 2ab/

√
a2 + b2, neboť z dvojího vyjádření

dvojnásobku obsahu trojúhelníku ABC plyne v = ab/|AB|, přičemž |AB| =
√

a2 + b2.
Poznámka. Místo dvojího vyjádření obsahu můžeme k výpočtu výšky CP využít

podobnost trojúhelníků CBP a ABC: sinα = |CP |/|AC| = |BC|/|AB|.
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O P
α

α α

β

β

r
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Obr. 1
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Obr. 2

Jiné řešení. Úsečka OC je střední příčkou lichoběžníku DABE, neboť je rovno-
běžná se základnami a prochází středem O ramene AB. Je proto D obrazem bodu E
v souměrnosti podle středu C. Obraz F bodu B v téže souměrnosti leží na polopřímce
AD za bodem D (obr. 2). Je |CF | = |BC| = a, úhel ACF je pravý, trojúhelníky AFC
a ABC jsou tedy shodné. Vidíme, že CD je výška v trojúhelníku AFC shodná s výš-
kou vc trojúhelníku ABC, a DE je jejím dvojnásobkem. Velikost výšky vc dopočítáme
stejně jako v předchozím řešení.
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Jiné řešení. Úsečky CD a CE (obr. 3) jsou shodné s výškami rovnoramenných
trojúhelníků ACO, BCO na společnou stranu OC. Protože tyto dva trojúhelníky mají
ve srovnání s třetím trojúhelníkem ABC poloviční obsah a i jejich společná strana OC
je oproti přeponě AB poloviční, jsou obě výšky na stranu OC trojúhelníků ACO, BCO
shodné s výškou na stranu AB trojúhelníku ABC. Jeho výšku dopočítáme jako v prvním
řešení.

A B

C

D

E

O

Obr. 3

Odpověď. |DE| = 2ab/
√

a2 + b2.

Návodné úlohy:
1. Vyjádřete výšku vc pravoúhlého trojúhelníku ABC s pravým úhlem při vrcholu C
pomocí stran a, b, c tohoto trojúhelníku.

2. Nechť k je kružnice opsaná pravoúhlému trojúhelníku ABC s přeponou AB délky c.
Označme S střed strany AB a D a E průsečíky os stran BC a AC s týmž obloukem AB
kružnice k. Vyjádřete obsah trojúhelníku DSE pomocí délky přepony c. [c2/8]

3. Vyjádřete obsah rovnoramenného lichoběžníku ABCD se základnami AB a CD pomocí
délek a, c jeho základen a délky b jeho ramen. [ 1

4
(a+ c)

√

4b2 − (a − c)2]
4. V obdélníku ABCD platí |AB| > |BC|. Oblouk AC kružnice, jejíž střed leží na straně

AB, protíná stranu CD v boděM . Dokažte, že přímky AM a BD jsou navzájem kolmé.
[48–C–I–2]

3. Najděte všechna čtyřmístná čísla n, která mají následující tři vlastnosti: V zápise
čísla n jsou dvě různé číslice, každá dvakrát. Číslo n je dělitelné sedmi. Číslo, které
vznikne obrácením pořadí číslic čísla n, je rovněž čtyřmístné a dělitelné sedmi.

Řešení. V řešení budeme značit číslo, které vznikne obrácením pořadí číslic čísla n,
jako n. Rozlišíme tři případy.
(i) Číslo n má tvar aabb, kde a, b jsou různé cifry. Je tedy n = 1100a + 11b

a n = 1100b+11a. Číslo 7 má dělit jak n, tak n, tedy i jejich rozdíl n−n = 1089(a− b)
a součet n + n = 1111(a + b). Protože ani číslo 1 089, ani číslo 1 111 nejsou násobkem
sedmi a sedm je prvočíslo, tak 7 | a − b i 7 | a + b. Použijeme-li stejnou úvahu ještě
jednou, vidíme, že 7 | (a − b) + (a + b) = 2a a 7 | (a + b) − (a − b) = 2b, tedy 7 | a
a 7 | b, neboli a, b ∈ {0, 7}. Číslice a, b jsou navzájem různé, proto jedna z nich musí
být 0. Ale potom jedno z čísel aabb, bbaa není čtyřmístné. Hledané číslo n tedy nemůže
být uvedeného tvaru.
(ii) Číslo n má tvar abab. Potom 7 | n = 1 010a+101b a rovněž 7 | n = 1 010b+101a.

Podobně jako v předchozím případě odvodíme, že 7 | n − n = 909(a − b) a 7 | n+ n =
= 1 111(a + b), a ze stejných důvodů jako v předchozím případě zjišťujeme, že 7 | a,
7 | b. Některá z číslic by tedy musela být 0. Číslo n tak nemůže být ani tvaru abab.
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(iii) Číslo n má tvar abba. Potom obrácením pořadí číslic vznikne totéž číslo, takže
máme jedinou podmínku 7 | 1 001a+110b. Protože 7 | 1 001 a 7 110, je tato podmínka
ekvivalentní s podmínkou 7 | b. Proto b ∈ {0, 7}, a ∈ {1, 2, . . . , 9}, a ̸= b. Vyhovuje tak
všech 17 čísel, která právě uvedené podmínky splňují: 1 001, 2 002, 3 003, 4 004, 5 005,
6 006, 7 007, 8 008, 9 009, 1 771, 2 772, 3 773, 4 774, 5 775, 6 776, 8 778, 9 779.

Návodné úlohy:
1. Určete počet všech čtyřmístných přirozených čísel, která jsou dělitelná šesti a v jejichž
zápisu se vyskytují právě dvě jedničky. [56–C–S–1]

2. Určete počet všech trojic dvojmístných přirozených čísel a, b, c, jejichž součin abc
má zápis, ve kterém jsou všechny číslice stejné. Trojice lišící se pouze pořadím čísel
považujeme za stejné, tj. započítáváme je pouze jednou. [54–C–I–5]

3. K přirozenému číslu m zapsanému stejnými číslicemi jsme přičetli čtyřmístné přirozené
číslo n. Získali jsme čtyřmístné číslo s opačným pořadím číslic, než má číslo n. Určete
všechny takové dvojice čísel m a n. [52–C–I–5]

4. Je dán konvexní pětiúhelník ABCDE. Na polopřímce BC sestrojte takový bod G,
aby obsah trojúhelníku ABG byl shodný s obsahem daného pětiúhelníku.

Řešení. Rozbor : Nejprve uvažme bod F , který je průsečíkem přímky BC a rov-
noběžky s EC jdoucí bodem D (protože E /∈ BC, jsou EC a BC různoběžky, obr. 4).
Obsahy trojúhelníků ECD a ECF jsou shodné (mají společnou stranu EC a shodnou
výšku na tuto stranu), obsah pětiúhelníku ABCDE je tedy shodný s obsahem čtyřúhel-
níku ABFE.

A

B C

D
E

F

G

Obr. 4

Dále uvažme bod G, který je průsečíkem přímky BC a rovnoběžky s AF jdoucí
bodem E. Potom jsou opět obsahy trojúhelníků AFE a AFG shodné, a jsou proto
shodné i obsahy čtyřúhelníku ABFE a trojúhelníku ABG. Bod G tak má požadovanou
vlastnost.
Hledaný bod je na polopřímce BC jediný, neboť pro různé bodyX , Y na polopřímce

BC mají trojúhelníky ABX a ABY různé výšky na společnou stranu AB, mají tedy
různé obsahy.
Popis konstrukce:
1. p; p ∥ EC, D ∈ p;
2. F ; F ∈ p ∩ BC;
3. q; q ∥ AF , E ∈ q;
4. G; G ∈ q ∩ BC;
Úloha má jediné řešení.
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Návodné úlohy:
1. Označme P průsečík úhlopříček daného konvexního čtyřúhelníku ABCD. Dokažte, že
přímky AB a CD jsou rovnoběžné, právě když trojúhelníky ADP a BCP mají stejný
obsah. [Rovnost obsahů trojúhelníků ADP a BCP je ekvivalentní s rovností obsahů
trojúhelníků ABC a ABD se společnou stranou AB.]

2. V kružnici o poloměru 2 je dána tětiva AB délky 3. Určete, jaký největší obsah může
mít čtyřúhelník AXBY , leží-li jeho vrcholy X, Y na kružnici k. [Největší obsah 6 má
deltoid, jehož úhlopříčka XY je průměrem kružnice k.]

3. Je dán obdélník ABCD. Nechť přímky p a q, které procházejí vrcholem A, protínají
polokružnice vně připsané stranám BC a CD daného obdélníku po řadě v bodech K
a L (B ̸= K ̸= C ̸= L ̸= D) a rovněž strany BC a CD po řadě v bodech P a Q tak, že
trojúhelník ABP má stejný obsah jako trojúhelník KCP a zároveň trojúhelník AQD
má stejný obsah jako trojúhelník CLQ. Dokažte, že body K, L, C leží na téže přímce.
[53–C–I–2]

5. Z množiny {1, 2, 3, . . . , 99} vyberte co největší počet čísel tak, aby součet žádných
dvou vybraných čísel nebyl násobkem jedenácti. (Vysvětlete, proč zvolený výběr má
požadovanou vlastnost a proč žádný výběr většího počtu čísel nevyhovuje.)

Řešení. Čísla od 1 do 99 rozdělíme podle jejich zbytku při dělení číslem 11 do
jedenácti devítiprvkových skupin T0, T1, . . . , T10:

T0 = {11, 22, 33, . . . , 99},
T1 = { 1, 12, 23, . . . , 89},
T2 = { 2, 13, 24, . . . , 90},

...

T10 = {10, 21, 32, . . . , 98}.

Vybereme-li jedno číslo z T0 (víc jich ani vybrat nesmíme) a všechna čísla z T1, T2,
T3, T4 a T5, dostaneme vyhovující výběr 1+5 · 9 = 46 čísel, neboť součet dvou čísel z 0,
1, 2, 3, 4, 5 je dělitelný 11 jedině v případě 0+0, z množiny T0 jsme však vybrali pouze
jedno číslo.
Na druhou stranu v libovolném vyhovujícím výběru je nejvýše jedno číslo ze sku-

piny T0 a nejvýše 9 čísel z každé ze skupin

T1 ∪ T10, T2 ∪ T9, T3 ∪ T8, T4 ∪ T7, T5 ∪ T6,

neboť při výběru 10 čísel z některé skupiny Ti ∪ T11−i by mezi vybranými bylo některé
číslo ze skupiny Ti i některé číslo ze skupiny T11−i; jejich součet by pak byl dělitelný 11.
Celkem je tedy ve výběru nejvýše 1 + 5 · 9 = 46 čísel.
Poznámka. Možná to učesané řešení vypadá příliš trikově. Avšak počáteční úvahy

každého řešitele k němu rychle vedou: jistě záleží jen na zbytcích vybraných čísel, takže
rozdělení na třídy Ti a vybírání z nich je přirozené. Je jasné, že z T0 může být vybráno jen
jedno číslo a vše další, o co se musíme starat, je požadavek, abychom nevybrali zároveň
po číslu ze skupiny Ti i ze skupiny T11−i. Je-li už vybráno některé číslo z třídy Ti, kde
i ̸= 0, můžeme klidně vybrat všechna čísla z Ti, to už zkoumanou vlastnost nepokazí.
Je proto dokonce jasné, jak všechny výběry největšího počtu čísel vypadají.
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58. roËník matematické olympiády

ÿeπení úloh krajského kola kategorie C

1. V˝raz V je z¯ejmÏ definován pro vπechna reálná Ëísla x.
a) Protoæe x4 + 1 > 0 pro kaædé x, je nerovnost V (x) = 3 ekvivalentní nerovnosti

5x4�4x2+5 = 3(x4+1) neboli 2x4�4x2+2 = 0. V˝raz na levé stranÏ je roven 2(x2�1)2,
takæe je nezáporn˝ pro kaædé x.

b) Vyuæijme následující úpravu:

V (x) =
5x4 � 4x2 + 5

x4 + 1
=
5(x4 + 1)
x4 + 1

� 4x2

x4 + 1
= 5� 4x2

x4 + 1
.

Protoæe zlomek
4x2

x4 + 1
je díky sud˝m mocninám promÏnné x pro libovolné reálné Ëíslo x

nezáporn ,̋ nab˝vá v˝raz V své nejvÏtπí hodnoty V
max

, právÏ kdyæ
4x2

x4 + 1
= 0, tedy právÏ

kdyæ x = 0. Dostáváme tak V
max

= V (0) = 5.

Za úplné ¯eπení udÏlte 6 bod˘, z toho 2 body za vy¯eπení Ëásti a), 4 body za úplné ¯eπení Ëásti b): 3 body

za d˘kaz nerovnosti V (x) 5 a 1 bod za urËení rovnosti pro x = 0. Algebraickou úpravu zlomku pro V (x)

ËásteËn˝m vydÏlením Ëitatele jmenovatelem bez dalπího úspÏπného zhodnocení oceÚte 1 bodem.

2. V pravoúhlém trojúhelníku ABC s p¯eponou AB oznaËme ↵ velikost vnit¯ního úhlu
p¯i vrcholu A, z¯ejmÏ pak platí | ACP | = 90��↵, | PCB| = ↵. St¯ed D kruænice vepsané
trojúhelníku APC leæí na ose úhlu PAC, takæe | DAC| = 1

2

↵, a podobnÏ i | PCE| = 1

2

↵.
Odtud pro velikost úhlu AUC v trojúhelníku AUC, kde U je pr˘seËík polop¯ímek AD a CE
(obr. 1), vychází

| AUC| = 180� � (90� � ↵+ 1
2

↵)� 1

2

↵ = 90�.

To znamená, æe polop¯ímka AD je kolmá na CE, úseËka DU je tudíæ v˝πka v trojúhel-
níku DEC. ÚplnÏ stejnÏ zjistíme, æe i polop¯ímka BE (jinak osa úhlu ABC) je kolmá
na CD. Dostáváme tak, æe pr˘seËík polop¯ímek AD a BE, coæ je st¯ed kruænice vepsané
trojúhelníku ABC, je zároveÚ i pr˘seËíkem v˝πek trojúhelníku DEC.

A B

C

P

D

E

U

↵
2

↵
2

↵
2

90��↵

Obr. 1

Jiné ¯eπení. OznaËme F a G odpovídající pr˘seËíky p¯ímek CD a CE se stranou AB
(obr. 2). Podle tvrzení 2. úlohy πkolního kola je trojúhelník CAG rovnoramenn˝ se základ-



A B

C

PF G

D

E

Obr. 2

nou CG. Osa AD úhlu CAG rovnoramenného trojúhelníku CAG je tudíæ i jeho osou
soumÏrnosti a je proto kolmá na základnu CG, tedy i na CE. PodobnÏ zjistíme, æe i troj-
úhelník CBF je rovnoramenn˝ se základnou CF , takæe osa BE úhlu FBC je kolmá na
CF , tedy i na CD. Pr˘seËík obou os AD a BE je tak nejen st¯edem kruænice vepsané
trojúhelníku ABC, ale i pr˘seËíkem v˝πek trojúhelníku CDE, coæ jsme mÏli dokázat.

Za úplné ¯eπení udÏlte 6 bod˘. V opaËném p¯ípadÏ oceÚte 1 bodem jednotlivé dílËí poznatky vedoucí

k ¯eπení (nap¯íklad v˝poËet jednoho z úhl˘ ACP Ëi PCE). Za odhalení rovnoramenného trojúhelníku

CAG Ëi CBF a odkaz na πkolní úlohu udÏlte 3 body stejnÏ jako za jin˝ d˘kaz kolmosti AD a CE Ëi BE

a CD.

3. Podle zbytk˘ p¯i dÏlení devíti rozdÏlíme vπech 99 uvaæovan˝ch Ëísel do devíti
jedenáctiprvkov˝ch t¯íd T

0

, T
1

, . . . , T
8

(do t¯ídy Ti pat¯í vπechna Ëísla se zbytkem i):

T
0

= {9, 18, 27, . . . , 99},
T
1

= {1, 10, 19, . . . , 91},
T
2

= {2, 11, 20, . . . , 92},
...

T
8

= {8, 17, 26, . . . , 98}.

a) Naπím úkolem je dokázat, æe v T
0

[T
3

[T
6

leæí nejv˝πe Ëty¯i vybraná Ëísla. Z kaædé
ze t¯íd T

0

, T
3

, T
6

mohou pocházet nejv˝πe dvÏ z vybran˝ch Ëísel (souËet libovoln˝ch t¯í Ëísel
z jedné takové t¯ídy uæ totiæ dÏliteln˝ devíti je). Protoæe souËet libovoln˝ch t¯í Ëísel, která
po jednom leæí ve t¯ídách T

0

, T
3

a T
6

, je devíti dÏliteln ,̋ aspoÚ jedna z tÏchto t¯íd æádné
vybrané Ëíslo neobsahuje. Z obou vysloven˝ch závÏr˘ plyne dokazované tvrzení: vybran˝ch
Ëísel dÏliteln˝ch t¯emi je totiæ nejv˝πe 2 + 2 + 0 = 4.
b) Ukaæme, æe vyhovující v˝bÏr m˘æe obsahovat 26 Ëísel. Vybereme po dvou Ëíslech

z T
0

, T
3

a po 11 Ëíslech (tedy vπechna Ëísla) z T
1

a T
2

. Dostaneme tak celkem 2·2+2·11 = 26
Ëísel; p¯itom souËet libovoln˝ch t¯í z nich dává p¯i dÏlení devíti zbytek alespoÚ 0+0+1 = 1,
nejv˝πe vπak 2 + 3 + 3 = 8, takæe devíti dÏliteln˝ b˝t nem˘æe.

Za úplné ¯eπení udÏlte 6 bod˘, a to 3 body a 3 body za Ëást b). Pokud æáci v Ëásti b) pouze udají mnoæinu

26 Ëísel, která splÚuje podmínku ze zadání, aniæ by tento fakt nÏjak od˘vodnili, udÏlte za tuto Ëást pouze

1 bod.

4. OznaËme O st¯ed opsané kruænice, tedy st¯ed p¯epony AB daného pravoúhlého
trojúhelníku ABC, a v velikost jeho v˝πky na p¯eponu (obr. 3). Trojúhelník EDO je z¯ejmÏ
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Obr. 3

rovnÏæ pravoúhl ,̋ protoæe jeho strany DO a EO jsou kolmé na odvÏsny trojúhelníku ABC;
p¯itom jeho v˝πkou na p¯eponu je úseËka OC (o velikosti 1

2

c). Vzhledem k soumÏrnosti
úseËky AC podle osy OD platí pro jeho úhel p¯i vrcholu D, æe | CDO| = 90�� | COD| =
= 90��| AOD| = ↵. Trojúhelníky EDO a ABC jsou tudíæ podobné (uu). Koeficient k této
podobnosti je dán pomÏrem délek odpovídajících v˝πek na p¯epony, takæe k = |OC|/v =
= 1

2

c/v, a protoæe vc = 2S, je

k =
c2

4S
.

V uvedené podobnosti odpovídá p¯eponÏ AB p¯epona DE, proto pro její velikost platí

|DE| = kc =
c3

4S
.

Jiné ¯eπení. Ze soumÏrnosti teËen z bodu ke kruænici plyne, æe oba trojúhelníky ACD
i BCE jsou rovnoramenné, |AD| = |DC|, |BE| = |CE|. Rovnoramenné jsou i trojúhelníky
ACO a BCO, kde O je st¯ed p¯epony AB (ramena obou trojúhelník˘ mají velikost polo-
mÏru kruænice opsané pravoúhlému trojúhelníku ABC, coæ je 1

2

c). Ukáæeme, æe jde o dvÏ
dvojice podobn˝ch trojúhelník˘ ACD ⇠ BCO a ACO ⇠ BCE. K tomu si staËí vπimnout,
æe ve Ëty¯úhelníku AOCD, kter˝ je sloæen ze dvou shodn˝ch pravoúhl˝ch trojúhelník˘, platí
| CDA| = 180� � | AOC| = | COB|. Rovnoramenné trojúhelníky ACD a BCO jsou
tedy podobné podle vÏty uu. Z této podobnosti plyne rovnost |CD| : |CA| = |CO| : |CB|,
takæe p¯i bÏæném oznaËení odvÏsen dostáváme |CD| = 1

2

cb/a, a z podobnosti trojúhelník˘
ACO a BCE pak |CE| = 1

2

ca/b. Celkem tak je

|DE| = |DC|+ |CE| = cb

2a
+

ca

2b
=

cb2 + ca2

2ab
=

c(a2 + b2)
2 · 2S =

c3

4S
.

Poznámky. Podobnost zmínÏn˝ch rovnoramenn˝ch trojúhelník˘ m˘æeme odvodit také
tak, æe si vπimneme rovnosti odpovídajících úhl˘ ACO a BCE p¯i základnách: oba totiæ
doplÚují úhel OCB do pravého úhlu (ACB, resp. OCE). Proto ACO ⇠ BCE.

Dalπí moænost sk˝tá objevení rovnosti | ADO| = | BAC| = ↵ (ramena jednoho
úhlu jsou kolmá na ramena druhého). Z pravoúhlého trojúhelníku ODA tak máme |AO| :
: |AD| = tg | ADO| = tg↵ = a : b, takæe |CD| = |AD| = 1

2

cb/a, a analogicky pro
pravoúhl˝ trojúhelník OEB.
Za úplné ¯eπení udÏlte 6 bod˘. Za odhalení vhodné rovnosti úhl˘ udÏlte 3 body, za v˝poËet délky úseËky

DE dalπí 3 body.



58. ročník matematické olympiády

Úlohy klauzurní části školního kola kategorie C

1. Dokažte, že pro libovolná nezáporná čísla a, b, c platí

(a+ bc)(b+ ac) ! ab(c+ 1)2.

Zjistěte, kdy nastane rovnost.

2. V pravoúhlém trojúhelníku ABC označíme P patu výšky z vrcholu C na přeponu AB.
Průsečík úsečky AB s přímkou, která prochází vrcholem C a středem kružnice vepsané
trojúhelníku PBC, označíme D. Dokažte, že úsečky AD a AC jsou shodné.

3. Jestliže jistá dvě přirozená čísla ve stejném pořadí sečteme, odečteme, vydělíme a vy-
násobíme a všechny čtyři výsledky sečteme, dostaneme 2 009. Určete tato dvě čísla.

Klauzurní část školního kola kategorie C se koná

ve čtvrtek 22. ledna 2009

tak, aby začala dopoledne a aby soutěžící měli na řešení úloh
4 hodiny čistého času. Za každou úlohu může soutěžící získat
6 bodů, úspěšným řešitelem je ten žák, který získá 10 bodů
nebo více. Povolené pomůcky jsou psací a rýsovací potřeby,
školní MF tabulky a kalkulátory bez grafického displeje. Tyto
údaje se žákům sdělí před zahájením soutěže.



58. ročník matematické olympiády

Řešení úloh klauzurní části školního kola kategorie C

1. Roznásobením a dalšími ekvivalentními úpravami dostaneme

ab+ b2c+ a2c+ abc2 ! abc2 + 2abc+ ab,

b2c+ a2c ! 2abc,

(a − b)2c ! 0.

Podle zadání platí c ! 0 a druhá mocnina reálného čísla a − b je rovněž nezáporná,
takže je nezáporná i levá strana upravené nerovnosti. Rovnost v ní (stejně jako v původní
nerovnosti) nastane, právě když a − b = 0 nebo c = 0, tedy právě když je splněna aspoň
jedna z podmínek a = b, c = 0.
2. V pravoúhlém trojúhelníku ABC s přeponou AB pro velikosti α, β úhlů při

vrcholech A, B platí α+β = 90◦, proto je | ACP | = 90◦−α = β a | BCD| = | DCP | =
= 1

2
(90◦ − β) = 1

2
α, neboť přímka CD je osa úhlu BCP (obr. 1). Pro vnější úhel ADC

trojúhelníku BCD tak zřejmě platí | ADC| = | DBC|+ | BCD| = β+ 1
2
α = | DCA|.

Zjistili jsme, že trojúhelník ADC má u vrcholů C, D shodné vnitřní úhly, je tedy
rovnoramenný, a proto |AD| = |AC|.

A B

C

P D

α β

β α

2

α

2

Obr. 1

3. Pro hledaná přirozená čísla x a y lze podmínku ze zadání vyjádřit rovnicí

(x+ y) + (x − y) +
(x

y

)

+ (x · y) = 2 009, (1)

ve které jsme dílčí výsledky jednotlivých operací uzávorkovali.
Vyřešme rovnici (1) vzhledem k neznámé x (v níž je, na rozdíl od neznámé y, rovnice

lineární):

2x+
x

y
+ xy = 2009,

2xy + x+ xy2 = 2009y,

x(y + 1)2 = 2009y,

x =
2 009y
(y + 1)2

. (2)



v úloze 1.2. Proč nyní nepatří všechna písmena slova, která si Erika myslela, do množiny
L = {K,A,B,Á,T} ∪ {M,Ě, S,T,A}?

1.4. Erika a Klárka hrály hru „slovní logik&. Klárka vyslovila slova OPAVÚ a ÚLOZE, při-
čemž Erika odpověděla stejně jako v úloze 1.2. Jaké slovo si Erika myslela, když všechna
jeho písmena už patří do množiny L = {O,P,A,V,Ú} ∪ {Ú,L,O,Z,E}? [PAVLE]

1.5. Třicet maturantů jednoho gymnázia podalo přihlášku k dalšímu studiu na některou ze
šesti fakult ČVUT. Využili možnost podat více přihlášek, a tak polovina žáků podala
přihlášku aspoň na tři fakulty, třetina si podala přihlášku na více než tři fakulty. Na
fakultu architektury se s ohledem na talentovou přijímací zkoušku nehlásil nikdo. Do-
kažte, že na některou ze zbývajících pěti fakult se přihlásilo méně než dvacet studentů.
[50–C–I–5]

1.6. Honza, Jirka, Martin a Petr organizovali na náměstí sbírku na dobročinné účely. Za
chvíli se u nich postupně zastavilo pět kolemjdoucích. První dal Honzovi do jeho kasičky
3 Kč, Jirkovi 2 Kč, Martinovi 1 Kč a Petrovi nic. Druhý dal jednomu z chlapců 8 Kč
a zbylým třem nedal nic. Třetí dal dvěma chlapcům po 2 Kč a dvěma nic. Čtvrtý dal
dvěma chlapcům po 4 Kč a dvěma nic. Pátý dal dvěma chlapcům po 8 Kč a dvěma
nic. Poté chlapci zjistili, že každý z nich vybral jinou částku, přičemž tyto tvoří čtyři
po sobě jdoucí přirozená čísla. Který z chlapců vybral nejméně a který nejvíce peněz?
[58–C–I–1]

2. Vrcholem C pravoúhelníku ABCD veďte přímky p a q, které mají s daným pravo-
úhelníkem společný pouze bod C, přičemž přímka p má od bodu A největší možnou
vzdálenost a přímka q vymezuje s přímkami AB, AD trojúhelník co nejmenšího
obsahu.

Řešení. Pata P kolmice z bodu A na přímku p procházející bodem C leží na
Thaletově kružnici nad průměrem AC. Vzdálenost bodu A od přímky p, tj. délka úsečky
AP , je tedy nejvýše rovna velikosti průměru AC. Přitom rovnost nastane, právě když
je přímka p kolmá na úhlopříčku AC. Přitom je zřejmé, že taková přímka p má s daným
pravoúhelníkem společný pouze bod C.
Zvolme nyní libovolnou přímku q tak, aby měla s pravoúhelníkem ABCD společný

jen bod C. Její průsečíky s přímkami AB, AD označme M a N (v uvedeném pořadí).
Dále označme M ′ obraz bodu M v souměrnosti podle přímky BC a N∗ obraz bodu N
v souměrnosti podle přímky CD. Protože | NCD| + | MCB| = 180◦ − | BCD| =
= 90◦, plyne z právě uvedených souměrností rovnost | MCM ′| = 2| MCB| =
= 2(90◦ − | NCD|) = 180◦ − 2| NCD| = 180◦ − | NCN∗|. Body C, M ′ a N∗ leží
tudíž na téže polopřímce s počátkem C. Pro obsah trojúhelníku AMN tak vždy platí
(obr. 2)

SAMN = SABCD + SBMC + SDCN = SABCD + SM ′BC + SDN∗C ! 2SABCD,

s rovností, právě když polopřímka CM ′ = CN∗ bude procházet vrcholem A daného
pravoúhelníku, tj. právě když M ′ = A = N∗ (pak budou BC a CD středními příčkami
trojúhelníku AMN).

A B

CD

M

N

M ′

N∗

q

A B

CD

M

N

M ′

N∗

q

Obr. 2
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Závěr. Přímku q, pro kterou je obsah trojúhelníku AMN minimální, sestrojíme
jako přímku CM , kde M je obraz bodu A v osové souměrnosti s osou BC.
Přímka p s největší možnou vzdáleností od bodu A za daných podmínek, je kolmice

na úsečku AC sestrojená v bodě C.

Poznámka. K právě uvedenému řešení může žáky inspirovat aktivita se skládáním
papíru popsaná v úloze 2.1. Místo skládáním papíru lze situaci modelovat na počítači
v některém z nástrojů dynamické geometrie, například v Cabri geometrii nebo v Geo-
nextu.

Jiné řešení. Označme P patu kolmice z bodu A na hledanou přímku p a ϕ velikost
odchylky přímek p a AC. Pro vzdálenost d přímky p od bodu A platí d = |AP | =
= |AC| sinϕ " |AC|. Přímka p má tedy největší možnou vzdálenost od bodu A, právě
když je kolmá na AC.
Uvažujme libovolnou přímku q, která má s pravoúhelníkem ABCD společný jen

bod C, a budeme hledat, za jakých podmínek ohraničuje spolu s přímkami AB a AD
trojúhelník nejmenšího obsahu. Použijeme označení z obr. 2 a zavedeme a = |AB| =
= |DC|, x = |BM |, b = |AD| = |BC| a y = |DN |. Pomocí těchto veličin vyjádříme
obsah trojúhelníku AMN a odhadneme jej užitím A-G nerovnosti:

SAMN =
1
2
(a+ x)(b+ y) =

1
2
(ab+ xy + ay + bx) !

1
2

(

ab+ xy + 2
√

ab · xy
)

. (1)

Z podobnosti trojúhelníků BMC ∼ DCN dostáváme |DN |/|BC| = |DC|/|BM |, což
vzhledem ke zvolenému označení dává xy = ab. Po dosazení do (1) a po jednoduché
úpravě tak dostaneme SAMN ! 2ab = 2SABCD. Přitom rovnost nastane, právě když
platí ay = bx. Spolu s podmínkou xy = ab představují oba vztahy soustavu rovnic
s neznámými x, y, jejímž vyřešením dostaneme x = a a y = b. Dospěli jsme tedy ke
stejnému výsledku jako v prvním řešení, kde jsme též uvedli konstrukci přímky q.

Jiné řešení. Postupujeme stejně jako v předchozím řešení s tím rozdílem, že nej-
prve z podobnosti trojúhelníků BMC ∼ DCN určíme y = ab/x a potom odhadneme
obsah trojúhelníku AMN pomocí tvrzení z úlohy 5.2 takto:

SAMN =
1
2
(a+ x)(b+ y) =

1
2
(a+ x)

(

b+
ab

x

)

=

=
1
2

(

2ab+ bx+
a2b

x

)

= ab+
1
2
ab

(x

a
+

a

x

)

! 2ab.

Rovnost nastává, právě když
x

a
=

a

x
, což je ekvivalentní s podmínkou x = a.

Úlohy k procvičení:
2.1. Na list papíru tvaru obdélníku narýsujte podle obrázku

A B

CD

M

N
pravoúhelník ABCD tak, aby jeho strany AB a AD
splývaly s okrajem papíru. Pak sestrojte přímku, aby
měla s pravoúhelníkem společný jen bod C a její průnik
listem papíru tvořil úsečkuMN , podél níž papír rozříz-
něte. Vzniklý papírový model trojúhelníku AMN s na-
rýsovaným obdélníkem ABCD přehněte podél úseček
BC a DC. Tuto činnost několikrát opakujte, přitom pro tentýž pravoúhelník ABCD
volte různé délky úsečky BM . Co lze z výsledku usoudit o poměru obsahů trojúhelníku
AMN a pravoúhelníku ABCD? Hypotézu dokažte.

2.2. Dokažte, že pro libovolná nezáporná čísla a, b platí 1
2
(a + b)

√
ab, přičemž rovnost

nastane, právě když a = b. [Žákům lze poradit substituci a = u2 a b = v2 nebo a = m−d
a b = m+ d, kde m = 1

2
(a+ b) a 0 |d| 1

2
m.]
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2.3. Je dán ostrý úhel KBL a bod M jeho vnitřku. Sestrojte bodem M přímku p tak,
aby vytínala z úhlu KBL trojúhelník ABC nejmenšího možného obsahu. [Kuřina, F.:
Umění vidět v matematice, str. 101]

2.4. Je dán ostrý úhel XV Y a jeho vnitřní bod C. Sestrojte na rameni V X bod A a na
rameni V Y bod B tak, aby vzniklý trojúhelník ABC měl co nejmenší obvod. [Polák,
J.: Středoškolská matematika v úlohách II, str. 262]

3. Určete všechna reálná čísla x, která vyhovují rovnici 4x − 2⌊x⌋ = 5. (Symbol ⌊x⌋
značí největší celé číslo, které není větší než číslo x, tzv. dolní celou část reálného
čísla x.)

Řešení. Položme ⌊x⌋ = a, pak x = a+ t, kde t ∈ ⟨0, 1), a rovnici 4(a+ t)− 2a = 5
ekvivalentně upravme na tvar a = 5

2
− 2t. Aby bylo číslo a celé, musí být 2t = k · 1

2
,

kde k je liché číslo. Navíc 2t ∈ ⟨0, 2). Je tedy buď 2t = 1
2
a a = 2, nebo 2t = 3

2
a a = 1.

Původní rovnice má proto dvě řešení: x1 = 2,25 a x2 = 1,75.

Jiné řešení. Rovnici upravíme na tvar 2x − 5
2
= ⌊x⌋. Jejím řešením jsou x-ové

souřadnice průsečíků grafů funkcí l : y = 2x− 5
2
a p : y = ⌊x⌋. Grafy se protínají ve dvou

bodech, jak vidíme na obr. 3. Pro první průsečík platí ⌊x⌋ = 1. Po dosazení do původní
rovnice dostaneme 4x−2 = 5 a odtud x1 = 7

4
= 1,75. Pro druhý průsečík platí ⌊x⌋ = 2,

takže 4x − 4 = 5 a x2 = 9
4
= 2,25.

x

y

−3 −2 −1 O 1 2 3 4

3

2

1

−1

−2

−3

x1x2

l

p

Obr. 3

Jiné řešení. Rovnici upravíme na tvar 2x− 5
2
= ⌊x⌋. Taková rovnice bude splněna,

právě když číslo 2x− 5
2
bude celé a bude splňovat nerovnosti x− 1 < 2x− 5

2
" x neboli

3
2

< x " 5
2
. Pro taková x hodnoty výrazu 2x− 5

2
zřejmě zaplní interval 1

2
< 2x− 5

2
" 5
2
.

V něm leží právě dvě celá čísla 1 a 2, tudíž hledaná x najdeme z rovnic 2x − 5
2
= 1

a 2x − 5
2
= 2.

Úlohy k procvičení:
3.1. a) Určete ⌊0⌋, ⌊3,5⌋, ⌊2,1⌋, ⌊−4⌋, ⌊−3,9⌋, ⌊−0,2⌋.

b) Nechť a je celé číslo a t ∈ ⟨0, 1). Určete ⌊a⌋, ⌊a+ t⌋, ⌊a+ 1

2
t⌋, ⌊a − t⌋, ⌊a + 2t⌋,

⌊a − 2t⌋.
3.2. V kartézské soustavě souřadnic sestrojte grafy funkcí: f : y = ⌊x⌋, g : y = x − ⌊x⌋.
3.3. V oboru reálných čísel řešte rovnici ⌊3x − 5⌋ = 5x − 8. [47–C–S–1]

4



3.4. Najděte všechny dvojice reálných čísel x, y, pro něž platí 7⌊x⌋ + 2y = 117,4 a
5x+ 2⌊y⌋ = 91,9. [47–C–I–5]

3.5. Určete všechna kladná čísla x, pro něž je mezi deseti čísly ⌊x⌋, ⌊2x⌋, ⌊3x⌋, ⌊4x⌋,
⌊5x⌋, ⌊6x⌋, ⌊7x⌋, ⌊8x⌋, ⌊9x⌋, ⌊10x⌋ právě devět různých. [47–C–II–3]

4. Kružnice k(S; r) se dotýká přímky AB v bodě A. Kružnice l(T ; s) se dotýká
přímky AB v bodě B a protíná kružnici k v krajních bodech C, D jejího průměru.
Vyjádřete délku a úsečky AB pomocí poloměrů r, s. Dokažte dále, že průsečík M
přímek CD, AB je středem úsečky AB.

Řešení. Protože kružnice l má za tětivu průměr CD kružnice k a dané kružnice
nejsou totožné, platí pro jejich poloměry nerovnost s > r. Označíme-li P patu kolmice
z bodu S na úsečku BT (obr. 4), pak z Pythagorovy věty pro pravoúhlé trojúhelníky

A BM

S

T

P

C

D

s − r

s

r

r
k

l

Obr. 4

CST a SPT plyne

|ST |2 = s2 − r2 a |ST |2 = |SP |2 + (s − r)2. (1)

Odtud pro velikost úsečky SP vychází

|SP |2 = (s2 − r2)− (s − r)2 = 2r(s − r).

A protože ABPS je pravoúhelník, dostáváme

|AB| = |SP | =
√

2r(s − r).

Z pravoúhlých trojúhelníků AMS a MTS dále podle první rovnosti v (1) plyne

|AM |2 = |SM |2 − r2 = |MT |2 − |ST |2 − r2 = |MT |2 − s2,

přitom z pravoúhlého trojúhelníku MBT máme

|BM |2 = |MT |2 − s2.

Je proto |AM | = |BM |, a bod M je tedy středem úsečky AB.

Poznámka. Závěr, žeM je středem úsečky AB, plyne okamžitě z mocnosti boduM
k oběma kružnicím (bod M leží na tzv. chordále obou kružnic). Tyto pojmy jsou však
pro soutěžící kategorie C dosud neznámé a nebudou nezbytné ani pro řešení dalších
soutěžních kol.
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Úlohy k procvičení:
4.1. Kružnice k, l, m se po dvou vně dotýkají a všechny tři mají společnou tečnu. Poloměry

kružnic k, l jsou 3 cm a 12 cm. Vypočtěte poloměr kružnice m. Najděte všechna řešení.
[55–C–I–2]

4.2. Kružnice k, l, m se dotýkají společné tečny ve třech různých bodech a jejich středy leží
v přímce. Kružnice k a l stejně jako kružnice l a m mají vnější dotyk. Určete poloměr
kružnice l, jestliže poloměry kružnic k a m jsou 3 cm a 12 cm. [55–C–S–3]

4.3. Kružnice k, l s vnějším dotykem leží obě v obdélníku ABCD, jehož obsah je 72 cm2.
Kružnice k se přitom dotýká stran CD, DA a AB, zatímco kružnice l se dotýká stran
AB a BC. Určete poloměry kružnic k a l, jestliže poloměr kružnice k je v centimetrech
vyjádřen celým číslem. [55–C–II–3]

4.4. Do kružnice k o poloměru r jsou vepsány dvě kružnice k1, k2 o poloměru 12 r, jež se
vzájemně dotýkají. Kružnice l se vně dotýká kružnic k1, k2 a s kružnicí k má vnitřní
dotyk. Kružnice m má vnější dotyk s kružnicemi k2 a l a vnitřní dotyk s kružnicí k.
Vypočtěte poloměry kružnic l a m. [55–B–I–6]

5. Dokažte, že pro libovolná kladná reálná čísla a, b platí

√
ab "

2(a2 + 3ab+ b2)
5(a+ b)

"
a+ b

2
,

a pro každou z obou nerovností zjistěte, kdy přechází v rovnost.

Řešení. Pravá nerovnost je ekvivalentní nerovnosti

4(a2 + 3ab+ b2) " 5(a+ b)2,

kterou lze ekvivalentně upravit na nerovnost a2+ b2− 2ab = (a− b)2 ! 0. Ta je splněna
vždy a rovnost v ní nastane, právě když a = b.
Levou nerovnost zbavíme zlomků a umocníme na druhou,

25ab(a2 + 2ab+ b2) " 4
(

a4 + 9a2b2 + b4 + 6a3b+ 6ab3 + 2a2b2
)

,

25ab(a2 + b2) + 50a2b2 " 4a4 + 4b4 + 44a2b2 + 24ab(a2 + b2),

takže po úpravě dostaneme ekvivalentní nerovnost

4a4 + 4b4 − 6a2b2 ! ab(a2 + b2).

Po odečtení výrazu 2a2b2 od obou stran nerovnosti se nám podaří na obou stranách
využít úpravy na čtverec. Dostaneme tak (opět ekvivalentní) nerovnost

4(a2 − b2)2 ! ab(a − b)2.

Rozdíl čtverců v závorce levé strany ještě rozložíme na součin a vztah upravíme na tvar
4(a − b)2(a+ b)2 ! ab(a − b)2.
Pokud je a = b, platí rovnost. Je-li a ̸= b, můžeme poslední nerovnost vydělit

kladným výrazem (a− b)2 a dostaneme tak nerovnost 4(a+ b)2 ! ab neboli 4a2+4b2+
+ 7ab ! 0. Levá strana této nerovnosti je vždy kladná, proto vyšetřovaná nerovnost
platí pro všechna kladná čísla a, b, přičemž rovnost v ní nastane, právě když a = b.

Jiné řešení. Aritmetický průměr c čísel a, b má tu vlastnost, že se od něj obě čísla
liší o tutéž hodnotu d. Nahradíme-li proměnné a, b v daných nerovnostech proměnnými
c, d, zápis nerovností i důkaz obou vztahů se zjednoduší. Položme tedy c = 1

2
(a + b),

6



59. ročník matematické olympiády

Úlohy krajského kola kategorie C

1. Dokažte, že pro libovolná celá čísla n a k větší než 1 je číslo nk+2 − nk dělitelné
dvanácti.

2. Dokažte, že pro libovolná čísla a, b z intervalu ⟨1,∞) platí nerovnost

(a2 + 1)(b2 + 1)− (a − 1)2(b − 1)2 ! 4,

a zjistěte, kdy nastane rovnost.

3. Je dána kružnice k se středem S. Kružnice l má větší poloměr než kružnice k, pro-
chází jejím středem a protíná ji v bodech M a N . Přímka, která prochází bodem N
a je rovnoběžná s přímkou MS, vytíná na kružnicích tětivy NP a NQ. Dokažte, že
trojúhelník MPQ je rovnoramenný.

4. Určete všechny dvojice reálných čísel x, y, které vyhovují soustavě rovnic

⌊x+ y⌋ = 2 010,

⌊x⌋ − y = p,

jestliže a) p = 2, b) p = 3.
Symbol ⌊x⌋ značí největší celé číslo, které není větší než dané reálné číslo x (tzv. dolní
celá část reálného čísla x).

Krajské kolo kategorie C se koná

v úterý 30. března 2010

tak, aby začalo dopoledne a aby soutěžící měli na řešení úloh
4 hodiny čistého času. Za každou úlohu může soutěžící získat
6 bodů, úspěšným řešitelem je ten žák, který získá 10 bodů
nebo více. Povolené pomůcky jsou psací a rýsovací potřeby,
školní MF tabulky a kalkulátory bez grafického displeje. Tyto
údaje se žákům sdělí před zahájením soutěže.



A protože mezi zmíněnými členy budou rovněž 4m a 4n, z rovnosti L = 4 plyne m = n = 0,
což naopak zřejmě i rovnost L = 4 zaručuje. To znamená, že rovnost nastává, právě když
a = b = 1.

Za úplné a správně zdůvodněné řešení udělte 6 bodů.

3. Poloměr kružnice k označme r. Označení vrcholů P , Q v trojúhelníku MPQ
není důležité, proto bez újmy na obecnosti označme jako P ten z bodů přímky vedené
bodem N rovnoběžně s přímkouMS, který leží na kružnici k. Bod Q pak leží na kružnici l
a čtyřúhelník NQMS je lichoběžník vepsaný kružnici l (obr. 1). Je tedy rovnoramenný
s rameny MQ a NS délky r. Navíc i úsečky SP a SM mají délku r. Z rovnoramenného
trojúhelníku NPS a rovnoramenného lichoběžníku NQMS plyne rovnost úhlů | SPN | =
= | SNP | = | MQP |. Příčka PQ tedy protíná přímky SP aMQ pod stejně velkými úhly,
a proto (podle věty o souhlasných úhlech) jsou přímky SP aMQ rovnoběžné. Čtyřúhelník
PQMS je tudíž rovnoběžník, a protože |SM | = |SP | = r, je to dokonce kosočtverec. Odtud
je již zřejmé, že trojúhelník MPQ je rovnoramenný s rameny PQ a MQ délky r.

S

O

M

N

P

Q

k

l

r

r
r

r

Obr. 1

Poznámka. Existence tětiv NP a NQ v zadání je zaručena díky předpokladu, že
kružnice l má větší poloměr než kružnice k. Označíme-li C střed úsečky SM a E ten
průsečík kružnice k s osou úsečky SM , který leží v polorovině SMO, bude středO kružnice l
ležet na polopřímce CE až za bodem E (obr. 2). Další průsečík N obou kružnic proto
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Obr. 2

padne do pásu mezi rovnoběžkami SM a N0E v polorovině OCS, kde N0 je čtvrtý vrchol
kosočtverce s vrcholy S,M , E. K tomu stačí ukázat, že kružnice l protne polopřímku EN0



až za bodem N0, že tedy její poloměr OS je větší než délka úsečky ON0. Toto srovnání dvou
stran trojúhelníku OSN0 snadno plyne z porovnání jeho vnitřních úhlů: úhel u vrcholu N0
je největší, neboť oba úhly při protilehlé straně OS jsou menší než 60◦ (trojúhelník ESN0
je rovnostranný). Snadno nahlédneme, že každá z rovnoběžek uvedeného pásu protíná
každou z obou kružnic ve dvou bodech (vždy souměrně sdružených podle příslušné osy
kolmé na SM).
Tím je prokázána nejen existence obou tětiv NP a NQ, ale i to, že jejich krajní body

P a Q leží na stejnou stranu od bodu N (jako na obr. 1), neboť oba body zřejmě leží
v polorovině opačné ke zmiňované polorovině OCS.

Za úplné řešení udělte 6 bodů, z toho 2 body za zdůvodnění, že NQMS je rovnoramenný lichoběžník, 1 bod
za důkaz shodnosti úhlů SNP a SPN , 2 body za důkaz, že PQMS je rovnoběžník a 1 bod za zdůvodnění
|PQ| = |MQ| = r. Existenci obou tětiv vyšetřovanou v závěrečné poznámce není nutné dokazovat, protože
je předpokladem úlohy.

4. Protože číslo p je celé, je i y = ⌊x⌋ − p celé číslo a ⌊x + y⌋ = ⌊x⌋ + y. Původní
soustava rovnic je tedy ekvivalentní se soustavou

⌊x⌋+ y = 2 010,

⌊x⌋ − y = p,

kterou snadno vyřešíme například sčítací metodou. Obdržíme ⌊x⌋ = 1
2
(2 010+p) (což může

platit jen pro sudá p) a y = ⌊x⌋ − p.
a) Pro p = 2 je řešením soustavy libovolné x ∈ ⟨1 006, 1 007) a y = 1 004.
b) Pro p = 3 nemá soustava řešení.

Jiné řešení. Položme ⌊x⌋ = a, pak x = a+ t, kde t ∈ ⟨0, 1).
a) Pro p = 2 soustavu přepíšeme do tvaru y = a− 2 a ⌊2a− 2+ t⌋ = 2 010. Z poslední

rovnice plyne 2a−2 = 2 010, odtud a = 1 006. Jelikož t ∈ ⟨0, 1), vyhovuje původní soustavě
každé x ∈ ⟨1 006, 1 007), přičemž y = 1 004.
b) Pro p = 3 dostáváme y = a−3 a ⌊2a−3+t⌋ = 2 010. Poslední rovnice je ekvivalentní

se vztahem 2a − 3 = 2 010, kterému nevyhovuje žádné celé číslo a. Pro p = 3 nemá daná
soustava rovnic řešení.

Za úplné řešení udělte 6 bodů, z toho 4 body za vyřešení úkolu a) a 2 body za úkol b).



59. ročník matematické olympiády

Úlohy klauzurní části školního kola kategorie C

1. Zvětšíme-li čitatel i jmenovatel jistého zlomku o 1, dostaneme zlomek o hodnotu 1/20
větší. Provedeme-li s větším zlomkem stejnou operaci, dostaneme zlomek o hod-
notu 1/12 větší, než byla hodnota zlomku na počátku. Určete všechny tři zlomky.

2. Kružnice k(S; 6 cm) a l(O; 4 cm) mají vnitřní dotyk v bodě B. Určete délky stran
trojúhelníku ABC, kde bod A je průsečík přímky OB s kružnicí k a bod C je průsečík
kružnice k s tečnou z bodu A ke kružnici l.

3. Najděte všechny dvojice nezáporných celých čísel a, b, pro něž platí a2+b+2 = a+b2.

Klauzurní část školního kola kategorie C se koná

ve čtvrtek 21. ledna 2010

tak, aby začala dopoledne a aby soutěžící měli na řešení úloh
4 hodiny čistého času. Za každou úlohu může soutěžící získat
6 bodů, úspěšným řešitelem je ten žák, který získá 10 bodů
nebo více. Povolené pomůcky jsou psací a rýsovací potřeby,
školní MF tabulky a kalkulátory bez grafického displeje. Tyto
údaje se žákům sdělí před zahájením soutěže.



2. Bod dotyku kružnice l s tečnou z bodu A označme D (obr. 1). Z vlastností tečny
ke kružnici plyne, že úhel ADO je pravý. Zároveň je pravý i úhel ACB (Thaletova věta).

SO

C

D

AB
4 42 2

k

l

Obr. 1

Trojúhelníky ABC a AOD jsou tak podobné podle věty uu, neboť se shodují v úhlech
ACB, ADO a ve společném úhlu při vrcholu A. Z uvedené podobnosti plyne

|BC|
|OD|

=
|AB|
|AO|

. (1)

Ze zadaných číselných hodnot vychází |OD| = |OB| = 4 cm, |OS| = |SB| − |OB| =
= 2 cm, |OA| = |OS|+ |SA| = 8cm a |AB| = 12 cm. Podle (1) je tedy |BC| : 4 cm = 12 : 8
a odtud |BC| = 6cm. Z Pythagorovy věty pro trojúhelník ABC nakonec zjistíme, že
|AC| =

√
122 − 62 cm = 6

√
3 cm.

Za úplné a správně zdůvodněné řešení udělte 6 bodů. Z toho 2 body za obrázek a zdůvodnění pravých
úhlů, 2 body za zdůvodnění podobnosti trojúhelníků a sestavení potřebné rovnice, 2 body za dopočítání
délek stran BC a AC.

3. Rovnici přepíšeme do tvaru 2 = (b2 − a2)− (b − a), z nějž po využití vztahu pro
rozdíl čtverců a následném vytknutí výrazu b−a dostaneme 2 = (b−a)(a+ b−1). Protože
2 je prvočíslo, máme pro uvedený součin následující čtyři možnosti:
a) b − a = 1 a a+ b − 1 = 2, pak a = 1 a b = 2.
b) b − a = 2 a a+ b − 1 = 1, pak a = 0 a b = 2.
c) b− a = −1 a a+ b− 1 = −2. Druhou rovnici lze přepsat na tvar a+ b = −1, z nějž

vidíme, že rovnost nenastane pro žádnou dvojici nezáporných celých čísel.
d) b − a = −2 a a + b − 1 = −1. Druhou rovnici lze přepsat na tvar a + b = 0,

z nějž vidíme, že jí vyhovuje jediná dvojice nezáporných celých čísel a = b = 0, která však
nevyhovuje první rovnici.
Závěr : Úloha má dvě řešení: Buď je a = 1 a b = 2, nebo a = 0 a b = 2.

Poznámka. Místo rozboru čtyř možností můžeme začít úvahou, že nulová čísla a, b
nejsou řešením úlohy, takže a + b − 1 ! 0, a tedy i b − a ! 0. Stačí tudíž uvažovat jen
možnosti a) a b).



y = 50k − 23x, tedy 19x+ 3y = 19x+ 3(50k − 23x) = 150k − 50x = 50(3k − x), takže
číslo 19x+ 3y je rovněž násobkem čísla 50.
Podobně to funguje i z druhé strany. Jestliže pro nějakou dvojici přirozených čísel

x, y platí 50 | 19x+3y, je 19x+3y = 50l pro nějaké přirozené číslo l. Z této rovnosti vy-
jádříme číslo y; dostaneme y = (50l−19x)/3 (další postup by byl podobný, i kdybychom
vyjádřili x místo y). Po dosazení vyjde

23x+ y = 23x+
50l − 19x
3

=
69x+ 50l − 19x

3
=
50 · (x+ l)

3
.

O výsledném zlomku víme, že je to přirozené číslo. Čitatel toho zlomku je dělitelný
číslem 50. Ve jmenovateli je jen číslo 3, které je s 50 nesoudělné, proto se číslo 50 nemá
s čím ze jmenovatele zkrátit, tudíž číslo 23x+ y je dělitelné 50.

Jiné řešení. Zřejmě 3 · (23x+ y)− (19x+ 3y) = 50x, proto jestliže 50 dělí jedno
z čísel 23x+ y a 19x+ 3y, dělí i druhé z nich.

Návodné a doplňující úlohy:
N1. Ukažte, že každé prvočíslo větší než 3 se dá napsat ve tvaru 6k + 1 anebo 6k − 1 pro

vhodné přirozené číslo k. [Každé prvočíslo se dá napsat ve tvaru 6k + z, kde z je jeho
zbytek po dělení šesti. Čísla 6k, 6k+2 a 6k+4 jsou evidentně dělitelná dvěma, 6k+3
je dělitelné třemi, proto zůstávají jen čísla tvaru 6k + 1 a 6k + 5.]

N2. Nechť x+ 5y dává zbytek 1 po dělení 7. Jaký zbytek po dělení 7 dává číslo 3x+ 15y?
A číslo 4x + 13y? [Protože x + 5y = 7k + 1 pro vhodné k, máme 3x + 15y = 3(7k +
+ 1) = 7 · 3k + 3, jeho zbytek je tedy 3. Podobně 4x + 20y = 4(7k + 1) = 7 · 4k + 4;
číslo 4x+ 13y se od 4x+ 20y liší jen o násobek 7, proto dává stejný zbytek 4.]

D1. Dokažte, že jestliže pro celá čísla a, b, c platí 7 | a− 3b+5c, pak platí i 7 | 4a+2b − c.
Zjistěte, zda platí opačná implikace. [Platí i opačná implikace. Návod: (4a+ 2b − c)−
− 4(a − 3b+ 5c) = 14b − 21c = 7(2b − 3c).]

D2. Dokažte, že ke každému celému číslu x existuje celé číslo y takové, že 19x + 3y je
dělitelné 50. [Číslo 19x dává po dělení 50 zbytek, který označíme z. Chceme ukázat, že
pro libovolné z umíme najít y tak, aby číslo 3y dávalo zbytek 50 − z. Vezměme čísla
3 ·1, 3 ·2, 3 ·3, . . . , 3 ·50. Kdyby dvě z těchto čísel, řekněme 3i a 3j, dávala stejný zbytek,
musel by být jejich rozdíl 3(i − j) dělitelný 50. Přitom 3 a 50 jsou nesoudělná, proto
50 | i − j. To však není možné, neboť 1 ! i − j ! 49. Proto vyjmenovaná čísla dávají
všechny možné zbytky po dělení 50, takže jedno z nich dává zbytek 50− z.]

3. Máme čtverec ABCD se stranou délky 1 cm. Body K a L jsou středy stran DA
a DC. Bod P leží na straně AB tak, že |BP | = 2|AP |. Bod Q leží na straně BC
tak, že |CQ| = 2|BQ|. Úsečky KQ a PL se protínají v bodě X. Obsahy čtyřúhelníků
APXK, BQXP , QCLX a LDKX označíme postupně SA, SB, SC , SD (obr. 1).
a) Dokažte, že SB = SD.
b) Vypočtěte rozdíl SC − SA.
c) Vysvětlete, proč neplatí SA + SC = SB + SD.

Řešení. a) Čtyřúhelníky ABQK a DAPL jsou shodné (jeden z nich je obrazem
druhého v otočení o 90◦ se středem ve středu čtverce ABCD). Proto mají i stejný obsah,
tedy SA + SB = SA + SD. Z toho hned dostáváme SB = SD.
b) Snadno se nám podaří vypočítat obsah pravoúhlého lichoběžníku ABQK, neboť

známe délky základen i výšku. Dostaneme SA + SB = ( 12 +
1

3
) · 1
2
= 5

12
cm2. Podobně

výpočtem obsahu lichoběžníku PBCL dostaneme SC + SB = ( 12 +
2

3
) · 1
2
= 7

12
cm2.

Odečtením první získané rovnosti od druhé dostáváme SC − SA = 7

12
− 5

12
= 1

6
cm2.

c) Nerovnost mezi obsahy SA+ SC a SB +SD (jejichž přímé výpočty jsou nad síly
žáků 1. ročníku) můžeme zdůvodnit následujícím způsobem. Součet těchto dvou obsahů

2
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je 1 cm2, takže se nerovnají, právě když je jeden z nich menší než 1
2
cm2. Bude to obsah

SB + SD (rovný 2SB , jak už víme), když ukážeme, že obsah SB je menší než 14 cm
2.

Uděláme to tak, že do celého čtverce ABCD umístíme bez překrytí čtyři exempláře
dotyčného čtyřúhelníku PBQX . Jak, to je patrné z obr. 2, kde M , N značí středy stran
BC, AB a R, S body, jež dělí strany CD, DA v poměru 1 : 2.

Jiné řešení části c). Tentokrát místo nerovnosti SB + SD < 1

2
cm2 dokážeme

ekvivalentní nerovnost SA + SC > 1

2
cm2. Proto se pokusíme „přemístit* čtyřúhelník

APXK tak, aby ležel při čtyřúhelníku XQCL a aby se jejich obsahy daly i geometricky
sečíst. Úhly AKQ a DLP jsou shodné a |AK| = |DL|, proto můžeme čtyřúhelník
APXK přemístit ve čtverci ABCD do jeho „rohu* D tak, že se ke čtyřúhelníku XQCL
„přimkne* podél strany LX svou stranou LY , kde Y je průsečík úseček SM a PL
z původního řešení (obr. 3). Obsah SA + SC je pak obsahem šestiúhelníku DSYXQC.
Proč je větší než 1

2
cm2, lze zdůvodnit například takto:

Úsečka spojující bod L se středem U úsečky KQ protne úsečku SM v jejím
středu V . Čtyřúhelník UQMV má obsah rovný polovině obsahu rovnoběžníku KQMS,
tedy rovný obsahu trojúhelníku KMS. Proto má šestiúhelník DSV UQC obsah rovný
obsahu čtyřúhelníku KMCD, tj. polovině obsahu čtverce ABCD. Obsah SA + SC je
ještě větší, a to o obsah čtyřúhelníku XUV Y . Je tedy vskutku SA + SC > 1

2
cm2.

Návodné a doplňující úlohy:
N1. Je dán lichoběžník ABCD s delší základnou AB a průsečíkem úhlopříček P . Víme, že

obsah trojúhelníku ABP je 16 a obsah trojúhelníku BCP je 10.
a) Vypočítejte obsah trojúhelníku ADP .
b) Vypočítejte obsah lichoběžníku ABCD.
[Trojúhelníky ABC a ABD mají společnou stranu AB a stejné výšky na tuto stranu,
mají tedy stejný obsah. Proto mají stejný obsah i trojúhelníky ADP a BCP . Ob-
sah trojúhelníku CDP vypočteme například z jeho podobnosti s trojúhelníkem ABP ,
poměr podobnosti je |AP |/|CP | = SABP /SCBP . Dostaneme SABCD = 169/4.]

N2. Ve čtverci ABCD o straně délky 1 označme K, L po řadě středy stran AB, AD.
Přímky CK a BL se protínají v bodě M , přímky CL a KD se protínají v bodě N .
Ukažte, že součet obsahů trojúhelníků KBM , KLN a CDN není větší než 3/8. [Přímo
vypočítat obsahy jednotlivých trojúhelníků jde jen těžko. Pomohlo by přemístit tyto
trojúhelníky „více k sobě*, aby se jejich obsahy daly geometricky sečíst. Například
díky osové souměrnosti podle přímky AC je trojúhelník KLN shodný s trojúhelníkem
KLM . A obsah trojúhelníku KBL už vypočítáme snadno, je to 1/8. Zbývá ukázat,
že obsah trojúhelníku DCN je menší než 1/4. To je hned vidět z toho, že trojúhelník
DCN je částí trojúhelníku DCL s obsahem 1/4.]

D1. V ostroúhlém trojúhelníku ABC označme D patu výšky z vrcholu C a P , Q odpovída-
jící paty kolmic vedených bodem D na strany AC a BC. Obsahy trojúhelníků ADP ,
DCP , DBQ, CDQ označme postupně S1, S2, S3, S4. Vypočítejte S1 : S3, jestliže
S1 : S2 = 2 : 3 a S3 : S4 = 3 : 8. [C–55–I–5]

D2. V libovolném konvexním čtyřúhelníku ABCD označme E střed strany BC a F střed

3



strany AD. Dokažte, že trojúhelníky AED a BFC mají stejný obsah, právě když jsou
strany AB a CD rovnoběžné. [C–54–I–3]

D3. Spojnice středů stran AB a CD konvexního čtyřúhelníku ABCD rozdělí tento čtyř-
úhelník na dvě části o stejném obsahu. Ukažte, že přímky AB a CD jsou rovnoběžné.
[Označme S a T po řadě středy stran AB a CD. Trojúhelníky DST a CST mají stejný
obsah (stejně dlouhé strany DT a CT , společnou výšku). Proto trojúhelníky ADS
a BCS mají stejný obsah, a protože mají stejně dlouhé strany AS a BS, musejí mít
i stejné výšky, body D a C jsou tedy stejně vzdáleny od přímky AB.]

D4. Najděte všechny konvexní čtyřúhelníky ABCD s následující vlastností: v rovině čtyř-
úhelníku ABCD existuje bod P takový, že každá přímka vedená bodem P rozdělí
čtyřúhelník ABCD na dvě části o stejném obsahu. [49–A–II–4]

4. Ve skupině n žáků spolu někteří kamarádí. Víme, že každý má mezi ostatními aspoň
čtyři kamarády. Učitelka chce žáky rozdělit do dvou nejvýše čtyřčlenných skupin tak,
že každý bude mít ve své skupině alespoň jednoho kamaráda.
a) Ukažte, že v případě n = 7 lze žáky požadovaným způsobem rozdělit.
b) Zjistěte, zda lze žáky takto rozdělit i v případě n = 8.

Řešení. a) Jediný způsob, jak rozdělit 7 žáků na dvě nejvýše čtyřčlenné skupiny,
je mít jednu trojčlennou a jednu čtyřčlennou skupinu. Každý žák ze čtyřčlenné skupiny
přitom bude mít ve své skupině kamaráda při jakémkoli rozdělení, protože se nemůže
stát, že by všichni jeho kamarádi byli v trojčlenné skupině (jsou aspoň čtyři).
Takže stačí rozdělit žáky tak, aby každý v trojčlenné skupině v ní měl kamaráda.

Proto do ní dáme kteréhokoli ze žáků a k němu některé dva jeho kamarády.
b) Vezměme si jakékoli rozdělení 8 žáků na dvě čtyřčlenné skupiny (skupiny s jiným

počtem žáků nepřipadají v úvahu). Jestliže toto rozdělení nevyhovuje učitelčině záměru,
máme nějakého žáka X , jenž je zle zařazen – má všechny své čtyři kamarády A, B, C,D
ve druhé skupině. Ukážeme, že umíme vyměnit X a některého ze žáků A, B, C, D tak,
že celkový počet zle zařazených žáků v nově vzniklých skupinách se oproti původnímu
stavu zmenší.
Po libovolné ze čtyř výměn přicházejících do úvahy přestane být X zle zařazen

a všichni tři žáci, kteří se s ním octnou ve skupině, budou dobře zařazeni, neboť jsou
to jeho kamarádi. Žáci K, L, M , kteří byli před výměnou ve skupině s X , mohou být
po výměně zle zařazeni jen tehdy, pokud byli zle zařazeni i předtím (neboť X není
kamarádem ani jednoho z nich). Protože žák K má čtyři kamarády a nekamarádí se
s X , musí mít aspoň jednoho kamaráda Y i ve skupině obsahující žáky A, B, C, D.
Právě tento žák Y se hodí pro zamýšlenou výměnu s žákem X , neboť po ní i on bude
mít ve své nové skupině kamaráda – totiž žáka K.
Ukázali jsme tedy, že výměnou žáků X a Y počet zle zařazených žáků klesne.

Dostaneme nějaké nové rozdělení; jestliže v něm je aspoň jeden žák zle zařazen, můžeme
zopakovat předchozí postup a opět snížit počet zle zařazených žáků. Po nejvýše osmi
krocích dostaneme rozdělení, v němž už nejsou žádní zle zařazení žáci.
Jiné řešení části b). Uvažujme všechna možná rozdělení osmi žáků do dvou čtyř-

členných skupin. Rozdělení, kde někdo nemá ve své skupině žádného kamaráda, budeme
nazývat zlá, zbylá budou dobrá.
Kolik je zlých rozdělení? Jestliže má žák X aspoň pět kamarádů, aspoň jeden

z nich musí být v jeho skupině. Jestliže má žák X jen čtyři kamarády a jsou-li všichni
ve druhé skupině, máme jen jedno jediné rozdělení s touto vlastností. Celkově tedy
k danému žákovi X existuje nejvýše jedno rozdělení, jež je zlé. Za X můžeme vzít
jednoho z 8 různých žáků, proto zlých rozdělení je nejvýše 8 (některá možná počítáme
víckrát). Přitom všech rozdělení je

(

7

3

)

= 35, tedy aspoň 27 z nich je dobrých.
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je vzhledem k nerovnosti ud2 > 0 nerovnost ze zadání ekvivalentní s nerovností 1 + v2 !
! 2v, tedy (v − 1)2 ! 0, což platí pro každé v. Rovnost nastane, právě když v = 1,
tedy b | a.

Jiné řešení. Označme d = (a, b). Je známo, že [a, b] · (a, b) = ab. Po vyjádření
[a, b] z tohoto vztahu, dosazení do dané nerovnosti a ekvivalentní úpravě dostaneme
ekvivalentní nerovnost d2 + b2 ! 2bd, která platí, neboť (d − b)2 ! 0. Rovnost nastává
jen pro d = b, tedy pokud b | a.

Návodné a doplňující úlohy:
N1. Nechť d je největší společný dělitel přirozených čísel a a b. Ukažte, že čísla a/d a b/d

jsou celá a nesoudělná.
N2. Dokažte, že pro libovolná přirozená čísla a, b platí vztah [a, b] · (a, b) = ab. [Úvaha

o exponentech jednotlivých prvočísel, anebo standardním způsobem: nechť d = (a, b),
potom a = xd, b = yd pro nesoudělná x a y, tedy [a, b] = xyd.]

N3. Ukažte, že výraz [a, 15]/a, kde a je přirozené číslo, může nabývat jen čtyř různých
hodnot, které jsou všechny celočíselné. Kolik různých celočíselných hodnot může nabýt
výraz [60, b]/2b? [Výraz [a, 15]/a může nabývat hodnot 1, 3, 5, 15. Výraz [60, b]/2b může
nabýt celočíselné hodnoty 1, 2, 3, 5, 6, 10, 15, 30, kromě toho nabývá hodnoty 1/2, 3/2,
5/2, 15/2.]

N4. Dokažte, že pro kladná reálná čísla a, b platí

4ab ! (a+ b)2 ! 2(a2 + b2).

[Obě nerovnosti se dají přímočaře odvodit z toho, že čtverec reálného čísla je nezáporný.]
D1. Najděte všechny trojice přirozených čísel a, b, c, pro které současně platí [ab, c] = 28,

[bc, a] = 29, [ca, b] = 211. [50–C–S–1]
D2. Najděte všechny dvojice přirozených čísel a, b, pro které platí [a, b] + (a, b) = 63.

[50–C–I–3]
D3. Najděte všechny dvojice kladných celých čísel a, b, pro které má výraz

a

b
+
14b
9a

celočíselnou hodnotu. [Nechť d = (a, b), potom a = xd, b = yd pro nesoudělná x a y.
Zkoumaný výraz bude po dosazení (9x2+14y2)/(9xy), takže 9x | 14y2, a z nesoudělnosti
x a y máme x | 14, navíc 3 | y. Podobně y | 9; vyzkoušíme konečně mnoho možností.]

D4. Dokažte, že pro libovolná dvě různá kladná čísla a, b platí

a+ b

2
<
2(a2 + ab+ b2)
3(a+ b)

<

√

a2 + b2

2
.

[58–C–I–6]

6. Je dán lichoběžník ABCD. Střed základny AB označme P . Uvažujme rovnoběžku
se základnou AB, která protíná úsečky AD, PD, PC, BC postupně v bodech K,
L, M , N .
a) Dokažte, že |KL| = |MN |.
b) Určete polohu přímky KL tak, aby platilo i |KL| = |LM |.

Řešení. a) Přímky AB, CD a KL jsou rovnoběžné, proto v dané situaci dovedeme
najít vícero dvojic trojúhelníků podobných vždy podle věty uu. Tyto podobnosti lze
výhodně zapsat pomocí poměrů vzdáleností, což využijeme v důkazu toho, že úsečky
KL a MN mají stejnou délku.
Označme x vzdálenost přímek AB a KL a y vzdálenost přímek KL a CD. Pomocí

těchto vzdáleností nyní vyjádříme koeficienty podobnosti odpovídajících trojúhelníků.
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Trojúhelníky APD a KLD jsou podobné, proto

|KL|

|AP |
=

y

x+ y
.

Trojúhelníky BPC a NMC jsou podobné, proto

|MN |

|PB|
=

y

x+ y
.

Spojením obou rovností dostáváme

|KL|

|AP |
=

y

x+ y
=

|MN |

|PB|
,

a protože |AP | = |PB|, plyne odtud |KL| = |MN |.
b) Chceme sestrojit bod L úsečky PD takový, že |KL| = |LM |. Rozebereme dva

případy podle toho, zda je či není přímka PC rovnoběžná s přímkou AD.
Jestliže je přímka PC rovnoběžná s AD, je APCD rovnoběžník a jediný vyhovující

bod L je střed úsečky PD neboli průsečík úhlopříček rovnoběžníku APCD (podmínka
|KL| = |LM | tu vyjadřuje shodnost trojúhelníků KLD a MLP , která nastane, právě
když |LD| = |LP |, obr. 4).

A B

CD

P

K

L

M N

Obr. 4

A B

CD

P

K L M N

R

Obr. 5

Jestliže se přímky PC a AD protínají v nějakém bodě R (obr. 5), bude bod L průse-
číkem úsečky DP s přímkou, na níž leží těžnice trojúhelníku APR z vrcholu R. Plyne to
z poznatku, že s úsečkou AP jsou podle středu R stejnolehlé všechny v úvahu připadající
úsečkyKM , a proto středy všech těchto úseček leží na přímce jdoucí bodem R a středem
úsečky AP .
Z uvedených konstrukcí plyne, že vyhovující bod L je vždy jediný, existuje tudíž

právě jedna rovnoběžka s přímkou AB s požadovanými vlastnostmi.

Poznámka. Jak jsme uvedli v řešení, pokud jsou přímky PC a AD rovnoběžné,
je hledaným bodem L, pro který platí |KL| = |LM |, průsečík úhlopříček rovnoběž-
níku APCD. Pokud přímky PC a AD rovnoběžné nejsou, tj. APCD je lichoběžník, je
i v tomto případě průsečík jeho úhlopříček výborným kandidátem pro takový bod L.
Výpočtem s využitím podobnosti se dá ukázat, že tomu tak vskutku je, takže hleda-
ným bodem L je v každém případě průsečík úhlopříček čtyřúhelníku APCD (viz též
úlohu N1).
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Návodné a doplňující úlohy:
N1. V lichoběžníku ABCD s průsečíkem úhlopříček P sestrojme rovnoběžku se základ-

nou AB procházející bodem P . Tato přímka protne ramena AD a BC v bodech K a L.
Ukažte, že bod P je středem úsečky KL. Vypočítejte délku úsečky KL, jestliže víte, že
|AB| = a, |CD| = c. [Využijeme podobnost dvojic trojúhelníků DKP a DAB, CPL
a CAB, PAB a PCD. Označíme-li v1 výšku trojúhelníku PAB a v2 výšku trojúhelníku
PCD, je |KP | = |LP | = a · v2/(v1 + v2). Odtud |KL| = 2ac/(a+ c).]

N2. Je dán lichoběžník ABCD s delší základnou AB. Nechť X, Y jsou po řadě průsečíky
dvojic přímek AD a BC, AC a BD. Dokažte, že body X, Y a středy základen lichoběž-
níku ABCD leží na jedné přímce. [Stejnolehlost se středem v bodě X zobrazující úsečku
AB na úsečku CD zobrazí střed jedné základny do středu druhé základny, proto středy
základen a bod X leží v přímce. Analogicky leží v přímce středy základen a bod Y. Je
vhodné zkusit i řešení využívající jen podobnost trojúhelníků bez odkazu na vlastnosti
stejnolehlosti.]

D1. Je dán lichoběžník ABCD se základnami AB a CD. Označme E střed strany AB, F
střed úsečky DE a G průsečík úseček BD a CE. Vyjádřete obsah lichoběžníku ABCD
pomocí jeho výšky v a délky d úsečky FG za předpokladu, že body A, F , C leží na
jedné přímce. [56–C–I–4]

D2. Sestrojte lichoběžník ABCD s výškou 3 cm a shodnými stranami BC, CD a DA, pro
nějž platí: Na základně AB existuje bod E takový, že úsečka DE má délku 5 cm a dělí
lichoběžník na dvě části se stejnými obsahy. [52–C–I–4]
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60. ročník matematické olympiády

Úlohy krajského kola kategorie C

1. Na tabuli jsou napsána právě tři (ne nutně různá) reálná čísla. Víme, že součet libo-
volných dvou z nich je tam napsán také. Určete všechny trojice takových čísel.

2. Najděte všechna kladná celá čísla n, pro která je číslo n2+6n druhou mocninou celého
čísla.

3. Lichoběžník ABCD má základny AB a CD po řadě délek 18 cm a 6 cm. Pro bod E
strany AB platí 2|AE| = |EB|. Těžiště trojúhelníků ADE, CDE, BCE, jež označíme
po řadě K, L, M , tvoří vrcholy rovnostranného trojúhelníku.
a) Dokažte, že přímky KM a CM svírají pravý úhel.
b) Vypočtěte délky ramen lichoběžníku ABCD.

4. Nechť x, y, z jsou kladná reálná čísla. Ukažte, že čísla

x+ y + z − xyz a xy + yz + zx − 3

nemohou být záporná současně.

Krajské kolo kategorie C se koná

v úterý 5. dubna 2011

tak, aby začalo dopoledne a aby soutěžící měli na řešení úloh
4 hodiny čistého času. Za každou úlohu může soutěžící získat
6 bodů, úspěšným řešitelem je ten žák, který získá 10 bodů
nebo více. Povolené pomůcky jsou psací a rýsovací potřeby,
školní MF tabulky a kalkulátory bez grafického displeje. Tyto
údaje se žákům sdělí před zahájením soutěže.



Je-li největším společným dělitelem čísel n a n+ 6 číslo 6, je n = 6m pro vhodné m.
Jestliže n(n + 6) = 36m(m + 1) je čtverec, musejí být čtverce i obě nesoudělná čísla m
a m+ 1, což nastane jen pro m = 0, my však hledáme jen kladná čísla n.
Úloze vyhovuje jedině n = 2.

Za úplné řešení udělte 6 bodů. Jestliže řešitel úlohu zredukuje na zvládnutelný konečný počet možností
pro n (například jako v prvním řešení), udělte 4 body. Za úvahu typu „n a n+ 6 jsou pro n nedělitelné 2
a 3 nesoudělná, proto to musejí být čtverce( bez redukce na konečný počet možností dejte nejvýše 3 body.
Za objevení řešení n = 2 bez důkazu nedávejte žádný bod.

3. Čtyřúhelník AECD je rovnoběžník, protože jeho strany AE a CD jsou rovnoběžné
a stejně dlouhé (obě měří 6 cm). Na jeho úhlopříčce AC tak leží těžnice trojúhelníku ADE
z vrcholu A i těžnice trojúhelníku CDE z vrcholu C, a proto na této přímce leží i body
K a L (obr. 1). Navíc víme, že těžiště trojúhelníku dělí jeho těžnice v poměru 2 : 1, proto
jsou úsečky AK, KL a LC stejně dlouhé.

A B

CD

E P

K

L

M

Obr. 1

Bod L je středem úsečky KC, proto na ose souměrnosti úsečky KM leží nejen výška
rovnostranného trojúhelníku KLM , ale i střední příčka trojúhelníku KMC. Proto je
přímka CM kolmá na KM .
Zbývá vypočítat délky ramen lichoběžníku ABCD. Označme P střed úsečky EB.

Protože CM je kolmá na KM , je těžnice CP kolmá na EB, takže trojúhelník EBC je
rovnoramenný, a tudíž i daný lichoběžník ABCD je rovnoramenný. Délku ramene BC
nyní vypočteme z pravoúhlého trojúhelníku PBC, v němž známe délku odvěsny PB. Pro
druhou odvěsnu CP zřejmě platí

|CP | =
3
2
|CM | = 3 ·

√
3
2

|KM |,



jak snadno plyne z vlastností trojúhelníku KMC. A protože |KM | = 2

3
|AP | z podobnosti

trojúhelníků KMC a APC, je (počítáno v centimetrech)

|CP | = 3 ·
√
3
2

|KM | = 3 ·
√
3
2

·
2
3
|AP | =

√
3 ·
2
3
|AB| = 12

√
3.

Potom
|BC| =

√

|PB|2 + |PC|2 =
√

36 + 122 · 3 = 6
√
1 + 12 = 6

√
13.

Ramena daného lichoběžníku mají délku 6
√
13 cm.

Alternativní důkaz kolmosti přímek KM a CM : Protože bod L je středem úsečky KC
a zároveň |LK| = |LM |, neboť trojúhelníkKLM je rovnostranný, leží bodM na Thaletově
kružnici nad průměrem KC, takže trojúhelník KMC je pravoúhlý.

Za úplné řešení udělte 6 bodů, z toho 3 body za důkaz kolmosti přímekKM a CM a 3 body za výpočet délek
obou ramen lichoběžníku ABCD. Neúplné řešení hodnoťte podle pokroku, kterého žák dosáhl. V uvedeném
řešení by rozdělení bodů bylo následující: důkaz kolmostiKM a CM — 3 body, z toho 1 bod za odůvodnění
toho, že bod L je středem úsečky KC; výpočet délky úsečky KM — 1 bod; výpočet délky jednotlivých
ramen — po 1 bodu.

4. Ukážeme, že je-li číslo xy + yz + zx − 3 záporné, je číslo x+ y + z − xyz kladné.
Jestliže xy+ yz+ zx < 3, je aspoň jedno z čísel xy, yz, zx menší než 1, např. xy. Pak

x+ y + z − xyz = x+ y + z(1− xy) je zjevně součet tří kladných čísel.

Jiné řešení. Ukážeme, že je-li číslo x+y+z−xyz záporné, pak číslo xy+yz+zx−3
je kladné.
Předpokládejme, že x+ y + z < xyz. Tím spíš x < xyz. Po zkrácení kladného čísla x

dostaneme yz > 1. Podobně odvodíme odhady xy > 1 a zx > 1. Nyní je stačí sečíst a máme
xy + yz + zx > 3.

Jiné řešení. Tvrzení úlohy dokážeme sporem. Předpokládejme, že x + y + z < xyz
a zároveň xy + yz + zx < 3. Obě tyto nerovnosti jsou symetrické, proto můžeme předpo-
kládat, že čísla x, y, z jsou označena tak, že z je nejmenší. Z druhé nerovnosti dostaneme,
že xy < 3. Potom však x+ y + z < xyz < 3z, tedy x + y < 2z. To je však spor s tím, že
číslo z je nejmenší.

Za úplné řešení udělte 6 bodů.



60. ročník matematické olympiády

Úlohy klauzurní části školního kola kategorie C

1. Po okruhu běhají dva atleti, každý jinou konstantní rychlostí. Jestliže běží opačnými
směry, potkávají se každých 10 minut, jestliže běží stejným směrem, potkávají se kaž-
dých 40 minut. Za jakou dobu uběhne okruh rychlejší atlet?

2. Je dán čtverec se stranou délky 6 cm. Najděte množinu středů všech příček čtverce,
které ho dělí na dva čtyřúhelníky, z nichž jeden má obsah 12 cm2. (Příčkou čtverce
rozumíme úsečku, jejíž krajní body leží na stranách čtverce.)

3. Nechť x, y jsou kladná celá čísla taková, že obě čísla 3x+ 5y a 5x+ 2y jsou dělitelná
číslem 60. Zdůvodněte, proč číslo 60 dělí také součet 2x+ 3y.

Klauzurní část školního kola kategorie C se koná

ve čtvrtek 20. ledna 2011

tak, aby začala dopoledne a aby soutěžící měli na řešení úloh
4 hodiny čistého času. Za každou úlohu může soutěžící získat
6 bodů, úspěšným řešitelem je ten žák, který získá 10 bodů
nebo více. Povolené pomůcky jsou psací a rýsovací potřeby,
školní MF tabulky a kalkulátory bez grafického displeje. Tyto
údaje se žákům sdělí před zahájením soutěže.



60. ročník matematické olympiády

Řešení úloh klauzurní části školního kola kategorie C

1. Označme rychlosti běžců v1 a v2 tak, že v1 > v2 (rychlosti udáváme v okruzích
za minutu). Představme si, že atleti vystartují ze stejného místa, ale opačným směrem.
V okamžiku jejich dalšího setkání po 10 minutách bude součet délek obou proběhnutých
úseků odpovídat přesně délce jednoho okruhu, tedy 10v1 + 10v2 = 1.
Jestliže běží atleti ze stejného místa stejným směrem, dojde k dalšímu setkání, jakmile

rychlejší atlet zaběhne o jeden okruh víc než ten pomalejší. Proto 40v1 − 40v2 = 1.
Dostali jsme soustavu dvou lineárních rovnic s neznámými v1, v2:

10v1 + 10v2 = 1,

40v1 − 40v2 = 1,

kterou vyřešíme například tak, že ke čtyřnásobku první rovnice přičteme druhou, čímž
dostaneme 80v1 = 5 neboli v1 = 1

16
. Zajímá nás, jak dlouho trvá rychlejšímu běžci proběh-

nout jeden okruh, tedy hodnota podílu 1/v1. Po dosazení vypočtené hodnoty v1 dostaneme
odpověď: 16 minut.

Poznámka. Úlohu lze rovněž řešit úvahou: za 40 minut uběhnou atleti dohromady
4 okruhy (to plyne z první podmínky), přitom rychlejší o 1 okruh více než pomalejší (to
plyne z druhé podmínky). To tedy znamená, že první za uvedenou dobu uběhne 2,5 okruhu
a druhý 1,5 okruhu, takže rychlejší uběhne jeden okruh za 40/2,5 neboli 16 minut.
Za úplné řešení udělte 6 bodů, z toho po 2 bodech za sestavení jednotlivých rovnic a 2 body za výpočet
požadované hodnoty.

2. Jestliže příčka dělí čtverec na dva čtyřúhelníky, musejí její koncové body ležet
na protilehlých stranách čtverce. V takovém případě jsou oba čtyřúhelníky lichoběžníky
nebo pravoúhelníky (pro potřeby tohoto řešení budeme pravoúhelník považovat za spe-
ciální lichoběžník). Označme daný čtverec ABCD, koncové body příčky označme K a L.
Předpokládejme, že bod K leží na straně AD, potom bod L leží na straně BC. Jeden ze
čtyřúhelníků KABL a KDCL má podle zadání obsah 12 cm2; nechť je to např. lichoběžník
KABL.
Obsah lichoběžníku vypočteme jako součin jeho výšky s délkou střední příčky. Výška

je v našem případě rovna délce strany čtverce, tedy 6 cm. Jeho střední příčka má tudíž
délku 2 cm. Z toho plyne, že střed úsečky KL musí ležet na ose strany AB ve vzdálenosti
2 cm od středu strany AB. Platí to i naopak: jestliže střed úsečky KL leží v popsané poloze,
bude čtyřúhelník KABL lichoběžník s obsahem 12 cm2.
Budeme-li místo lichoběžníku KABL uvažovat lichoběžník KDCL, vyjde střed příč-

ky KL na osu úsečky CD ve vzdálenosti 2 cm od středu strany CD.
Pokud příčka KL spojuje body na stranách AB a CD, dostaneme další dva možné

body ležící na spojnici středů úseček AD a BC. Hledanou množinu tedy tvoří čtyři body,
které leží na příčkách spojujících středy protilehlých stran čtverce ve vzdálenosti 1 cm od
jeho středu.
Za úplné řešení udělte 6 bodů. Jestliže řešitel nezdůvodní, že nalezené body mají požadovanou vlastnost
(má jen důkaz nutné podmínky), udělte nejvýše 5 bodů. Za objevení jednoho z bodů zkoumané množiny
bez důkazu správnosti dejte jen 1 bod a za popis správné množiny bez důkazu správnosti 2 body.



2. Délky stran trojúhelníku jsou v metrech vyjád¯eny cel˝mi Ëísly. UrËete je, má-li
trojúhelník obvod 72m a je-li nejdelπí strana trojúhelníku rozdÏlena bodem dotyku
vepsané kruænice v pomÏru 3 : 4.

ÿeπení. Vyuæijeme obecného poznatku, æe body dotyku vepsané kruænice dÏlí hra-
nici trojúhelníku na πest úseËek, a to tak, æe kaædé dvÏ z nich, které vycházejí ze stejného
vrcholu trojúhelníku, jsou shodné. (TeËny z daného bodu k dané kruænici jsou totiæ
soumÏrnÏ sdruæené podle spojnice daného bodu se st¯edem dané kruænice.)
V naπí úloze je nejdelπí strana trojúhelníku rozdÏlena na úseky, jejichæ délky ozna-

Ëíme 3x a 4x, zatímco délku úsek˘ z vrcholu oproti nejdelπí stranÏ oznaËíme y (obr. 1).
Strany trojúhelníku mají tudíæ délky 7x, 4x + y a 3x + y, kde x, y jsou neznámá
kladná Ëísla (délky bereme bez jednotek). Má-li b˝t 7x délka nejdelπí strany, musí platit
7x > 4x+ y neboli 3x > y. Zd˘raznÏme, æe hledaná Ëísla x, y nemusejí b˝t nutnÏ celá,
podle zadání to vπak platí o Ëíslech 7x, 4x+ y a 3x+ y.

3x 4x

4x3x

y y

Obr. 1

Údaj o obvodu trojúhelníku zapíπeme rovností

72 = 7x+ (3x+ y) + (4x+ y) neboli 36 = 7x+ y.

Protoæe 7x je celé Ëíslo, je celé i Ëíslo y = 36� 7x; a protoæe podle zadání i Ëísla 4x+ y
a 3x+y jsou celá, je celé i Ëíslo x = (4x+y)� (3x+y). Proto od této chvíle uæ hledáme
dvojice cel˝ch kladn˝ch Ëísel x, y, pro nÏæ platí

3x > y a 7x+ y = 36.

Odtud ovπem plyne 7x < 36 < 7x+ 3x = 10x, tedy x 5 5 a souËasnÏ x = 4.
Pro x = 4 je tak y = 8 a (7x, 4x + y, 3x + y) = (28, 24, 20), pro x = 5 je y = 1

a (7x, 4x + y, 3x + y) = (35, 21, 16). Strany trojúhelníku tedy jsou (28, 24, 20) nebo
(35, 21, 16). (Trojúhelníkové nerovnosti jsou z¯ejmÏ splnÏny.)

Návodné a doplÚující úlohy:

1. Pomocí délek a, b, c stran obecného trojúhelníku vyjád¯ete délky úseËek, na které jsou
tyto strany rozdÏleny body dotyku kruænice, která je dotyËnému trojúhelníku vepsána.
Na p¯íkladu pak ukaæte, æe tyto délky nemusejí b˝t vyjád¯eny cel˝mi Ëísly, i kdyæ strany
trojúhelníku taková vyjád¯ení mají. [Jedná se o dvÏ úseËky délky x = 1

2 (a+ b� c), dvÏ
úseËky délky y = 1

2 (b+ c� a) a dvÏ úseËky délky z = 1
2 (c+ a� b). Tyto délky nejsou

celoËíselné, jsou-li nap¯íklad vπechny t¯i délky a, b, c vyjád¯eny lich˝mi Ëísly.]
2. Sestrojíme-li ze t¯í úseËek jak˝chkoliv délek p, q, r úseËky délek a = p + q, b = q + r
a c = r+p, budou tyto t¯i nové úseËky délkami stran nÏkterého trojúhelníku. VysvÏtlete
a pak uveÔte, jak˝ v˝znam v takovém trojúhelníku budou mít p˘vodní délky p, q, r.
[OvÏ¯it algebraicky trojúhelníkové nerovnosti a+ b > c > |a� b| je triviální, neboª jde
o z¯ejmé nerovnosti p+ 2q + r > p+ r > |p� r|. V trojúhelníku o stranách a, b, c jsou

2



délky p, q, r délkami úseËek, na které jsou strany a, b, c rozdÏleny body dotyku vepsané
kruænice, jak plyne z v˝sledku úlohy 1.]

3. Trojúhelník ABC splÚuje p¯i obvyklém znaËení délek stran podmínku a 5 b 5 c.
Vepsaná kruænice se dot˝ká stran AB, BC a AC po ¯adÏ v bodech K, L aM . Dokaæte,
æe z úseËek AK, BL a CM lze sestrojit trojúhelník, právÏ kdyæ platí b + c < 3a.
[57–C–II–1]

4. Dokaæte, æe v kaædém pravoúhlém trojúhelníku je souËet polomÏr˘ vepsané kruænice
a opsané kruænice roven aritmetickému pr˘mÏru délek obou odvÏsen. [První ¯eπení úlohy
59–A–S–2.]

5. UrËete délku p¯epony pravoúhlého trojúhelníku, znáte-li polomÏr r kruænice vepsané
a polomÏr R kruænice p¯ipsané k p¯eponÏ tohoto trojúhelníku (tj. kruænice, která se
dot˝ká zvnÏjπku p¯epony a prodlouæení obou odvÏsen trojúhelníku). [45–C–I–6]

3. NajdÏte vπechny trojice p¯irozen˝ch Ëísel a, b, c, pro nÏæ platí mnoæinová rovnost
�
(a, b), (a, c), (b, c), [a, b], [a, c], [b, c]

 
= {2, 3, 5, 60, 90, 180},

kde (x, y) a [x, y] znaËí po ¯adÏ nejvÏtπí spoleËn˝ dÏlitel a nejmenπí spoleËn˝ násobek
Ëísel x a y.

ÿeπení. Prvky zadané mnoæiny M rozloæíme na prvoËinitele:

M = {2, 3, 5, 22 · 3 · 5, 2 · 32 · 5, 22 · 32 · 5}.

Odtud plyne, æe v rozkladu hledan˝ch Ëísel a, b, c vystupují pouze prvoËísla 2, 3 a 5.
Kaædé z nich je p¯itom prvoËinitelem právÏ dvou z Ëísel a, b, c: kdyby bylo prvoËini-
telem pouze jednoho z nich, chybÏlo by v rozkladu dvou nejvÏtπích spoleËn˝ch dÏlitel˘
a jednoho nejmenπího spoleËného násobku, tedy ve t¯ech Ëíslech z M; kdyby naopak
bylo prvoËinitelem vπech t¯í Ëísel a, b, c, nechybÏlo by v rozkladu æádného Ëísla z M.
KromÏ toho vidíme, æe v rozkladu kaædého z Ëísel a, b, c je prvoËíslo 5 nejv˝πe v jednom
exemplá¯i.

Podle uveden˝ch zjiπtÏní m˘æeme Ëísla a, b, c uspo¯ádat tak, æe rozklady Ëísel a, b
obsahují po jednom exemplá¯i prvoËísla 5 (zatímco (c, 5) = 1) a æe (a, 2) = 2 (jak
víme, aspoÚ jedno z Ëísel a, b musí b˝t sudé). »íslo 5 z mnoæiny M je pak nutnÏ rovno
(a, b), takæe platí (b, 2) = 1, a proto (b, 3) = 3 (jinak by platilo (b, c) = 1), odkud zase
s ohledem na (a, b) = 5 plyne (a, 3) = 1. Máme tedy a = 5 · 2s a b = 5 · 3t pro vhodná
p¯irozená Ëísla s a t.

Z rovnosti [a, b] = 2s · 3t · 5 plyne, æe nastane jeden ze t¯í následujících p¯ípad˘.
(1) 2s · 3t · 5 = 60 = 22 · 31 · 5. Vidíme, æe platí s = 2 a t = 1 neboli a = 20 a b = 15.
Snadno urËíme, æe t¯etím Ëíslem je c = 18.

(2) 2s · 3t · 5 = 90 = 21 · 32 · 5. V tomto p¯ípadÏ a = 10, b = 45 a c = 12.
(3) 2s · 3t · 5 = 180 = 22 · 32 · 5. Nyní a = 20, b = 45 a c = 6.
OdpovÏÔ : Hledaná Ëísla a, b, c tvo¯í jednu z mnoæin {10, 45, 12}, {20, 15, 18}

a {20, 45, 6}.
Jiné ¯eπení. V zadané rovnosti je mnoæina napravo tvo¯ena πesti r˘zn˝mi Ëísly

vÏtπími neæ 1, takæe Ëísla (a, b), (a, c), (b, c) musí b˝t netriviálními dÏliteli po ¯adÏ Ëísel
[a, b], [a, c], [b, c]. »ísla 2, 3, 5 vπak æádné netriviální dÏlitele nemají, musí tedy platit

�
(a, b), (a, c), (b, c)

 
= {2, 3, 5} a

�
[a, b], [a, c], [b, c]

 
= {60, 90, 180}.

Protoæe po¯adí Ëísel a, b, c nehraje æádnou roli, m˘æeme p¯edpokládat, æe platí (a, b) = 2,
(a, c) = 3 a (b, c) = 5. Odtud plynou vyjád¯ení

a = 2 · 3 · x = 6x, b = 2 · 5 · y = 10y, c = 3 · 5 · z = 15z

3



Návodné a doplÚující úlohy:

1. SplÚují-li reálná Ëísla x, y, z rovnici x2+y2 = z2, pak aspoÚ jedno z Ëísel |x+z|, |x�z|
nep¯evyπuje hodnotu |y|. Dokaæte. [Kdyby |x+ z|, |x� z| byla dvÏ (kladná) Ëísla vÏtπí
neæ |y|, bylo by Ëíslo |x+ z| · |x� z| vÏtπí neæ |y|2, podle zadání vπak jde o dvÏ stejná
Ëísla.]

2. Nechª x, y, z jsou kladná reálná Ëísla. Ukaæte, æe Ëísla x+y+z�xyz a xy + yz + zx� 3
nemohou b˝t záporná souËasnÏ. [60–C-II–4]

3. Je dáno p¯irozené Ëíslo n (n = 2) a reálná Ëísla x1, x2, . . . , xn, pro která platí x1x2 =
= x2x3 = . . . = xn�1xn = xnx1 = 1. Dokaæte nerovnost x21 + x22 + . . . + x2n = n.
[55–C–I–4]

4. SplÚují-li reálná Ëísla a, b, c, d rovnosti a2+ b2 = b2+ c2 = c2+d2 = 1, platí nerovnost
ab+ac+ad+bc+bd+cd 5 3. Dokaæte a zjistÏte, kdy p¯itom nastane rovnost. [55–C–II–2]

5. Dokaæte, æe nerovnost (a2 + 1)(b2 + 1)� (a� 1)2(b� 1)2 = 4 platí pro libovolná Ëísla
a, b z intervalu h1,1). ZjistÏte, kdy nastane rovnost. [59–C–II–2]

6. Dokaæte, æe nerovnost (a+ bc)(b+ ac) = ab(c+ 1)2 platí pro libovolná nezáporná Ëísla
a, b, c. ZjistÏte, kdy nastane rovnost. [58–C–S–1]

7. Nerovnosti
a+ b

2
<
2(a2 + ab+ b2)
3(a+ b)

<

r
a2 + b2

2
dokaæte pro libovolná r˘zná kladná

Ëísla a, b. [58–C–I–6]
8. Nechª a, b, c jsou reálná Ëísla, jejichæ souËet je 6. Dokaæte, æe aspoÚ jedno z Ëísel ab+bc,

bc+ ca nebo ca+ ab není vÏtπí neæ 8. [60–B–I–3]

5. Je dán rovnoramenn˝ trojúhelník se základnou délky a a rameny délky b. Pomocí
nich vyjád¯ete polomÏr R kruænice opsané a polomÏr r kruænice vepsané tomuto
trojúhelníku. Pak ukaæte, æe platí R = 2r, a zjistÏte, kdy nastane rovnost.
ÿeπení. OznaËme S st¯ed základny BC daného rovnoramenného trojúhelníku

ABC, O st¯ed jeho opsané kruænice, M st¯ed vepsané kruænice a P patu kolmice
z bodu M na rameno AC (obr. 2).

A

A0

B CS

O

P

M
r

R

vb b

1
2a

Obr. 2

Z pravoúhlého trojúhelníku BSA umíme pomocí Pythagorovy vÏty vyjád¯it veli-
kost v v˝πky AS, p¯iËemæ v pravoúhlém trojúhelníku BSO s p¯eponou délky R pro
odvÏsnu OS platí |OS| =

��|AS|� |AO|
�� = |v�R| (musíme si uvÏdomit, æe v tupoúhlém

trojúhelníku ABC bude bod S leæet mezi body A a O!). Dostáváme tak dvÏ rovnosti

v2 = b2 � a2

4
,

R2 =
a2

4
+ (v �R)2,
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jejichæ seËtením vyjde

v2 +R2 = b2 + (v �R)2 neboli b2 = 2vR.

Dosazením z první rovnice v = 1
2

p
4b2 � a2 do poslední rovnosti dostaneme hledan˝

vzorec pro R.
Dodejme, æe rovnost b2 = 2vR, kterou jsme právÏ odvodili a z níæ uæ snadno

plyne k˝æen˝ vzorec pro polomÏr R, je Eukleidovou vÏtou o odvÏsnÏ AB pravoúhlého
trojúhelníku ABA0 s p¯eponou AA0, jeæ je pr˘mÏrem kruænice opsané trojúhelníku ABC
(obr. 2).
Nalezen˝ vzorec pro polomÏr R zapíπeme p¯ehlednÏ spolu s druh˝m hledan˝m vzor-

cem pro polomÏr r, jehoæ odvození se teprve budeme vÏnovat:

R =
b2p
4b2 � a2

a r =
a
p
4b2 � a2

2(a+ 2b)
. (⇤)

Druh˝ ze vzorc˘ (⇤) lze získat okamæitÏ ze známého vztahu r = 2S/(a+ b+ c) pro
polomÏr r kruænice vepsané do obecného trojúhelníku o stranách a, b, c a obsahu S;
v naπem p¯ípadÏ staËí pouze dosadit b = c a 2S = av, kde v = 1

2

p
4b2 � a2 podle úvodní

Ëásti ¯eπení.
Dalπí dva zp˘soby odvození druhého ze vzorc˘ (⇤) zaloæíme na úvaze o pravoúhlém

trojúhelníku AMP , jehoæ strany mají délky

|AM | = v � r, |MP | = r, |AP | = |AC|� |PC| = b� |SC| = b� a

2
.

Pro tento trojúhelník m˘æeme zapsat Pythagorovu vÏtu, nebo vyuæít jeho podobnost
s trojúhelníkem ACS, konkrétnÏ zapsat rovnost sin˘ jejich spoleËného úhlu p¯i vr-
cholu A. Podle toho dostaneme rovnice

(v � r)2 = r2 +
⇣
b� a

2

⌘2
, resp.

r

v � r
=
1
2a

b
,

jeæ jsou, jak snadno nahlédneme, obÏ lineární vzhledem k neznámé r a mají ¯eπení

r =
v

2
� 1
2v

·
⇣
b� a

2

⌘2
, resp. r =

av

a+ 2b
.

Po dosazení za v v obou p¯ípadech obdræíme k˝æen˝ vzorec pro r. Ve druhém p¯ípadÏ
je to z¯ejmé, v prvním to p¯edvedeme:

r =
v

2
� 1
2v

·
⇣
b� a

2

⌘2
=

v2 � b2 + ab� 1
4a
2

2v
=
2ab� a2

4v
=

=
a(2b� a)

2
p
(2b� a)(2b+ a)

=
a
p
2b� a

2
p
2b+ a

=
a
p
4b2 � a2

2(a+ 2b)
.

JeπtÏ zb˝vá dokázat nerovnost R = 2r. Vyuæijeme k tomu odvozen˝ch vzorc˘ (⇤),
ze kter˝ch dostáváme (p¯ipomínáme, æe 2b > a > 0)

R

2r
= R · 1

2r
=

b2p
4b2 � a2

· a+ 2b

a
p
4b2 � a2

=
b2

a(2b� a)
.

Nerovnost R = 2r tudíæ platí, právÏ kdyæ b2 = a(2b � a). Poslední nerovnost je ovπem
ekvivalentní s nerovností (a�b)2 = 0, jejíæ platnost je uæ z¯ejmá. Tím je d˘kaz nerovnosti
R = 2r hotov. Navíc vidíme, æe rovnost v ní nastane jedinÏ v p¯ípadÏ, kdy (a � b)2 =
= 0 neboli a = b, tedy právÏ kdyæ je v˝chozí trojúhelník nejen rovnoramenn ,̋ ale
i rovnostrann .̋

6



Návodné a doplÚující úlohy:

1. Pro obecn˝ trojúhelník ABC o stranách a, b, c a obsahu S platí pro polomÏr r kruænice
vepsané vzorec r = 2S/(a + b + c). Dokaæte. [St¯ed M vepsané kruænice rozdÏluje
uvaæovan˝ trojúhelník ABC na t¯i menπí trojúhelníky BCM , ACM , ABM o obsazích
1
2ar, 12 br, 12 cr, jejichæ souËet se rovná S, odkud plyne dokazovan˝ vzorec.]

2. Kruænice k(S; 6 cm) a l(O; 4 cm) mají vnit¯ní dotyk v bodÏ B. UrËete délky stran troj-
úhelníku ABC, kde bod A je pr˘seËík p¯ímky OB s kruænicí k a bod C je pr˘seËík
kruænice k s teËnou z bodu A ke kruænici l. [59–C–S–2]

3. Kruænice l(T ; s) prochází st¯edem kruænice k(S; 2 cm). Kruænice m(U ; t) se vnÏ dot˝ká
kruænic k a l, p¯iËemæ US ? ST . PolomÏry s a t vyjád¯ené v centimetrech jsou celá
Ëísla. UrËete je. [59–B–II–1]

4. Pravoúhlému trojúhelníku ABC s p¯eponou AB je opsána kruænice. Paty kolmic z bod˘
A, B na teËnu k této kruænici v bodÏ C oznaËme D, E. Vyjád¯ete délku úseËky DE
pomocí délek odvÏsen trojúhelníku ABC. [58–C–I–2]

5. Pravoúhlému trojúhelníku ABC s p¯eponou AB a obsahem S je opsána kruænice. TeËna
k této kruænici v bodÏ C protíná teËny vedené body A a B v bodech D a E. Vyjád¯ete
délku úseËky DE pomocí délky c p¯epony a obsahu S. [58–C–II–4]

6. Rovnoramennému lichobÏæníku ABCD se základnami AB, CD lze vepsat kruænici se
st¯edem O. UrËete obsah S lichobÏæníku, jsou-li dány délky úseËek OB a OC. [56–C–
II–3]

7. Kruænice k, l, m se po dvou vnÏ dot˝kají a vπechny t¯i mají spoleËnou teËnu. PolomÏry
kruænic k, l jsou 3 cm a 12 cm. VypoËtÏte polomÏr kruænice m. NajdÏte vπechna ¯eπení.
[55–C–I–2]

8. Kruænice k, l s vnÏjπím dotykem leæí obÏ v obdélníku ABCD, jehoæ obsah je 72 cm2.
Kruænice k se p¯itom dot˝ká stran CD, DA a AB, zatímco kruænice l se dot˝ká stran
AB a BC. UrËete polomÏry kruænic k a l, jestliæe polomÏr kruænice k je v centimetrech
vyjád¯en cel˝m Ëíslem. [55–C–II–3]

6. Na hrací desce n⇥ n tvo¯ené bíl˝mi Ëtvercov˝mi poli se Markéta a Tereza st¯ídají
v tazích jedním kamenem p¯i následující h¯e. Nejprve Markéta umístí kámen na
libovolné pole a toto pole obarví mod¯e. Dále vædy hráËka, která je na tahu, provede
s kamenem skok na pole, které je dosud bílé, a toto pole obarví mod¯e. P¯itom
skokem rozumíme obvykl˝ tah πachov˝m jezdcem, tj. p¯esun kamene o dvÏ pole
svisle nebo vodorovnÏ a souËasnÏ o jedno pole v druhém smÏru. HráËka, která je
na ¯adÏ a jiæ nem˘æe táhnout, prohrává. PostupnÏ pro n = 4, 5, 6 rozhodnÏte, která
z hráËek m˘æe hrát tak, æe vyhraje nezávisle na tazích druhé hráËky.

ÿeπení. Je-li celkov˝ poËet polí hrací desky sud˝ (v zadání pro n = 4 a n = 6),
m˘æe v po¯adí druhá hráËka pom˝πlet na takovou vítÏznou strategii: spárovat vπechna
pole hrací desky do dvojic tak, aby v kaædém páru byla pole navzájem dosaæitelná
jedním skokem. Pokud takové spárování polí druhá hráËka najde, má vítÏznou strategii:
v kaædém tahu provede skok na druhé pole téhoæ páru, na jehoæ prvním poli kámen
právÏ leæí.
Je-li celkov˝ poËet polí hrací desky lich˝ (v zadání pro n = 5), m˘æe v po¯adí

první hráËka pom˝πlet na takovou vítÏznou strategii: spárovat vπechna pole hrací desky
kromÏ jednoho do dvojic tak, aby v kaædém páru byla pole navzájem dosaæitelná jedním
skokem. Pokud takové spárování první hráËka najde, má vítÏznou strategii: v prvním
tahu poloæí kámen na (jediné) nespárované pole a v kaædém dalπím tahu provede skok
na druhé pole téhoæ páru, na jehoæ prvním poli kámen právÏ leæí.
Najít poæadovaná spárování polí je pro zadané p¯íklady snadné a je to moæné udÏlat

více zp˘soby. Ukaæme ty z nich, které nesou urËité rysy pravidelnosti. Na obr. 3 zleva
je vidÏt, jak je moæné spárovat pole Ëásti hrací desky o rozmÏrech 4 ⇥ 2; celou hrací
desku 4 ⇥ 4 rozdÏlíme na dva takové bloky a provedeme spárování v kaædém z nich.
I ke spárování polí hrací desky 6 ⇥ 6 lze vyuæít spárování ve dvou blocích 4 ⇥ 2; na
obr. 3 uprost¯ed je vidÏt moæné st¯edovÏ soumÏrné spárování vπech polí. KoneËnÏ na
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Musí proto platit 26a+ 2 = 210, odkud a = (210� 2) : 26 = 8, takæe Ëíslice a je buÔ 8,
nebo 9. Pro a = 8 ovπem v nerovnosti z p¯edchozí vÏty nastane rovnost, takæe je nutnÏ
b = 1 a c = 2 (a rovnice za zadání úlohy je pak splnÏna). Pro a = 9 dostáváme rovnici

64b+ 73c = 26 · 9 + 2 = 236,

ze které plyne, æe c je jednak dÏlitelné Ëty¯mi, jednak je menπí neæ 4, coæ nem˘æe souËasnÏ
nastat.

OdpovÏÔ : »íslice na kartiËkách jsou 8, 2 a 1.

Poznámka. ÿeπit odvozenou rovnici 26a + 2 = 64b + 73c pro neznámé (nenulové
a navzájem r˘zné) Ëíslice a, b, c lze více úpln˝mi a systematick˝mi postupy, uvedli jsme
pouze jeden z nich.

Za úplné ¯eπení udÏlte 6 bod˘, z toho nejv˝πe 3 body za správnÏ sestavenou rovnici, rozvinutí dekadic-

k˝ch zápis˘ Ëísel a úpravu na lineární rovnici s neznám˝mi a, b, c. Dalπími nejv˝πe 3 body pak ohodnoªte

postup p¯i hledání ¯eπení odvozené rovnice, p¯itom za pouhé uhodnutí hledané trojice udÏlte 1 bod.

3. Protoæe Ëty¯úhelník ABCE je podle zadání teËnov ,̋ pro délky jeho stran platí
známá rovnost1

|AB|+ |CE| = |BC|+ |AE|.

V naπí situaci p¯i oznaËení a = |AB| platí |BC| = |AD| = 2
3a a |CE| = |DE| = 1

2a

(obr. 1), odkud po dosazení do uvedené rovnosti zjistíme, æe |AE| = 5
6a.

A B

CD E

a

2
3a

1
2a

1
2a

2
3a

Obr. 1

Nyní si vπimneme, æe pro délky stran trojúhelníku ADE platí

|AD| : |DE| : |AE| = 2
3a :

1
2a :

5
6a = 4 : 3 : 5,

takæe podle (obrácené Ëásti) Pythagorovy vÏty má trojúhelník ADE prav˝ úhel p¯i
vrcholu D, a tudíæ rovnobÏæník ABCD je obdélník. TeËna BC kruænice vepsané Ëty¯-
úhelníku ABCE je tedy kolmá ke dvÏma jejím (navzájem rovnobÏæn˝m) teËnám AB

a CE. To uæ z¯ejmÏ znamená, æe bod dotyku teËny BC je st¯edem úseËky BC (plyne to
ze zjiπtÏné kolmosti vyznaËeného pr˘mÏru kruænice k jejímu vyznaËenému polomÏru).

Jiné ¯eπení. Ukáæeme, æe poæadované tvrzení lze dokázat i bez povπimnutí, æe
rovnobÏæník ABCD je v dané úloze obdélníkem. Místo toho vyuæijeme, æe úseËka CE

1
Rovnost se odvodí rozepsáním délek stran na jejich úseky vymezené body dotyku vepsané kruænice

a následn˝m vyuæitím toho, æe kaædé dva z tÏchto úsek˘, které vycházejí ze stejného vrcholu

Ëty¯úhelníku, jsou shodné.



je st¯ední p¯íËkou trojúhelníku ABF , kde F je pr˘seËík polop¯ímek BC a AE (obr. 2),
neboª CE k AB a |CE| = 1

2 |AB|. OznaËme proto a = |AB| = 2|CE|, b = |BC| = |CF |

A B

C

D E

F

P

Q

R

a

b

b

1
2a

e

e

Obr. 2

a e = |AE| = |EF | (rovnost 2a = 3b uplatníme aæ v prav˝ Ëas). StejnÏ jako v p˘vodním
¯eπení vyuæijeme rovnost b + e = a + 1

2a
�
= 3
2a

�
, jeæ platí pro délky stran teËnového

Ëty¯úhelníku ABCE. Kruænice jemu vepsaná se dot˝ká stran BC, CE, AE po ¯adÏ
v bodech P , Q, R tak, æe platí rovnosti

|CP | = |CQ|, |EQ| = |ER| a také |FP | = |FR|.

Pro souËet shodn˝ch délek |FP | a |FR| tudíæ platí

|FP |+ |FR| = (b+ |CP |) + (e+ |ER|) = (b+ e) + (|CP |+ |ER|) =
= 3
2a+ (|CQ|+ |EQ|) = 3

2a+
1
2a = 2a,

coæ znamená, æe |FP | = |FR| = a.
TeÔ uæ ¯eπení úlohy snadno dokonËíme. Rovnost |BP | = 1

2b, kterou máme v naπí
situaci dokázat, plyne z rovnosti

|BP | = |BF |� |FP | = 2b� a,

kdyæ do ní dosadíme zadan˝ vztah a = 3
2b.

Za úplné ¯eπení udÏlte 6 bod˘, z toho 2 body za uæití kritéria teËnovosti Ëty¯úhelníku ABCE k vyjád¯ení

délky strany AE.

4. Role dvou po sobÏ mazan˝ch Ëísel je v zadané h¯e symetrická: je-li po Ëísle x

moæno smazat Ëíslo y, je (p¯i jiném pr˘bÏhu hry) po Ëísle y moæno smazat Ëíslo x. Proto si
m˘æeme celou hru (se zadan˝m Ëíslem n) „zp¯ehlednitˇ tak, æe p¯edem vypíπeme vπechny
takové (¯íkejme jim p¯ípustné) dvojice (x, y). Protoæe na po¯adí Ëísel v p¯ípustné dvojici
nezáleæí, staËí vypisovat jen ty dvojice (x, y), v nichæ x < y.

V p¯ípadÏ n = 6 vπechny p¯ípustné dvojice jsou

(1, 3), (1, 4), (1, 5), (1, 6), (2, 5), (3, 5).



61. roËník matematické olympiády

Úlohy klauzurní Ëásti πkolního kola kategorie C

1. NajdÏte vπechny dvojice p¯irozen˝ch Ëísel a, b, pro nÏæ platí rovnost mnoæin

{a · [a, b], b · (a, b)} = {45, 180},

kde (x, y) a [x, y] znaËí po ¯adÏ nejvÏtπí spoleËn˝ dÏlitel a nejmenπí spoleËn˝ násobek
Ëísel x a y.

2. OznaËme S st¯ed základny AB daného rovnoramenného trojúhelníku ABC. P¯ed-
pokládejme, æe kruænice vepsané trojúhelník˘m ACS, BCS se dot˝kají p¯ímky AB
v bodech, které dÏlí základnu AB na t¯i shodné díly. VypoËtÏte pomÏr |AB| : |CS|.

3. Nechª reálná Ëísla p, q, r, s vyhovují rovnicím

p2 + q2 + r2 + s2 = 4 a pq + rs = 1.

Dokaæte, æe nÏkterá dvÏ z tÏchto Ëty¯ Ëísel se liπí nejv˝πe o 1 a nÏkterá dvÏ se liπí
nejménÏ o 1.

Klauzurní Ëást πkolního kola kategorie C se koná

ve Ëtvrtek 26. ledna 2012

tak, aby zaËala dopoledne a aby soutÏæící mÏli na ¯eπení úloh
4 hodiny Ëistého Ëasu. Za kaædou úlohu m˘æe soutÏæící získat
6 bod˘, úspÏπn˝m ¯eπitelem je ten æák, kter˝ získá 10 bod˘
nebo více. Povolené pom˘cky jsou psací a r˝sovací pot¯eby
a πkolní MF tabulky. Kalkulátory, notebooky ani æádné jiné
elektronické pom˘cky dovoleny nejsou. Tyto údaje se æák˘m
sdÏlí p¯ed zahájením soutÏæe.



obecn˝m post¯ehem: souËin a · [a, b] je vædy dÏliteln˝ souËinem b · (a, b), protoæe jejich
podíl lze zapsat ve tvaru

a · [a, b]
b · (a, b)

=
a

(a, b)
· [a, b]

b
,

tedy jako souËin dvou cel˝ch Ëísel.
Za úplné ¯eπení udÏlte 6 bod˘. Chybí-li zd˘vodnÏní rovností (1) v jinak úplném ¯eπení (argumenty

(a, b) < [a, b] Ëi (a, b) | [a, b] samy nestaËí), strhnÏte 1 bod. Za nalezení obou vyhovujících dvojic (t¯eba

uhodnutím) udÏlte 1 bod, dalπí (nejv˝πe 3) body pak podle kvality podaného postupu hledání, zejména

jeho systematiËnosti.

2. Díky soumÏrnosti podle p¯ímky CS se obÏ vepsané kruænice dot˝kají v˝πky CS
ve stejném bodÏ, kter˝ oznaËíme D. Body dotyku tÏchto kruænic s úseËkami AS, BS,
AC, BC oznaËíme po ¯adÏ E, F , G, H (obr. 1). Pro vyjád¯ení vπech pot¯ebn˝ch délek
jeπtÏ zavedeme oznaËení x = |SD| a y = |CD|.

A B

C

D

SE F

G H

x

x x2x 2x

2x 2x

y
y y

Obr. 1

S ohledem na symetrii teËen z daného bodu k dané kruænici platí rovnosti

|SD| = |SE| = |SF | = x a |CD| = |CG| = |CH| = y.

ÚseËka EF má proto délku 2x, jeæ je podle zadání rovnÏæ délkou úseËek AE a BF ,
a tedy i délkou úseËek AG a BH (opÏt díky symetrii teËen). Odtud jiæ bezprost¯ednÏ
plynou rovnosti

|AB| = 6x, |AC| = |BC| = 2x+ y a |CS| = x+ y.

Závislost mezi délkami x a y zjistíme uæitím Pythagorovy vÏty pro pravoúhl˝ troj-
úhelník ACS (s odvÏsnou AS délky 3x):

(2x+ y)2 = (3x)2 + (x+ y)2.

Roznásobením a dalπími úpravami odtud dostaneme (x a y jsou kladné hodnoty)

4x2 + 4xy + y2 = 9x2 + x2 + 2xy + y2,

2xy = 6x2,

y = 3x.



Hledan˝ pomÏr tak má hodnotu

|AB| : |CS| = 6x : (x+ y) = 6x : 4x = 3 : 2.

Poznamenejme, æe prakticky stejn˝ postup celého ¯eπení lze zapsat i p¯i standardním
oznaËení c = |AB| a v = |CS|. Protoæe podle zadání platí |AE| = 1

3c, a tudíæ |SE| = 1
6c,

z rovnosti |SD| = |SE| plyne |CD| = |CS|� |SD| = v � 1
6c, odkud

|AC| = |AG|+ |CG| = |AE|+ |CD| = 1
3c+ (v �

1
6c) = v + 16c,

takæe z Pythagorovy vÏty pro trojúhelník ACS

(v + 16c)
2 = ( 12c)

2 + v2

vychází 3v = 2c neboli c : v = 3 : 2.

Za úplné ¯eπení udÏlte 6 bod˘. Za vyjád¯ení pot¯ebn˝ch délek pomocí dvou parametr˘ (x, y nebo c, v)

udÏlte 3 body, dalπí 2 body p¯idejte za efektivní vyuæití Pythagorovy vÏty a 1 bod za koneËné urËení

hledaného pomÏru.

3. Druhá ze zadan˝ch rovnic napovídá, æe bychom mÏli zkoumat odchylky Ëísel ve
dvojicích p, q a r, s. Pro souËet druh˝ch mocnin tÏchto odchylek platí

(p� q)2 + (r � s)2 =
�
p2 + q2 + r2 + s2

�
� 2(pq + rs) = 4� 2 · 1 = 2.

Je-li ovπem souËet dvou reáln˝ch Ëísel roven Ëíslu 2, nemohou b˝t oba sËítanci ani vÏtπí
neæ 1, ani menπí neæ 1. Jedno z Ëísel (p � q)2, (r � s)2 je tedy nejv˝πe 1 a jedno je
nejménÏ 1. Totéæ pak platí i o Ëíslech |p� q| a |r � s|, coæ jsme chtÏli dokázat.
Za úplné ¯eπení udÏlte 6 bod˘. UrËení souËtu (p�q)

2
+(r�s)

2
oceÚte 4 body. Pokud ¯eπitel p¯i správné

úvaze uËiní závÏr o Ëíslech p � q a r � s bez absolutních hodnot (a nepoznamená p¯itom, æe lze bez

újmy p¯edpokládat p = q a r = s), strhnÏte 1 bod.



Návodné a doplÚující úlohy:

1. Ukaæte, æe nerovnost 12 (u + v) = p
uv mezi aritmetick˝m a geometrick˝m pr˘mÏrem

dvou libovoln˝ch nezáporn˝ch Ëísel u a v plyne ze z¯ejmé nerovnosti (a � b)2 = 0
vhodnou volbou hodnot a a b. [Zvolte a =

p
u a b =

p
v.] Podobn˝m obratem nebo

p¯ím˝m uæitím zmínÏné AG-nerovnosti (v nÏkter˝ch p¯ípadech i nÏkoliker˝m) dokaæte
dalπí nerovnosti

2abc 5 a2 + b2c2, a4 + b4 = a3b+ ab3, (1 + a+ b)2 = 3(a+ b+ ab),

a

b2
+

b

a2
= 1

a
+
1
b
,
1
ab
+
1
cd

= 8
(a+ b)(c+ d)

,
⇣
a+

1
b

⌘⇣
b+
1
c

⌘⇣
c+
1
a

⌘
= 8,

v nichæ a, b, c, d oznaËují libovolná kladná Ëísla.
2. Dokaæte, æe pro libovolná kladná reálná Ëísla a, b platí

p
ab 5 2(a

2 + 3ab+ b2)
5(a+ b)

5 a+ b

2
,

a pro kaædou z obou nerovností zjistÏte, kdy p¯echází v rovnost. [59–C–I–5]
3. Dokaæte, æe pro libovolná r˘zná kladná Ëísla a, b platí

a+ b

2
<
2(a2 + ab+ b2)
3(a+ b)

<

s
a2 + b2

2
.

[58–C–I–6]
4. Dokaæte, æe pro libovolná nezáporná Ëísla a, b, c platí

(a+ bc)(b+ ac) = ab(c+ 1)2.

ZjistÏte, kdy nastane rovnost. [58–C–S–1]
5. SplÚují-li reálná Ëísla a, b, c, d rovnosti

a2 + b2 = b2 + c2 = c2 + d2 = 1,

platí nerovnost
ab+ ac+ ad+ bc+ bd+ cd 5 3.

Dokaæte a zjistÏte, kdy p¯itom nastane rovnost. [55–C–II–2]
6. Nechª a, b, c, d jsou taková reálná Ëísla, æe a+ d = b+ c. Dokaæte nerovnost

(a� b)(c� d) + (a� c)(b� d) + (d� a)(b� c) = 0.

[54–C–I–1]

3. Je dán obdélník ABCD s obvodem o. V jeho rovinÏ najdÏte mnoæinu vπech bod˘,
jejichæ souËet vzdáleností od p¯ímek AB, BC, CD, DA je roven 23o.

ÿeπení. Poæadovanou hodnotu souËtu Ëty¯ vzdáleností zapíπeme ve tvaru

2
3
o =
1
6
o+
1
2
o =
1
6
o+ |AB|+ |BC|. (1)

Pro libovoln˝ bod v pásu urËeném p¯ímkami AB a CD platí, æe souËet jeho vzdá-
leností od tÏchto dvou rovnobÏæek je roven jejich vzdálenosti, tj. |BC|. Pro libovoln˝
bod vnÏ tohoto pásu je souËet dvou uvaæovan˝ch vzdáleností roven souËtu hodnoty
|BC| a dvojnásobku vzdálenosti od bliæπí z obou rovnobÏæek. Podobná dvÏ tvrzení platí
pro souËet vzdáleností libovolného bodu od rovnobÏæek BC a AD ve vztahu k jejich
vzdálenosti |AB|. S ohledem na vyjád¯ení (1) tak m˘æeme uËinit první dva závÏry.
(1) V pásu mezi p¯ímkami AB a CD jsou hledan˝mi body právÏ ty, jejichæ souËet
vzdáleností od p¯ímek BC a AD je roven 16o+ |AB|. Jsou to tedy body, které leæí
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vnÏ pásu urËeného p¯ímkami BC a AD a mají od bliæπí z nich vzdálenost rovnu
1
6o : 2 =

1
12o. Mnoæinu hledan˝ch bod˘ v pásu mezi AB a CD tak tvo¯í dvÏ úseËky

B1C1 a A1D1 znázornÏné na obr. 1. Jejich krajní body A1, B1 leæí na p¯ímce AB

vnÏ úseËky AB tak, æe |AA1| = |BB1| = 1
12o; krajní body C1, D1 leæí na p¯ímce

CD vnÏ úseËky CD tak, æe |CC1| = |DD1| = 1
12o.

A B

CD

A1 B1

C1D1

A2 B2

C2D2

Obr. 1

(2) V pásu mezi p¯ímkami BC a AD jsou hledan˝mi body právÏ ty, jejichæ souËet
vzdáleností od p¯ímek AB a CD je roven 16o+ |BC|. Jsou to tedy body, které leæí
vnÏ pásu urËeného p¯ímkami AB a CD a které mají od bliæπí z nich vzdálenost 112o.
Mnoæinu hledan˝ch bod˘ v pásu mezi BC a AD tak tvo¯í dvÏ úseËky A2B2 a C2D2,
p¯itom krajní body B2, C2 leæí na p¯ímce BC vnÏ úseËky BC tak, æe |BB2| =
= |CC2| = 1

12o a krajní body A2, D2 leæí na p¯ímce AD vnÏ úseËky AD tak, æe
|AA2| = |DD2| = 1

12o.

A

A1

A2

X

X1

X2

d1

d2

Obr. 2

Zb˝vá najít hledané body mimo sjednocení obou uvaæovan˝ch pás˘, tedy body
leæící v nÏkterém ze Ëty¯ prav˝ch úhl˘ A1AA2, B1BB2, C1CC2 Ëi D1DD2. Z v˝πe
proveden˝ch úvah vypl˝vá, æe v kaædém z tÏchto úhl˘ hledáme právÏ ty body, jejichæ
souËet vzdáleností od obou ramen úhlu je roven hodnotÏ 112o.
S ohledem na symetrii ukáæeme pouze, æe takové body úhlu
A1AA2 vyplní úseËku A1A2; v ostatních t¯ech úhlech to pak
budou úseËky B1B2, C1C2, D1D2 (obr. 1).
VπimnÏme si nejprve, æe body A1, A2 jsou jediné body

na ramenech úhlu A1AA2, které mají poæadovanou vlastnost.
Pro libovoln˝ vnit¯ní bod X úhlu A1AA2 oznaËme jako d1, d2
vzdálenosti bodu X od ramen AA1, resp. AA2. Hledáme pak
právÏ ty body X, pro nÏæ platí d1 + d2 = 1

12o (obr. 2). Tuto
„rovniciˇ nyní vy¯eπíme úvahou o obsahu S útvaru AA1XA2,
kter˝ je buÔ trojúhelník, nebo konvexní Ëi nekonvexní Ëty¯úhelník.

Obsah S je vædy roven souËtu obsah˘ dvou trojúhelník˘ AA1X a AA2X:

S = SAA1X + SAA2X =
1
2

|AA1|d1 +
1
2

|AA2|d2 =
1
2

· 1
12

o · (d1 + d2).

Rovnice d1 + d2 = 1
12o je tak splnÏna, právÏ kdyæ obsah S má stejnou hodnotu jako

obsah S0 pravoúhlého trojúhelníku AA1A2, jehoæ obÏ odvÏsny mají shodnou délku 1
12o.
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Hledané body X jsou tudíæ právÏ ty, pro nÏæ je útvar AA1XA2 trojúhelník; je-li totiæ
AA1XA2 konvexní, resp. nekonvexní Ëty¯úhelník, platí z¯ejmÏ S > S0, resp. S < S0.
Hledané body X úhlu AA1A2 proto skuteËnÏ tvo¯í úseËku A1A2.

OdpovÏÔ : Hledaná mnoæina je sjednocením osmi úseËek, jeæ tvo¯í hranici osmiúhel-
níku A1A2B2B1C1C2D2D1.

Poznámka. Z obr. 2 je také patrné, æe rovnice d1 + d2 = c, kde c = |AA1| = |AA2|,
bude splnÏna, právÏ kdyæ bude |X1A1| = d1 a |X2A2| = d2, tj. právÏ kdyæ budou oba
trojúhelníky XX1A1 a XX2A2 rovnoramenné. To z¯ejmÏ nastane, právÏ kdyæ bude úhel
A1XA2 p¯ím ,̋ protoæe |�AA1A2| = 45�.

Návodné a doplÚující úlohy:

1. V rovinÏ je dáno k navzájem r˘zn˝ch rovnobÏæek. Které body této roviny mají nejmenπí
souËet vzdáleností od zmínÏn˝ch k rovnobÏæek? OdpovÏÔ promyslete nejd¯íve pro malé
hodnoty k = 2, 3, 4, . . . a pak podejte zobecnÏní. [V p¯ípadÏ sudého k jde o body pásu
mezi dvÏma „prost¯ednímiˇ rovnobÏækami, v p¯ípadÏ lichého k jde o body na prost¯ední
rovnobÏæce.]

2. Je dán pravoúhl˝ rovnoramenn˝ trojúhelník ABC s odvÏsnami AC, BC délky 1 cm.
V pravém úhlu ACB urËete vπechny ty body, jejichæ souËet vzdáleností od ramen CA,
CB je roven a) 1 cm, b) 3 cm. [V p¯ípadÏ a) pro hledan˝ bod X porovnejte obsah
útvaru vzniklého slepením trojúhelník˘ ACX a BCX s obsahem trojúhelníku ABC
a vyvoÔte odtud, æe vyhovující body X vyplní úseËku AB. V p¯ípadÏ b) zamÏÚte body
A, B vhodn˝mi body A0, B0 na ramenech CA, resp. CB a uæijte stejn˝ postup jako
v p¯ípadÏ a).]

3. V rovinÏ jsou dány dvÏ rovnobÏæky a a b vzdálené 1 cm a p¯ímka c k nim kolmá. UrËete
vπechny body roviny, jejichæ souËet vzdáleností od p¯ímek a, b, c je roven 2 cm. [Rozliπte
p¯ípady, kdy takov˝ bod leæí v pásu urËeném p¯ímkami a, b a kdy leæí v jednom ze Ëty¯
prav˝ch úhl˘ tvo¯en˝ch p¯ímkou c a jednou z p¯ímek a Ëi b.]

4. Je dána úseËka AB. Sestrojte bod C tak, aby se obsah trojúhelníku ABC rovnal 1/8
obsahu S Ëtverce o stranÏ AB a souËet obsah˘ Ëtverc˘ o stranách AC a BC se rovnal S.
Kolik má úloha ¯eπení pro dané umístÏní úseËky AB v rovinÏ? [C–54–S–3]

4. RozhodnÏte, zda z libovoln˝ch sedmi vrchol˘ daného pravidelného devatenáctiúhel-
níku lze vædy vybrat Ëty¯i, které jsou vrcholy lichobÏæníku.

ÿeπení. OznaËme S st¯ed daného pravidelného 19-úhelníku A1A2 . . . A19. Osa
kaædé úseËky AiAj je p¯ímka, která kromÏ bodu S prochází jeπtÏ jist˝m vrcholem Ak

(díky tomu, æe Ëíslo 19 je liché). Proto lze vπechny úseËky AiAj rozdÏlit do 19 skupin
navzájem rovnobÏæn˝ch úseËek se spoleËnou osou, kterou je vædy jedna z p¯ímek SAk.
V kaædé skupinÏ je p¯itom z¯ejmÏ (19�1) : 2 = 9 úseËek a kaædé dvÏ z nich jsou základ-
nami lichobÏæníku (nem˘æe jít o rovnobÏæník, neboª æádná z úseËek AiAj neprochází
st¯edem S, opÏt díky tomu, æe Ëíslo 19 je liché).
PoËet vπech úseËek AiAj s krajními body v libovolnÏ vybrané sedmiprvkové mno-

æinÏ vrchol˘ je (7·6) : 2 = 21 > 19, takæe dvÏ z tÏchto úseËek leæí ve stejné z 19 popsan˝ch
skupin. Tím je existence k˝æeného lichobÏæníku dokázána, aª je sedmiprvková mnoæina
vrchol˘ zvolena jakkoliv.

Poznámka. Vstupní úvahu o ose úseËky AiAj lze vynechat. Místo toho lze rovnou
popsat onÏch 19 devítiprvkov˝ch skupin navzájem rovnobÏæn˝ch úseËek a pak konsta-
tovat, æe jde o vπechny moæné úseËky AiAj , neboª tÏch je (19 · 18) : 2 = 19 · 9, tedy
právÏ tolik co úseËek v popsan˝ch 19 skupinách.

Jiné ¯eπení. Zatímco v p˘vodním ¯eπení jsme uvaæovali o základnách hledaného
lichobÏæníku, nyní se zamÏ¯íme na jeho ramena Ëi úhlop¯íËky. V obou p¯ípadech musí jít
o dvÏ shodné úseËky, neboª kaæd˝ lichobÏæník, kterému lze opsat kruænici, je rovnora-
menn .̋ Osy jeho základen totiæmusejí procházet st¯edem opsané kruænice, takæe spl˝vají
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a tvo¯í tak osu soumÏrnosti celého lichobÏæníku. Naopak kaædé dvÏ tÏtivy téæe kruænice,
které mají stejnou délku kratπí neæ pr˘mÏr kruænice, nejsou rovnobÏæné a nemají spo-
leËn˝ krajní bod, tvo¯í buÔ ramena, nebo úhlop¯íËky (rovnoramenného) lichobÏæníku
(staËí si uvÏdomit, æe libovolné dvÏ shodné tÏtivy téæe kruænice jsou soumÏrnÏ sdruæené
podle p¯ímky procházející st¯edem zmínÏné kruænice a pr˘seËíkem odpovídajících seËen).
V pravidelném 19-úhelníku A1A2 . . . A19 mají z¯ejmÏ vπechny úseËky AiAj dohro-

mady pouze 9 r˘zn˝ch délek. Ve vybrané sedmiprvkové mnoæinÏ vrchol˘ má oba krajní
body celkem (7·6) : 2 = 21 úseËek. Protoæe 21 > 2·9, podle Dirichletova principu nÏkteré
t¯i z tÏchto úseËek mají stejnou délku (tj. jsou shodné). Kdyby kaædé dvÏ z tÏchto t¯í
úseËek mÏly spoleËn˝ vrchol (a víme, æe z libovolného vrcholu vycházejí nejv˝πe dvÏ
shodné strany Ëi úhlop¯íËky), vytvo¯ily by tyto t¯i úseËky rovnostrann˝ trojúhelník, coæ
není moæné, neboª 3 - 19. Proto nÏkteré dvÏ z tÏchto t¯í shodn˝ch úseËek nemají spoleËn˝
krajní bod, takæe to jsou buÔ ramena, nebo úhlop¯íËky rovnoramenného lichobÏæníku
(protÏjπí strany rovnobÏæníku to b˝t nemohou).

Návodné a doplÚující úlohy:

UæiteËn˝ Dirichlet˘v (p¯ihrádkov˝) princip se nejËastÏji uvádí s dvÏma p¯irozen˝mi
Ëísly k a n takto: „Je-li alespoÚ nk+1 p¯edmÏt˘ rozdÏleno do n p¯ihrádek, je v nÏkteré
z nich alespoÚ k+1 z tÏchto p¯edmÏt˘.ˇ I kdyæ jde o velice jednoduché tvrzení (zd˘vod-
nÏte ho sami), nachází úËelné uplatnÏní v mnoha situacích (Ëasto dokonce s hodnotou
k = 1).

1. Z libovoln˝ch 82 p¯irozen˝ch Ëísel lze vybrat dvÏ Ëísla tak, aby jejich rozdíl byl dÏliteln˝
Ëíslem 81. Dokaæte. [RozdÏlte Ëísla do skupin podle jejich zbytku p¯i dÏlení Ëíslem 81.]

2. Vybereme-li z mnoæiny {1, 2, 3, . . . , 100} libovolnÏ 12 r˘zn˝ch Ëísel, pak rozdíl nÏkter˝ch
dvou z nich bude dvojmístné Ëíslo zapsané dvÏma stejn˝mi Ëíslicemi. Dokaæte. [RozdÏlte
Ëísla do skupin podle jejich zbytku p¯i dÏlení Ëíslem 11.]

3. Dokaæte, æe ze 111 r˘zn˝ch cel˝ch Ëísel se vædy dá vybrat jedenáct takov˝ch, æe jejich
souËet je dÏliteln˝ jedenácti. [Vyuæijte toho, æe souËet 11 Ëísel se stejn˝m zbytkem p¯i
dÏlení Ëíslem 11 je násobkem Ëísla 11.]

4. Æádné z dan˝ch 17 cel˝ch Ëísel není dÏlitelné Ëíslem 17. Dokaæte, æe souËet nÏkolika
z tÏchto dan˝ch Ëísel je násobkem Ëísla 17. [Daná Ëísla oznaËte jako a1, . . . , a17 a uvaæte
zbytky 17 souËt˘ si = a1 + a2 + . . .+ ai (i = 1, 2, . . . , 17) p¯i dÏlení Ëíslem 17; není-li
æádn˝ z nich roven 0, dávají dva ze souËt˘ si < sj stejn˝ zbytek modulo 17, takæe je
Ëíslem 17 dÏliteln˝ rozdíl sj � si pro nÏkterá i < j.]

5. Tabulka 6⇥ 6 je zaplnÏna Ëísly �1, 0, 1. SeËteme Ëísla v jednotliv˝ch ¯ádcích, sloupcích
i obou úhlop¯íËkách. Dostaneme 6 + 6+ 2 = 14 souËt˘. Dokaæte, æe nÏkteré dva z nich
se sobÏ rovnají. [Vπechny souËty leæí v mnoæinÏ cel˝ch Ëísel z intervalu h�6,+6i, která
má jen 13 prvk˘.]

6. Jak˝ nejvÏtπí poËet král˘m˘æeme umístit na πachovnici 8⇥8, aby se æádní dva navzájem
neohroæovali? [16. RozdÏlte celou πachovnici na 16 díl˘ 2⇥ 2.]

7. Vybereme-li v rovnostranném trojúhelníku o stranÏ a libovolnÏ 10 bod˘, pak vzdálenost
nÏkter˝ch dvou vybran˝ch bod˘ je nejv˝πe a/3. Dokaæte. [Cel˝ trojúhelník rozdÏlte na
9 rovnostrann˝ch trojúhelník˘ o stranÏ a/3.]

8. Deset rodin z jednoho domu trávilo dovolenou v zahraniËí. Kaædá jela jinam a po-
slala dom˘ pohlednice pÏti z ostatních rodin. Dokaæte, æe nÏkteré dvÏ rodiny si po-
slaly pohlednice navzájem. [Vπech pohlednic bylo 50, r˘zn˝ch dvojprvkov˝ch mnoæin
{odesílatel, adresát} je nejv˝πe (10 · 9) : 2 = 45.]

9. Z mnoæiny {1, 2, 3, . . . , 99} vyberte co nejvÏtπí poËet Ëísel tak, aby souËet æádn˝ch
dvou vybran˝ch Ëísel nebyl násobkem jedenácti. (VysvÏtlete, proË zvolen˝ v˝bÏr má
poæadovanou vlastnost a proË æádn˝ v˝bÏr vÏtπího poËtu Ëísel nevyhovuje.) [58–C–I–5]

5. UrËete vπechna celá Ëísla n, pro nÏæ 2n3 � 3n2 + n+ 3 je prvoËíslo.

ÿeπení. Ukáæeme, æe jedin˝mi cel˝mi Ëísly, která vyhovují úloze, jsou n = 0 a
n = 1.
Upravme nejprve v˝raz V = 2n3 � 3n2 + n+ 3 následujícím zp˘sobem:

V = (n3 � 3n2 + 2n) + (n3 � n) + 3 = (n� 2)(n� 1)n+ (n� 1)n(n+ 1) + 3.
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Oba souËiny (n � 2)(n � 1)n a (n � 1)n(n + 1) v upraveném v˝razu V jsou dÏlitelné
t¯emi pro kaædé celé Ëíslo n (v obou p¯ípadech se jedná o souËin t¯í po sobÏ jdoucích
cel˝ch Ëísel), takæe v˝raz V je pro vπechna celá Ëísla n dÏliteln˝ t¯emi. Hodnota v˝razu
V je tak prvoËíslem, právÏ kdyæ V = 3, tedy právÏ kdyæ souËet obou zmínÏn˝ch souËin˘
je roven nule:

0 = (n� 2)(n� 1)n+ (n� 1)n(n+ 1) = n(n� 1)[(n� 2) + (n+ 1)] = n(n� 1)(2n� 1)

Poslední podmínku vπak splÚují pouze dvÏ celá Ëísla n, a to n = 0 a n = 1. Tím je úloha
vy¯eπena.
Poznámka. Fakt, æe v˝raz V je dÏliteln˝ t¯emi pro libovolné celé n, m˘æeme odvodit

také tak, æe do nÏj postupnÏ dosadíme n = 3k, n = 3k + 1 a n = 3k + 2, kde k je celé
Ëíslo, rozdÏlíme tedy vπechna celá Ëísla n do t¯í skupin podle toho, jak˝ dávají zbytek
p¯i dÏlení t¯emi.

Návodné a doplÚující úlohy:

1. Dokaæte, æe pro kaædé p¯irozené Ëíslo m je rozdíl m6 �m2 dÏliteln˝ Ëíslem 60.
2. UrËete vπechna kladná celá Ëísla m, pro která je rozdíl m6 � m2 dÏliteln˝ Ëíslem 120.
[C–55–I–1]

3. Pro která dvojmístná Ëísla n je Ëíslo n3 � n dÏlitelné stem? [C–50–S–3]
4. Dokaæte, æe pro libovolná celá Ëísla n a k vÏtπí neæ 1 je Ëíslo nk+2�nk dÏlitelné dvanácti.
[C–59–II–1]

6. Uvnit¯ pravidelného πestiúhelníku ABCDEF s obsahem 30 cm2 je zvolen bod M .
Obsahy trojúhelník˘ ABM a BCM jsou po ¯adÏ 3 cm2 a 2 cm2. UrËete obsahy
trojúhelník˘ CDM , DEM , EFM a FAM .

ÿeπení. Úloha pojednává o obsahu πesti trojúhelník˘, na které je dan˝ pravideln˝
πestiúhelník rozdÏlen spojnicemi jeho vrchol˘ s bodem M (obr. 3). Cel˝ πestiúhelník
o daném obsahu, kter˝ oznaËíme jako S, lze rovnÏæ rozdÏlit na πest rovnostrann˝ch
trojúhelník˘ o obsahu S/6 (obr. 4). OznaËíme-li r jejich stranu, v vzdálenost rovnobÏæek
AB, DE a v1 vzdálenost bodu M od p¯ímky AB, dostaneme

SABM + SEDM =
1
2
rv1 +

1
2
r(v � v1) =

1
2
rv =

S

3
,

neboª S/3 je souËet obsah˘ dvou vybarven˝ch rovnostrann˝ch trojúhelník˘. Díky sy-
metrii mají stejnou hodnotu S/3 i souËty SBCM + SEFM a SCDM + SFAM . Odtud jiæ
dostáváme první dva neznámé obsahy SDEM = S/3�SABM = 7 cm2 a SEFM = S/3�
� SBCM = 8 cm2.

DE

F

A B

C

M

Obr. 3

DE

F

A B

C

Obr. 4
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Jak urËit zb˝vající dva obsahy SCDM a SFAM , kdyæ prozatím známe pouze jejich
souËet S/3? VπimnÏme si, æe souËet zadan˝ch obsah˘ trojúhelník˘ ABM a BCM má
v˝znamnou hodnotu S/6, která je i obsahem trojúhelníku ABC (poslední plyne opÏt
z obr. 4). Taková shoda obsah˘ znamená právÏ to, æe bod M leæí na úhlop¯íËce AC.
Trojúhelníky ABM a BCM tak mají shodné v˝πky ze spoleËného vrcholu B a totéæ
platí i pro v˝πky trojúhelník˘ CDM a FAM z vrchol˘ F a D (bod˘, jeæ mají od
p¯ímky AC stejnou vzdálenost). Pro pomÏry obsah˘ tÏchto dvojic trojúhelník˘ tak
dostáváme

SCDM

SFAM
=

|CM |
|AM | =

SBCM

SABM
=
2
3
.

V souËtu SCDM + SFAM o hodnotÏ S/3 jsou tedy sËítanci v pomÏru 2 : 3. Platí proto
SCDM = 4 cm2 a SFAM = 6 cm2.

Návodné a doplÚující úlohy:

1. V daném rovnobÏæníku ABCD je bod E st¯ed stranyBC a bod F leæí uvnit¯ strany AB.
Obsah trojúhelníku AFD je 15 cm2 a obsah trojúhelníku FBE je 14 cm2. UrËete obsah
Ëty¯úhelníku FECD. [57–C–S–2]

2. V ostroúhlém trojúhelníku ABC oznaËme D patu v˝πky z vrcholu C a P , Q odpo-
vídající paty kolmic veden˝ch bodem D na strany AC a BC. Obsahy trojúhelník˘
ADP , DCP , DBQ, CDQ oznaËme postupnÏ S1, S2, S3, S4. VypoËtÏte S1 : S3, jestliæe
S1 : S2 = 2 : 3, S3 : S4 = 3 : 8. [55–C–I–5]

3. Základna AB lichobÏæníku ABCD je t¯ikrát delπí neæ základna CD. OznaËmeM st¯ed
strany AB a P pr˘seËík úseËky DM s úhlop¯íËkou AC. VypoËítejte pomÏr obsah˘
trojúhelníku CDP a Ëty¯úhelníku MBCP . [55–C–II–1]

9



62. roËník matematické olympiády

Úlohy krajského kola kategorie C

1. V taneËních se seπla skupina chlapc˘ a dÏvËat. Kaæd˝ z p¯ítomn˝ch 15 chlapc˘ zná
právÏ 4 dívky a kaædé dÏvËe zná právÏ 10 hoch˘. (Známost je vzájemn˝m vztahem.)
Ukaæte, æe libovolní dva chlapci mají alespoÚ dvÏ spoleËné známé.

2. Uvnit¯ rovnobÏæníku ABCD je dán bod K a v pásu mezi rovnobÏækami BC a AD
v polorovinÏ opaËné k CDA je dán bod L. Obsahy trojúhelník˘ ABK,BCK,DAK
a DCL jsou SABK = 18 cm2, SBCK = 8 cm2, SDAK = 16 cm2, SDCL = 36 cm2.
VypoËítejte obsahy trojúhelník˘ CDK a ABL.

3. NajdÏte vπechny dvojice cel˝ch kladn˝ch Ëísel a a b, pro nÏæ je Ëíslo a2 + b o 62
vÏtπí neæ Ëíslo b2 + a.

4. UrËete nejmenπí celé kladné Ëíslo v, pro které platí: Mezi libovoln˝mi v vrcholy
pravidelného dvacetiúhelníku lze najít t¯i, jeæ jsou vrcholy pravoúhlého rovnora-
menného trojúhelníku.

Krajské kolo kategorie C se koná

v úter˝ 9. dubna 2013

tak, aby zaËalo dopoledne a aby soutÏæící mÏli na ¯eπení
úloh 4 hodiny Ëistého Ëasu. Povolené pom˘cky jsou psací
a r˝sovací pot¯eby a πkolní MF tabulky. Kalkulátory, note-
booky ani æádné jiné elektronické pom˘cky dovoleny nejsou.
Za kaædou úlohu m˘æe soutÏæící získat 6 bod˘; bodové hra-
nice k urËení úspÏπn˝ch ¯eπitel˘ a úspÏπn˝ch úËastník˘ bu-
dou stanoveny centrálnÏ po vyhodnocení statistik bodov˝ch
v˝sledk˘ ze vπech kraj˘. Tyto údaje se æák˘m sdÏlí p¯ed
zahájením soutÏæe.



62. roËník matematické olympiády

ÿeπení úloh krajského kola kategorie C

1. Do kaædé známosti vstupuje právÏ jeden chlapec a kaæd˝ z chlapc˘ má právÏ
Ëty¯i známosti, celkem tedy v taneËních existuje 15·4 = 60 známostí. V kaædé známosti je
ovπem zastoupena právÏ jedna dívka a kaædá dívka má právÏ deset známostí. OznaËíme-li
d poËet dívek, pak 10 ·d = 60. V taneËních je tudíæ 6 dívek. Uvaæme libovolného z hoch˘,
¯eknÏme Tondu. Tonda zná 4 dívky, v taneËních jsou tedy pouze dvÏ dívky, které Tonda
nezná. Libovoln˝ dalπí hoch vπak zná rovnÏæ Ëty¯i dívky, musí tak znát alespoÚ dvÏ
z dívek, které zná Tonda.
Za úplné ¯eπení udÏlte 6 bod˘. Odvození celkového poËtu známostí oceÚte dvÏma body a urËení poËtu
dívek dalπími dvÏma body.

2. Trojúhelníky ABK a CDK mají shodné strany AB a CD a souËet jejich v˝πek
v1 a v2 (vzdáleností bodu K od p¯ímky AB, resp. CD) je roven v˝πce v rovnobÏæníku
ABCD (vzdálenosti rovnobÏæn˝ch p¯ímek AB a CD, obr. 1). Proto souËet jejich obsah˘
dává polovinu souËtu obsahu daného rovnobÏæníku:

SABK + SCDK =
1
2
|AB|v1 +

1
2
|CD|v2 =

1
2
|AB| · (v1 + v2) =

1
2
|AB| · v = 1

2
SABCD.

PodobnÏ i SBCK + SDAK = 1
2SABCD, tudíæ

SCDK = SBCK + SDAK � SABK = 6 cm2.

A B

CD

K

L

v
v1

v2

v3

Obr. 1

Trojúhelníky ABL a DCL mají shodné strany AB a CD. ZnaËí-li v3 p¯ísluπnou
v˝πku druhého z nich, je v˝πka prvního z nich rovna v + v3, takæe pro rozdíl obsah˘
tÏchto trojúhelník˘ platí

SABL � SDCL =
1
2
|AB| · (v + v3)�

1
2
|CD| · v3 =

1
2
|AB| · (v + v3 � v3) =

=
1
2
|AB| · v = 1

2
SABCD = SBCK + SDAK .

Odtud plyne
SABL = SBCK + SDAK + SDCL = 60 cm2.

Za úplné ¯eπení udÏlte 6 bod˘. Za urËení kaædého z obsah˘ udÏlte 3 body. Za pouhé objevení (a d˘kaz)
faktu, æe souËet obsah˘ „protÏjπíchˇ trojúhelník˘ ABK a CDK Ëi BCK a AKD dává polovinu obsahu
celého rovnobÏæníku, udÏlte 2 body.



3. Zadání zapíπeme rovností, jejíæ pravou stranu rovnou upravíme na souËin:

62 = (a2 + b)� (b2 + a) = (a2 � b2)� (a� b) = (a� b)(a+ b� 1).

SouËin cel˝ch Ëísel u = a� b a v = a+ b� 1 je tedy roven souËinu dvou prvoËísel 2 · 31.
Protoæe v = 1+1� 1 = 1, je nutnÏ i Ëíslo u kladné a z¯ejmÏ u < v, takæe (u, v) je jedna
z dvojic (1, 62) nebo (2, 31). Vyjád¯íme-li naopak a, b pomocí u, v, dostaneme

a =
u+ v + 1
2

a b =
v � u+ 1
2

.

Pro (u, v) = (1, 62) tak dostáváme ¯eπení (a, b) = (32, 31), dvojici (u, v) = (2, 31) odpo-
vídá druhé ¯eπení (a, b) = (17, 15). Jiná ¯eπení úloha nemá.

Za úplné ¯eπení udÏlte 6 bod˘. Za uhodnutí obou ¯eπení udÏlte 1 bod (tj. za pouze jedno uhodnuté ¯eπení
æádn˝ bod). Za uveden˝ rozklad dejte 2 body, a pokud si je ¯eπitel vÏdom, æe mu staËí prozkoumat pouze
koneËnÏ mnoho moæností, p¯idejte dalπí 1 bod.

4. Nechª A1A2 . . . A20 je pravideln˝ dvacetiúhelník. Podle Thaletovy vÏty jedinÏ
nÏkter˝ z deseti pr˘mÏr˘ A1A11,A2A12, . . . ,A10A20 opsané kruænice m˘æe b˝t p¯eponou
k˝æeného pravoúhlého trojúhelníku, takæe zkoumané tvrzení neplatí pro v = 10 (ani
pro æádné v < 10): staËí vybrat po jednom z vrchol˘ na r˘zn˝ch pr˘mÏrech a nebude
existovat æádn˝ pravoúhl˝ trojúhelník s takto vybran˝mi vrcholy.
Ve druhé Ëásti ¯eπení ukáæeme, æe vyhovuje v = 11. Vπech 20 vrchol˘ dvacetiúhel-

níku rozdÏlíme do pÏti Ëtve¯ic vrchol˘ Ëtverc˘ A1A6A11A16,A2A7A12A17,A3A8A13A18,
A4A9A14A19 a A5A10A15A20. Vybereme-li nyní libovolnÏ 11 vrchol˘, budou díky ne-
rovnosti 11 > 5 ·2 mezi vybran˝mi aspoÚ t¯i vrcholy nÏkterého z pÏti uveden˝ch Ëtverc˘
(Dirichlet˘v princip). Zb˝vá dodat, æe jakékoli t¯i vrcholy Ëtverce z¯ejmÏ tvo¯í pravoúhl˝
rovnoramenn˝ trojúhelník.

OdpovÏÔ. Hledané nejmenπí Ëíslo v je rovno Ëíslu 11.

Za úplné ¯eπení udÏlte 6 bod˘, z toho 2 body za jak˝koliv správn˝ protip¯íklad pro v = 10 a 4 body za
d˘kaz vlastnosti pro v = 11.



62. roËník matematické olympiády

Úlohy klauzurní Ëásti πkolního kola kategorie C

1. Danému rovnostrannému trojúhelníku vepiπme a opiπme kruænice. OznaËme S ob-
sah vzniklého mezikruæí a T obsah kruhu, jehoæ pr˘mÏr je shodn˝ s délkou strany
daného trojúhelníku. Kter˝ z obsah˘ S, T je vÏtπí? Svou odpovÏÔ zd˘vodnÏte.

2. UrËete vπechny dvojice a, b kladn˝ch cel˝ch Ëísel, pro nÏæ platí

a · [a, b] = 4 · (a, b),

kde symbol [a, b] znaËí nejmenπí spoleËn˝ násobek a (a, b) nejvÏtπí spoleËn˝ dÏlitel
kladn˝ch cel˝ch Ëísel a, b.

3. Kaæd˝ vrchol pravidelného devatenáctiúhelníku je obarven jednou ze πesti barev.
VysvÏtlete, proË stejnou barvu mají vπechny vrcholy nÏkterého tupoúhlého troj-
úhelníku.

Klauzurní Ëást πkolního kola kategorie C se koná

ve Ëtvrtek 24. ledna 2013

tak, aby zaËala dopoledne a aby soutÏæící mÏli na ¯eπení úloh
4 hodiny Ëistého Ëasu. Za kaædou úlohu m˘æe soutÏæící získat
6 bod˘, úspÏπn˝m ¯eπitelem je ten æák, kter˝ získá 10 bod˘
nebo více. Povolené pom˘cky jsou psací a r˝sovací pot¯eby
a πkolní MF tabulky. Kalkulátory, notebooky ani æádné jiné
elektronické pom˘cky dovoleny nejsou. Tyto údaje se æák˘m
sdÏlí p¯ed zahájením soutÏæe.



62. roËník matematické olympiády

ÿeπení úloh klauzurní Ëásti πkolního kola kategorie C

1. Ukáæeme, æe se oba obsahy rovnají. OznaËme A, B, C vrcholy daného troj-
úhelníku a r a R odpovídající polomÏry jeho vepsané a opsané kruænice; délku jeho
strany oznaËme a. ObÏ zmínÏné kruænice mají spoleËn˝ st¯ed S. OznaËme jeπtÏ P bod
dotyku vepsané kruænice se stranou AB. Protoæe trojúhelník ABC je rovnostrann ,̋ je P
zároveÚ st¯edem strany AB. Uæitím Pythagorovy vÏty v pravoúhlém trojúhelníku PSB
dostáváme

R2 � r2 =
�
1
2a

�2
,

coæ je ekvivalentní s dokazovan˝m tvrzením S = p(R2 � r2) = p
�
1
2a

�2
= T .

Poznámka. Rovnostrann˝ trojúhelník o stranÏ a má v˝πku velikosti v = 1
2a
p
3,

takæe zkoumané polomÏry jsou R = 2
3v (=

1
3a
p
3) a r = 1

3v (=
1
6a
p
3), a proto

S = p
�
R2 � r2

�
= p

�
4
9 �

1
9 )v

2 = p · 13 · 34a
2 = p

�
1
2a

�2
= T.

Za úplné ¯eπení udÏlte 6 bod˘.

2. OznaËíme-li d nejvÏtπího spoleËného dÏlitele Ëísel a a b, m˘æeme psát a = kd
a b = ld, kde (k, l) = 1, takæe [a, b] = kld. Po dosazení do dané rovnice tak dostaneme

kd · kld = 4 · d a po úpravÏ k2ld = 4.

Z poslední rovnosti je z¯ejmé, æe m˘æe b˝t jedinÏ k = 2 nebo k = 1.
Pro k = 2 vychází l = d = 1, Ëemuæ odpovídá dvojice a = 2, b = 1.
Pro k = 1 dostáváme rovnici ld = 4, která má v oboru kladn˝ch cel˝ch Ëísel t¯i

¯eπení:
1. l = 4, d = 1 a ¯eπením úlohy je dvojice a = 1, b = 4;
2. l = 2, d = 2 a ¯eπením úlohy je dvojice a = 2, b = 4;
3. l = 1, d = 4 a ¯eπením úlohy je dvojice a = 4, b = 4.
ZávÏr. Úloze vyhovují právÏ Ëty¯i dvojice kladn˝ch cel˝ch Ëísel (a, b), a to (2, 1),

(1, 4), (2, 4) a (4, 4).

Jiné ¯eπení. Vyuæijeme známou rovnost [a, b] · (a, b) = a ·b, která platí pro vπechna
celá kladná a, b. Vynásobením obou stran dané rovnice Ëíslem [a, b] tak dostaneme

a[a, b]2 = 4ab, neboli [a, b]2 = 4b. (1)

Vzhledem k tomu, æe [a, b] = b, a tedy

4b = [a, b]2 = b2,

je b2 5 4b, tudíæ b 5 4. Navíc z upravené rovnice (1) plyne, æe 4b, a tedy i b je druhou
mocninou celého Ëísla. Prozkoumáním obou p¯ípad˘ b 2 {1, 4} (dosadíme do p˘vodní
rovnice postupnÏ vπechny moæné hodnoty (a, b), kter˝ch je koneËnÏ mnoho, anebo do-
sadíme do (1) a vyuæijeme toho, æe a je dÏlitelem nejmenπího spoleËného násobku [a, b])
dojdeme ke stejnému závÏru jako v prvním ¯eπení.



63. roËník Matematické olympiády

Úlohy domácí Ëásti I. kola kategorie C

1. UrËete, jaké nejmenπí hodnoty m˘æe nab˝t v˝raz V = (a� b)2+ (b� c)2+ (c� a)2,
splÚují-li reálná Ëísla a, b, c dvojici podmínek

a+ 3b+ c = 6,

�a+ b� c = 2.

ÿeπení. SeËtením obou rovnic zjistíme, æe b = 2. Dosazením za b do nÏkteré z nich
vyjde c = �a. Platí tedy V = (a � 2)2 + (2 + a)2 + (�2a)2. Po umocnÏní a seËtení
zjistíme, æe V = 6a2 + 8 = 8. Rovnost nastane, právÏ kdyæ a = 0, b = 2 a c = 0.

Hledaná nejmenπí hodnota v˝razu V je tedy rovna 8.

Návodné a doplÚující úlohy:

1. UrËete nejmenπí hodnotu v˝razu V = 5+(x�2)2, x 2 . Pro která x ji v˝raz nab˝vá?
2. UrËete nejmenπí moænou hodnotu v˝razuW = 9�ab, kde a, b jsou reálná Ëísla splÚující
podmínku a+ b = 6. Pro které hodnoty a, b je W minimální? [W = (a� 3)2 = 0]

3. UrËete nejmenπí moænou hodnotu v˝razu Y = 12�ab, kde a, b jsou reálná Ëísla splÚující
podmínku a+ b = 6. Pro které hodnoty a, b je Y minimální? [Y = 3 +W = 3]

4. UrËete nejvÏtπí moænou hodnotu v˝razu K = 5+ ab, kde a, b jsou reálná Ëísla splÚující
podmínku a + b = 8. Pro které hodnoty a, b je K maximální? [K = 5 + 8a � a

2 =
= �(a� 4)2 + 21 5 21, a = b = 4]

5. Nechª a, b, c, d jsou taková reálná Ëísla, æe a+ d = b+ c. Dokaæte nerovnost
(a� b)(c� d) + (a� c)(b� d) + (d� a)(b� c) = 0. [C–54–I–1]

6. Pro kladná reálná Ëísla a, b, c, d platí

a+ b = c+ d, ad = bc, ac+ bd = 1.

Jakou nejvÏtπí hodnotu m˘æe mít souËet a+ b+ c+ d? [C–62–I–2]

2. V rovinÏ jsou dány body A, P , T neleæící v p¯ímce. Sestrojte trojúhelník ABC tak,
aby P byla pata jeho v˝πky z vrcholu A a T bod dotyku strany AB s kruænicí mu
vepsanou. ProveÔte diskusi poËtu ¯eπení vzhledem k poloze dan˝ch bod˘.

ÿeπení. Vrchol B je urËen polop¯ímkou AT a kolmicí p k v˝πce AP v bodÏ P
(obr. 1), na níæ leæí strana BC. P¯itom bod T musí b˝t vnit¯ním bodem úseËky AB.
St¯ed S kruænice trojúhelníku ABC vepsané pak dostaneme jako pr˘seËík kolmice q

A

B

C2

C1

T

P

S1

S2

U1

U2

p

q

p0

Obr. 1
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k p¯ímce AT v bodÏ T s osou úhlu ohraniËeného p¯ímkou p a polop¯ímkou BA. Její
polomÏr bude mít velikost |ST |.
Zb˝vá sestrojit vrchol C hledaného trojúhelníku ABC. Ten bude leæet jednak na

p¯ímce p, jednak na druhé teËnÏ vepsané kruænice z vrcholu A, která je soumÏrnÏ sdru-
æená se stranou AB podle p¯ímky AS. StaËí tedy sestrojit bod U dotyku strany AC
s kruænicí vepsanou jako obraz bodu T v uvedené osové soumÏrnosti.
Odtud plyne konstrukce:

1. p : P 2 p a p ? AP ;
2. B : B 2 AT \ p, bod B musí leæet na polop¯ímce AT za bodem T ;
3. q : T 2 q a q ? AT ;
4. u1, u2: dvÏ (navzájem kolmé) osy r˘znobÏæek AB, p;
5. S1, S2 : S1 2 q \ u1, S2 2 q \ u2;
6. U1, U2: obrazy bodu T v soumÏrnostech podle p¯ímek AS1 a AS2;
7. C1, C2: pr˘seËíky p¯ímky p s polop¯ímkami AU1 a AU2;
8. trojúhelníky ABC1 a ABC2.
Diskuse. Bod B konstruovan˝ v 2. kroku existuje, jen kdyæ úhel PAT je ostr˝ (jinak

ani polop¯ímka AT neprotne p¯ímku p) a zároveÚ bod T leæí uvnit¯ poloroviny pA, coæ je
ekvivalentní tomu, æe i úhel APT je ostr .̋ Body S1, S2 existují vædy a jsou r˘zné, neboª
leæí v opaËn˝ch polorovinách urËen˝ch p¯ímkou AB. Ovπem kruænice vepsaná leæí celá
v trojúhelníku ABC, a tedy i v pásu urËeném p¯ímkou p a p¯ímkou s ní rovnobÏænou, jeæ
prochází vrcholem A, takæe st¯ed S vepsané kruænice musí padnout do pásu tvo¯eného
p¯ímkou p a p¯ímkou p0 s ní rovnobÏænou, jeæ p˘lí v˝πku AP . V takovém p¯ípadÏ teËna
ke kruænici (S; |ST |) (soumÏrnÏ sdruæená s teËnou AB podle p¯ímky AS) nepochybnÏ
protne p¯ímku p v hledaném vrcholu C.

Diskusi shrneme takto: Jestliæe pro vnit¯ní úhly trojúhelníku APT platí |�PAT | =
= 90� nebo |�APT | = 90�, nemá úloha ¯eπení. Pokud platí |�PAT | < 90� a zároveÚ
|�APT | < 90�, je poËet ¯eπení 0 aæ 2 podle toho, kolik ze sestrojen˝ch bod˘ S1 a S2
leæí mezi rovnobÏækami p a p0.

Návodné a doplÚující úlohy:

1. Sestrojte trojúhelník, jsou-li dány body dotyku jeho stran s kruænicí mu vepsanou.
2. V trojúhelníku ABC oznaËme po ¯adÏ P , Q, R paty v˝πek z vrchol˘ A, B, C. Dále
postupnÏ oznaËme T , U , V body dotyku kruænice vepsané se stranami BC, CA, AB.
Sestrojte trojúhelník ABC, je-li dáno:
a) A, C, V ,
b) A, U , R,
c) A, P , Q,
d) A, B, R.
[V a) i b) umíme sestrojit vepsanou kruænici; v c) sestrojíme AB jako pr˘mÏr kruænice
urËené dan˝mi body. Úloha d) nemá ¯eπení, pokud R neleæí na p¯ímce AB. Jestliæe R

leæí na p¯ímce AB, má úloha nekoneËnÏ mnoho ¯eπení.]

3. »íslo n je souËinem t¯í r˘zn˝ch prvoËísel. ZvÏtπíme-li dvÏ menπí z nich o 1 a nejvÏtπí
ponecháme nezmÏnÏno, zvÏtπí se jejich souËin o 915. UrËete Ëíslo n.

ÿeπení. Nechª n = pqr, p < q < r. Rovnost (p+1)(q+1)r = pqr+915 ekvivalentnÏ
upravíme na tvar (p + q + 1) · r = 915 = 3 · 5 · 61, z nÏjæ plyne, æe prvoËíslo r m˘æe
nab˝vat jen nÏkteré z hodnot 3, 5 a 61. Pro r = 3 vπak z poslední rovnice dostáváme
(p + q + 1) · 3 = 3 · 5 · 61, neboli p + q = 304. To je ve sporu s tím, æe r je nejvÏtπí.
Analogicky zjistíme, æe nem˘æe b˝t ani r = 5. Je tedy r = 61 a p+q = 14. Vyzkouπením
vπech moæností pro p a q vyjde p = 3, q = 11, r = 61 a n = 3 · 11 · 61 = 2 013.

2



Návodné a doplÚující úlohy:

1. UrËete vπechna prvoËísla p, q, pro nÏæ platí p+ q = 14.
2. »íslo n je souËinem dvou r˘zn˝ch prvoËísel. ZvÏtπíme-li menπí z nich o 1 a druhé
ponecháme, jejich souËin se zvÏtπí o 7. UrËete Ëíslo n. [V˝sledek: n 2 {14, 21, 35}.]

3. »íslo n je souËinem dvou prvoËísel. ZvÏtπíme-li jedno z nich o 1 a druhé o 1 zmenπíme,
jejich souËin z˘stane stejn .̋ UrËete Ëíslo n. [V˝sledek: n = 6.]

4. »íslo n je souËinem dvou prvoËísel. ZvÏtπíme-li kaædé z nich o 1, jejich souËin se zvÏtπí
o 35. UrËete Ëíslo n. [V˝sledek: n 2 {93, 145, 253, 289}.]

4. Ve Ëtverci ABCD oznaËme K st¯ed strany AB a L st¯ed strany AD. ÚseËky KD
a LC se protínají v bodÏ M a rozdÏlují Ëtverec na dva trojúhelníky a dva Ëty¯úhel-
níky. VypoËtÏte jejich obsahy, jestliæe úseËka LM má délku 1 cm.

ÿeπení. Platí |AK| = |DL| a |AD| = |DC| = 2|AK| (obr. 2), takæe pravoúhlé
trojúhelníky AKD a DLC jsou shodné podle vÏty sus. KromÏ toho jsou trojúhelníky
MLD a AKD podobné podle vÏty uu, neboª |�LDM | = |�KDA| a |�DLM | =
= |�DLC| = |�AKD|. Analogicky lze ovÏ¯it i podobnost trojúhelník˘ MDC a AKD.
Z podobnosti trojúhelník˘ AKD, MLD a MDC plyne, æe |MD| = 2|ML| = 2 cm
a |MC| = 2|MD| = 4 cm. Obsahy útvar˘ MLD, MDC a AKML jsou

SMLD =
1 · 2
2
= 1 cm2, SMDC =

2 · 4
2
= 4 cm2

a
SAKML = SAKD � SMLD = SDLC � SMLD = SMDC = 4 cm2.

Nakonec pomocí Pythagorovy vÏty dostáváme SABCD = |DC|2 = |DM |2 + |CM |2 =
= 20 cm2, takæe

SKBCM = SABCD � (SMLD + SMDC + SAKML) = 11 cm2.

ZávÏr. Obsahy trojúhelník˘ MLD, MDC a Ëty¯úhelník˘ AKML, KBCM jsou
po ¯adÏ 1 cm2, 4 cm2, 4 cm2 a 11 cm2.

A B

CD

K

L
M

1

Obr. 2
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Obr. 3

Návodné a doplÚující úlohy:

1. Dva shodné pravoúhlé trojúhelníky ABC a DEB jsou umístÏny podle obr. 3 a platí
|BD| = 10 cm, |CD| = 20 cm.
a) UrËete délky stran trojúhelníku ABC. [10, 30, 10

p
10]

b) Dokaæte, æe trojúhelníky DBF , ABC a BEF jsou navzájem podobné.
c) UrËete délky stran trojúhelník˘ DBF a BEF . [10, 3

p
10,

p
10; 30, 9

p
10, 3

p
10]
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d) UrËete obsahy trojúhelník˘ ABC, DBF a BEF . [150, 15, 135]
e) UrËete obsah Ëty¯úhelníku AFDC. [135]

2. Dva shodné pravoúhlé trojúhelníky ABC a DEB jsou umístÏny podle obr. 3. Trojúhel-
ník BEF má obsah 30 cm2. UrËete obsah Ëty¯úhelníku AFDC. [30]

3. Dokaæte vÏty:
a) Mají-li dva trojúhelníky stejnou v˝πku, pak pomÏr jejich obsah˘ se rovná pomÏru
délek p¯ísluπn˝ch základen.

b) Mají-li dva trojúhelníky shodné základny, pak pomÏr jejich obsah˘ se rovná po-
mÏru p¯ísluπn˝ch v˝πek.

4. V rovnoramenném pravoúhlém trojúhelníku ABC s p¯eponou BC je |AB| = 12 cm.
OznaËme K st¯ed strany AB a L takov˝ bod strany BC, pro nÏjæ platí |CL| : |LB| =
= 1 : 2. UrËete obsahy útvar˘, které vzniknou roz¯ezáním trojúhelníku ABC podél
úseËek KC a AL. [Nakreslete si obrázek, oznaËteM pr˘seËík úseËek KC a AL, dokres-
lete úseËku BM a pomocí vÏt z p¯edchozí úlohy spoËítejte nejprve obsahy vπech pÏti
trojúhelník˘, které mají spoleËn˝ vrchol M .]

5. V daném rovnobÏæníku ABCD je bod E st¯ed stranyBC a bod F leæí uvnit¯ strany AB.
Obsah trojúhelníku AFD je 15 cm2 a obsah trojúhelníku FBE je 14 cm2. UrËete obsah
Ëty¯úhelníku FECD. [C–57–S–2]

5. Dokaæte, æe pro kaædé liché p¯irozené Ëíslo n je souËet n4 + 2n2 + 2013 dÏliteln˝
Ëíslem 96.

ÿeπení. Protoæe 96 = 3 · 32 = 3 · 25, budeme dokazovat dÏlitelnost souËtu S =
= n4 + 2n2 + 2013 dvÏma nesoudÏln˝mi Ëísly 3 a 32.
DÏlitelnost t¯emi: Protoæe Ëíslo 2 013 je dÏlitelné t¯emi, staËí dokázat dÏlitelnost

t¯emi zmenπeného souËtu

S � 2 013 = n4 + 2n2 = n2(n2 + 2).

V p¯ípadÏ 3 | n je vπe jasné, v opaËném p¯ípadÏ je n = 3k ± 1 pro vhodné celé k,
takæe platí 3 | n2 + 2, neboª n2 + 2 = 3(3k2 + 2k + 1).
DÏlitelnost Ëíslem 32: Protoæe 2 016 = 32 · 63, staËí dokázat dÏlitelnost Ëíslem 32

zmenπeného souËtu

S � 2 016 = n4 + 2n2 � 3 = (n2 + 1)2 � 22 = (n2 + 3)(n2 � 1).

Protoæe p¯edpokládáme, æe n je liché, tedy n = 2k + 1 pro vhodné celé k, platí

n2 + 3 = (2k + 1)2 + 3 = 4(k2 + k + 1) a n2 � 1 = (2k + 1)2 � 1 = 4k(k + 1).

Odtud plyne, æe 32 | (n2 + 3)(n2 � 1), neboª Ëíslo k(k + 1) je sudé.

Poznámka. DÏlitelnost Ëíslem 32 lze dokazovat i bez provedeného algebraického
rozkladu trojËlenu n4 + 2n2 � 3, ze kterého po dosazení n = 2k + 1 roznásobením
dostaneme

n4 + 2n2 � 3 = 16k4 + 32k3 + 32k2 + 16k = 16k(k3 + 2k2 + 2k + 1).

Pro sudé k je dÏlitelnost takto upraveného v˝razu Ëíslem 32 z¯ejmá. Pro liché k je
zase sud˝ souËet k3 + 1, takæe je sud˝ i druh˝ Ëinitel k3 + 2k2 + 2k + 1.

Návodné a doplÚující úlohy:

1. Dokaæte, æe pro kaædé p¯irozené n je Ëíslo n

3 + 2n dÏlitelné t¯emi.
2. Dokaæte, æe pro kaædé liché Ëíslo n je Ëíslo n

2 � 1 dÏlitelné osmi.
3. Dokaæte, æe pro vπechna celá kladná Ëísla n je rozdíl n6 � n

2 dÏliteln˝ πedesáti.
4. UrËete vπechna kladná celá Ëísla m, pro která je rozdíl m

6 �m

2 dÏliteln˝ Ëíslem 120.
[C–55–I–1]

5. UrËete vπechna celá Ëísla n, pro nÏæ je 2n3 � 3n2 + n+ 3 prvoËíslo. [C–62–I–5]
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63. roËník matematické olympiády

Úlohy krajského kola kategorie C

1. NajdÏte vπechny trojice (ne nutnÏ r˘zn˝ch) Ëíslic a, b, c, pro nÏæ pÏtimístná Ëísla
6abc3 a 3abc6 jsou v pomÏru 63 : 36.

2. ©achového turnaje se zúËastnilo 5 hráË˘ a kaæd˝ s kaæd˝m odehrál jednu partii.
Za vítÏzství získal hráË 1 bod, za remízu p˘l bodu, za prohru æádn˝ bod. Po¯adí
hráË˘ v turnaji se urËuje podle poËtu získan˝ch bod˘. Jedin˝m dalπím kritériem
rozhodujícím o koneËném umístÏní hráË˘ v p¯ípadÏ rovnosti bod˘ je poËet v˝her
(kdo má více v˝her, je na tom v umístÏní lépe). V turnaji získali vπichni hráËi stejn˝
poËet bod˘. Vojta porazil Petra a o první místo se dÏlil s Tomáπem. Jak dopadla
partie mezi Petrem a Martinem?

3. Pro kladná reálná Ëísla a, b, c platí c2 + ab = a

2 + b

2. Ukaæte, æe pak také platí
c

2 + ab 5 ac+ bc.

4. Je dán konvexní Ëty¯úhelník ABCD s bodem E uvnit¯ strany AB tak, æe platí
|�ADE| = |�DEC| = |�ECB|. Obsahy trojúhelník˘ AED a CEB jsou po ¯adÏ
18 cm2 a 8 cm2. UrËete obsah trojúhelníku ECD.

Krajské kolo kategorie C se koná

v úter˝ 8. dubna 2014

tak, aby zaËalo dopoledne a aby soutÏæící mÏli na ¯eπení
úloh 4 hodiny Ëistého Ëasu. Povolené pom˘cky jsou psací
a r˝sovací pot¯eby a πkolní MF tabulky. Kalkulátory, note-
booky ani æádné jiné elektronické pom˘cky dovoleny nejsou.
Za kaædou úlohu m˘æe soutÏæící získat 6 bod˘; bodové hra-
nice k urËení úspÏπn˝ch ¯eπitel˘ a úspÏπn˝ch úËastník˘ bu-
dou stanoveny centrálnÏ po vyhodnocení statistik bodov˝ch
v˝sledk˘ ze vπech kraj˘. Tyto údaje se æák˘m sdÏlí p¯ed
zahájením soutÏæe.



Po roznásobení a slouËení stejn˝ch Ëlen˘ zjistíme, æe máme dokázat nerovnost

0 5 a

3
b+ ab

3 � 2a2b2 = ab(a� b)2,

která pro kladná Ëísla a, b z¯ejmÏ platí. Vzhledem k tomu, æe vπechny úpravy byly
ekvivalentní, m˘æeme cel˝ postup obrátit. Nerovnost je tak dokázána.

Jiné ¯eπení. Bez újmy na obecnosti p¯edpokládejme, æe 0 < b 5 a (dané vztahy
se v˝mÏnou Ëísel a a b nemÏní). Nerovnost c2+ab 5 ac+ bc je ekvivalentní s nerovností
(a� c)(c� b) = 0, tudíæ staËí dokázat, æe b 5 c 5 a. Platí

c

2 = b

2 + a

2 � ab = b

2 + a(a� b) = b

2
,

tedy b 5 c. Analogicky zjistíme, æe

c

2 = a

2 + b

2 � ab = a

2 + b(b� a) 5 a

2
,

a odtud c 5 a. Tím je d˘kaz proveden.
Za úplné ¯eπení udÏlte 6 bod˘, z toho 2 body za p¯evedení p˘vodní nerovnosti do souËinového tvaru,

nebo 4 body za úpravu na tvar (1).

4. Hledan˝ obsah trojúhelníku ECD oznaËme S. Úhel DEC je st¯ídav˝ s úhly
ADE a ECB, odtud AD k EC a ED k BC (obr. 1). Trojúhelníky EDA a EDC mají

A B

C

D

�

�

�
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P

Q

R

v

w

w

Obr. 1

spoleËnou stranu ED, pomÏr jejich obsah˘ je tedy roven pomÏru p¯ísluπn˝ch v˝πek. Kdyæ
navíc po ¯adÏ oznaËíme P ,Q a R kolmé pr˘mÏty vrchol˘ A,B a C na p¯ímkuDE a ozna-
Ëíme v = |AP |, w = |BQ| = |CR|, dostaneme z podobn˝ch pravoúhl˝ch trojúhelník˘
AEP a BEQ úmÏru

18
S

=
v

w

=
|AE|
|EB| .

Analogicky pro trojúhelníky ECD a ECB zjistíme, æe

8
S

=
|EB|
|AE| .



(V obr. 1 jsou p¯ísluπné pr˘mÏty jen naznaËeny, ale jde o t˝æ v˝poËet jako v p¯edeπlém
odstavci, jen v nÏm zamÏníme odpovídající body A $ B, C $ D a p¯ísluπné obsahy
trojúhelník˘ AED a BEC.) Dohromady tedy je S : 8 = 18 : S neboli S2 = 144, takæe
trojúhelník ECD má obsah S = 12 cm2.

Jiné ¯eπení. StejnÏ jako v prvním ¯eπení zjistíme, æe AD k EC a ED k BC. Odtud
plyne podobnost trojúhelník˘ AED a EBC. OznaËíme-li k p¯ísluπn˝ pomÏr podobnosti
(obr. 2), platí pro obsahy dotyËn˝ch trojúhelník˘

18 = 1
2ab sin �, S = 1

2ka · b sin �, 8 = 1
2ka · kb sin �,

takæe z¯ejmÏ platí 18 ·8 = S

2. Pro obsah trojúhelníku ECD tak dostáváme S = 12 cm2.
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Obr. 2

Za úplné ¯eπení udÏlte 6 bod˘, z toho 2 body za zd˘vodnÏní vztah˘ AD k EC a ED k BC.



63. roËník matematické olympiády

Úlohy klauzurní Ëásti πkolního kola kategorie C

1. UrËete, jak˝ch hodnot m˘æe nab˝vat v˝raz V = ab+ bc+ cd+ da, splÚují-li reálná
Ëísla a, b, c, d dvojici podmínek

2a� 5b+ 2c� 5d = 4,
3a+ 4b+ 3c+ 4d = 6.

2. »ísla 1, 2, . . . , 10 rozdÏlte do dvou skupin tak, aby nejmenπí spoleËn˝ násobek sou-
Ëinu vπech Ëísel první skupiny a souËinu vπech Ëísel druhé skupiny byl co nejmenπí.
StaËí, kdyæ uvedete jedno rozdÏlení a zd˘vodníte, proË má poæadovanou vlastnost.

3. Je dán trojúhelník ABC s prav˝m úhlem p¯i vrcholu C. St¯edem I kruænice troj-
úhelníku vepsané vedeme rovnobÏæky se stranami CA a CB, které protnou p¯eponu
po ¯adÏ v bodech X a Y . Ukaæte, æe platí |AX|2 + |BY |2 = |XY |2.

Klauzurní Ëást πkolního kola kategorie C se koná

ve Ëtvrtek 23. ledna 2013

tak, aby zaËala dopoledne a aby soutÏæící mÏli na ¯eπení úloh
4 hodiny Ëistého Ëasu. Za kaædou úlohu m˘æe soutÏæící získat
6 bod˘, úspÏπn˝m ¯eπitelem je ten æák, kter˝ získá 10 bod˘
nebo více. Povolené pom˘cky jsou psací a r˝sovací pot¯eby
a πkolní MF tabulky. Kalkulátory, notebooky ani æádné jiné
elektronické pom˘cky dovoleny nejsou. Tyto údaje se æák˘m
sdÏlí p¯ed zahájením soutÏæe.



Najít je není tÏæké, uváæíme-li, æe Ëísla 1 a 7 m˘æeme dát do libovolné z obou skupin,
zatímco v téæe skupinÏ spolu nemohou b˝t 4 s 8, 5 s 10, 3 s 9 ani 6 s 9; s 8 pohromadÏ
m˘æe b˝t právÏ jedno ze sud˝ch Ëísel 2, 6 a 10. Získáme tak pouhá t¯i základní rozdÏlení
(první t¯i ¯ádky tabulky), z nichæ lze kaædé Ëty¯mi zp˘soby doplnit Ëísly 1 a 7.

Poznámka. Úlohu lze vy¯eπit i bez v˝poËtu souËinu a · b. DÏlitelnost n Ëísly 32, 5
a 7 plyne z jejich p¯ímého zastoupení mezi rozdÏlovan˝mi Ëísly, dÏlitelnost Ëíslem 24 ze
snadné úvahy o rozdÏlení vπech pÏti sud˝ch Ëísel: není-li Ëíslo 8 ve své skupinÏ jako sudé
jediné, je vπe jasné, v opaËném p¯ípadÏ jsou ve stejné skupinÏ Ëísla 2, 4 a 6 (i 10, ale to
uæ ani nepot¯ebujeme).

Za správnÏ zd˘vodnÏné ¯eπení udÏlte 6 bod˘, z toho 1 bod za rozklad souËinu 10! na prvoËinitele, 3 body

za odhad nejmenπího spoleËného násobku a 2 body za aspoÚ jedno správné rozdÏlení Ëísel (t¯eba i jen

uhodnuté). Za nalezení vπech 12 moæn˝ch rozdÏlení udÏlte zvláπtní pochvalu!

3. Trojúhelník AIX je rovnoramenn ,̋ neboª |�IAX| = |�IAC| = |�AIX|. (První
rovnost plyne z podmínky, æe bod I leæí na ose úhlu BAC, druhá pak z vlastnosti
st¯ídav˝ch úhl˘, obr. 1.) Je tedy |AX| = |IX|. Analogicky zjistíme, æe |BY | = |Y I|.
Protoæe úseËky IX a IY svírají (stejnÏ jako s nimi rovnobÏæné úseËky CA a CB) prav˝
úhel, podle Pythagorovy vÏty pro pravoúhl˝ trojúhelník XIY platí

|AX|2 + |BY |2 = |IX|2 + |Y I|2 = |XY |2,

coæ jsme mÏli dokázat.

A B

C

X Y

I

Obr. 1

Za úplné ¯eπení udÏlte 6 bod˘, z toho 4 body za zd˘vodnÏní rovností a |BY | = |Y I| a |AX| = |IX|.


