Pisemkové priklady na implicitni funkce (LS 97/98)

Priklad A: Ukazte, Ze rovnice
sin(xy) + cos(zy) =1

urcuje v jistém okoli bodu [r,0] implicitné zadanou funkci (proménné z).
a druhou derivaci této funkce v bodé 7.

Priklad B: Ukazte, Ze rovnice
2x4y—|—x3—|—y3—|—my: 1

urcuje v jistém okoli bodu [1,0] implicitné zadanou funkci (proménné ).
a druhou derivaci této funkce v bodé 1.

Priklad C: Ukazte, Ze rovnice
log(2?® + y* + cos(zy)) +y =0

uréuje v jistém okoli bodu [0, 0] implicitné zadanou funkci (proménné z).
a druhou derivaci této funkce v bodé 0.

Priklad D: Ukazte, Ze rovnice
log(x 4+ arctgy + 1) + 2y =0

urcuje v jistém okoli bodu [0, 0] implicitné zadanou funkci (proménné z).
a druhou derivaci této funkce v bodé 0.

Ptiklad E: Ukazte, Ze rovnice
a’ +y* =2y

urcuje v jistém okoli bodu [1, 1] implicitné zadanou funkci (proménné z).
a druhou derivaci této funkce v bodé 1.

Priklad F: Ukazte, Ze rovnice
322 +y22? +siny =0

urcuje v jistém okoli bodu [0, 0] implicitné zadanou funkei (proménné z).
a druhou derivaci této funkce v bodeé 0.

Priklad G: Ukazte, Ze rovnice
es.ina:2 + esinrcy — 23/ 192

uréuje v jistém okoli bodu [0, 0] implicitné zadanou funkci (proménné x).
a druhou derivaci této funkce v bodé 0.

Priklad H: Ukazte, Ze rovnice
7/2 + arcsin(z + y?) = arccos(y + 22)

urcuje v jistém okoli bodu [0, 0] implicitné zadanou funkci (proménné z).
a druhou derivaci této funkce v bodé 0.

Priklad I: Ukazte, Ze rovnice
arctg(y? 4+ zy) = €™ —cosz +y

uréuje v jistém okoli bodu [0, 0] implicitné zadanou funkci (proménné z).
a druhou derivaci této funkce v bodé 0.
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Reseni
Priklad A: PoloZme

F(z,y) = sin(xy) + cos(zy) — 1.
Funkce F je definovana na R? a pro jeji parcialni derivace plati:
oF .
5g (1Y) = cos(zy) -y — sin(zy) -y,

OF :
a—y(m, y) = cos(xy) - © — sin(zy) -

Obé parcialni derivace jsou na R? spojité, stejné jako jejich parcidlni derivace, tj. F €
C%(R?). Déle plati F(r,0) =0 a %—Z(W, 0) = m # 0. Tim jsme ovéFili, Ze nase rovnice urc¢uje
v jistém okoli bodu [, 0] implicitné zadanou funkci proménné x, kterd sama je tiidy C?
Funkci ozna¢me ¢ a jeji derivace vypocitejme postupnym derivovanim vztahu

sin(ze(r)) + COS(w(fﬂ)) 1,

cos(zp(z)) - (p(x) + 2¢'(z)) — sin(ap(z)) - (w(l‘) + ¢’ (2)) = 0,
—sin(zp(z)) - (o(2) + 2¢' () +COS(9090($)) (2¢ (

— cos(zip(2)) - ((2) + 2¢'(2))” — sin(zp(z)) - (2<p’(w)+w”(x)) = 0.

Dosadime-li z = 7 a pouzijeme-li ¢(7) = 0, dostaneme ¢’(7) =

Priklad B:  Polozme
F(z,y) = 2z*y + 2% +9° + 2y — 1.

Funkce F je definovana na R? a pro jeji parcialni derivace plati:

oOF
o5 (@) = 823y + 327 + y,

F
gy(x y) = 2z* + 3y® + 2.

Obé parcialni derivace jsou na R? spojité, stejné jako jejich parcidlni derivace, tj. F €
C%(R?). Déle plati F(1,0) =0 a 2& ,(1,0) =3 # 0. Tim jsme ovéfili, Ze nase rovnice urcuje
v jistém okoli bodu [1, 0] 1mphc1tne zadanou funkci proménné x, ktera sama je t¥idy C2
Funkci ozna¢me ¢ a jeji derivace vypocitejme postupnym derivovanim vztahu

2z%p(z) + 2° + p(2)° + zp(z) -1 =0,
8z°p(z) + 2z ¢/ (z) + 32% + 3p(z)*¢ (z) + ¢(z) + z¢' () = 0,
24z%p(x) + 82°¢' (2) + 8z°¢' (x) + 22%¢" () + 62 + 6p(2) (¢’ (z))? + 3p(2)*p" (z)
+¢'(x) + @' (z) + z¢" (x) = 0.

Dosadime-li z = 1 a pouzijeme-li ¢(1) = 0, dostaneme ¢’(1) = —1 a ¢" (1) = 4.



Priklad C: PoloZme
F(z,y) = log(z® + v + cos(zy)) + y.

Funkce F je definovana na jisté oteviené mnoziné G (lze ukdzat, ze dokonce G = R?)
obsahujici bod [0, 0] a pro jeji parcidlni derivace plati:

oF 1 .

e (z,y) = 217 + cos(@y) (2z — sin(zy) - y),
oF 1 .

a—y(my) = 2+ % 1 cos(ay) - (2y —sin(wzy) - ) + 1.

Obé¢ parcialni derivace jsou na G spojité, stejné jako jejich parcialni derivace, tj. F' €
C%(G). Déle plati F(0,0) =0 a %—5(0, 0) =1 # 0. Tim jsme ovéFili, Ze nase rovnice urcuje
v jistém okoli bodu [0, 0] implicitné zadanou funkci proménné x, ktera sama je t¥idy C2.

Funkci ozna¢me ¢ a jeji derivace vypocitejme postupnym derivovanim vztahu

log(a? + ¢ (x)? + cos(zp(x))) + p(z) = 0,
1
x2 4+ p(x)? + cos(zp(z
1
(22 + p(x)? + cos(zp(x

et 2p(z)¢' (x) — sin(zp(x)) (p(z) + 2¢'(2))) + ¢'(x) = 0,

NER (22 + 2p(2)¢' () — sin(wp())(p(2) + 29 (2)))?

1 / 2 1
T T o) + cos(up(@) 2+ 2 (@) + 2p(a)e ()

— cos(zyp(2)) (p(2) + ¢’ ())* = sin(wp(2))(2¢ (2) + 29" (2))) + ¢" () = 0.

Dosadime-li x = 0 a pouzijeme-li ¢(0) = 0, dostaneme ¢'(0) =0 a ¢’'(0) = —2.
Priklad D:  Polozme
F(z,y) =log(x + arctgy + 1) + xy.

Funkce F' je definovana na jisté oteviené mnoziné G obsahujici bod [0, 0] a pro jeji parciilni
derivace plati:

8F( ) 1 L
—(z —

ar Y T oy arctgy + 1 &
oF 1 1
_(xay): ’ )
oy r+4arctgy+1 1+y

== T

Obé parcialni derivace jsou na G spojité, stejné jako jejich parcialni derivace, tj. F €
C%(G). Déle plati F(0,0) =0 a 88—5(0, 0) =1 #0. Tim jsme ovéfili, Ze nase rovnice uréuje
v jistém okoli bodu [0, 0] implicitné zadanou funkci proménné x, ktera sama je t¥idy C2.
Funkci ozna¢me ¢ a jeji derivace vypocitejme postupnym derivovanim vztahu

log(z + arctg p(x) + 1) + zp(x) =0,

1 o' (2) / -
z+arctgp(z) +1 (1 T m> + o(z) + z¢'(2) = 0,

=1 ¢z \
(x + arctg p(z) + 1)2 . (1 + 1+ go(x)2)
. 1 " (@) (1 + p(2)?) — 20/ (2)¢' (2) ()
r + arctg p(z) + 1 (1+ ¢(x)?)2
+¢'(z) + ¢’ () + 29" (2) =0,

Dosadime-li z = 0 a pouzijeme-li p(0) = 0, dostaneme ¢’(0) = —1 a ¢”(0) = 2.



Piklad E:  PoloZme
F(z,y) =2" +y" —2y.

Funkce F' je definovana na oteviené mnoziné G = (0, 4+00) x (0,400), ktera obsahuje bod
[1,1]. Pro parcialni derivace F' plati:

OF
a5 @ y) =y~ '+ y"logy,

OF
8—y(ac,y) =a¥logz + zy* ! — 2.

Obé parcialni derivace jsou na G spojité, stejné jako jejich parcidlni derivace, tj. F' €
C%(G). Déle plati F(1,1) =0 a %15(1, 1) = —1 # 0. Tim jsme ovérili, Ze naSe rovnice urcuje
v jistém okoli bodu [1, 1] implicitné zadanou funkci proménné z, kterd sama je tiidy C2.
Funkci oznac¢me ¢ a jeji derivace vypocitejme postupnym derivovanim vztahu

@) 4 o(z)* — 2p(z) = 0.
Tento vztah si pfepiSme na tvar
ev(@)logz | zloge(z) _ 2p(z) = 0.

Nyni postupné obdrzime

/
oP(@)log e (80/(1') log  + @) + e loge(x) <10g¢($) n x:f(f;;)) —2¢'(z) =0,

2 /
eP(@)loga <§0/($) log z + 90553)) + ep(@)logz (gD”(m)logCE—f—zsaix) _ W(x))

72
1 zy' (x) ’
terloge(@) . (log o(z) + )

L loE(a) | (go’(x) (@' (x) + 2" (x))p(x) — JXP/($)<P/($)) — 25" (x) = 0.

olo) ()2

Dosadime-li x = 1 a pouzijeme-li p(1) = 1, dostaneme ¢’'(1) =1 a ¢"(1) = 4.

Priklad F:  Polozme
F(z,y) = y32% + y22? + siny.

Funkce F je definovdna na R2. Pro parcidlni derivace F plati:

OF
55 & y) = 2y°z + 24z,
oF g, 2 2
a—(m,y):?)yx + 2yx” + cosy.

Obé parcialni derivace jsou na R? spojité, stejné jako jejich parcialni derivace, tj. F €
C2%(R?). Déle plati F'(0,0) =0 a aF (0,0) =1+ 0. Tim jsme ovéfili, Ze nase rovnice uruje
v jistém okoli bodu [0, 0] 1mphcltne zadanou funkci proménné x, kterd sama je tiidy C2.
Funkci oznac¢me ¢ a jeji derivace vypocitejme postupnym derivovanim vztahu

o(x)32 + o(z)?z? + sin p(z) = 0.
Postupné obdrzime
()¢’ (x)2” + 20(2)°x + 20(2)¢’ (2)2” + 2¢(2)*z + cos p(z) - ¢/ (z) = 0,
b ()¢ ()¢ ()a® + 3p(z)?¢" (2)2® + 6p(z) ¢ (x)z + 6p(z) ¢ ()2

+20(z)° + 2¢' ()¢’ (z)2? + 20(2)¢" (z)2? + 40(2)¢' (z)2
+4p(z)¢' (z)z + 20(x)? — sinp(z) - ¢ (2)¢' () + cos p(z) - " (z) = 0.

Dosadime-li x = 0 a pouzijeme-li p(0) = 0, dostaneme ¢’(0) = 0 a ¢”(0) = 0.



Priklad G:  Polozme o, )
F(x,y) = ™% + e — 2y — 2,

Funkce F je definovana na R2. Pro parcidlni derivace F' plati:

OF

8—(.70, y) = 07 cos g2 . 2 4 SRV coszxy -y,
x
OF
5 —(z,y) = ™% . coszy - x — 2.
Y

Obé parcilni derivace jsou na R? spojité, stejné jako jejich parcialni derivace, tj. F €
C?(R?). Déle plati F(0,0) =0 a 2—5(0,0) = —2 # 0. Tim jsme ovérili, Zze nase rovnice
uréuje v jistém okoli bodu [0, 0] implicitné zadanou funkci proménné z, kterd sama je t¥idy
C2. Funkci oznaéme ¢ a jeji derivace vypodéitejme postupnym derivovanim vztahu

esin z? g eSinze(z) _ 20(z) —2=0.
Postupné obdrzime
esinm2 . CcOS 1.2 . 9x + esinxso(w) cos ms@(a’;) . ((p(l‘) + xcp’(x)) - 290/(1') = 07
€Sin o ¥ (COS x2 ‘ 2$)2 — eSian - sin 1‘2 J 41:2
eine? . cosa? . 2 4+ 0 cos wip(a) - (p(e) + 2 (2)))?
_esin:up(x) Sinxcp(ac) . ((p(i) + xso/(x))2 + esinmtp(i) CcoSs ng(.’L‘) : (290/(3:) + xsol/(x))
—2¢"(z) = 0.

Dosadimeli 2 = 0 a powzijeme-li ¢(0) = 0, dostancme /(0) =0 a (0) = 1.
Priklad H:  Polozme
F(x,y) = w/2 4+ arcsin(z + y2) — arccos(y + x2).

Bod [0,0] je ve vnittku defini¢niho oboru funkce F' - muzeme tedy spocitat parcidlni
derivace funkce F' na jistém okoli G' bodu [0, 0]:

oF 1 2
%(x,y) V1= (z+y?) \/1— (y + 22)?
oF 2y 1
a—y(x,y) V1= (z+y?) \/1— (y + 22)2

Obé parcialni derivace jsou na jistém okoli bodu [0, 0] spojité a navic tam jsou jejich
parcidlni derivace spojité, tj. f € C?(G). Dale plati F(0,0) =0 a %—I;(O,O) =1+#0. Tim
jsme ovérili, ze naSe rovnice urcuje v jistém okoli bodu [0,0] implicitné zadanou funkci
proménné x, kterd je tiidy C?. Funkci oznac¢me ¢ a jeji derivace vypodcitejme postupnym
derivovanim vztahu

arcsin(z + (p(z))?) 4+ 7/2 — arccos(p(z) + 2?) = 0,
1+2s0( )w/(w p'(x) + 22

~— [~

(o @)+ 27
50—+ (w(w))2)2)_% (=2 + (p(@)) - (1 + 20(@)¢/ (@)
) 2))? + 20(2)¢" (2))
—%(1—<so<x>+x2>2>*%-(—2«0(3:) ) (¢ (x) +20)

(¢"(z) +2)=0.

Dosadime-li x = 0 a vyuZijeme-li ¢(0) = 0, dostaneme ¢’(0) = —1 a ¢”(0) = —4.



Priklad I:  Polozme
F(z,y) = arctg(y2 +ay) — e +cosz — y.
Funkce F je definovana na R? a pro jeji parcialni derivace plati:
OF Y
- (,y) = 2 2
oz 1+ (y% + zy)
OF 2y +x
. ([B, y) = 2 2
oy 1+ (y%2 + 2y)
Obé parcidlni derivace jsou na R? spojité, stejné jako jejich parcidlni derivace, tj. f €
C?(R?). Dale plati F(0,0) =0 a %—Z(0,0) = —1 # 0. Tim jsme ovérili, Ze nase rovnice
uréuje v jistém okoli bodu [0, 0] implicitné zadanou funkci proménné x, ktera sama je t¥idy
C2. Funkci oznaéme ¢ a jeji derivace vypodéitejme postupnym derivovanim vztahu

— ey —sinx,

—er — 1.

arctg((p(2))? + zo(x)) — e 4 cosz — p(z) = 0.
2p(2)¢' (2) + p(x) + 2¢'(2)
1+ ((p(2))? + 2p(x))?
T (e T ol B0 0+ 6l0) 560
L 2¢(@))° + 20(@)¢"(2) + ¢/ () + ¢/ () + 29" (2)

L+ ((p(2))? + 2p(2))?
—(¢ (@) + ¢ (z) + 20" (2))e™* D — (p(@) + 2/ (x))%"*

—cosx — ¢’ (z) = 0.

— (p() + ¢ (2))e™*® —sine — ¢ (z) = 0,

Dosadime-li z = 0 a pouzijeme-li ¢(0) = 0, dostaneme ¢’(0) =0 a ¢”'(0) = —1.



