Pisemkové priklady na extrémy (LS 97/98)

Priklad A: Naleznéte maximum a minimum funkce f (pokud existuji) na mnoziné M.

flz,y) =2ty  M={z,y] €eR*% 2* +y* < 16,2 > -1}

Pfiklad B: Naleznéte maximum a minimum funkce f (pokud existuji) na mnoziné M.
flry)=2c+4y M={[z,y) eR% Yo+ yy<1,z>0, y>0}
Priklad C: Naleznéte maximum a minimum funkce f (pokud existuji) na mnoziné M.
fay,2) =e ™ (@ toy+y’) M={lr.y.2] €R% ® +4* =1, <1}

Priklad D: Naleznéte maximum a minimum funkce f (pokud existuji) na mnoziné M.
Nakreslete mnozinu M.

fla,y) =y +2° + gﬁ M = {[z,y] € R* 2° +y* < 4,2 < 0}
Priklad E: Naleznéte maximum a minimum funkce f (pokud existuji) na mnoziné M.
flz,y,2) =zy+yz M={z,y,2 €R} 2?2 +¢y*+2°=1, 2 +y+2=1}
Priklad F: Naleznéte maximum a minimum funkce f (pokud existuji) na mnoziné M.
[y) = @2 +T)e G0 M = {fn,y] € R 2® + 47 < 1)
Priklad G: Naleznéte maximum a minimum funkce f (pokud existuji) na mnoziné M.
f@y ) =2+e  M={lny2 R o 14?422 =1, 2% 1+ = )

Pfiklad H: Naleznéte maximum a minimum funkce f (pokud existuji) na mnoziné M.

flz,y,2) =2+ 222 +9y° + 2
M={lz,y,z] eR? 2? +¢° + 22 =1, z =y* + 2%}

Pfiklad I: Naleznéte maximum a minimum funkce f (pokud existuji) na mnoziné M.

f(z,y) = arctgx + arctgy M = {[z,y] € R% 22 4+42 <1, 2>0,y > 0}



Resgeni

Priklad A: Mnozina M je omezena a uzaviend, a proto je kompaktni. Funkce f je
spojita na M, takze na M nabyva svého maxima i minima. Spoctéme parcidlni derivace
funkce f a zkoumejme, zda uvniti mnozin M existuje bod, kde jsou obé parcialni derivace
funkce f nulové.

of

5 (1Y) = 423y, 2

g—g(l‘,y)zaﬁ . [z,y e R

Obé parcialni derivace jsou nulové pro [0,y]; y € (—2,2). Hranici mnoziny M si rozdélme
na dvé casti:
Hy = {[l',y] = Rz; 1‘4 +y4 =16,z > _1}7 Hy = {[_1,3/] & R2; Yy e <_ 4V 15, 4V 15>}

Pro nalezeni podeztelych bodi na mnoziné H; pouzijeme metodu Lagrangeovych multip-
likatorii. Vazebna podminka je uréena funkci g(z,y) = z* + y* — 16, kterd je (stejné jako
f) t¥idy C'(R?). Pro parcidlni derivace funkce g plati

99 3 99 3 2
— ) — 4 5 R 9 - 4 9 ) E R *
5, (& Y) = 4e gy V) =W [z, y]
Pro kazdé [z, y] € Hy plati (%(m, ), g—g(x,y)) # (0,0). Resme nasledujici soustavu
(1) z* + y* = 16,
(2) 4oy = Max3,
(3) zt = Myd.

Z (2) vyplyva, ze x = 0 nebo y = . V prvnim pfipadé dostaneme z (1), ze y = 2. V
druhém piipadé dostaneme z (3), Ze * = /2y nebo = —/2y. Dosazenim do (1) obdrzime

body
Sl (5] [ |

V5 V5 V5 VBT | VBB V5 V5
Posledni dva body ovSem nespliiuji podminku x > —1.
Zkoumejme chovani na mnoziné Hs. Funkce f ma na Hs tvar:

f—Ly) =y, ye (V5 Y18,
Dalsimi podezielymi body tedy jsou
[-1,V15],  [-1,—V15]

Porovnanim funkénich hodnot v podezielych bodech zjistime, ze f nabyva maxima na

2v2 2 2v2 _ 2
V50 U5 V50 sl

it M v bods [ ] & Toinime, v bods [



Priklad B: Mnozina M je omezena a uzaviend, a proto je kompaktni. Funkce f je
spojitd na M, takze na M nabyva svého maxima i minima. Spoctéme parcidlni derivace
funkce f a zkoumejme, zda uvnitf mnoziny M existuje bod, kde jsou obé parcialni derivace
funkce f nulové.

of of

aQU(&",y) , ay(w,y) : [x,y] €

Obé parcialni derivace jsou vzdy nenulové a proto f nabyva extrémt na hranici M. Hranici
mnoziny M si rozdélme na tii ¢asti:

Hy = {[z,y] €R? Yz + ¢y=1,2>0, y >0},
Hy = {[0,y] € R%; y € (0,1)},
Hs = {[z,0] € R?; 2 €(0,1)}.
Pro nalezeni podeztelych bodi na mnoziné H; pouzijeme metodu Lagrangeovych multip-

likdtort. Vazebna podminka je uréena funkci g(x,y) = /x + ¢y — 1, ktera je (stejné jako
f) tiidy C* na prvnim otevieném kvadrantu. Pro parcialni derivace funkce g plati

dg o 1 —3/4 Jg _ 1 —3/4
8x<x’y) - x ) ay(‘%'?y) - y )

0 0.
1 3 x>0, y>

Pro kazdé [z, y] € Hy plati (%(m, Y), g—z(m,y)) # (0,0). Resme nasledujici soustavu

(1) Vet Yy=1,

1

(2) 2= )\Zx_?’/‘l,
1

(3) 4 = )\Zy_s/4.

7Z (2) a (3) vyplyva, ze = 23/2y. Dosazenim do (1) obdrzime podeziely bod

24/3 1
(21/34_1)4’ (21/3 +1)4 ’

Zkoumejme chovani na mnoziné Hy. Funkce f ma na Hy tvar:

f(0,y) = 4y, y €(0,1).

Dalsimi podezfelymi body tedy jsou [0,0], [0,1].
Podobné zkoumejme chovani na mnoziné Hs. Funkce f ma na Hjg tvar:

Fla,0) = 2a; z € (0,1).
Podezfelymi body tedy jsou [0,0], [1,0].

Porovnanim funkénich hodnot v podezrelych bodech zjistime, ze f nabyva maxima na
mnoziné M v bodé [0, 1] a minima v bodé [0, 0].



Priklad C:  Mnozina M je omezena a uzaviend, a proto je kompaktni (jedna se o plast
vélce bez podstav). Funkce f je spojitd na M, takze na M nabyva svého maxima i minima.
Vnitfek mnoziny M je prazdny. Z tvaru funkce f vyplyva, ze

Maxima se musi tedy nabyvat na mnoziné M N {[z,y,2] € R3 2 = 0} a minima na
mnozing M N {[z,y,2] € R3 2 = —1 nebo z = 1}. Polozme g(z,y) = 2% + 2y + 3* a
vySetiujme extrémy g na mnozing H = {[z,y] € R?; 22 +y? = 1} metodou Lagrangeovych
multiplikatort. Vazebna podminka je uréena funkci h(z,y) = 22 + 3% — 1. Plati g,h €
C!(R?). Pro parcidlni derivace funkce h plati

oh oh
- =92 i = 2.
B (fL‘,y) xz, ay ({L',y) Yy

Pro kazdé [z,y] € H méame (g—;(x, ), g—Z(w, y)) # (0,0). Resme nasledujici soustavu

(1) 2?4y =1,
(2) 2 + 1y = A2z,
(3) T+ 2y = \2y.

Sec¢tenim (2) a (3) dostaneme
(3—2)\)(z +y) = 0.

To znamena, ze bud © = —y nebo A = 3/2. V prvnim pfipadé dostaneme z (1) podezielé
body [1/v/2,—1/v2], [-1/v/2,1//2]. Ve druhém piipadé s pomoci (2) odvodime z = y
a (1) déva podeztelé body [1/v2,1/v2], [-1/v2,—1/v/2]. Funkce g nabjva minima na
mnoziné H v bodech [1/v/2, —1/v/2], [-1/v/2,1/+/2] a maxima v bodech [1/v/2,1/v/2], [-1/v/2,—1/y

Z vyse uvedeného vypoctu vyplyva, ze funkce f nabyva minima v bodech
[_1/\/57 1/\/55 _1]7 [1/\/57 _1/\/57 _1]a [_1/\/57 1/\/55 1]a [1/\/57 _1/\/55 1]

a maxima v bodech

[1/V/2,1/3/2,0], [-1/v2,-1/+/2,0].

Priklad D: Mnozina M je omezené a uzaviend (jednd se o prunik uzavieného kruhu
s uzavienou polorovinou), a proto je kompaktni. Funkce f je spojitd na M, takze na M
nabyva svého maxima i minima. Hledejme podezielé body nejprve uvnitt mnoziny M.
Spocteme parcialni derivace f:

of _ 2 of _
5 (&) = 22 + 427, ay(fv,y)— 2y.

ODbé parciélni derivace jsou nulové v bodech [—1/2,0], [0,0]. Pouze prvni bod vSak patfi
do vnittku mnoziny M.
Hranici mnoziny M si rozdélime na dvé ¢asti:
Hy = {[z,y] €eR? =0, y € [-2,2]},
Hy = {[z,y] € R? 22+ 9> =4, 2 <0).



Na mnoziné H; mé funkce f podezielé body: [0,2], [0,—2], [0,0], protoze f(0,y) = —y2.
Podezielé body na Hs budeme hledat metodou Lagrangeovych multiplikdtori. Vazebna
podminka je uréena funkci g(z,y) = 2? + y*> — 4. Funkce f i g jsou t¥idy C'(R?). Na

mnoziné Hy je vzdy (%, g—z) # (0,0). Resme néasledujici soustavu

(1) 2 +y* =4,

(2) 22 + 412 = A2z,

(3) —2y = 2.

Z (3) dostaneme, ze A = —1 nebo y = 0. Prvni moznost spolu s (2) dava, ze x = 0 nebo
x = —1. Pomoci (1) dopocteme pro tato x prislusna y a dostaneme body

[0,2], [0,—2], [-1,v3], [-1,—V3].

Prvni dva ovSem nelezi v Hy. Pokud y = 0, pak z (1) dostavame bod [—2,0] a bod [2, 0],
ktery ovsem nelezi v Hs.

Porovnanim funkénich hodnot v podezielych bodech zjistime, Ze f nabyva maxima v
bodé [—1/2,0] a minima v bodé [—2,0].

Priklad E:  Mnozina M je omezend a uzaviena (jedna se o prunik sféry a roviny), a proto
je kompaktni. Funkce f je spojita na M, takze na M nabyva svého maxima i minima.
Hledejme podezrelé body metodou Lagrangeovych multiplikdtorid. Mnozina M je urcena
pomoci vazebnych funkci

g(z,y,2) =22 +y* +22 -1, golz,y,2)=x+y+z—1.

Obé funkce g1, go jsou tifdy C'(R?) stejné jako funkce f. Pro parcidlni derivace téchto
funkci plati

of B g1 B 092 B
al’ ('r7y7z) - y; al' (x7yaz) - 2337 81’ (xvyaz) - 17
of g1 0g2

ay (.I,y,Z) x + 2, ay (xvya Z) Y, ay (Ivya Z) ’
of B 991 _ 992 _
@(x7y7z) =Y, 2 (l’,y, Z) — 227 Oz (xvya Z) = 1.

Vektory (2z,2y,2z2), (1,1,1) jsou linearné zavislé, pravé kdyz x = y = z. Zadny takovy
bod ovSem nelezi v mnoziné M. Nyni budeme fesit nasledujici soustavu

(1) Y = A127 + A2,
(2) T+ 2z =M2y+ Ao,
(3) Y= A2z + s,
(4) 2 +y?+ 2% =1,
(5) z+y+z=1



Z (1) a (3) vyplyva Mz = A1z. To znamend, ze mame dvé moznosti: bud A\; = 0 nebo
T =i 2

V prvnim pfipadé dostaneme nejprve z (1) y = Ay. Odtud a z (2) obdrzime x + z = y.
Tento vztah spolu s (4) a (5) dava podezielé body

(1= VB)/a,1/2,1+VB)/a],  [(1+VB)/4,1/2,(1-v5)/4].
Ve druhém piipadé dostaneme pomoci vztahi (4) a (5) podezielé body

Porovnanim funkénich hodnot v podezrelych bodech zjistime, Ze funkce f nabyva na
mnoziné M minima v bodé [2/3,—1/3,2/3] a maxima nabyva v prvnich dvou podezieljch
bodech.

Priklad F:  Mmnozina M je omezend a uzaviend (jedna se o elipsu), a proto je kompaktni.
Funkce f je spojita na M, takze na M nabyva svého maxima i minima. Hledejme nejprve
podezielé body uvnitf mnoziny M. Pro parcialni derivace funkce f plati:

gg(x,y)::2x.e—‘%*+y%-+(x2—%7y2ﬁf*2ma“ﬁ)-(—4$%

0
a_j;(x,y) = Uy e~ @) 4 (22 4 7yP)em P L (—gy).

Uvnitt mnoziny M hledame ty body, kde jsou obé parcialni derivace nulové. To jsou prave
ty body z M, které splnuji
22(1 — 2(2? 4+ Ty?)) = 0,
2y(7 — (2* + Ty?)) = 0.
Resenim této soustavy jsou body [0,0], [1/v/2,0], [-1/+/2,0], [0,1], [0, —1], pouze prvni
t¥i vSak lezi uvniti mnoziny M.
Podeztelé body na hranici M hledejme metodou Lagrangeovych multiplikatori. Mnozina
H (M) je ur¢ena pomoci vazebné funkce

g(z,y) = 2% + 49> — 1.
Funkce f i g jsou t¥idy C'(R?). Pro parcidlni derivace g plati

dg dg
ax(fﬂ,y) , ay(ﬂc,y) 8y

Vektor (2x,8y) je nulovy, pravé kdyz [z, y] = [0,0]. Tento bod ovSem nelezi na hranici
mnoziny M. Nyni budeme fesit nasledujici soustavu
(1) 2z - e~ (27 V) | (x2 + 7y2)6_(2x2+y2) - (—4z) = 2\,
(2) 14y - e~ @ +0%) 4 (z* + 7y2)e_(2m2+y2) - (—2y) = 8\,

Z (1) vyplyva, #e & = 0 nebo e~ " v (1 — 2(22 + 7y2)) = A a z (2) vyplyva, Ze y = 0

nebo e_(2$2+y2)(7 — (2% + Ty?)) = 4\. Pokud x = 0, pak podle (3) je y = 1/2. Pokud
y = 0, pak podle (3) je x = 1. V pfipadé, ze x # 0 a y # 0, musi byt

46_(2’”2+92)(1 —2(z% + 79?)) = e_(2m2+y2)(7 — (z% + 797)).
Odtud plyne 7(x? + 7y?) = —3, coZ je spor.
Nalezli jsme tyto podezielé body
[07 0]7 [1/\/55 O]> [_1/\/57 0]7 [Oa 1/2]7 [07 _1/2]7 [1> O]a [_15 0]'

Funkce f nabyva maxima v bodech [0,1/2], [0, —1/2] a minima v bodé [0, 0].



Priklad G: Mnozina M je omezena a uzaviend, a proto je kompaktni. Funkce f je
spojitd na M, takze na M nabyva svého maxima i minima. Mnozina M ma prazdny
vnitrek.

Podeztelé body hledejme metodou Lagrangeovych multiplikdtorti. Mnozina M je urcena
pomoci vazebnych funkci

a(@,y,2)=22+y*+22 -1,  galm,y,2) =2 +9° - 22

Funkce f, g1 i g2 jsou t¥idy C'(R?). Pro parcidlni derivace téchto funkci plati

0 0 0

a—i(m,y,z) = gy, %(xvyvz) = 2z, %(m,y,z) = 2z,
of g o1 992

dy (z,y,2) = e™ax, Dy (z,y,2) = 2y, 9y (z,y,2) = 2y,
0 0 0

a—‘i(w,y,z) =1, %(w,y,z) =2z, %(w,y,z) = —2z.

Vektory (2x,2y,2z), (2x,2y, —2z) jsou linedrné zavislé, pravé kdyz z = 0 nebo z = y =
0. Zadny takovy bod nelezi v mnoziné M. Nyni budeme Fesit nasledujici soustavu

(1) ey = A2 + A2z,

(2) e = A2y + A2y,

(3) 1= )\122 — )\222,

() $2+y2+22:1,

(5) 2’ +y? -2 =0.

Z (4) a (5) vyplyva, ze z = 1/4/2. Odeéteme-li (1) od (2) dostaneme
e (z —y) = =2\ + A2)(z — y).

Z posledni rovnice plyne, ze bud z = y nebo e*¥ = —2(A\; + X\3). V prvnim piipadé
dopocitame ze (4) tyto podezielé body

[1/2,1/2,1/v2], [1/2,1/2,-1/v2], [-1/2,-1/2,1/V?2], [-1/2,-1/2,-1/V2].
Ve druhém piipadé dosadime za €™ do (1) a dostaneme
—2y()\1 + )\2) — 21}()\1 + )\2)

Nyni méme opét dvé moznosti: bud z = —y nebo A\; + Ay = 0. Prvni moznost dava
podezrelé body

[1/27_1/271/\/5]7 [1/27_1/27_1/\/5]7 [_1/271/271/\/517 [_1/271/27_1/\/51
Druhé moznost spolu s (1) a (2) dava = y = 0. Toto vSak nemiize nastat vzhledem ke

(4) a (5).

Funkce f nabyva maxima v bodech

[1/2,1/2,1/V2],  [-1/2,-1/2,1/V2]

a minima

[—1/2,1/2,-1/v2],  [1/2,-1/2,-1/V2].



Priklad H: Polozme

gl(xayaz):x2+y2+z2_1a 92(x7yaz):$_y2_22'

Obé funkce jsou spojité a proto je mnozina M uzaviend. Mnozina M je obsazena v
jednotkové kouli o stiredu v pocatku - je tedy omezena. Z charakterizace kompaktnich
podmnozin R™ vyplyva, ze M je kompaktni. Funkce f je spojitd a proto nabyva na M
svého maxima i minima. Hledejme podezielé body pomoci Lagrangeovych multiplikator.
Vidime, ze f, g1, g2 € C}(R3).

of B og B g2 B

of B 0g1 B 092 .
Dy (z,y) =2y En (z,y) =2y 3y (z,y) = —2y
of _ g1 _ 0g2 L

Zkoumejme pro kterd [x,y, z] € M jsou vektory (2x,2y,2z), (1, —2y, —2z) linedrné zavislé.
Jde tedy o to zjistit, kdy je hodnost néasledujici matice mensi nez 2.

1l -2y —2z
2¢ 2y 2%

Treti fadkovou elementarni tpravou dostaneme
1 —2y -2z
2c+1 0 0 '

Hodnost této matice je mensi nez 2, prave kdyz x = —% nebo y = z = 0. Neni obtizné
dosazenim zjistit, ze body splnujici nékterou z téchto podminek nemohou lezet v M.

Nyni fesSme soustavu:

(1) 242 +22=1

(2) =y +2°

(3) 2 + 22 = 2017 + A2
(4) 2y = 2\1y — 22y
(5) 2 4+ 1 =2X2z—2X2

Z (1) a(2) vyplyva 22 + 2 —1 =0, tj. = = 3(-1 +/5). Vzhledem k (2) musi byt =
nezaporné a proto nas zajima pouze kladny kotren kvadratické rovnice, tj.
(6) z=(V5-1)/2.
Z (4) vyplyva, ze bud y = 0 nebo A\; — Ay = 1. V prvnim pf¥ipadé vypocteme z (2) a (6),
ze z = 1/(v5—1)/2. Odtud dostavame podezielé body

[(ﬁ —1)/2,0,4/ (V5 - 1)/2} : [(ﬁ —1)/2,0,—1/ (V5 — 1)/2} .

Ve druhém piipadé plyne z (5) = + 3 = 2. TakZe z = v/5/2. Z (2) plyne y*> = 2 — 22. Po
dosazeni mame y2 = (2v/5 — 7)/4 < 0 — coZ neni mozné.

Dosazenim zjistime, ze funkce f nabyva na M svého maxima v prvnim podezielém bodé
a minima ve druhém.



Priklad I:  Mnozina M je uzaviend a omezené (jedna se o prinik uzavieného kruhu a
uzavieného prvniho kvadrantu) — je tedy kompaktni. Funkce f je spojitd na celém R?
a proto musi nabyvat maxima i minima na mnoziné M. Zkoumejme chovani funkce f
nejprve na vnittku mnoziny M.

T YT

Uvnitf mnoziny M jsou obé parcidlni derivace funkce f nenulové, proto uvnitt M neni
zadny podezrely bod. Hranici mnoziny M rozdélme na tii ¢asti:

H; = {[IB,O]; UAS <071>}a
Hy = {[0,y]; y € (0,1)},
Hs ={[z,y]; £>0, y>0, 22 +y? =1}.

Je-li [z,y] € Hy, plati f(x,y) = arctg z. Funkce arctg je rostouci a proto podezielymi body
jsou [0,0] a [1,0]. Podobné je tomu na mnoziné Hy. Tam dostavame podezielé body [0, 0] a
[0,1]. Na H3 pouZijeme metodu Lagrangeovych multiplikatorti. Necht g(x,y) = 22 +y*—1.
Vidime, ze f, g € C'(R?). Pro parcialni derivace g plati:

dg _ dg _

Vektor (2z,2y) je nulovy, pravé kdyz [z,y] = [0,0] — tento bod ovSem nelezi v Hs. Nyni
je treba vyftesit nasledujici soustavu

(1) 2’ +y* =1
1
(2) 1+x2—)\2x
1
= A2
(3) 55 A2y

Z (2) a (3) vyplyva

(4) A2z (1 + 2%) = A2y(1 + 92).

Z (2) vyplyva, ze A # 0. Proto muzeme (4) upravit na tvar
z—y=—(z—y)(a®+zy+y7).

Plati tedy bud = y nebo —1 = 2? 4+ 2y + y2. Druha moznost viak nastat nemuize, nebot
prvky z Hs maji obé souradnice kladné. Prvni moznost spolu s (1) dava dalsi podeziely

bod [1/v/2,1/V/2].

Nalezli jsme tyto podezielé body:
0,0, [01, [0, [1/v21/V2].

Porovnanim funkénich hodnot funkce f v uvedenych bodech (provedte podrobné) zjistime,
7e f nabyva svého minima v bodé [0, 0] a maxima v bodé [1/v/2,1/v/2].



