Implicitni funkce

V ndsledujicich dlohédch ukaZte, Ze uvedend rovnice uruje v jistém okoli daného bodu [z, yo] impli-
citné zadanou funkci (proménné ). Spoctéte prvni a druhou derivaci této funkce v bodé z.

1. 22+ 2xy2 +y* —y° =0, [0,1] 2. e tsiny+y?=1, [2,0]

3. sin(zy) + cos(zy) = 1, [x,0] 4. 22ty + a3+ +ay=1, [1,0]

5. log(z? + y? + cos(zy)) +y =0, [0,0] 6. log(z +arctgy + 1) +zy =0, [0,0]

7. z¥4y® =2y, [1,1) 8. 322+ y%2® +siny =0, [0,0]

9, ¢sine’ o esinzy — 9y 4 9 [0,0] 10. % + arcsin(x + y?) = arccos(y + z2), [0,0]

11.  Je dén vztah 22 + 2y + 322 + 2y — 2 — 9 = 0 a bod [1, -2, 1]. Dokate, 7e timto vztahem je
definovédna hladkd funkce z = z(x, y) v jistém okoli U bodu [1, —2], pro kterou plati z(1, —2) = 1, urCete

%7 g—; v okoli U, napiste rovnici te¢né roviny ke grafu funkce z = z(z,y) v bodé& [1, —2].

12. Dokazte, Ze mnoZzina bodd [z, y, z] € R, které spliiuji vztah 2% + y? + 22 — 3zyz = 0 je v okoli
bodu [1,1, 1] popsatelnd jako graf funkce f(x,y) definované na jistém okoli bodu (1,1), pro kterou je
f(1,1) = 1. Urcete totélni diferencidl v bodé€ [1, 1] a napiSte rovnici te¢né roviny ke grafu funkce f v
tomto bodé.

13.  Spoctéte parcidlni derivace funkce z v bodé€ [0, 1], kterd je implicitné zadand rovnici £ = log§ a

spliiuje 2(0,1) = 1.

z
z

V naésledujicich tfech tlohach ukazte, Ze uvedena soustava rovnic urcuje v jistém okoli daného bodu
[0, Yo, o, vo] implicitné zadané funkce u, v (proménnych x, y). Spoététe obé parcidlni derivace prvniho
Fadu téchto funkei v bodé [z, yo.

14, 2e"™ + 2uv = 1,ye" ™" — 11 = 2z, [1,2,0,0]
15. z=wucos,y=using, [1,0,1,0]
16. = =¢c“+ usinv,y =e* —ucosw, [e+1,e,1,7/2]

17.  UkaZte, Ze vztahy u = arctg(mz) + y?z,v = e~ + 2%, w = cos(2zy) + 2y/Z definuji na okoli
bodu [u, v, w] = [4, 3, 5] hladké funkce z(u, v, w), y(u, v, w), z(u,v,w), pro které plati z(4,3,5) = 0,
y(4,2,5) =1, 2(4, 3,5) = 4. Rozhodnéte, zda mé funkce y(u, v, w) totdln{ diferencidl v bod& [4, 3, 5], a
pokud ano, spoctéte jej. M funkce y(u, v, w) v bod& [4, 3, 5] staciondrni bod?

18.  Ukazte, 7e vztahy u = sinz + zy + €*,0 = cosy + ze Y, w = x* + 2y — cos(xz) definuji
na okoli bodu [u, v, w] = [1 + sin 1, 2, 0] hladké funkce x(u, v, w), y(u,v, w), z(u, v, w), pro které plati
z(1+sin1,2,0) =1,y(1+sin1,2,0) =0, z(1 +sin 1, 2,0) = 0. Rozhodnéte, zda m4 funkce z(u, v, w)
totélni diferenciél v bodé [1 + sin 1, 2, 0], a pokud ano, spoctéte jej.

19. Dokaite, Ze vztahy u = sin(mzy)—arctg(%), v = 3zy*+e* Y definuji na okoli bodu [u, v] = [F, —2]
hladké funkce x,y proménnych u,v takové, ze 2(§, —2) = —1 a y(%,—2) = 1. Je-li navic 2(z,y) :=

log(z? + y?), spoctéte 2= (Z, —2).

20. Doka’te, Ze vztahy u = tg(zy) + log(z? + y?),v = arcsin(2x) — (3%)Y definuji na okoli bodu
[u,v] = [0, —1] hladké funkce x, y prom&nnych u, v takové, Ze x(0, —1) = 0 ay(0, —1) = 1. Rozhodnéte,
zda ma funkce y v bodé [u, v] = [0, —1] totéln{ diferencidl, a pokud ano, spocitejte jej.

21.  UkaiZte, Ze vztahy u = cos(my) + 2y/xz,v = £ —logz,w = % — arctg(yz) definuji na okoli
bodu [u, v, w] = [3,0, 1] hladké funkce z(u, v, w), y(u, v, w), z(u, v, w), pro které plati z(3,0,1) = 1,
¥(3,0,3) =0, 2(3,0, 1) = 1. Rozhodnéte, zda mé funkce y(u, v, w) totdlni diferencidl v bod& [3, 0, 1], a

pokud ano, spocCtéte jej.



Vysledky

1.2, —-14 2. Rovnice tecny: 0.
3. PoloZme

F(z,y) = sin(zy) + cos(zy) — 1.
Funkce F je definovana na R? a pro jeji parcidlni derivace plati:

OF .
%(x, y) = cos(wy) -y — sin(zy) - y,

OF

dy

Obé parcidlni derivace jsou na R? spojité, stejné jako jejich parcidlni derivace, tj. F' € C*(R?). Déle
platif F'(7,0) =0 a %—5(777 0) = m # 0. Tim jsme ovéfili, Ze nase rovnice urCuje v jistém okoli bodu

(z,y) = cos(xy) - « — sin(zy) - x

[7,0] implicitné zadanou funkci proménné z, kterd sama je tfidy C2. Funkci ozna¢me ¢ a jeji derivace
vypocitejme postupnym derivovanim vztahu

sin(zp(x)) + cos(zp(x)) =

cos(zp(x)) - (¢(x) + z¢'(x)) — sin(zp(z)) - (<P( )+ (x)) =0,

—sin(zp(x)) - (p(2) + 2¢(2))? + cos(zp(x)) - (2¢' (2) + 29" (2))
— cos(zp(2)) - (p(x) + 2/ (2))? = sin(zp(z)) - (2¢ (2) + 2" (2)) = 0.
Dosadime-li z = 7 a pouZijeme-li ¢(7) = 0, dostaneme ¢’ (7) = 0 a ¢’ (7) =

4. Polozme
F(z,y) =22y 4+ 2% + 9> + 2y — 1.
Funkce F je definovdna na R? a pro jeji parcilni derivace plati:
oF

ox

F
gy(x y) = 22" + 3y° + =

——(z,y) = 82°y + 32% +y,

Obé parcidlni derivace jsou na R? spojité, stejné jako jejich parcidlni derivace, tj. F' € C?(R?). Déle
plati F(1,0) = 0 a %—5(1,0) = 3 # 0. Tim jsme ovéfili, Ze naSe rovnice urCuje v jistém okoli bodu
[1,0] implicitné zadanou funkci proménné z, kterd sama je tiidy C2. Funkci oznalme ¢ a jeji derivace
vypocitejme postupnym derivovanim vztahu

2zt p(2) + 23 + o(2)® + zp(x) — 1 =0,
8z p(x) + 22! () + 32% + 3p(2) ¢’ (z) + p(x) + 2¢'(z) = 0,
240%p(x) + 82° ¢/ () + 82 (2) + 229" () + 6z + 6ip(2) (' () + 3ip(2) 9" (2)
+¢'(2) + ¢ (2) + 29" (2) = 0.
Dosadime-li z = 1 a pouzijeme-li (1) = 0, dostaneme ¢'(1) = —1 a (1) = 4.
5. PoloZme
F(z,y) = 10g(x2 + y2 + cos(zy)) +y.
Funkce F je definovdna na jisté oteviené mnoziné G (Ize ukdzat, Ze dokonce G = R?) obsahujici bod
[0, 0] a pro jeji parcidlni derivace plati:

OF 1 .

%(Iyy) T2 T 42 + cos(zy) - (2z — sin(zy) - y),
oF 1 .

8—y(m,y) Qi a—"— - (2y — sin(zy) - ) + 1.

Obé parcidlni derivace jsou na G spojité, stejné jako jejich parcidlni derivace, tj. ' € C?(G). Déle
plati F(0,0) = 0 a %(0,0) = 1 # 0. Tim jsme ovéfili, Ze naSe rovnice urcuje v jistém okoli bodu



[0,0] implicitné zadanou funkci proménné z, kterd sama je tiidy C2. Funkci oznaéme ¢ a jeji derivace
vypocitejme postupnym derivovanim vztahu
log(a? + ¢(x)? + cos(zp(x))) + p(z) = 0,
1
z2 + p(x)2? + cos(zp(z
-1
@ T 9(@)? + cos(apla

) (22 + 2p(2)¢' (z) — sin(zp(2))(p(x) + 2¢'(x))) + ¢'(x) =0,

ek (22 + 20(2)¢/ (z) — sin(wp(2)) (¢ () + 2¢'(2)))?

1 . /x 2 T " T
+$2+@($)2+COS(J:@($)) (2+2(50( )) +230( )90 ( )

— cos(wp(@)) (p(x) + 2¢' (x))* = sin(zp(2)) (2¢' () + 20" (2))) + ¢ (2) = 0.
Dosadime-1i z = 0 a pouZijeme-li ¢(0) = 0, dostaneme ¢’ (0) = 0 a ¢”(0) = —2.

6. PoloZzme
F(z,y) =log(x + arctgy + 1) + xy.
Funkce F je definovana na jisté oteviené mnoziné G obsahujici bod [0, 0] a pro jeji parcidlni derivace plati:
oF 1
%(aj,y) T+ arctgy + 1 T
oF 1 1
?y(x’y) - z+arctgy +1 1+19y2
Obé& parcidlni derivace jsou na G spojité, stejné jako jejich parcidlni derivace, tj. F' € C%(G). Déle
plati F(0,0) = 0 a Eg—‘{;((),O) = 1 # 0. Tim jsme ovéfili, Ze naSe rovnice urluje v jistém okoli bodu

+ .

[0,0] implicitné zadanou funkci proménné x, kterd sama je tfidy C2. Funkci oznatme ¢ a jeji derivace
vypocitejme postupnym derivovanim vztahu

log(z + arctg o(z) + 1) + zp(z) =0,

! : SDI(:E) x zo'(2) =
T + arctg p(x) + 1 <1+1+<p(1:)2)+90()+ ¢'(r) =0,

—1 ¢'x) 1\
(v + arctg (@) + 12 (1 T w(x)2>
N 1 (@) (1 + p(2)?) — 20" (2)¢' (2) ()
x + arctg p(z) + 1 (14 p(x)2)?
+¢'(z) + ¢'(x) + 2" (z) = 0,

Dosadime-li z = 0 a pouzijeme-li (0) = 0, dostaneme ¢’ (0) = —1 a ¢(0) = 2.
7. PoloZzme
F(z,y) = 2¥ +y* — 2y.

Funkce F je definovdna na oteviené mnoziné G = (0,400) x (0,+00), kterd obsahuje bod [1, 1]. Pro
parcidlni derivace F' plati:

oF
- — ¥ z
5y (&Y) =y +y” logy,
oF
Fy(x, y) = a¥logz + zy" " — 2.
Obé parcidlni derivace jsou na G spojité, stejné jako jejich parcidlni derivace, tj. ' € C?(G). Déle
plati F(1,1) =0 a %—5(1, 1) = —1 # 0. Tim jsme ovéfili, Ze nase rovnice uréuje v jistém okoli bodu

[1,1] implicitné zadanou funkci proménné z, kterd sama je tiidy C2. Funkci ozname ¢ a jeji derivace
vypocitejme postupnym derivovanim vztahu

) 4 o(z)® = 2p(x) = 0.



Tento vztah si pfepiSme na tvar
ef(@)logz 4 prlog () _ 90,(4) = (.

Nyni postupné obdrZime

/
ep@)logz (@’(x) log x + (p(;)) + e®loge(@) . <log p(z) + . (x)> —2¢/(z) =0,
2 /
ep(@)logz (Spl(x) log z + (P(xx)> + ep(@)loga | <SDH(-T) log 2 + 290 (z) (p((E))

/ 2
+ez10gap(w) . (logga(x) + Ty (SL‘))
perlos () . <<P'(fﬂ) L W)+ w”(w))w(fcz) - w’(fﬂ)so'(w)) 9u(a) =0,
o(x) o(x)
Dosadime-li z = 1 a pouzijeme-li (1) = 1, dostaneme ¢'(1) = 1 a ¢”(1) = 4.Polozme
F(z,y)=a'+y" - 2y.

Funkce F je definovédna na oteviené mnoziné G = (0,4o00) x (0, +00), kterd obsahuje bod [1, 1]. Pro
parcidlni derivace I’ plati:

oF
_ y—1 x 1
5 (&y) =y +y” logy,
oF
— =a¥1 o=l 9
a9y (z,y) = a¥logx + xy
Obé& parcidlni derivace jsou na G spojité, stejné jako jejich parcidlni derivace, tj. ' € C%(G). Déle
plati F(1,1) = 0a %—5(1, 1) = —1 # 0. Tim jsme ové&fili, Ze naSe rovnice urcuje v jistém okoli bodu

[1,1] implicitné zadanou funkci proménné x, kterd sama je tfidy C2. Funkci oznatme ¢ a jeji derivace
vypocitejme postupnym derivovanim vztahu

2?2 4 o(z)® —2p(z) = 0.
Tento vztah si pfepiSme na tvar
ev(@)logz 4 prloge(r) _ 2p(z) = 0.

Nyni postupné obdrzime

’
op(@)loga ((p/(x) log = + @(;3)) 4 etloge(z) | <10g<p($) 4 Ty (l’)) . 290/(33) =0,

p(x)
eap(m)logm . ((pl(ﬂf) 10g3§‘+ <P§jl’)> +€<p(r)logm . (@l/(x) 1Ogm+2gp'§;1') . @J(jgﬂ)
ea:lo w(z) | o T xsol(x) ?
e (1 Bel) p(x) >
ploge@)  (P(@) (@) +2¢"(@))o(@) — 29" (@)"(2) \ o iy _
* ok PP )-2@=0

Dosadime-li z = 1 a pouZijeme-li (1) = 1, dostaneme ¢'(1) =1 a ¢”(1) = 4.
8. PoloZzme

F(z,y) = 2% + y*2? + siny.
Funkce F je definovana na R2. Pro parcidlni derivace F plati:

OF
(z,y) = 2y°z + 2y°x,

Dz
oF
y
Obé parcidlni derivace jsou na R?
plati F(0,0) = 0a 4£(0,0) = 1

(z,y) = 3y%x? + 2yz® + cosy.

spojité, stejné jako jejich parcidlni derivace, tj. F' € C2(R?). Déle
# 0. Tim jsme ovéfili, Ze nase rovnice urcuje v jistém okoli bodu



[0,0] implicitné zadanou funkci proménné z, kterd sama je tiidy C2. Funkci oznaéme ¢ a jeji derivace
vypocitejme postupnym derivovanim vztahu

o(x)*2* 4+ p(x)?2? + sinp(z) = 0.
Postupné obdrzime
3p(2)*¢' (2)a? + 20(2)°x + 2¢(2)¢' (2)2? + 20(2)* + cos p(x) - ¢’ (x) = 0,
Gp(x)¢' ()¢ ()2 + 3p(2) 9" (2)a” + 6p(2)* @' (v)2 + b6p(2) ¢/ (2)2
+2¢(2)° + 29/ (2)¢' (2)a? + 20(2)¢" (2)2* + 4p(2)¢ ()2
+p(2)' ()7 + 20(2)* = sinp(z) - ' (2)¢ (2) + cos p(z) - ¢ () = 0.
Dosadime-li = 0 a pouZijeme-li ¢(0) = 0, dostaneme ¢’ (0) = 0 a ¢”(0) = 0.
9. PoloZme
F(Z,y) _ esin:v2 + esinwy o 2y —9.
Funkce F je definovdna na R?. Pro parcidlni derivace F plati:

oF

a—(a:,y) =0 cog a2 . 23 4 €SN cosxTy - v,
z
OF .
ai(ﬂf,y) =" . cosay - — 2.
Y

Obé parcidlni derivace jsou na R? spojité, stejné jako jejich parcidlni derivace, tj. F' € C*(R?). Déle
plati F'(0,0) = 0 a %—5(0, 0) = —2 # 0. Tim jsme ovéfili, Ze naSe rovnice urluje v jistém okoli bodu
[0,0] implicitné zadanou funkci proménné z, kterd sama je tiidy C2. Funkci oznaéme ¢ a jeji derivace
vypocitejme postupnym derivovanim vztahu

esina? | gsinze(z) _ 20(x) —2=0.
Postupné obdrzime

esinIQ oS .732 20+ eSinMp(I) oS x(p(l‘) . ((p(x) —+ x(p/(x)) - 2‘;0/(33) = 07

sin x> sinx

e (cosz?-22)% —e * . sina? - 4a?
e L cosz? 2 s 2@ (cos zp(x) - (@) + 2o’ (2)))?
—e ) sinap(z) - (p(a) + 29/ () + D cos zp(x) - (20 () + 29" (2)) — 20" (2) = 0.
Dosadime-li z = 0 a pouZijeme-li (0) = 0, dostaneme ¢’ (0) = 0 a ¢”(0) = 1.
10. PoloZme
F(z,y) = /2 + arcsin(z + y?) — arccos(y + z2).

Bod [0, 0] je ve vnitiku defini¢niho oboru funkce F' — miZeme tedy spocitat parcidlni derivace funkce F' na
jistém okoli G bodu [0, 0]:

8F( ) 1 L 2x

= (z,y) =

N e N e TR
oF 2y 1

0y Vi-(@+y?)?  V1-(y+a?)?
Obé parcidlni derivace jsou na jistém okoli bodu [0, 0] spojité a navic tam jsou jejich parcidlni derivace
spojité, tj. f € C%(G). Déle plati F(0,0) =0a %—5(0, 0) = 1 # 0. Tim jsme ovéfili, Ze naSe rovnice urCuje
v jistém okoli bodu [0, 0] implicitn& zadanou funkci proménné z, ktera je tiidy C2. Funkci ozname ¢ a jeji



derivace vypocitejme postupnym derivovanim vztahu
arcsin(x + (p(x))?) + 7/2 — arccos(p(x) + 2%) = 0,
1+ 20(2)¢/ () ¢ () + 20
VI=(@+(p(@)?)? V1= (p@)+22)?
—%( — (2 + (p@)*)*) 72 - (=2(z + (p(2))*)) - (1 + 20(2)¢' ()
(1= (@ + ((2))?)?) 77 - (29 (@) + 20(2)" ()
5= () + 22 E - (<2(lw) +2%) - (¢'(2) + 20)?
H1 = (@) +2%)) 7% (¢ (@) +2) =0.
Dosadime-li x = 0 a vyuZijeme-li ¢(0) = 0, dostaneme ¢’ (0) = —1 a ¢”(0) = —4.

=0,

w\w

11. Rovnice te¢né roviny: L(z,y) = I(y +2) + 1. 12. Rovnice te¢né roviny: L(x,y) = (a: -
) —(y—1)+ 1 13. 82(0,1) = 1, $(0,1) = 1 14. 24(1,2) = 0, %( )

Ju(1,2) = —1/3, §4(1,2) = 1/3 15. §4(1,0) = 1, §2(1,0) = 0, §%(1,0) = 0, 5(1, 0) =
1 16. 8"(e—&-le):l/(l—&—e), e+ 1e) = —e/(e+1), 5 (e—l—l e) =0, a”(e—i—le):
1 17. Vy(4,3,5) = ( f 6 ﬂi”w, :+16) funkce y(u,v,w) v bode [4,2,5] nemd staciondrni bod

18. Vx(1+sin1,2,0) = (0, (72—103;3’ 72(2_1%3))
), fu

51 19.%2(5,-2) = —52-  20.Vy(0,—-1) =
21' vy(370a%) = (%317 k

ce y(u, v, w) nemd v bodé [3,0, 3] staciondrni bod



