Definice. Necht K je téleso charakteristiky p a necht p t n. Pak libovolny generator
E( nazyvame primitivni n-td odmocnina z 1 nad K.

Poznamka. Je-li £ generator E(), pak E(") = {1,£ €2, ... ¢"1}. Plati, 7e £° je
také generator E(™ pravé tehdy, kdyz NSD(s,n) = 1. Tedy pokud p = char T
nedsli n, pak existuje ¢(n) primitivnich n-tych odmocnin z 1 nad K.

Definice. Necht K je téleso charakteristiky p, p 1 n a & je primitivni n-t4 odmocnina
z 1. Pak polynom
Qn(z) = H (x—¢%)

0<s<n
NSD(s,n)=1

se nazyva n-ty cyklotomicky polynom nad K.

Poznamka. Polynom Q,(x) je nezavisly na vybéru &, stupeni Q,(z) je p(n) a
koeficienty lezi v K(™).

Véta 5.2. Necht K je téleso charakteristiky p, n > 0 je celé ¢islo nesoudélné s p.
Pak plati
(1) 2" — 1 = [Ly Qu(®)
(2) koeficienty Qn(x) leZi v prvotélese télesa K. Je-li p = 0, pak koeficienty
Qn(z) jsou cela éisla.
VK™ plati 2" — 1 = [[ecgon (=€)

Drikaz. (1) Libovolny prvek ¢ € E(™ je primitivni d-t4 odmocnina z 1 pro
néjaké d|n. Je tomu tak proto, ze kazdy prvek £ € E™ ma fad d pro né&jaké
dn, plati tedy €2 — 1 = 0. Tedy ¢ je d-t4 odmocnina z 1 a je primitivni.
Takze plati x — £ déli Qq(z) a proto 2™ — 1 = Hd‘n Qa(x).

(2) Budeme postupovat indukei dle n. Plati,ze Q1 (z) = x — 1 mé koeficienty v
prvotélese télesa K. Necht tvrzeni plati pro vSechna d < n. Pak z rovnosti
2" =1 =[]y, Qalz) spocteme

" =1

Citatel i jmenovatel zlomku maji koeficienty v prvotélese télesa K. Pomoci
déleni polynomu se zbytkem dostaneme, Ze i @, (x) mé koeficienty v prvo-
télese telesa K.

V piipadé p = 0 jsou koeficienty Q1 (z) celo¢iselné. Indukéni predpoklad
je, ze koeficienty Qq(x) jsou celoc¢iselné pro kazdé d < n. Z rovnosti

" —1
Onlz) = T, @)

pak vyplyvd pomoci indukéniho pfedpokladu, Ze také koeficienty @, (x)
celodiselné, nebot kazdy polynom Qg(x) pro d < n je monicky a v procesu
déleni se zbytkem jsou vSechny koeficienty stale celociselné.

O

Poznamka. Ve Véte 5.2 (1), je-li char K = 0, pak je to rozklad na ireducibilni
Cinitele, tj. vSechny plynomy Q4(z) jsou ireducibilni nad K. V télese nenulové cha-
rakteristiky to tak byt nemusi.



2

Priklad. Spoctéte Q,(x) pro r prvodislo.
Podle Véty 5.2 (1) dostavame 2" — 1 = Q1(x) - Q,(x). Vime, 7e Q1(z) = x — 1.
Tedy
z' =1 r—1 r—2

Qr(%’):x_l = +x +...+z+1

Priklad. Spoctéte Q,.« () pro r prvoéislo a k nezdporné celé &islo.
Protoze r je prvoéislo, viechny délitelé r* jsou 70 = 1,71 = r, 72,73, ... rF=1 k.
Podle Véty 5.2 (1) tedy plati

2" —1=Q1(2) Qr(@) - Qua(x) ... Quei() - Quu(x)
Vsimnéme si, e plati 2 — 1= Qy(2) - Qr(2) - Q2(z) - ... Quu-1(x). Tedy

k
" —1

Qrr(x) = T
x -1

Véta 5.3. n-té cyklotomické rozsirent télesa K je jednoduchym algebraickym roz-
Sirenim télesa K urcengm vhodngm ireducibilnim polynomem z K|[z].

Necht K = F, a NSD(¢,n) = 1. Potom se Q,(x) rozklddd na soucin %”) raznych
monickych ireducibilnich polynomi téhoz stupné d, K™ je rozkladové rozsiient té-
lesa K urcené libovolngm ireducibilnim faktorem Q, v K[z] a dimk K™ =d, kde
d je nejmensi kladné prirozené cislo takové, Ze ¢¢ = 1 mod n.

k—1

— x(r—l).r’c*1 + CE(T'—Q).T"C71 4+ 42" +1

Dikaz. Pokud char K { n, vezméme primitivni n-tou odmocninu z 1 a oznacme
ji €. Nejmensi podtéleso K™ obsahujici K a & musi obsahovat vSechny prvky
{1,£,€2 ... ,6"~1}. Ty jsou navzajem riizné a tvoti viechny kofeny polynomu 2" —1.
Tedy polynom z" — 1 se rozkladd na soudin linearnich ¢initeld nad nejmensim
podtélesem télesa K (™) obsahujicim K a &. Protoze K™ je rozkladové rozsiteni K
uréené polynomem z" — 1, plati, ze K(™ je nejmensi podtéleso K(™ obsahujici K
a £. Vezméme minimalni polynom prvku & nad K a oznacéme jej f. Potom K je
korenovym rozsifenim K uréenym f.

Pokud p = char K|n, vezmeme rozklad n = m - p!, kde p { m. Pak K™ =
K char K tma K(™) je jednoduché algebraické rozsifeni K uréené vhodnym
polynomem podle pfedchoziho odstavce.

Zbyva dokézat druhou ¢ast véty. Necht K = F,; a NSD(¢,n) = 1. Bud ¢ primi-
tivni n-t4 odmocnina z 1. Prvek § lezi v télese F » pravé tehdy, kdyz plati Eqk_l =1,
co# je ekvivalentni n|¢* — 1, tedy ¢ = 1 mod n. Necht d je nejmensi k > 0, pro
které to plati. Pak plati £ € F g« a nelezi v zddném vlastnim podtélese F jq. Tedy
minimalni polynom ¢ nad F; mé stupenl d. Minimélni polynom ¢ nad F, je ire-
ducibilni nad F,. Protoze to plati pro libovolnou primitivni n-tou odmocninu z 1
nad F,, rozklada se @, (x) na soucin ireducibilnich polynomi stupné d a téch je
e(n) O

d
Priklad. Bud K = Fy;. Spoctéte Q12(x). Dale spoctéte nejmensi d, pro které plati
114 = 1 mod 12.
Podle Véty 5.2 plati

2 —1=Qi(x)  Q2(z) - Q3(2) - Qo(x) - Qu(2) - Qua(z)

Z Véty 5.2 taktéz vime, ze Q1(2)-Q2(7)-Q3(x)-Qe(r) = 25 -1 a Q4 = 22+ 1. Tedy
2t =1 = Q1(x) Qa(w) - Qs(x) - Qo(x) - Qu(x) - Qua(w) = (2° = 1)(a? + 1) Qua(2) =



(2% + 2% — 2% — 1) - Q12(x) a proto
rl?2 -1
Qi2(z) = 28 £ a6 — 22 1
Hledané d spocteme podle Véty 5.3. Plati NSD(11,12) = 1 a podle Véty 5.3 se
Q12(x) rozklada na soudin @ rznych monickych polynomt téhoz stupneé d. Plati
Qi2(z) = 2t — 22 + 1 = (2% + 5z + 1)(2% — 5z + 1). Jelikoz Q12(z) se rozklada na

2 polynomy stupné 2, je d = 2. Plati taky d = @ = % = 2. Tedy F§112) =Fi2.

=zt -2 +1




