Je-li aq,...,qy, bdze F = F;m nad K = F,, potom libovolny prvek o € Fym
muzeme vyjadiit jednoznacné ve tvaru
a=c(a) a1 +eca(a) as+...+cem(a) an
kde ¢;(a) e Fyproi=1,...,m.
Kazdé zobrazeni ¢;(«) : Fym — F je linearni funkcionél. Pro kazdéi=1,...,m
existuje 3; € Fym takové, Ze
ci(a) = Trg/x (af;)

Je-li o = oy, pak
0, i#j
ci(oy) =i = { !

1, i=7.
Tedy Trp/x(;8:) = 0i5
Posloupnost 1, ..., B je linedrné nezavisla nad F,, nebot z rovnosti

dif1+...+dnBm =0
pro di,...,d, € Fy plyne pro kazdé j =1,...,m
difro + ...+ dpfBmay =0,
Tre/k(difra; + ...+ dmfmay) =0,
diTrp/k (Bra;) + ... 4 dpTrp/k (Bma;) = 0
d;j-1=0.
Proto 1,..., Bm je opét baze Fym nad F,.

Definice. Baze 3; ..., 3, se nazyva dudlni bdze k bazi o, ..., 0y, v Fgm nad Fy,.

Poznamka. Dudlni baze k bazi oy, ..., ay, je uréena jednoznacné bazi aq, . .., .
To plyne ze vztahu c;(a) = Trp/k(af;). Proto dudlni baze k bazi f,..., 0, je
puvodni baze a, ..., Q.

P¥iklad. Necht Fg O F je kofenové rozsiieni Fo uréené polynomem f(z) = 2° +
22 +1 € Fy[z]. Bud a € Fg kofen f(x). Uvazujme prvky «,a?,a3 = o2 +1,a* =
a(@®+1) = a®+a=a?+a+1,0® = a(a®+a+1) =+’ +a = a?+1+a’+a =
a+l,ab =ala+1)=a’+a,a” =1.

Prvky a,a?, a* tvofi bazi Fg nad Fy. UkdZeme, 7e /1, = a,f2 = a2, 03
a? + a + 1 je duélni baze k a, a?, a® + o + 1. Plyne to z nasledujicich rovnosti.
Tr(a131) = Tr(aa) = Tr(0?) =’ +at +af =a? +a? +a+1+a=1.
Tr(a1fe) = Tr(aa?) =Tr(e®) =a® +ab + a2 =a?+1+a? +a+a+1=0.

Analogicky dal.
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Definice. Baze F;» nad F, tvaru a,a9,a? ..., 0f pro n&jaké o € Fym se
nazyva normdini bdze Fyn nad Fy,.

Véta 4.8. Je-li Fymrozsiteni ¥y, pak existuje v Fgn nad F, normdini bdze. Do-
konce existuje normdlni bdze tvovtend primitivnimi proky Fgm.

Definice. Necht F = F;» O F; =Kaay,...,a, € F.Oznacme B = (Trp/k (a;, ;)i -
Cili B je ¢tvercové matice fadu m, kterd ma na misté (i) prvek Trp k(os, o).

Pak Ap/k(a1,...,an,) = det B se nazyva diskriminant o, ..., a, nad F,.

Véta 4.9. Proky ai,...,ou, € F twor? bdzi F = Fgn nad K = F, prdvé tehdy,

kdyé AF/K(al, ey am) 7£ 0.



2

Diikaz. (=) Necht oy, ..., o, je baze F nad K. Ukdzeme, ze fadky matice B jsou li-
nearné nezavislé. Je-li di - Trg k(1) +do-Trg /k (a2a;) +. . . Adp, - Trp/x (@ma;) =
0 pro néjaké dy,...,d,, € K akazdé j =1,...,m, pak plati

TrF/K((d1a1 +...+ dmam) - Oé]‘) =0

pro j = 1,...,m. Oznacme si 3 = dia1 + ...+ dypay,. Tedy Trg/k(Ba;) = 0 pro
Jj=1,...,m. Protoze a1, ..., ay, je baze F nad K, plyne odtud Trg /i (Ba) = 0 pro

libovolné o € Fym. Proto 8 = 0, neboli diay +. .. +dpmam = 0. Protoze aq, ..., ap,
je bdze F nad K, platid; =dy = ... =d,, =
(<) Necht Ag/k(ai,...,0m) #0aciar+.. . +cnay, = 0pronéakécy, ..., cp €

K. Pak plati ciana5 + ... + cpama; = 0 pro libovolné j = 1,...,m. Proto 0 =
TrF/K(clozloz] + .o emamay) = ¢ - Trpg () + ...+ e - Trp/k (@ma;) pro

j=1,...,m. Tedy linearni kombinace fadk® matice B s koeficienty cy,...,cn se
rovna 0. Protoze det B = Ag/k(1,...,am) # 0, jsou fadky matice B linedrné
nezavislé a proto ¢; = ... = ¢, = 0. Tedy ag, ..., a,, jsou linedrné nezavislé nad
K a tvofi bazi F nad K. O

Oznacme si nyni

aq (€5)] Om
q q q
251 Qg A, qi—l
A= = (O‘j )i
-1 m—1 1
q™" q q™
Qg Qs Oy

Plati Trp/k (ai) = ciaj +afad + ...+ af o/fﬁl. Proto plati AT - A =B a
tedy det B = (det A)2.

Dusledek 4.10. Prvky aq, ..., ap, tvori bdzi F nad K prdvé tehdy, kdyz det A # 0.

5. ODMOCNINY Z 1 A CYKLOTOMICKE POLYNOMY

Definice. Je-li K libovolné téleso, pak rozkladové rozsifeni K uréené polynomem
2" —1 € K[z] se nazyva n-t€ cyklotomické téleso nad K a oznacuje se K (). Mnozina
véech kofenii polynomu 2" — 1 v K™ se oznacuje E(™).

Véta 5.1. Necht n > 0 a K je téleso charakteristiky p. Pak plati
(1) pokud p t n, pak B je cyklickd podgrupa Fidu n multiplikativni grupy
(K™)* télesa K™,
(2) pokud p|n an = p'm, kde ptm, pak K™ se rovnd K" a koreny polynomu
" — 1 jsou proky EU | kazdy s ndsobnosti p'.

Diikaz. (1) Plati, ze 2™ — 1 a na™ — 1 nemaji spoleény kofen v K[n|, tedy
jsou v K[z] nesoudélné a z” — 1 nemé zadny vicendsobny koten. Tedy E(™)
obsahuje pfesné n prvki.

Jsou-li &, € E™ | pak (£u)" = €"u™ = 1. Protoze ¢ je kofen 2™ — 1,
plati £&” = 1. Proto (g* )P =1(6Hr =€ ()" =17 = 1. Tedy E™ je
podgrupa (K()*,

Necht n = pll1 o -pit rozklad na prvocinitele. Pak pro kazdé i =0,...,¢
existuje prvek a; € E( | pro ktery plati ai"T # 1. Potom prvek b; = a, g

m3 rad pi aby,..., b je generator grupy E(™.




(2) Plati 2™ — 1 = (2™ — l)pl v K[z], odkud uZ tvrzeni snadno plyne.



