4. STOPY, NORMY A BAZE

Pripomenime si, Ze je-li Fgm O F, tak vSechny automorfismy F,~ nad F, jsou
tvaru & — a? proi=0,1,2,...,m — 1 a libovolné a € Fm.
V dalsim bude ¢asto pouzivat oznaceni F = F,» a K =F,.

Definice. Nechf F = Fym, K = F; a a € F. Pak definujeme prvek Trp/k(a) =
atal+a® +... +a7" " a nazyvame ho stopa o nad K.

Je-li K prvotéleso v F, potom zapisujeme Trg k() = Trr(a) a prvek Trp (o)
nazyvame absolutni stopa o € F.
Lemma 4.1. Plati Trg k() € K pro libovolné a € F.

Drikaz. Necht f(x) = 2%+ a,_12™ 1 +...+a1x+a¢ € K[z] je minimalni polynom
prvku o € F nad K. Protoze f(z)|z?" — x, plati d|m. Polynom f(z)d = g(z) se
nazyvé charakteristicky polynom « nad K. Kofeny f(x) jsou «, a?, aqz7 ot a
vsechny prvky konjugované k o nad K jsou pravé vSechny prvky kofeny polynomu
g(x) =™+ by 2™+ b+ by = (7 —a)(z—ad)(z— oﬂz) (= at"Th).
Tedy TI'F/K(Q) =—bn_1 € K. O

Poznamka. Tedy plati Trg/k : F — K.

Véta 4.2 (O stopé). Necht F = Fym a K = F,. Potom Trg/;x md ndsledujici
vlastnosti
(1) Trp/x(a+ B) = Trp k() + Trg/k (3) pro vsechny o, 3 € F
) Trp/k(c-a) =c- Trg/k(a) pro vsechnacc K aa € F
) Trp/k : F — K je linedrni zobrazeni na celé téleso K
(4) Trp/k(a) =m.a pro viechna a € K
) Trp/k(a?) = Trp k(o) pro viechna o € F
Dikaz. (1) Plati Trgjk(a +8) = (@ + 8) + (a + ) + (a + )T + ... +
(@+B)"  =a+f+al+ B+l +57 4 a4 =
Trr/x (@) + Trr/x (8)-
(2) Plati Trp/k(c- a) :c~04—|—(c~oz)q—|—...—l—(c-cjz)qm_1 =c-atc-al+c-
o ... +c-a? =c- Trg/k (), protoze c € K =F,.
(3) Linedrnost zobrazeni plyne z pfedchozich dvou bodu. Stadi tedy najit o €
F, pro které 0 # Trp k(o) = a+a+... +a" . Je-li Trp/k (o) =0, je a
kofen rovnice z + 29 +...+ 29" € K|[z]. Takovych je nejvyse ¢t < ¢™.
(4) Pro a € K plati Trg/k(a) = a+ai+a’ +.. . +a" =ata+..+a=

m-krat
m.a
2 m—1

(5) Plati Trp/k(a?) = a? + (@9)? + ... + (@)~ + (a?)
oLt aqul + o= TI'F/K(OK)

=a+a? +

d

Véta 4.3. Necht F = Fy» O Fy, = K. Pak vsechna linedrni zobrazeni z F do K
jsou tvaru Lg(a) = Trg/k(a - 3) pro 3 € F.
Je-li B # v, pak Lg # L,,.
Diikaz. Nejprve dokdzeme, ze Lg(«) je linedrni zobrazeni. Plati Lg(an + o) =
Tre/k((1 + a2)B) = Trg/k (1 3) + Trp/k (23) = Lg(ai1) + Lg(az) pro viechny
ai,az € F. Podobné Ls(ca) = Trg/k(caB) = c- Trp k() = ¢ - Lg(a).
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Je-li B # v, potom existuje prvek o € F takovy, ze Trp/k ((8 — v)a) # 0 a tedy
Ls(a) # L (). Pocet linedrnich zobrazeni z F do K je ¢, tedy stejny jako pocet
zobrazeni Lg. O

Véta 4.4. Necht F = Fym O F, = K. Potom pro a € F plati Trg k(o) = 0 prave
tehdy, kdyz o = 81 — 3 pro nejaké 0 € F.

Diikaz. (=) Plynez Véty 4.2 (5), protoze Trp k(@) = Trg/k (89—0F) = Trg/x (89)—
Trr/k (8) = Trr/x (8) — Tre/x (8) = 0.

(<) Necht Trg/k (o) = 0. Vezmeme polynom 29 — z — o € F[z]. Bud 3 kofen
polynomu z?—z —« v néjakém rozsiteni E O F. Plati 87— = a. Zbyva dokazat, Zze
B € Fym. Plati 0 = Trp/k (o) = atai+a? +.. 4ol = B1—B+(81—B)1+(B1—
B .+ (BT=B)T" = (B1=P)+ (BT =B+ (B AT+ (B BT =
B9 — . Tedy f7 — 3 =0a proto 5 € Fynm. (]
Véta 4.5 (O tranzitivité stopy). Jsou-li K =F; CF =F;m C E =F jmn konecnd
telesa, pak Trg/x = Trp/k o Trg/F-

Diikaz. Je-li a € E,| pak
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Definice. Necht F = F,m D F, = K. Pak prvek
Ng/k (o) = a-af P N L aqq:ll

nazyvame norma o« € F nad K.

Poznamka. Pro vSechna a € F je Np/k(a) € K, nebot je az na znaménko
rovna absolutnimu ¢lenu charakteristického polynomu prvku « nad K - viz du-
kaz Lemma 4.1.

Véta 4.6 (O normé). Pro funkci Ng/x plati
(1) Np/k(a- ) = Ng/k(a) - Ng/k(8) pro vsechna o, 3 € F
(2) Np/k je zobrazeni z F na K a z F* na K*
(3) Ng/k(d) =d™ pro vsechna d € K
(4) Np/k(a?) = Ng/k () pro vsechna o € F

Dikaz. (1) Plati Ng/k(a-8) = (a-8) - (a-B)7-...-(a-f)"  =a-a?-....
"B gt B = Nk (@) - Neyx (6)
(2) Podle (1) je Ng/k : F* — K* homomorfismus grup. V jidru Ng,/k jsou

koreny rovnice
m_,
2 T —1e Kz

Bud d pocet prvku (fad) jadra Ng k. Plati d < (¢ —1)/(¢—1) a soucasné
d|(¢"™ —1). Tedy Im(Ng k) mé velikost (¢ —1)/d > q — 1, coz je fad K*.



(3) Plati Ngj(d) =d-d?-d” -....d" " '=d-d-...-d=d™
m-krat
(4) Plati Ng/k(a9) = a9-(a?)d--- ()" ()T =t =

Ng/k (@)

Véta 4.7 (O tranzitivité normy). Jsou-li K = F;, C F = Fm C E = Fymn
konecnd télesa, pak pro libovolné oo € E plati Ng k() = Ng/k (Ng/r()).

@™ -1

Driikaz. 7 definice plati Ng/p(a) = o a7 -1 . Pak plati

m_q (¢™)"—1_ ¢m-1

NF/K(NE/F(Q)) = (NE/F(a))qq—z = (a a1 ) -1 = aq -1 = NE/K(a)
(]
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