Véta 3.3. Necht f je ireducibilni polynom nad F, stupné m. Potom f md v Fym
m—1

v oe 7 v 2 . z - o z v/ V.
néjaky koten o, prvky a,a,a9 ... al jsou navzdjem rizné a tvori mnoZinu
vSech kotent polynomu f.

Dikaz. Kofenové rozsifeni F, uréené polynomem f mé ¢™ prvku a tedy se rovna
Fyn. Jelli B € Fym a f(z) = apma™ + am—12™ ! + ... + a1z + ao, pak f(B)? =
(ama™ +...+arw+ag)? = af, (B™)7 +a5, (8" 4. +aif?+af = am (5" +
A1 (BO)™ L+ ..+ @187+ ag = f(B7). Je-li tedy a € F,m kofen polynomu f(z),
2 m—1 «

pak taky a,a?,a ..., a4 jsou kotfeny polynomu f(:z:) ,

Zbyva jeste dokdzat, Ze jsou navzdjem rizné. Necht aql = a? pro néjaké 0 <
i < j < m—1. Umocnénim na ¢™ 7 dostavame (a?)?" " = (a?)?" ", tedy
" T =" = . Tedy a je kofenem polynomu a7 _qa podle Lemma 3.2
plati m|m — j +i. OvSem m — j + i < m, coZ je spor. (I

vy

Disledek 3.4. Fyn je rozkladové rozsiteni Fy urcené libovolnym ireducibilnim
polynomem f € F[z].

Dikaz. Polynom f se v Fym rozkladd na soucin linedrnich Ciniteld a tedy Fgm
obsahuje rozkladové rozsifeni F; urcené polynomem f.

Naopak rozkladové rozsifeni F, ur¢ené polynomem f musi obsahovat kofenové
rozsifeni F; urcené polynomem f, které se rovnd F,m. Rozkladové rozsifeni F,

uréené polynomem f dostaneme jako Fq(a,aq,oﬂz,...,aqul) = Fy(a) = Fym.

Dusledek 3.5. Rozkladovd rozsivteni F, urcend dvéma ireducibilnimi polynomy
tehoz stupné jsou izomorfni.

Diikaz. Obé jsou izomorfni s Fgm. O

Definice. Jsou-li Fy» 2 F, kone¢nd télesa a o € Fym, pak prvky o, af, oﬂz, ey ad"
se nazyvaji konjugované k o nad Fy,.
Je-li F prvotéleso télesa F,m, pak prvky o, af, 0/12, cee a?" " se nazyvaji abso-

lutné konjugované k o nad Fy,.

Poznamka. Je-li a € F m, plati a?” — a = 0. Pak pro minimalni polynom f(z)
prvku o nad F, plati f(z)|z?" — z, tedy pro deg f = d plati d|m.
m—1

. 2 - - . . .
Pokud d = m, jsou prvky o, a?,a? ..., af navzajem ruzné. Je-li d je vlastni

. 2 d—1 d d+1 m—1 d—1
délitel m, potom a,a%,a? ,...,a? ,a? = «a,af =al,...,a1 =a?

navzajem ruazné

v I 7. o I o 2 d—1 . ~ v
tedy kazdy z navzajem riznych prvkd a,a?,a? ,...,af se opakuje pfesné -

krat.

Véta 3.6. Prvky konjugované k a € Fym nad F, maji stejny vdd v multiplikationt
grup€ Fgm tj. v grupé F ...

Diikaz. Vime, ze je-li G cyklicka grupa fadun a a € G je jeji generator, potom Fad
prvku o se rovna NSD772nk)' Grupa Fj.. je cyklickd grupa radu ¢™ — 1. Prvek a je
generator néjaké cyklické podgrupy G grupy Fi. rfadu n|g™ — 1. Tedy 7ad a? se

rovna m. Protoze NSD(q,¢q™ — 1) = 1 a n|¢"™ — 1, plati také NSD(q,n) = 1.

Rad af? se proto rovna n. O



Dausledek 3.7. Je-li o € Fym primitivng prvek Fgm , pak vsechny prvky konjugované
k a nad F, jsou také primitivni proky v Fom (tedy je-li « € F primitivni prvek F,
pak vSechny prvky konjugované k a nad libovolnym podtelesem K C F jsou také
primitivnd proky v F).

Priklad. Uvazujme téleso Fig a polynom f(z) = 2 + 2 + 1 € Fa[z]. Vezméme
koten o € Fyg polynomu f(z). Pak prvky konjugované nad Fj jsou a,a?,a* =
a+1,0® = (a+1)? = a? + 1. Prvky konjugované nad Fy jsou o, a* = o + 1.

Definice. Automorfismus o télesa Fym se nazyva automorfismus nad Fy, pokud
plati o(a) = a pro libovolné a € F,.

Poznamka. Kazdy automorfismus F je automorfismus nad prvotélesem F.

Véta 3.8. Necht Fym a Fy jsou télesa, pak zobrazeni o; proi=0,1,2,...,m —1
definovand predpisem o;(a) = ol proa € Fyn jsou navzdjem miznd a tvori vsechny
automorfismy Fgm nad Fy.

Diikaz. Pri libovolné i = 0,1,2,...,m — 1 plati o;(af) = (aB)? = a9 f7 =
oi(a)oi(B) a gi(a+ B) = (a+ B)T = a? + 37 = gi(a) + 0;(B). Déle o;(a) = 0
pravé tehdy, kdyz o = 0. Tedy o; je automorfismus Fym. Je-li o € F,, potom
oi(a) = a? = a. Tedy o; je automorfismus nad F,,.

Necht ¢ je libovolny automorfismus Fym nad F, 6 € Fgm primitivni prvek télesa
F,» a f(z) je miniméalni polynom / nad F,. POlynom f(z) musi mit stupeii m.
Oznaéme f(x) = 2™ + apm_12™ 1 + ...+ a1 + ag. Plati 0 = 8™ + a1 ™1 +
co.t+a1B+ ap a tedy také 0 = 0(0) = o(B™ + apm_1™ L+ ...+ a1f+ ap) =
a(B™) + o(am-1)o (6" ) + ...+ o(ar1)o(B) + o(ag) = a(B™) + am-10(8™ 1) +
.+ a10(B) + ag = f(o(B)). Plati o(8) = 8¢ pro ndjaké i = 0,1,...,m — 1. Pak
a(B*) = (B*)9" pro libovolné k = 1,...,¢™ — 1, neboli o(a) = a4 = () pro
kazdé 0 # o € Fgm a rovnéz pro a = 0. O

Vsimnéte si, ze plati:

g =01
goo(a)=0c(al) = o =0y
coogoo(a)=o3
Disledek 3.9. Grupa automorfismi Fogm nad Fy je cyklickd grupa fadu m. Grupa
automorfismi F . je cyklickd grupa rddu k.



