Véta 2.9 (O podtélesech kone¢nych téles). Necht F, je konecné téleso, ¢ = p™.
Pak kaZdé podtéleso télesa Fy mad p™ prvki pro néjaké m, které déli n.
Pro kazdé m|n existuje prdvé jedno podtéleso télesa ¥, které md p™ prokid.

Diikaz. Nejprve dokdZzeme prvni ¢ast vety. Je-li G podtéleso F,», mé také charak-
teristiku p a tedy p™ prvki pro néjaké m < n. Navic p” musi byt podle Lemma 2.1
mocninou p™, ¢ili m|n.

Zbyvéa dokazat druhou c¢ast véty. Téleso F,» je rozkladové rozsifeni F, urcené
polynomem zP" — z € F,[z]. Ukdzeme napied, Zze z predpokladu m|n plyne, zZe
(" —x)|(zP" —z), neboli (P~ —1)|(xP"~1 —1). Plati (p™ —1)|(p" — 1), nebot z
n = k-m plyne (pF™—1) = (p™—1)(pF=Dm 4 pk=2m .1 pm 1 1), Pokud a = b-c,
pak (2% —1) = (2? —1) (20 422D 4 4204 1). Tedy (xP” ~1—1)|(zP" ' —1)
a tedy (zP" — z)|(2?" — z). Kazdy kofen polynomu zP" — z je proto také korenem
polynomu z”" — z a lezi tedy v Fpn. Tedy 2P" — x se nad F,» rozkldda na soucin
linedrnich ¢initelt, proto Fp» obsahuje rozkladové rozsiteni F, urcené polynomem
=P — b F,m. Dv€ riznd podtélesa mohutnosti p™ by obsahovala dohromady
vice nez p™ kofenti polynomu 2" — z, coZ nelze. O

Priklad. Podtélesa Foso jsou Fo, Faz, Foz, Fos, Fos, Fai0, Fois, Foso.
Pomoci Haaseova diagramu mutizeme znéazornit, jak jsou obsazena jedno v dru-
hém.
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Véta 2.10. Multiplikativni grupa ¥} konecného télesa ¥y je cyklickd.

Dikaz. Polozme h=q—1=p]* -pg?----- pi¥. Polynom z"/P¢ —1 mé4 v F, nejvyse

i < h nenulovych kofent, proto existuje 0 # a; € F, (neboli a; € F}) takové,

de af/P" # 1. Polozme b; = ;""" # 1. Spocteme ¥ad b;. Plati f){?f =a =1
(nebot tad a; déli pocet prvki Fy, t.j. h = ¢ — 1). Protoze bf"l = a?/p" # 1,
je ¥ad b; rovny pl‘. Polozme b = byby - - - by. Plati b" = 1. Déle pro i = 1,2,...,k
plati b"/P = [T5_, b7 Jeli j # 4, tak p’ déli % a tedy /" = 1. Proto

ph/ri — b?/m # 1, nebot pi* { p% ap. je fad b;. Takze ¥ad b je rovny h. O
Definice. Libovolny generator Fj se nazyva primitivni prvek Fy.

Priklad. Kolik primitivnich prvka ma téleso F,? Tolik, kolik je ¢isel mensSich nez
¢ — 1 nesoudélnych s ¢ — 1, t.j. p(q¢ — 1), kde ¢ je Eulerova funkce.

Pfipomenme si, ze jsou-li F C E dvé télesa a o € E je algebraicky nad F,
pak monicky polynom g z F[z] nejmensiho stupné, jehoZ kofenem je a, nazyvame
minimdlni polynom prvku «. Pro polynom f € F[x] plati, Ze f(«) = 0 pravé tehdy,
kdyz q|f.
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Véta 2.11. Necht F, C F, jsou konecné télesa a o je primitivni prvek F,.. Potom
F, =F,(a).

Diikaz. Jelikoz F (o)) musi obsahovat 0 a vSechny mocniny «, obsahuje taky vSechny
nenulové prvky F,. O

Véta 2.12. Necht F je konecné téleso, n > 0 je celé éislo. Pak existuge ireducibilni
polynom f(x) € Fy[z] stupné n.

Diikaz. Necht « je primitivni prvek Fgn. Vime, ze F; C Fyn. Prvek « je kofenem
néjakého polynomu f(z) € Fy[z]. To plyne z toho, ze Fyn je vektorovy prostor nad
F, a mé néjakou kone¢nou dimenzi k (ve skutecnosti k = n). Proto jsou prvky
1 = a%al,a?,...,a" linedrné zavislé a tedy existuji prvky ag,ay,...,ar € F,
takové, ze ag- 1 +ay-a+as-a?+---+ap-af = 0. Tedy a je kofenem polynomu
f(z) = ap + a1 + ... + axz® € Fyfz]. Bud g € F,[x] minimélni polynom prvku
o € Fym, tedy g je ireducibilni nad F,. Tedy F,» obsahuje kofenové rozsifeni F,
urcené polynomem g(z). Protoze Fyn = Fy(a), je tim koFenovym rozsifenim celé
téleso Fyn. Odtud plyne, ze deg g = n. O

3. KORENY IREDUCIBILNICH POLYNOMU

Lemma 3.1. Necht f € Fylz] je ireducibilnd polynom nad Fy, a E D F, je néjaké
rozsirent obsahugict koten o polynomu f. Pak pro libovolny polynom h € Fy[z] plati
h(a) = 0 prdvé tehdy, kdyz f|h.

Drikaz. Necht a je vedouci koeficient polynomu f(x), pak a~! f(x) je monicky poly-
nom, jehoz kofenem je o. Oznaéme g € F[z] minimalni polynom prvku «. Potom
g(x)|atf(z). Protoze f(z) je ireducibilni, plati g(z) = a=!f(z). Proto f(x) d&li
kazdy polynom g € Fy[z], jehoz kofenem je a. O

Lemma 3.2 (O zamrzlém kyblu). Necht f € F[x] je ireducibilni polynom stupné
m. Potom plati f(z)|(z9" — ) prdvé tehdy, kdyz m|n.

Diikaz. (=) Necht f(z)|(z9" — x). Bud E kofenové rozsiteni F, uréené polynomem
f(z) a necht v E lezi kofen « polynomu f(z). Proto je o také kofenem polynomu
24" — z. Tedy F,» (rozkladové rozsifeni F, urcené polynomem 29" — x) obsahuje
kofen o polynomu f(z) a tedy i Fy(a) (kofenové rozsifeni F, urcené polynomem
f(x)). Téleso E = F () ma ¢™ prvki a je podtélesem Fyn, tedy m|n.

(<) Necht m|n. Pak Fym je podtélesem Fyn a Fym je kofenové rozsifeni F,,
uréené polynomem f(z), tedy obsahuje kofen o polynomu f(z). Proto a € Fyn a
plati a9” —a = 0, neboli a je kofen polynomu 29" —z € F,[z]. Protoze také f(a) =0
aNSD(f(z),z?" —x) = f(z) (protoze f(z) je ireducibilni), plati f(z)|(z¢" —z). O



