Véta 2.6. Necht F je konecné téleso s q prvky a K je jeho podtéleso. Potom pro
polynom x? — x € Klz] plati v Fx]

xqf:n:H(mfa)

a€F

Dikaz. Podle Lemma 2.5 plati pro kazdy prvek a € F, ze a? = a, tedy a? — a = 0.
Z toho plyne, ze kazdy prvek a € F je kofenem polynomu x¢ — z, proto plati
(x —a)|(z? — z). ProtoZe polynomy = — a jsou pro rtznd a € F po dvou nesoudélné,
plati taky [],cp(z — a)|(z? — ).

Zbyvé jesté dokdzat rovnost polynomt. Oba polynomy maji stupeii g (protoze
F ma ¢ prvki) a vedouci ¢len obou polynomi je z%. Protoze [[,.g(z —a)|(2? —z),
oba polynomy se rovnaji. |

Pfed nasledujici definici si jesté zavedeme nové oznaceni. Je-li E rozsifeni télesa
K a 0 € E, pak nejmensi podtéleso télesa E obsahujici (tj. prinik vSech podtéles
télesa E obsahujicich) podtéleso K a prvek 6 budeme oznacovat K(6). Druhou pod-
minku z definice kofenového rozsifeni télesa K urceného ireducibilnim polynomem
p(z) € K[z] (ze libovolné podtéleso E obsahujici K a 6 se rovna E) pak miZzeme
zapsat strucné jako K(0) = E. Podobné ozna¢ime K (01,0, ..., 0,,) nejmensi pod-
téleso télesa E obsahujici K a prvky 61,0s,...,0,, € E.

Definice. Necht K je téleso, f(z) € Kiz]. Pak rozsifeni E télesa K nazyvame
rozkladové rozsifeni télesa K urcené polynomem f(z), pokud se polynom f(z)
rozkldda v E[z] na soudin linedrnich polynomu a soucasné téleso E je nejmensi
podtéleso E (vzhledem k inkluzi) obsahujici K, nad kterym se f(z) rozklada na
sou€in linedrnich C¢initeld. Jinak feceno, pokud jsou 6i,6s,...,0,, € E vSechny
kofeny polynomu f(x), pak K(01,6s,...,6,,) = E.

Je-li T : E — F izomorfizmus téles E a F, pak jej miZeme pfirozené rozsitit do
izomorfizmu T : E[z] — F[z] obort integrity polynomt jedné proménné nad obéma
télesy pomoci predpisu

T(ana" +an 12" - Farztag) = T(an)z"+T(an_1)x" 4 -+T(a1)z+T(ag).

Je samoziejmé tieba ovérit, ze takto definované zobrazeni T : E[z] — F[z] je
skuteéné izomorfizmus. Specialng, polynom p(z) € E[z] je izomorfni nad E, pravé
kdyZ je polynom T'(p(z)) izomorfni nad F.

Véta 2.7 (O existenci a jednoznacnosti rozkladového rozsifeni). Pro kaZdé téleso
K a kazdyg polynom f(x) € K[z] stupné aspori 1 existuje rozkladové rozsirent télesa
K uréend polynomem f(x).

Kazdd dvé rozkladovd rozsiiend télesa K uréend polynomem f(x) jsou K-izomorfni.

Drikaz. (1) Nejprve dokazeme existenci. Necht deg f =n a f(z) =p1 -p2-- Dk
je rozklad polynomu f(z) na sou¢in polynomi ireducibilnich v K[z]. Bu-
deme postupovat indukci podle n—k. Je-li n—k = 0, jsou vSechny polynomy
P1,P2,---,Pn linearni a téleso K je rozkladové rozsifeni K urcené polyno-
mem f(x).

Necht n — k > 0. Pak asponl jeden z ¢initelt p;(z) m4 stupeni aspon 2.
Necht to je pi(x). Oznaéme G kofenové rozsifeni télesa K urcené polyno-
mem p;(x). V G[z] se p;(x) rozkldda na soudin aspon dvou ireducibilnich
polynomt. Vezméme rozklad f(xz) = ¢1 - g2+ - g; na soucin ireducibilnich
polynomt v G[z]. Plati | > k, tedy n —l <n — k.
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Nyni zformulujeme indukéni predpoklad: pro kazdé rozsireni G télesa K
takové, ze f(x) = q1-q2---q v G[z] an —1 < n — k, existuje rozkladové
rozsifeni E télesa G urdené f(x).

Tedy podle indukéniho predpokladu existuje rozkladové rozsifeni E té-
lesa G urc¢ené polynomem f(z). Téleso E je tedy rozsifenim télesa K, nad
kterymm se polynom f(z) rozkldd4 na soudin linedrnich ¢initelt. Nyni jesté
musime oveérit podminku minimality, aby to bylo také rozkladové rozsifeni
télesa K ur¢ené polynomem f(z). Nad télesem E se polynom f(z) roz-
klada na soufin linedrnich ¢initeld f(z) = a(z —61) - - - (x —0%). Ozna¢me F
nejmensi podtéleso télesa E obsahujici K a 6y,...,0;,tj. F = K(61,...,0k).
Pak F spliuje oba pozadavky na rozkladové rozsiteni K uréené polynomem

().
(2) Zbyva dokézat jednoznacnost. Ve skutecnosti dokdzeme silnéjsi tvrzeni v
podobé:

Jsou-li G a H rozsifeni téhoz télesa K, zobrazeni 7' : G — H je K-
izomorfizmus a f(z) € G[z], pak jsou K-izomorfni také rozkladové rozsireni
G uréené polynomem f(z) a rozkladové rozsifeni H urcené polynomem

T(f(x)).

Také v tomto pripadé budeme predpokladat, ze deg f = n a ze f =
p1-p2 - je rozklad polynomu f(x) na soudin polynomi ireducibilnich v
G|[z] a budeme postupovat indukei podle n — k. ProtoZe rozsifené zobrazeni
T : Glz] — HJz] je izomorfizmus, je také T(f) = T(p1)T(p2) - T (pk)
rozklad na soudin polynomu ireducibilnich v Hz]. Ozna¢me E rozkladové
rozsifeni G urcené polynomem f(z) a F rozkladové rozsiteni H uréené
polynomem T'(f(z)).

Je-lin—k=0,pakje E=G,F=H aT: G — H je K-izomorfizmus.

Necht n — k > 0. Necht degp; > 1. Potom polynom p;(z) mé v E né-
jaky kofen « a v F mé néjaky kofen . Pak E(«a) je kofenové rozsifeni
télesa G urcené polynomem p;(x) a F(f5) je kofenové rozsifeni té&lesa H ur-
¢ené polynomem T'(p1). Podle véty o existenci a jednoznaénosti kofenového
roz§ifeni existuje K-izomorfizmus U : Gla] — H[]. Vétu o existenci a jed-
noznacnosti kofenového rozsifeni jsme sice nedokazali v té obecnosti, v jaké
jsme ji pravé pouzili, ale ptivodni formulaci a ditkaz 1ze snadno zobecnit do
potfebného tvaru.

Je-li f = q1q2 - - - q; rozklad na polynomy ireducibilni nad G[z], pak plati
I>katedyn—I<n—k.

Nyni zformulujeme indukéni pfedpoklad. Pro libovolnéd dvé K-izomorfni
rozsifeni E', F’ télesa K, izomorfizmus T : E' — F’ a libovolny polynom
f(z) € E'[z], ktery se nad E’ rozklad4 na vice ireducibilnich polynomi nez
nad E, jsou rozkladovéa rozsiteni F/ uréené f a G’ uréené T(f) K-izomorfni.

Podle indukéniho pfedpokladu pouzitého na télesa E' = G(a), a F/ =
H(f), na izomorfizmus U : E' — F’ a na polynom f(x) tedy existuje K-
izomorfismus F a G.

O

Véta 2.8 (O existenci a jednozna¢nosti koneénych téles). Pro kaZdé prvodislo p a
cel€ ¢islo n > 0 existuje téleso s g = p™ proky.



Libovolnd dvé télesa s p™ pruky jsou izomorfni (a jsou izomorfni rozkladovému
rozsirent télesa Z,, urceného polynomem x9 — x € Z,[x]).

Diikaz. Nejprve dokazeme existenci takového télesa. Bud F rozkladové rozsiteni Z,
uréené polynomem z? — z € Z,[z]. Polynom f(z) := 29 — 2 nema v F vicenasobny
kofen, protoze (29 — x) = q.x9"! — 1 = —1, tedy NSD(f, f’) = 1 a proto f nemtize
mit v F vicendsobny kofen. Tedy ¢ — x ma v F presné ¢ = p™ kofenti. Oznacme
G = {a € F : a? — a = 0}. UkdZzeme, 7e G je podtéleso F. Plati 0,1 € G a pro
v8echny a,b € G plati (a.b)? = a9.b? = a.b a (a + b)pk =a?" + " = a+b. Tedy
G je podtéleso F, které obsahuje Z, a nad kterym se x? — x rozklada na soucin
line4rnich ¢initelt. Protoze F je rozkladové rozsifeni télesa Z, uréené polynomem
9 —z, plati F = G a F ma tedy ¢ prvku.

Zbyvéa dokazat jednoznacnost. Necht E je t&leso s ¢ = p" prvky. Pak podle
Véty 2.6 plati 27 — 2 = [[,cp(z — a). Tedy E je rozkladové rozsifeni Z, urcené
polynomem z? — x € Z,. Podle Véty 2.7 jsou libovolnd dvé rozkladové rozsireni
télesa Zj, urcend polynomem x? — z izomorfni. [



